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PREFAZIONE 


Neir  accingermi  a  scrivere  di  Achille  Sannia  ,  una  folla  di 
meste  ricordanze  mi  si  affaccia  alla  mente.  Legato  a  lui  di  pa- 
rentela, da  lui  invogliato  agli  studi  matematici ,  suo  discepolo 
e  coadiutore ,  oggetto  di  tanti  suoi  benefizi ,  io  non  posso  fis- 
sare il  pensiero  sulla  sua  nobile  figura,  senza  che  mi  si  risvegli 
dentro  più  pungente  il  dolore  di  averlo  perduto.  Unico  conforto 
mi  è  poter  oggi  esprimere  qui,  in  fronte  al  volume  che  forma 
il  suo  testamento  scientifico,  la  mia  profonda  gratitudine,  che  gli 
anni  accrescono  avvalorandola  dciresperìenza  della  vita.  Ma  il 
Saknià  ha  lasciato  larga  eredità  eziandio  come  insegnante  e 
come  cittadino;  e  però  qualche  cenno  sulla  sua  vita  non  sarà  alla 
gioventù  studiosa  di  minor  ammaestramento  che  il  presente 
suo  libro. 

Egli  nacque  in  Campobasso,  capoluogo  del  Sannio,  il  22  aprile 
1822,  da  un  egregio  magistrato,  che,  giunto  ai  più  alti  gradi, 
fu  dal  Governo  borbonico  messo  anzi  tempo  in  ritiro  per  aver 
in  un  processo  per  reato  di  stampa  contro  tre  giovani  liberali 
(Mancini,  Pironti,  Trincherà)  negato  il  voto  alla  ingiusta  con- 
danna. Egli  stesso  il  giovane  Achille,  mentre  attendeva  agli 
studi  in  Napoli,  era  segnato  dalla  polizia  come  uomo  «  d'in- 
cesso repubblicano  »  e  stoffa  di  «tribuno  ».  Pure  potò  presen- 
tarsi al  concorso  per  la  Scuola  dei  Ponti  e  Strade,  che  acco- 
glieva 40  alunni,  dei  quali  riesci  il  primo;  e  alcuni  anni  dopo 
esserne  escito  con  molto  onore,  protetto  dalla  benevolenza  dei 
maestri,  fu  chiamato  a  insegnarvi  (1853)  prima  Geometria  a  tre 
coordinate ,  poi  Geometria  descrittiva  ed  applicazioni  ;  ed  egli 
seppe  guidare  i  migliori  alunni  a  risolvere  nuove  questioni  sulle 
superficie  di  2^  grado  con  notevole  eleganza. 

L'Università  napoletana  in  quel  tempo  languiva,  trascurata 

dal  Governo  pigro  e  ombroso ,  e   la  Scuola  di  Ponti  e  Strade 

era  V  unica   ove  a  pochi  fosse  concesso  studiar  seriamente  la 

Geometria  descrittiva  e  la  Meccanica  e  poi  le  Matematiche  ap- 

SAmiA  —  Geometria  proiettiva.  a* 
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plicate;  d'  altra  parte  nelle  scuole  secondarie  dello  Stato  scarso 
era  rinsegnamento  della  Matematica  elementare,  come  di  altre 
discipline.  Alle  molte  lacune  sopperiva  rinsegnamento  privato, 
che  per  antica  tradizione  era  assai  fiorente  e  sviluppato  -,  e  il 
Sannia  aperse  appunto  uno  «  Studio  di  Matematiche  ».  Ivi,  con 
queir  energia  di  mente  e  di  corpo  che  restò  fino  airultimo  un 
dei  suoi  tratti  più  spiccati,  stando  fermo  per  sei  ore  sulla  cat- 
tedra senza  dar  segno  di  stanchezza,  insegnava  alternamente 
in  quattro  classi  tutte  le  discipline  matematiche,  dair Aritmetica 
al  Calcolo  integrale  ed  alla  Meccanica  razionale,  dalla  Geome- 
tria elementare  alla  descrittiva;  e  ciò  con  la  scorta  dei  migliori 
trattati,  che  cementava  con  rigor  di  critica,  aggiungendo  con 
ferrea  memoria  copiose  notizie  storiche,  eccitando  (nel  che  era 
impareggiabile)  V  inventiva  e  V  emulazione  dei  giovani  con  una 
ricca  raccolta  di  esercizi,  esigendo  che  li  scrivessero  con  garbo 
e  trovando  il  tempo  di  leggerli  e  postularli.  E  come  se  non  ba- 
stasse, egli  dava,  oltre  alle  accennate,  una  lezione  gratuita  per 
divulgare  le  opere  dello  Chasles  ,  quelle  del  Brioschi  e  del 
Baltzer  e  del  Trudi  sui  dctex*minanti,  qualche  memoria  del 
Bellavitis,  la  teoria  delle  coordinate  omogenee,  quella  dell'in- 
vcrsione,  ecc.  Alcune  dottrine  erano  svolte  in  modi  nuovi,  che, 
pubblicati ,  gli  avrebbero  fatto  onore;  ma,  non  avendo  egli  da 
giovane  affrontato  il  pauroso  mostro  della  pubblicità,  né  ap- 
pagandosi mai  di  semplificare  e  limare,  non  osò  dar  nulla  alle 
stampe,  e  fu  danno  per  le  scuole  nonché  per  lui  stesso.  Tutta- 
via, se  non  con  gli  scritti,  egli  contribuì  potentemente  alla  dif- 
fusione ed  airincremento  della  scienza,  formando  con  Tardore 
e  la  lucidezza  della  sua  parola  molti  valenti  discepoli,  sparsi 
ora  per  le  scuole  secondarie  e  superiori  di  tutta  Italia. 

Costituita  intanto  la  nazione  in  unico  Stato,  il  Sannia  venne 
dai  napoletani  eletto  membro  del  Consiglio  municipale,  ove  fu 
preposto  all'  ardua  impresa  di  instaurare  e  ordinare  le  scuole 
comunali:  nuove  immani  fatiche,  e  nuovi  stiraoli  alla  sua  ope- 
rosità. Inoltre ,  introdotte ,  per  V  avvenuto  riordinamento  delle 
scuole  governative,  la  licenza  liceale  e  Tuniversitaria  coi  rela- 
tivi programmi,  l'insegnamento  privato  veniva  a  perder  quella 
libertà  di  metodo  e  di  estensione  che  ne  erano  stati  la  forza 
e  il  vanto.  Perciò  nel  18G5  il  Sannia  abbandonò  lo  Studio  pri- 
vato (che  fu  per  alcuni  anni  continuato  da  me  con  gli  amici 
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Pisani  e  Salvatore-Dino),  ed  entrò  nella  carriera  universitaria, 

prima  col  modesto  incarico,  che  egli  seppe  rendere  importante, 

d' insegnare   il   disegno   di   Geometria   descrittiva ,  poscia   con 

V  incarico    della  Geometria  superiore.  E   quando  fu  instaurata 

la  Cattedra  di  Geometria  proiettiva,  egli  ne  divenne  professore 

ordinario  (1877),  lasciando  quella  che   aveva  conservato  nella 

scuola  degr  Ingegneri  succeduta  all'  antica  di  Ponti  e  Strade, 

nonché   la  Geometria  supcriore.    Poco   prima   (1876)  Morcone, 

patria  dei  suoi  antenati,  lo  aveva  inviato   rappresentante  alla 

Camera  dei  Deputati.  Nel  mandato   fu  poscia  confermato;  ma, 

avendovi  rinunziato  per  far  parte  della   Giunta  superiore  del 

Catasto,  venne  nel  1890  elevato  alla  dignità  di  Senatore. 

Tanta  varietà  di  occupazioni  non  valse  a  frastornarlo  dagli 
studi,  che  erano  il  suo  vero  amore;  e  la  presente  opera  fa  fede 
del  giovanile  vigore  con  cui  vi  si  dedicò  finché  ebbe  vita. 

Essa  è  il  pi'ezioso  frutto  delle  sue  lezioni  universitarie,  ed 
egli  vi  ha  trasfuso  tutto  sé  stesso  Q). 

La  prima  edizione  ne  fu  compiuta  nel  febbraio  del  1891,  e 
r  Autore  vi  premise  un'avvertenza,  che  è  bene  qui  riprodurre: 

«  Sono  ormai  molti  anni  che,  esaurita  V  edizione  italiana,  ed 

<  anche  la  francese,  degli  «  Elementi  di  Geometria  proiettiva  3> 
«  dell'illustre  Prof.  Cremona,  io  ricorsi  all'espediente  di  far  li- 
«  tografare  parte  delle  mie  lezioni  di  Geometria  proiettiva,  ce- 
«  dendo  così  alle  insistenze  dei  miei  discepoli  ». 

«  In  seguito,  volendo  compierle  e  recarle  a  forma  più  corretta, 
<c  m'indussi  a  pubblicarle  per  le  stampe;  ed  all'uopo  fu  aperto 
«  dall'  editore  sig.  B.  Pellerano  un  abbonamento  ,  nel  quale  si 
«  prometteva  un  volume  in  8.*^  di  circa  500  pagine  ». 

«  Or  avvenne  che  durante  la  stampa,  incominciata  nell'Otto- 
«  bre  del  1885,  il  desiderio,  anzi  il  bisogno  di  esporre  alcune 
«  teorie  fondamentali  nel  modo  più  nuovo   e  più  rigoroso ,  fa- 

<  cesse  crescere  il  volume  sino  a  più  che  600  pagine  ;  il  che, 
«  insieme  ad  altre  gravi  cagioni,  che  non  è  opportuno  riferire, 
«  menò  assai  in  lungo  la  pubblicazione  dell'opera  ». 

«  Ciò  mi  costringe  a  porre  un  termine  alla  pubblicazione  stessa, 
«  senza  aver  potuto  svolgere  tutto  intero  il  programma  che  mi 


C)  Gli  Elementi  di  Geometria  portano  col  mio  il  suo  nome,  ma   non 
mi  lusingo  che  rispecchino  fedelmente  le  preclare  doti  del  mio  maestro. 
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«  ero  proposto;  tanto  più  che,  esaurita  la  prima  edizione  a  rai- 
«  sura  che  veniva  alla  luce  per  fascicoli,  ho  dovuto  intrapren- 
<c  derne  imuiediatamente  una  ristampa  (non  senza  parecchie  mu- 
«  tazioni  ed  aggiunte),  per  sopperire  ai  bisogni  della  scuola  ». 

«  Chiunque  abbia  esperienza  di  opere  scolastiche  sa  quanto 
«  sieno  frequenti  casi  simili  al  mio,  e  vorrà  certo  darmi  venia 
«  se  l'opera  non  risponde  esattamente  al  programma  ». 

<L  Urgendo  intanto  il  tempo  e  mancando  lo  spazio,  io  riserbo 
«  air  accennata  ristampa  la  prefazione,  nella  quale  conto  di  en- 
«  trare  in  particolari  sul  piano  secondo  cui  Topera  ò  costruita 
«  e  su  quanto  debbo,  primieramente  alla  corrispondenza  tenuta 
«  col  ch.o  Prof.  C.  Segre,  e  poi  all'  intelligente  ed  assiduo  aiuto 
«  dei  Professori  Del  Re  e  Amodeo,  già  miei  assistenti  ». 

La  seconda  edizione,  che  oggi  si  presenta  al  pubblico ,  non 
era  giunta  che  a  pagina  360  quel  tristissimo  8  febbraio  del  1892, 
nel  quale  Achille  Sannia  ci  fu  rapito  da  morte;  vittima,  si 
può  ben  dire,  dell' impazienza  febbrile  con  cui,  ad  onta  della 
grave  età,  attendeva  alla  stampa;  dell'indomabile  ardore  d'in- 
segnare, che  lo  spingeva  a  dar  lezioni  al  di  là  del  dovere;  del 
disprezzo  che  aveva  di  ogni  cura  materiale  e  d'  ogni  pensiero 
che  non  si  rivolgesse  alla  parte  idealo  dell'uomo.  Volle  recarsi 
all'  Università  anche  un  giorno  che  vi  si  era  cominciato  a  tu- 
multuare, e  intrattenendosi  negli  aperti  corridoi  senza  poter  far 
lezione,  contrasse  la  polmonite  che  lo  spense  ! 

La  morte  dell'  uomo  insigne ,  che  con  la  bontà  affascinava 
chiunque  lo  avvicinasse ,  che  nella  scuola  e  dovunque  aveva 
profuso  generosamente  T  opera  sua ,  eccitò  1'  universale  com- 
pianto (^).  Dolenti  sopra  tutti  gli  antichi  suoi  discepoli,  uno  dei 
quali  dichiarava  che  essi  trovavano  in  lui ,  anche  meglio  che 
il  maestro,  la  guida,  il  protettore,  il  padre. 

Era  desiderio  comune  dei  cultori  della  scienza,  degli  studenti, 
dell'editore,  della  famiglia,  che  la  stampa  fosse  condotta  a  ter- 
mine; ed  a  me  ne  fu  commesso  il  compito,  che  assunsi  dì  gran 
cuore  come  un  sacro  dovere,  potendo   contare  sulla  coopera- 


(*)  Un'eco  fedele  ce  no  conserva  l'opuscolo  «  In  memoria  di  Achille 
Sannia  » .  Chiedo  venia  di  aver  qui  riprodotto  qualche  passo  di  scritti 
ivi  contenuti  di  mio  fratello  Francesco  e  dei  professori  G.  Torelli  e 
P,  DEL  Pezzo,  poichò  né  io  avrei  saputo  dir  meglio  di  loro,  nò  a  lo- 
dare quel  benemerito  si  è  mai  in  troppi. 
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zione  del  dott.  E.  Ascione,  ora  professore  neir  Istituto  tecnico 
di  Caserta.  Questo  giovane  egregio  ha  messo  in  servizio  della 
pia  impresa  una  fine  intelligenza ,  una  devozione  filiale  alla 
memoria  del  maestro,  ed  io  gliene  esprimo  il  piti  caldo  ringra- 
mcnto.  Né  dimentico  il  prof.  A.  del  Re,  che  anche  a  noi  giovù. 
dì  consiglio  e  di  aiuto  quando  più  erano  opportuni. 

Nel  presente  volume  è  svolta  la  parte  fondamentale  della  Geo- 
metria proiettiva  con  metodo  puramente  sintetico ,  sicché  ben 
gli  si  addirebbe  V  epigrafe:  «  geometrica  geometrice  »  ;  ed  è  il 
primo  trattato  italiano  di  simile  tipo. 

I  gruppi  armonici  vi  sono  definiti  indipendentemente  da  re- 
lazioni metriche,  come  nello  Staudt  (^).  Due  forme  fondamentali 
son  definite  proiettive  se  dall'una  può  ottenersi  l'altra  mediante 
un  numero  finito  di  proiezioni  e  sezioni;  da  questa  definizione 
scaturiscono  le  proprietà  delle  proiettività  nel  campo  binario, 
e  segnatamente  la  importantissima  della  identità  di  due  forme 
semplici  in  corrispondenza  univoca  con  tre  coppie  di  elementi 
corrispondenti  coincidenti;  dalla  quale  è  dedotta  quella  che  in- 
vece lo  Staudt  assumeva  come  definizione  della  proiettività: 
due  forme  fondamentali  in  corrispondenza  tale,  che  a  quattro 
elementi  armonici  corrispondano  quattro  armonici,  sono  proiet- 
tive. Il  procedimento  del  nostro  Autore  off're  il  vantaggio  di 
non  partire  da  una  definizione  troppo  artifiziosa. 

In  questa  seconda  edizione  ò  introdotta  la  teoria  delle  «  pro- 
iettività armoniche  »  (^),  dalla  quale  discende  quella  delle  in- 
voluzioni armoniche  ». 

La  teoria  dell'  involuzione  è  svolta  secondo  lo  Staudt  ,  ma 
con  maggior  cura  dei  particolari ,  in  guisa  da  non  trovar  ri- 
scontro in  nessun  altro  trattato. 

Gli  elementi  immaginari  sono  rappresentati  mediante  le  invo- 
luzioni ellittiche;  ma  non  sono  considerati  separatamente,  come 


O  Non  sarà  mai  abbastanza  raccomandato  ai  giovani  lo  stadio  della 
classica  Geometrie  der  Lage  (Geometria  di  posizione)^  di  cui  esiste  una 
pregevole  traduzione  italiana  del  Prof.  M.  Pieri  (Torino,  1889). 

{*)  Skore:  Note  eur  les  komographiee  binairee  et  leurt  faÌ8ceaux.  (Journal 
far  r.  ii.  a.  Mathematik,  t.  100,  1886)  ;  Stkphanos:  Mémoire  tur  la  repré- 
ienttUion  dee  homographiet  hinairee  par  pointt  de  V  espaee  (Math.  Ann., 
t.  22). 
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con  più  profonda  indagine  fa  lo  Staudt  (^),  bensì  a  coppie;  il 
che  in  molte  questioni  è  sufficiente,  mentre  evita  complicazioni. 
In  ciò  l'Autore  prescelse  la  via  indicata  dal  Segre  (^). 

Inoltre  egli  adopera  il  «  calcolo  con  proiettività  »  («prodotti» 
di  proiettività,  proiettività  «  permutabili  »,  «  gruppi  »  di  proiet- 
tività, involuzioni  «  unite  »,  ecc.)  prima  sviluppato  dallo  Ste- 
PHANOS,  e  lo  applica  alle  proiettività  «  cicliche  »  suir  esempio 
del  WiENKR,  e  svolge  altre  proprietà  delle  proiettività  binarie 
seguendo  il  Segrb. 

Il  calcolo  con  le  proiettività  e  le  coppie  di  elementi  immagi- 
nari sono  il  più  spesso  lo  strumento  col  quale  il  Sannia  riesce 
ad  andare  più  a  fondo  degli  altri  autori  nelle  singole  questioni; 
cosicché,  confrontando  il  suo  con  altri  trattati  sintetici  (Staudt, 
Rete,  Steinbr-Schh5tbr,  Cremona,  ecc.),  si  trova  che  tutti  gli 
argomenti  in  esso  presi  ad  esporre  vengono  studiati  con  mag- 
gior ampiezza  ed  approfonditi  fin  dov'era  didatticamente  com- 
portabile. 

Non  mancano  parecchie  pagine  dedicate  alle  relazioni  me- 
triche, prese  in  parte  dal  Poncelbt  e  dallo  Chasles;  ma  esse 
stanno  da  sé,  indipendenti  e  non  influenti,  in  un  paragrafo  a 
parte  introdotto  in  questa  seconda  edizione.  Vi  è  schivato  il  rap- 
porto anarmonico,  forse  con  troppa  ritrosia. 

Mentre  nella  prima  edizione  le  coniche,  reali  e  imaginarie,  eran 
definite  come  «  sistemi  polari  »  al  modo  dello  Staudt,  l'Autore 
ha  in  questa  stimato  più  conveniente,  per  rigaardi  didattici,  di 
definir  prima  le  coniche  reali  mediante  due  fasci  o  punteggiate 
proiettivi  ed  esporne  le  principali  proprietà,  incluse  le  polari; 
riserbandosi  di  estender  più  tardi  tali  proprietà  ai  sistemi  polari 
e  quindi  alle  coniche  immaginarie.  In  ciò  egli  ha  seguito  una  via 
parallela  a  quella  tenuta  nelle  forme  di  prima  specie,  dove  prima 
aveva  studiato  le  proprietà  relative  a  coppie  di  elementi  reali 
e  poscia  quelle  relative  a  coppie  di  elementi  immaginarli,  ossia 
alle  involuzioni  che  le  rappresentano.  Inoltre,  dopo  le  forme  di 
prima  specie  è  passato  a  quelle  generate    da  due   tali  forme 


(*)  Nell'opera  tBeitrdge  zur  Geometrie  der  Lage*^  degno  complemento 
della  Geometrie  der  Lage. 

(*)  Ofr.  la  memoria:  Le  coppie  di  elementi  immaginari  ecc.  (Acc.  di 
Torino  v.  28,  1886). 
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proiettive,  e  quindi  anche  alle  quadriche  rigate.  Ciò  ha  fatto  an- 
che perchè  gli  permetteva  di  affrontar  presto  dei  problemi  impor- 
tanti relativi  alle  forme  di  prima  specie,  p.  e.:  costruzione  degli 
elementi  uniti  di  una  proiettività  e  della  coppia  comune  a  due 
involuzioni,  problemi  di  2»  grado,  ecc. 

Era  giunta  a  questo  punto  la  stampa,  quando  il  Sannia  cessò 
di  vivere.  A  noi  incombeva  il  dovere  di  rimetterla  al  più  presto 
sulla  via  della  prima  edizione,  e  perchè  il  tempo  stringeva,  e 
perchè  sarebbe  stata  troppo  ardita  e  inopportuna  impresa  so- 
stituirci air  Autore. 

Prima  nostra  cura  fu  di  stabilire  il  principio  di  dualità,  che 
troppo  aveva  aspettato. 

Indi  passammo  alla  correlazione  ed  airomografia  (e  in  par- 
ticolare air  affinità  ed  alla  omologia  ) ,  trattandone  prima  nel 
piano,  poi  nella  stella,  e  da  ultimo  nello  spazio;  mentre  nella 
precedente  edizione  erano  trattate  insieme.  Dopo  abbiamo  rag- 
gruppato in  un  capitolo  a  parte  tutti  quei  teoremi  della  prima 
edizione  che  provenivano  dall'  applicare  alle  coniche  reali  la 
correlazione,  1'  omografia,  V  omologia,  V  affinità,  ecc.... 

Facemmo  seguire  la  classificazione  di  omografie  contenuta 
nella  prima  edizione  (^)  ;  ma  prima  dimostrammo  che  ogni 
omografia  piana  ammette  sempre  almeno  un  punto  unito ,  ed 
evitammo  così  quel  cambiamento  di  ordine  delle  materie  ac- 
cennato appunto  in  una  nota  della  prima  edizione.  Ciò  potemmo 
fare,  perchè  si  era  già  trattato  delle  coniche  reali. 

Abbiamo  poi  considerato  le  omografie  e  correlazioni  dege- 
neri; ma  quei  brevi  cenni  che  la  prima  edizione  conteneva,  sulla 
classificazione  di  correlazioni  piane  e  non  degeneri,  ci  è  parso 
conveniente  di  porli  fra  gli  esorcizìi ,  non  solo  enunciati  ma 
anche  sviluppati. 

Poi  siamo  passati  alle  polarità.  Abbiamo  trattato  separata- 
mente della  polarità  nel  piano,  nella  stella,  nello  spazio,  modi- 
ficando radicalmente  V  ordine  della  prima  edizione  ;  premesse 
alcune  nozioni  generali  per  tutte,  abbiamo  dedotto  singolarmente 


(>)  II  DEL  Bs  qui  arrecò  varie  cose  (analoghe  a  qaeile  pel  campo  bi- 
nario) salla  trasformazione  di  omografie  e  reciprocità  (in  particolare 
involutorie)  le  une  con  le  altre,  sulla  loro  permutabilità  ,  o  sulle  que- 
stioni   che    a  questo   si  collegano  (coppie  di  coniche,  ecc.). 
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i  più  notevoli  risultati  relativi  alla  trasformazione  di  omografie 
e  correlazioni  mediante  polarità,  e  specialmente  alla  trasfor- 
mazione di  una  polarità  mediante  un'  altra. 

Finalmente  abbiamo  introdotto  i  concetti  di  conica ,  cono  e 
quadrica  immaginarli. 

Giunti  così  air  ultimo  paragrafo ,  abbiam  potuto  riprodurre 
quaai  integralmente  il  resto  della  prima  edizione,  il  quale  tratta 
diffusamente  degli  assi  di  sintesi  ed  umbilichi  di  due  coniche, 
del  sistema  di  due  coniche,  dei  fasci  e  schiere  e  fasci-schiere 
di  coniche. 

E  così  han  termine  queste  «  Lezioni  ».  La  mole  cresciuta 
molto  al  di  là  del  previsto,  nonché  le  ragioni  dianzi  accennate, 
non  ci  hanno  permesso  di  renderle  complete  aggiungendovi 
altri  capitoli  dedicati  ad  altri  argomenti;  cioè:  fuochi  e  sistemi 
unifocali  e  confocali  per  le  coniche;  teorie  analoghe  per  i  coni 
di  2o  grado;  quadriche  e  cubiche  gobbe.  Ma  insomma,  ove  si  vo- 
glia tener  conto  della  estensione  che  solitamente  hanno  i  corsi 
di  Geometria  proiettiva,  si  vedrà  che  pochi  sono  gli  argomenti 
che  qui  mancano.  Vi  abbondano  invece  gli  esercizi,  tra  i  quali 
molti  assai  interessanti  contengono  anche  ricerche  originali,  che 
non  trovavano  posto  nel  testo. 

Per  lo  spirito  puramente  geometrico  cui  il  presente  trattato 
s'informa,  per  la  profondità  con  cuii  sìngoli  argomentivi  sono 
studiati,  per  V  uso  felice  del  calcolo  con  proiettività,  per  il  ri- 
lievo che  vi  è  dato  alla  rappresentazione  degli  enti  immaginarli 
mediante  involuzioni  e  sistemi  polari  reali ,  per  la  fisonoraia 
tutta  propria  che  presenta,  esso  occupa  un  posto  cospicuo  fra 
le  più  recenti  opere  dedicate  alla  Geometria  moderna,  e  merita 
di  esser  conosciuto  e  diffuso,  non  soltanto  in  Italia,  ma  dovun- 
que sia  in  auge  il  culto  della  scienza  geometrica. 

Esso  si  raccomanda  inoltre  per  un  linguaggio  sempre  pre- 
ciso e  per  un'esposizione  limpidissima,  qual'era  da  attendersi 
da  un  uomo  di  cosi  spiccate  attitudini,  che  poteva  dirsi  plasmato 
da  natura  per  insegnar  Matematica. 

Possa  questo  forte  libro  perpetuare  1'  opera  indefessa  del 
Sannia  a  prò  degli  studi  geometrici,  insieme  con  la  sua  cara  e 
venerata  memoria. 

Torino,  27  Gennaio   1895. 

Enrico  d'Ovidio. 
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Definizioni. 

1.  Lo  studio  delle  proprietà  dello  spazio,  il  cui  obbietto  ap- 
partiene alla  geometria  ih  generale,  si  fa  mediante  Tuso  di  ei\ti 
j^eometrici  dati  a  priori  nello  spazio  stesso,  e  che  vengono  chia- 
mati i  suoi  elementi  generatori.  Nella  geometria  j^roiettiva,  pro- 
priamente detta,  questi  elementi  sono  il  punto,  la  retta,  il  piano. 
Un  loro  qualsivoglia  complesso  lo  chiameremo  figura'^  ma  inten- 
deremo che  le  rette  ed  i  piani  sono  estesi  indefinitamente,  senza 
avere  alcun  riguardo  alle  parti  finite  di  spazio  da  essi  circo» 
scritte,  a  meno  che  non  si  avverta  espressamente  il  contrario, 
o  non  risulti  ciò  chiaramente  dalla  forma  del  dire. 

Così,  per  esempio,  col  nome  di  triangolo  s'intenderà  il  sistema 
di  tre  punti  e  delle  tre  rette  indefinite  che  li  congiungono  a  due 
a  due;  con  quello  di  tetraedro  il  sistema  di  quattro  piani  inde- 
finiti, dei  quattro  punti  in  cui  si  segano  a  tre  a  tre,  e  delle  sei 
rette,  secondo  'cui  si  segano  a  due  a  due;  ecc. 

I  punti,  le  rette  e  i  piani  diconsi  gli  elementi  della  figura  con- 
siderata. 

2.  Per  rendere  i  nostri  ragionamenti  rapidi  e  chiari,  faremo 
uso  di  varie  acconce  notazioni. 

Indicheremo  i  punti  con  lettere  italiche  maiuscole  A,  B,  C,..., 
le  rette  con  lettere  italiche  minuscole  a,  &,  e,...,  ed  i  piani  con 
le  piccole  lettene  gi'eche  a,  ^,  7,.... 

Inoltre,  con  AB  si  rappresenterà  la  retta  individuata  dai  punti 
A  ,  By  e  con  a?  la  retta  individuata  dai  piani  a,  ^;  con  Aa  il 
piano,  che  passa  pel  punto  A  e  per  la  retta  a,  e  con  aa  il  puntd 
comune  alla  retta  a  ed  al  piano  a;  con  ABC  il  piano  dei  tre 
punti  Ay  By  C^  Qi  con  a^Y  il  punto  comune  ai  tre  piani  ot,  3,  y; 
Saxnia  —  6?eoi»eiria  proiettiva,  1* 
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con  oi'BC  il  punto  comune  al  piano  a  ed  alla  retta  BC,  e  con 
^  •  ^v  il  piano  che  congiunge  il  punto  A  alla  retta  g y  ;  con  a  •  Bc 
la  retta  comune  ai  piani  a,  Bc,  e  con  A-^c  la  retta  congiun- 
^ente  \  punti  U,  pc  ;  ecc.  {}), 

Scrivendo  a-BC^A,  o  A-^j^^a,  s'intenderà  volersi  indicare 
^con  A  il  punto  comune  al  piano  a  ed  alla  retta  BC,  o  con  a  il 
piano  individuato  dal  punto  A  e  dalla  retta  f^ì  ^^^' 

B  scrivendo  {u)  =  ApC.\.,  o  (w)  =  a?Y— ?  indicheremo  che  si 
considerano  i  punti  A,B,'C,...  della  retta  u,  o  i  piani  a,  ^,  y^.., 
della  retta  u  (ossia  che  passano  per  w)ì  ^^c- 

Andremo  man  mano  introducendo  altre  convenzioni;  e  sin  da 
ora  avvertiamo  che  i  segni  a  ,  ì|,  j_  si  useranno,  il  primo  in 
luogo  della  parola  angolo  o  angoli,  e  gli  altri  due  per  esprimere 
//  parallelisìno  e  la  perpendicolaìHtà» 


3.  Proiettare  da  un  punto 
fisso  S  (centro  di  proiezione)  una 
figura  [ABC,..,  àbc...],  composta 
di  punti  e  di  rette,  significa  co- 
struire le  rette  (raggi  proiettan- 
ti) SA,  SB,  SC.\.,  e  i  piani  (pia- 
ni proiettanti)  Sa,  Sb,  Se,.... 

Si  ottiene  cosi  una  novella  fi- 
gura, composta  di  rette  e  di 
piani,  che  passano  tutti  pel  cen- 
tro 8. 

E  si  noti  che  il  raggio  SA 
proietta,  oltre  al  punto  A,  cia- 
scun punto  della  retta  SA\  e 
che  il  piano  Sa  proietta,  oltre 
alla  retta  a,  ciascuna  retta  del 
piano  Sa:  si  suppone  però  che, 
né  A  coincida  con  S,  né  a  passi  '  che  passano  pel  punto  ca:  si  sup- 
per S.  pone  però  che,  nò  a  coincida 

con  0,  né  a  giaccia  in  o. 

(')  I  tedeschi  scrivono  ab,  o  ab^  per  indicare  il  punto,  o  il  piano,  co- 
mane  alle  rette  a,  i;  ed  AB,  clS  per  indicare  le  rette  AB^  ai.  Aggiun- 
gono in  somma  i  segni  . ,—  ,  =  ai  simboli  dei  punti,  delle  rotte,  dei  piani. 


Segare  con  un  piano  fisso  e 
(piano  trasversale)  una  figura 
[oL^-^...,  abc,.,],  composta  di  piani 
e  di  rette,  significa  costruire  le 
rette  (tracce)  gol,  g^,  g^...,  ed  i 
punti  (tracce)  Ga,  eh,  ce,.... 

Ne  risulta  così  una  nuova  fi- 
gura, composta  di  rette  e  di 
punti,  situati  tutti  nel  piano  g. 

E  si  noti  che  la  traccia  ca  ò 
prodotta  dal  piano  trasversale 
G,  non  solo  nel  piano  a,  ma  in 
tutti  i  piani,  che  passano  per  la 
retta  ca;  come  la  traccia  oa  é 
pur  prodotta  in  tutte  le  rette. 
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4.   F*foìt^ttnre  da  una  retta  /?*•- 

sa    s    {4:t^sc'  dì  proiezione)  un^^- 

jjcura  [^4 /^C-..],  composta  di  punti, 

^l^nitìca  c<)j<truirc  i piani  (^;?'(>ie^ 

taèiti)    sAy  sl3,  sCy.., 

E  la  nuova  figura,  che  ne  ri- 
sulta, è  composta  di  piani,  che 
passano  per  l'asse  «. 

11  \)ìano  a  A  proietta,  oltre  ad 
^1,  tutti  i  jmnti  del  piano  sA  \ 
iiupponendo  che  A  non  sia  si' 
tuato  sopra  s, 

5.  Se  una  figura  è  composta 
di  rette  ahc,,.^  che  passano  jjer 
un  punto  fisso  aS,  essa  può  es- 
sere proiettata  da  una  retta  s 
{aasfìy  che  passi  per  iS';  e  gli  e- 
leuienti  sa^  ì<bj  .se,...  della  figura 
novella  sono  piani  che  passano 
tutti  per  l'asse  s. 

^fa  ciò  equivale  a  proiettare 
la  fi.i^ura  data  da  un  punto  fisso, 
I>reso  ad  arbitrio  sulFasse  s. 


Segare  con  una  retta  fissa  s 
(trasversale)  una  figura  [a^^...], 
composta  di  piani,  significa  co- 
struire i  ^mitì  (tracce)  soijS^jS^,,... 

E  la  novella  figura,  che  cosi 
si  ottiene,  è  composta  di  punti 
allineati  sulla  trasversale  s. 

La  traccia  sol  ò  prodotta  da 
s,  non  solo  nel  x>ia'no  a,  ma  in 
tutti  i  piani,  che  passano  i)el 
punto  sol:  supponendo  che  a  non 
passi  per  ». 

Se  una  figura  è  composta  di 
rette  abc,  situate  tutte  in  un 
piano  fisso  e,  essa  può  essere  se- 
gata con  una  retta  fissa  s  (tra- 
sversale), che  giaccia  in  c\  e 
gli  elementi  sa,  sb,  sv,,,,  della 
nuova  figura  sono  punti  alli- 
neati tutti  sulla  trasversale  s. 

Ma  ciò  equivale  a  sezionare 
la  figura  data  con  un  piano  fis- 
so, condotto  ad  arbitrio  per  la 


trasversale  s. 

Si  possono  proiettare  da  una  retta  s  (o  segare  con  una  retta 
s)  tutte  le  rette  che  si  ai)poggiano  ad  s. 

6.  II  proiettare  da  un  punto,  o  da  una  retta,  e  il  segare  con 
un  piano,  o  C(m  una  retta,  sono  le  operazioni  fondamentali  della 
geometria  proiettiva, 

7.  a)  Proiettare  da  un  centro  di  j^i'oiezione  S  sopra  un  piano 
o'  (  quadroj  ^^/a/io  iconico j  o  piano  di  proiezione )  una  data  fi- 
gura, composta  di  punti  ABC.  e  di  rette  abc,..,  significa  proiet- 
tare G^,  a  sinistra)  questa  figura  dal  centro  aS',  e  segare  poi  col 
j>iano  o'  (*^y  a  dritta)  la  figura  risultante  da  tale  proiezione.  Me- 
diante la  prima  operazione  si  costruiranno  i  raggi  SA,  SB,  SCy,. 
V  i   piani  Sa,  Sb,  Se,, .;  con  la  seconda  operazione  poi  si  costrui- 
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ranno  i  punti  c'.>S'-4  =  ^',  g'-SB-^B',  o^-SC^  C',..,,  e  le  rette 
o^i%  =  o'.  o'  ^V/=?>^  c'*,Sr^c',....E  la  nuova  figura,  i  cui  ele- 
menti J7i'r'..*,  f^Vj't^..  ^i.iL'cìono  tutti  nel  piano  o',  si  dirà  im~ 
mafjìiii*  lìrnspiifln^  n  jtnthzlone  della  figura  data  (obbiettiva), 

/jj  Le  diu'  fi^4*arr  {{ìvim^i  prospettive'^  ed  in  esse  chiaiuansi 
rorrispomlenti  (onioifyjhi)  ;j;'1ì  elementi  A  e  A^,  B  e  B'j  C  e  C,.- 
ff  1^  (^^ /j  r^  //,  f  (^  ^'', ..*.  JiL  generale  sono  corrispondenti  una 
parto  della  ti^'ira  |/;']  rd  mi;t  i^arte  della  figura  data,  quando  Tuna 
i-  \n  unnuì'/uw  drir;tltr;i;  ossia  quando  Tuna  ò  il  complesso  delle 

i'i'H loi  inulti  torrìsiMindonti  alle  rette  ed  ai  punti  deiraltra. 

iMu-  punti  eumspómlriìii,  come  p.  e.  A  ed  A',  giacciono  in 
uiKi  n*Un,  t'iio  [ins-^n  pel  eentro  di  proiezione  S  (ossia  in  un 
rn^'^'io  iiriHiMtanh-  ):  ^inr  rette  corrispondenti,  come  p.  e.  a  ed 
ri',  i^i^riMoiH)  in  ini  pi-Kin  elle  passa  per  aS' (  cioè  in  un  piano 
|jruÌL*ftJìiitt^  ):  V  ^(^  UH  eie tn*  Ilio  della  figura  data  è  situato  nel 
]^\l\no  e',  viim  lui  sèNtossn  i>er  suo  corrispondente,  e  dicesi  e?e- 
fii^nttt  f tutto, 
luiiltre,   ho  nel  hi   M,unr;i    t  obbiettiva  più  rette  passano  per  un 

punto,  nella  figura  prospettiva 
ìì.u-  /  "  le   rette    corrispondenti   passe- 

ranno pel  punto  corrisponden- 
te; e  se  più  punti  giacciono  in 
una  retta,  i  punti  corrispondenti 
giaceranno  suUaretta  coirispon- 
dente. 

e)  Se  gli  elementi  (fig.  i.«) 
ABC,,.,  abc.  della  figura  ob- 
biettiva appartengono  tutti  ad 
uno  stesso  piano  o,  mentre  reg- 
ge quanto  è  detto  in  b),  si  ha 
(iì|i[3ìù  ('Ih'  (Im^  vi'ìti'  enrt i>]iondenti,  p.  e.  a  ed  a',  si  segano  in 
un  isiLnro  (Irlla  ritta  '^o^  i  poiché  a  ed  a' sono  le  intersezioni  del 
ìtiaiio  aa'  eoi  due  jiiani  e  <*  o');  e  quindi  tutti  i  punti  della  retta 


€f:'    SOllrt    ptuiti    tlltl 


neutre   g-.'  è  essa  stessa  una  retta  unita. 


in  i.'d  vi\Mi  niielie  Im   lii:iir;i  [^BC..,  a&c...]  è  immagine  prospet- 
tiva (li Un  tiii'Lir;!  [g'    sul  pi?iiio  G  e  con  lo  stesso  centro  S, 

8*  fi\  ('oii^iiler^tnthp  iieìtr  due  figure  prospettive,  di  cui  è  pa- 
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rola  nel  numero  prec(»dciite,  due  rette  corrispondenti  Oj  a'  ('), 
o^rni  raggio  s  (fig.  2.«)  condotto  per  S  nel  piano  «a',   segherà 


fi 


et       *->  » 


a  ed  a'  in  due  punti  corrispondenti,  che  ìndico  con  A  e  A',  Ora, 
se  8  rota  intomo  ad  *S',  varieranno  simultaneamente  A  ed  .4'; 
V  se  «  si  accosta  alla  parallela  ad  a  condotta  per  S,  A'  si  av- 
vicinerà al  punto  r,  in  cui  questa  parallela  sega  a',  mentre  A 
si  allontana  indefinitamente.  Affinchè  quindi  si  mantenga  senza 
eccezione  la  proprietà,  che  ad  ogni  punto  di  a'  corrisponda  un 
punto  di  tìr,  e  viceversa,  noi  diremo  che  la  retta  a  ha  un  punto  I 
aìV  in  finito  (^),  nel  quale  viene  a  porsi  A,  quando  A^  coincide 
con  /';  cioè  quando  il  raggio  s,  rotando  intorno  ad  8^  diviene 
parallelo  ad  a,  E  la  retta  a  ha  un  solo  punto  all'infinito,  perchè 
per  Sj  ammesso  TXI  postulato  di  Euclide,  passa  un  solo  raggio 
parallelo  ad  a  (•^). 


(*)  Supxjoniamo  che.  né  a,  né  a    passino  per  S. 

(-)  Il  punto  air  infinito  dicesi  pure  improj^rioj  chiamandosi  proprio 
ogni  punto  al  finito. 

(3)  Se  si  fa  astrazione  da  questo  postulato  e  dall'  altro  dell'  in  finità 
della  reità,  sono  possibili  tre  casi:  l.*»  che  tutte  le  rette  che  i)assano  pel 
punto  S  incontrino  la  retta  data;  2.°  che  pel  punto  S  passi  una  sola  retta 
che  non  incontri  la  retta  data;  8."  che  le  infinite  rette,  le  quali  pas- 
sano per  «S  e  incontrano  la  retta  data,  formino  un  angolo  concavo, 
sicché  le  infinite  rette  dell'  angolo  adiacente  supplementare  non  incon- 
trano la  retta.  A  questi  tre  casi  si  connettono  tre   diversi    rami    della 
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b)  il  punto  /',  irainagìiie  del  punto  all'infinito  /,  dicesi 
jmnto-limite  della  retta  a\ 

e)  Similmente  si  vede  che  la  retta  a'  ha  un  sol  punto  J' 
^i  ir  infinito,  che  ò  il  corrispondente  del  punto  J,  in  cui  a  è  se- 
^^ata  da  s,  quando  è  «,;  a'*,  e  Jsi  dirk  j^tatto-limite  della  retta  a. 

d)  Di  qui  segue  che  due  rette  parallele  hanno  io  stesso  jJ^a^fo 
idi'  infinito  (che  è  l'unico  punto  airinfinito  del  rag<^io  s  parallelo 
;id  esse);  e  che  tntte  le  rette  parallele  ad  una  stessa  retta  sono 
f^a  considerarsi  come  concorrenti  in  uno  stesso  punto  (all'  in- 
linito)  e  noi  diremo  che  esse  hanno  la  stessa  direzione. 

e)  Dunque  possiamo  affermare  che  due  rette  distinte,  si- 
tuate in  uno  stesso  piano ^  hanno  sempre  un  punto  comune  (al 
finito  o  air  infinito). 

f)  Qui  cade  a  proposito  il  dire  che,  dare  un  j)unto  /  allo 
infinito,  significa  dare  una  retta  r  che  passa  per  esso:  e  in  con- 
seguenza diremo  indifferentemente  congiungere  un  punto  M  al 
finito  col  punto  all'  infinito  di  r.  o  tirare  per  3/ la  parallela  ad  r. 

9.  a)  Se  la  figura  obbiettiva  giace  in  un  piano  o  (^),  e  se  sup- 
poniamo che  la  retta  a  assuma  in  e  tutte  le  posizioni  possìbili 
(fig.  2.«),  la  retta  corrispondente  a'  risulterà  sempre  individuata, 
come  intersezione  dei  piani  Sa,  e'.  Ma,  variando  a,  il  raggio  SI' 
genererà  un  piano  z'\  e;  e  quindi  7'  descriverà  la  retta  ùc'.^r, 
]tarallela  alla  retta. ce'.  Questa  retta  V  è  dunque  tale,  che  ad 
un  suo  punto  qualunque  V  corrisponde  un  punto  /  all'  infinito 
nel  piano  e.  E  noi  ammetteremo  che  il  luogo  di  questo  punto  1 
sia  una  retta  /,  poiché  esso  deve  corrispondere  alla  retta  V  del 
piano  e'.  Sussisterà  cosi  senza  eccezione  la  proprietà,  che  ad 
una  retta  del  piano  e'  corrisponde  ima  retta  del  piano  e;  e  vi- 
ceversa. E  la  retta  all'infinito  i  (-)  del  piano  e  è  unica,  perchè 
l>er  S  passa  un  solo  piano  rJ!  e. 

h)  La  retta  V  del  piano  e',  immagine   della  retta   all'  infi- 


i;eometria  (cioè  le  geometrie  ellittica  ,  parabolica,  iperbolica),  dei  quali 
il  secondo  costituisce  V  ordinaria  geometria  euclidea,  alla  quale  noi  ci 
atteniamo,  e  gli  altri  due  danno  la  cosi  detta  geometria   non  euclidea. 

{^)  Intendiamo  che,  né  a,  né  o'  passino  per  S. 

(^)  La  retta  all'  infinito  dicosi  pure  impropria,  chiamandosi  propria 
\,>irtìì  retta  al  finito. 
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nito  t  del  piano  e,  dicesi  retta-limite  del  piano  e',  ed  è  paral- 
lela alla  retta  cq'. 

e)  Similmente  si  vede  che  il  piano  e'  ha  una  sola  retta  /' 
air  infinito,  la  quale  è  la  corrispondente  della  retta  j,  secondo 
cui  e  è  segato  dal  piano  u',  condotto  per  ^parallelamente  a  o'. 
E  noi  chiameremo  j  retta-lìmite  del  piano  a. 

d)  Le  rette  j  e  i'  sono  due  spigoli  opposti  della  superficie 
prismatica  quadrangolare,  che  ha  oc'  e  trJ  per  gli  altri  due  spi- 
goli opposti  :  sicché  j  dista  da  S  per  quanto  x'  dista  da  aa'j  e  V 
dista  da  S  per  quanto  j  dista  da  ce'. 

e)  Dalle  cose  dette  segue  che  due  piani  paralleli  hanno  la 
stessa  retta  alV infinito  (la  quale  è  V  unica  retta  all'  infinito  del 
piano  parallelo  a  questi  due,  condotto  per  S).  Dunque  tutti  i 
piani  paralleli  ad  uno  stesso  piano  sono  da  considerarsi  come 
condotti  per  una  stessa  retta  (air  infinito)  ;  e  noi  diremo  che  essi 
hanno  la  stessa  giacitura. 

Come  la  direzione  delle  rette  parallele  individua  un  punto  al- 
l' infinito,  così  la  giacitura  dei  piaiji  paralleli  individua  una  retta 
air  infinito;  e  analogamente  a  quanto  abbiamo  detto  per  le  rette, 
useremo  qualche  volta  la  frase  congiungere  un  punto  M  con  una 
retta  alV infinito,  quando  vorremo  tirare  per  M  il  piano  parallelo 
a  quello,  la  cui  giacitura  individua  la  retta. 

f)  Due  piani  distinti  hanno  sempre  in  comune  una  retta 
(al  finito  o  air  infinito). 

g)  Se  una  retta  a  6  parallela  ad  un  piano  ^,  la  retta  al- 
l' infinito  di  J  passa  pel  punto  air  infinito  di  a.  E  se  due  rette 
ff,  h  sono  parallele,  il  loro  punto  comune  ab  giace  sulla  retta 
all'infinito  del  piano  ab. 

Una  retta  a,  ed  un  piano  ?  che  non  passa  per  a,  hanno  sem- 
pre un  punto  comune  (al  finito  o  all'  infinito). 

Tre  piani,  che  non  passano  per  una  medesima  retta,  hanno 
sempre  un  punto  comune  (al  finito  o  air  infinito). 

h)  In  fine,  poiché  le  rette  all'infinito  di  due  piani  a,  ^  hanno 
di  comune  il  punto  air  infinito  della  retta  a^,  e  poiché  le  rette 
air  infinito  di  tutti  i  piani  dello  spazio  non  passano  per  uno 
st4?sso  punto,  ne  segue  che  tutte  le  rette  air  infinito  debbono 
considerarsi  come  situate  in  un  medesimo  piano  (*). 

(*)  Si  applica  in  sostanza  alle  retto  all'infinito  il  1.**  dei  due  seguenti 
teoremi: 
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Dunque,  tutti  i  punti  aìV infinito  dello  spazio  vanno  considerati 
come  giacenti  in  uno  stesso  piano,  che  dicesi  piano  alVinfinito 
0  improprio  (^). 

fiseroizii. 

1.  Determinare  la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  perchè  un  angolo 
retto  si  proietti  ortogonalmente  (*)  in  angolo  retto,  e  perchè  un  angolo 
bisecato  si  proietti  ortogonalmente  in  un  angolo  bisecato. 


Se  pia  rette,  che  a  due  a  due  9Ì 
tagliano^  non  passano  tutte  per  un 
medesimo  punto^  esse  giacciono  tutte 
in  un  medesimo  piano. 

Di  vero,  poiché  tutte  queste  rette 
non  concorrono  in  uno  stesso  punto, 
ve  ne  saranno  almeno  tre  a,  6,  e, 
le  quali  costituiranno  un  triangolo 
rt6c,  il  cui  piano  indichiamo  con  a. 
Qualunque  altra  d  delle  rimanenti 
rette  ha  in  comune  con  a  i  tre 
punti  da,  db,  de  (dei  quali  solo  duo 
possono  coincidere),  e  perciò  d  gia- 
cerà in  (J. 


Se  pia  rette,  che  a  due  a  due  si 
tagliano j  7ion  giacciono  tutte  in  uno 
stesso  pianoj  esse  passano  tutte  per 
un  medesimo  punto. 

Di  vero,  poiché  tutte  queste  rette 
non  giacciono  in  un  medesimo  piano, 
ve  ne  saranno  almeno  tre  a,  &,  e, 
le  quali  costituiranno  un  trispigolo, 
il  cui  vertice  indichiamo  con  S. 
Qualunque  altra  d  delle  rimanenti 
rette  giace  con  iS^nei  tre  piani  da, 
dò,  dcy  (dei  quali  solo  due  posso- 
no coincidere),  e  perciò  d  passerà 
per  S. 


(^)  Le  convenzioni,  fatte  in  questo  numero  e  nel  precedente  sui  punti 
airinfinito  di  una  retta  e  di  un  piano,  ci  hanno  logicamente  guidati  a 
tutto  ciò  che  ne  abbiamo  dedotto,  sino  ad  affermare  che  i  punti  all'in- 
finito dello  spazio  giacciono  in  uno  stesso  piano.  Ma  lo  studioso  non 
deve  dimenticare  che,  cosi  ragionando,  noi  non  abbiamo  fatto  altro  che 
introdurre  delle  convenzioni,  le  quali  serviranno  a  generalizzare  le  pro- 
posizioni geometriche  (rimuovendo  le  eccezioni  che  altrimenti  in  esse  si 
presenterebbero),  e  permetteraimo  talvolta  di  riunire  diversi  teoremi  in 
un  solo  enunciato. 

Slargando  concetti  già  noti,  o  creando  nuovi  concetti,  i  geometri  si 
sono  sempre  sforzati  di  rimuovere  le  eccezioni  e  di  abbracciare  sotto 
uno  stesso  punto  di  vista  proposizioni  diverse.  Perciò,  sin  dalla  più  re- 
mota antichità,  s'introdussero  nell'analisi  i  numeri  frazionarii  ;  e  perciò 
pure  man  mano  furono  introdotti  i  numeri  irrazionali,  negativi  e  imma- 
ginarli. Ed  a  ciò  tende  ora  la  geometria  moderna,  quando  sceglie  forme 
geometriche  reali,  come  sostrati  di  enti  immaginarii. 

(*)  Proiettare  sopra  un  piano  a  una  figura,  parallelamente  ad  una  data 
direzione  p,  significa  proiettarla  dal  punto  all'infinito  di  p.  La  figura 
prospettiva,  cosi  ottenuta,  dicesi  proiezione  parallela  della  figura  obbiet- 
tiva; e  prende  il  nome  di  proiezione  ortogonale^  se  è  2>  J_  o\ 


Digitized  by 


Google 


—  9  — 

2.  I>ato  in  un  piano  *  una  serie  di  rette  n,  i,  r,...  concorrenti  in  un 
punto  ^,  ed  nna  trasversale  «,  determinare  un  centro  di  proiezione  S  ed 
un  quadro  ir'  tali  che  le  proiezioni  a',  h\  e',...  di  a,  h,  o, ...  risultino 
parallele,  o  la  proiezione  h    di  *  sia  perpendicolare  ad  a,  h\  e'.  . . . 

H.  Date  due  rette  parallele  j,  i',  ed  assegnato  \\n  punto  ^S*  fuori  del 
piano  Ji'y  trovare  i  due  piani  i,  a'  tali  che,  proiettando  da  *S'  il  piano  a 
sopra   a',  le  rette  limiti  di  <^,  o   sieno  rispettivamente  j^  t'. 

4.  Date  due  rette  a,  a'  in  un  medesimo  piano  ^ ,  ed  assegnati  due 
punti  Af,  M  all'infinito,  costruire  i  due  piani  prospettivi,  a  cui  appar- 
tengano a,  a',  M,  M*  come  rette  e  punti  corrispondenti,  e  il  centro  di 
prospettiva. 

5.  Dati   un  piano  a,  due  punti  S^  F  fuori  di  a,  ed  una   retta    2>    co- 
munque  situata  nello  spazio  ,  condurre  per   P'   un   piano   a    tale    che, 
mentre   proiettando  da  S  il  piano  o  sopra  9'  la  retta  limite  del  piano  9 
si   appo^g^i  alla  retta  p,  si  abbia  ancora: 

«)    che  la  retta  limite  di  a  passi  per  un  punto  dato; 
bì   che  abbia  una  data  direziono; 

e)    che  S'inclini  di  un  angolo  dato  ad  una  retta  data,  o  ad  un  dato 
circolo  ; 

ti}   ohe  sia   tangente  ad  un  circolo  dato. 

§11. 

Forme  Geometriche  fondamentali. 


IO-     a)    lieti  a    jninteggiata  \      Fascio  di  piani  {ii)  {\V^,4,^) 
(fìg".  .?.«)  o  seiiiplicemente^^wrt- 1  è  una  figura  costituita  da  tutti 

fig.  3  a 


••■«*•'•-« 


fig.   4.« 


M.  />.« 


Saxnia  —  Cieometrm  pì'oìefliva. 
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teggiaia  {tt),  è  una  figura  co- 
stimi m  da  tutti  i  punti  di  una 
Tiì\ìi\  li.  I  punti  sono  gli  ele- 
vi fìiti  della  punteggiata;  e  la 
retta  ti  ne  ò  il  sostegno. 

Le  figure,  che  risultano  dalle 
operazioni  dei  n.»  4  e  5 ,  a 
dritta,  sono  delle   punteggiate. 


i  piani  condotti  per  una  retta 
u,  I  piani  del  fascio  ne  sono 
gli  elemeiìtl\  e  la  retta  v  ne  è 
il  sostegno  o  V  asse. 

Le  figure,  che  si  hanno  con 
le  operazioni  dei  n.»  4  e  .5,  a 
sinistra,  sono  dei  fasci  di  piani. 


//)  Si  chiama  poi  fascio  (S)  di  raggi  (fig.  />.«)  una  figura 
composta  da  tutte  le  rette,  che  passano  per  uno  stesso  punto 
S  e  '^^ìiìcciono  in  uno  stesso  piano  e. 

(Juijtìte  rette  sono  gli  elementi  del  fascio,  mentre  il  punto  S 
ne  è  il  centro.  Il  piano  o  ed  il  centro  *S'  costituiscono  nel  loro 
insieme  il  sostegno  del  fascio. 

La  figura  che  risulta  dall'applicare  roperazione  del  n.o  3,  a 
shiistraj  ad  una  punteggiata,  o  quella  del  n.»  3,  a  dritta,  ad  un 
fasciti  di  piani,  è  un  fascio  di  raggi. 

f'}  Spesso  quindi  chiameremo  punteggiata,  fascio  di  piani, 
fast'iu  di  raggi  le  suddette  tre  forme,  anche  quando  vorremo 
considerare  un  numero  finito  dei  loro  elementi. 

11.  a)  Le  tre  figure  definite  nel  numero  precedente  si  pos- 
sono dedurre  1'  una  dall'  altra  mediante  una  proiezione,  o  una 
f^ezioiii  . 

Ili  fatti,  proiettando  la  punteggiata  [u)=AlìC...  da  una  retta  s, 
che  non  sega  il  sostegno  u,  si  ha  un  fascio  di  piani  di  asse  Sj 
ehr  iiKlìchereino  alle  volte  con  s{^AfìC...)\  ma  proiettandola  in- 
vece da  un  centro  S,  non  situato  sopra  u,  si  ha  im  fascio  di 
raggi  di  centro  S^  e  che  può  indicarsi  con  S(ABC...). 

He  un  fascio  di  piani  (u)  ~  af  y—  vien  sezionato  con  im  piano 
(jj  elle  non  passi  per  Tasse  u,  si  ottiene  un  fascio  di  raggi,  che 
ha  per  centro  il  punto  cn,  e  che  indicheremo  con  c(a5Y...);  ma 
se  vi*'n  sezionato  invece  con  una  retta  «,  che  non  incontra  w, 
si  ottiene  una  punteggiata  di  sostegno  s,  che  può  indicarsi  con 

Ih  fine,  da  un  fascio  di  raggi  (U)  =  abc. . .  si  ottiene  la  pun- 
ti'ggiata  c{abc. . .),  sezionandolo  con  un  piano  e,  ed  il  fascio  di 
piani   S\ahr. . .),  proiettandolo  da  un  eentro  S. 
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6)  Queste  tre  iigui*e,  cioè  la  punteggiata,  il  fancio  di  piani 
ed  il  fascio  di  raggi,  possono  dunque  considerarsi  come  costi- 
tuite da  un  medesimo  numero  di  elementi  ;  e  noi  daremo  a  cia- 
scuna di  esse  il  nome  di  forma  geometrica  fondamentale  di  /.« 
^2^eciej  o  di  forma  semplice. 


12.  a)  iSistema  piano  [e]  ò 
una  lìgura  composta  da  punti 
e  da  rette  di  uno  stesso  piano 
e,  il  quale  dicesi  sostegno  d(»l 
sistema  i>iano.  Tale  è  la  figura 
che  si  ottiene  con  l'operazione 
del  lu^  3y  a  destra. 

hj  Nel  sistema  piano  si  pos- 
sono considerare  come  elementi 
tanto  i  suoi  punti,  quanto  le  sue 
rette.  Ma,  considerando  i  punti 
come  elementi,  lo  si  dirà  più 
specialmente  piano  2>ufitfiggia- 
to  ;  ed  allora  le  rette  situate  in 
esso  sono  sostegni  di  altret- 
tante punteggiate ,  una  delle 
quali  ila  tutti  i  suoi  punti  al- 
l' infinito.  Considerando  in  vece 
come  elementi  del  sistema  le 
rette  (raggi),  si  chiamerà  me- 
glio piano  rigato.  Allora  i  punti 
di  questo  piano  possono  consi- 
derarsi come  centri  {sostegni) 
di  altrettanti  lasci  di  raggi;  fra 
essi  ve  ne  sono  infiniti ,  che 
hanno  i  loro  centri  air  infinito 
e  per  raggio  comune  la  retta 
air  infinito  del  piano. 


Stella  [8]  è  una  figura  costi- 
tuita da  rette  e  da  piani,  che 
passano  per  uno  stesso  i)unto 
X,  il  quale  dicesi  centro,  o  so- 
stegno della  stella.  Tale  è  la  fi- 
gura che  si  ottiene  con  Y  ope- 
razione del  n.  3,  a  sinistra. 

Nella  stella  si  possono  con- 
siderare come  elementi  tanto  i 
suoi  piani,  quanto  le  sue  rette. 
Ma,  considerando  come  elemen- 
ti i  piani,  si  dirà  più  special- 
mente stella  di  piani;  ed  allora 
i  suoi  raggi  possono  conside- 
rarsi come  assi  di  altrettanti 
fasci  di  piani.  Riguardando  in- 
vece come  elementi  i  suoi  rag- 
gi, si  chiamerà  m(»glio  stella  di 
raggi;  ed  allora  i  suoi  piani  pos- 
sono consid(Tarsi  come  sostegni 
di  altrettanti  fasci  di  raggi.— Se 
il  centro  della  stella  è  un  punto 
air  infinito,  tra  i  fasci  di  raggi 
della  stella  dì  piani,  ve  ne  sarà 
uno  nel  piano  all'infinito;  e  due 
fasci  di  piani,  contenuti  nella 
stella  di  raggi,  e  che  hanno  per 
assi  due  rette  all'infinito  di  dif- 
ferenti giaciture ,  hanno  per 
piano  comune  il  piano  all'  in- 
finito 0). 

<h  Lo  studiobo  noterà  che,  ad  individuare  nello  spazio  un  fascio  dì 
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e)  Nel  piano  punteggiato 
l'i  sono  dunque  infinite  punteg- 
li'ìate,  e  nel  piano  rigato  vi  sono 
infiniti  fasci  di  raggi;  ossia  vi 
sono  infinite  forme  fondamen- 
lali  di  Ì,o  specie. 
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Nella  stella  di  piani  vi  sono 
dunque  infiniti  fasci  di  raggi, 
e  nella  stella  di  raggi  vi  sono 
infiniti  fasci  di  piani  ;  ossia  in- 
finite forme  fondamentali  di 
7.»  specie. 


d)  Anche  per  queste  figure,  piano  punteggiato  e  stella  di 
raggi,  piano  rigato  e  stella  di  piani,  si  ha  che  Tuna  si  deduce 
(i  al  l'altra  mediante  una  proiezione  o  una  sezione.  Infatti,  pro- 
i(*ttando  il  piano  punteggiato,  o  rigato,  [o]  da  un  centro  S,  si 
attiene  una  stella  [S]  di  raggi,  o  di  piani;  e  segando  con  un 
plano  una  stella  di  raggi,  o  di  piani,  si  ha  un  piano  punteg- 
giato, 0  rigato. 

e)  Quanto  si  è  dimostrato  in  d)  e  r)  fa  vedere  che  il  piano 
punteggiato,  il  piano  rigato,  la  stella  di  raggi  e  la  stella  di 
jiiani  sono  da  considerarsi  come  forme  della  stessa  specie,  ma 
superiore  a  quella  della  punteggiata,  del  fascio  di  piani  e  del 
i'iiscio  di  raggi:  esse  si  chiamano  perciò  forme  geometriche  fon- 
damentali di  2.«  specie, 

13.  a)  Lo  spazio  (sia  esteso  air  infinito,  sia  una  sua  parte  li- 
mitata) può  essere  considerato  come  il  complesso  dei  suoi  punti, 
M  dei  suoi  piani.  Nella  prima  ipotosi  si  ha  lo  spazio  punteg- 
ijìato,  ne!  (lualc  le  rette  sono  altrettante  punteggiato,  e  i  piani 
altrettanti  piani  punteggiati,  nella  seconda  si  ha  lo  spazio  di 
piani,  nel  quale  le  rette  sono  assi  di  altrettanti  fasci  di  piani, 
e  i  punti  sono  centri  di  altrettante  stelle. 

b)  In  conseguenza,  lo  spazio  punteggiato  contiene  una  in- 
finità di  piani  punteggiati  (tra  i  quali  ve  ne  ha  uno  air  infi- 
nito); e  lo  spazio  dei  piani  contiene  infinite  stelle  (tra  le  quali 
ve  ne  sono  infinito^  che  hanno  i  loro  centri  a  distanza  infinita 
e  il  piano  all'infinito  per  loro  comune   piano);   ossia   ciascuno 


ruggi,  occorre  darne  il  centro  ed  il  piano,  mentre  nel  piano  rigato,  o 
iiolla  stella  di  raggi,  basta  darne  il  centro,  o  il  piano.  Si  è  perciò  che 
jnentro,  nel  n."  10,  b)  abbiamo  chiamato  sostegno  di  un  fascio  di  raggi 
r  insieme  del  suo  centro  e  del  suo  piano,  ora  ne  assegniamo  come  so- 
stegno il  centro,  o  il  piano,  secondo  che  il  fascio  appartiene  ad  un 
inano  rigato,  o  ad  una  stella  di  raggi. 
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dei  due  spazii  contiene  inlinìte  forme  fondamentali  di  2.«  specie. 
Si  è  perciò  che  questi  spazii  vengono  chiamati  forme  geometri- 
che fondamentali  di  3.^  specie. 

e)  Le  forme  geometriche  fondamentali  sono  dunque  nove: 
tre  di  l.<*  specie,  quattro  di  2.»  e  due  di  5.«  (}), 

14.  a)  In  quanto  alle  forme  fondamentali  di  l.o  specie  ag- 
giungiamo quanto  segue. 

l'na  qualunque  di  queste  forme  può  immaginarsi  generata  da 
un  suo  elemento  che  si  muova,  prendendo  diverse  posizioni  nella 
forma  stessa.  Allorché  questo  elemento,  partendo  da  una  posi- 
zione giunge  ad  un'altra,  si  dirà  che  ha  percorso  un  segmento  (*) 
della  forma,  il  quale  ha  per  origine  la  prima  posizione  e  per 
eiftremo  la  seconda.  Ora,  siccome  ciascuna  delle  forme  di  prima 
specie  e  rientrante  in  se  stessa  —  cioè  che  la  si  può  percorrere 
tatta^  sino  a  ritornare  nella  posizione  iniziale,  senza  ripassare 
per  uno  stesso  elemento  (^)  — ,  così  il  movimento  da  attribuire 
air  elemento  generatore ,  che  parte  da  una  posizione  data  e 
ne  raggiunge  un'  altra  parimenti  data,  può  essere  duplice,  cioè 
si  può  arrivare  da  una  posizione  all'altra  percorrendo  due  parti 
diverse  della  forma;  e  quindi  si  può  ottenere,  mediante  quelle 
due  posizioni,  la  determinazione  di  due  segmenti  della  forma. 
Ma  è  chiaro  però  che,  nei  due  casi,  la  forma  verrebbe  descritta 
in  due  sensi  diversi,  ciascuno  dei  quali,  se  fosse  assegnato  in- 
sieme alle  due  posizioni  origine  ed  estremo^  indicherebbe  esat- 
tamente di  quale  dei  due  segmenti  vorrebbe  parlarsi.  Il  senso 
rimarrà  assegnato,  se  si  darà  una  posizione  intermedia  dell'e- 
lemento  generatore;  e  noi,  per  indicare  un   segmento  in  una 


(')  Si  potrebbero  considerare  le  rette  come  elementi  dello  spazio,  e 
si  avrebbe  cosi  nello  spazio  una  forma  geometrica  di  specie  supcriore 
alla  3.*:  ma  di  ciò  si  tratterà  in  seguito. 

(')  Si  noti  che  qui  la  parola  segmento  si  piglia  in  un  scuso  affatto 
generale:  nel  fascio  di  raggi  e  nel  fascio  di  piani  sostituisce  le  parole 
angolo  completo  di  due  raggi  e  angolo  completo  di  due  pianiy  intendendo 
per  angolo  completo  V  insieme  di  due  angoli  opposti  al  vertice  o  allo 
Npigolo. 

1^)  Poiché,  nel  caso  di  una  punteggiata,  il  punto  generatore  da  una 
fHJsizione  J,  passando  pel  punto  ali*  infinito,  ritorna  in  A, 
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Innii-u  faremo  uso  di  tre  lettere,  che  ne  rappresentano  ordi- 
n,il;nnente  V  origine,  una  posizione  intermedia  e  V  estremo, 
i}\\ìn\\\\\  ciò  avremo  fatto,  tutto  quello  che  rimane  della  for- 
jii;u  descritto  pure  nel  medesimo  senso,  lo  chiameremo  segmento 
fyutipìtmentare. 

Cn^iì,  per  esempio,  in  una  punteggiata  (u),  un  segmento  ABC 
^•AVìi  il  segmento  finito,  o  infinito,  della  retta  ti,  compreso  fra 
J  {*  (  ',  secondo  che  J3  è  compreso  fra  A  e  C,  o  pur  no;'  e  se 
//  V  mi  elemento  del  segmento,  cui  non  appartiene  B,  sarà  CDA 
lì  s<'i-iriento  complementare  di  ABC. 

h)  Considerando  quindi  quattro  posizioni,  in  ordine  succes- 
bivd,  dcirelemento  generatore,  è  chiaro  che,  quando  anche  que- 
nTu  si  muovesse  in  senso  contrario  a  quello  seguito  per  gene- 
viwv  la  forma,  non  potrà  passare  dalla  i)rima  posizione  alla 
\i*V'Ài\  senza  passare  per  la  seconda^  o  per  la  quarta;  e  si  cspri- 
iLH  rio  dicendo,  che  la  prima  e  la  terza  posizione  sono  sepa- 
mh  dsdla  seconda  e  dalla  tiuarta. 

Ihmque,  dati  quattro  elementi  di  una  forma  fondamentale  di 
/,''  s|K^cie,  vi  ò  sempre  un  modo,  ed  uno  solo,  di  dividerli  in 
filli'  i-uppie  tali  che  gli  elementi  dell'una  sieno  separati  dagli 
i  hinmti  dell'altra,  o,  come  suol  dirsi,  che  l'una  coppia  separi 
I'  ?dir;u 

-  ;  È  chiaro  che  qualunque  operazione  (proiezione  o  sezione) 
4rdi]ee  da  due  coppie  separate  dì  una  forma  due  coppie  se- 
jìavttU'  della  forma  novella. 

Esercizli. 

i  Tra  i  raggi  di  un  fascio,  costruire  quelli  sui  quali  due  date  rette 
piti  111  loie  del  piano  del  fascio,  staccano  un  segmento  di  lunghezza  data. 

li.  Fra  i  raggi  di  una  stella,  quali  sono  quelli  che  s'inclinano  ad  una 
tilt  iji   iìata  di  un  angolo  pure  dato? 

!i.  Dati  due  piani  »,  j3  ed  un  fascio  di  piani  («),  quali  piani  di  («)  for- 
ma nit  con  »  angoli  diedri  segati  da  /3  secondo  un  angolo  rettilineo  dato? 

i.  Fra  i  piani  comuni  a  due  stelle,  quali  segano  due  rette  date  ad 
IH  hi  (rio  in  punti  allineati  con  l'uno  o  con  l'altro  dei  centri  delle  due 

7r  ijuale  forma  geometrica  generano  i  raggi  di  una  stella,  incliut^ti 
-olir»  un  angolo  retto  ai  piani  di  un  fascio? 
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0.  Proiettando  da  un  contro  S  un  piano  <j  sopra  un  piano  a\  quali 
n^tte  di  a'  cori'ispondono  ai  raggi  paralleli  del  fascio,  che  ha  il  centro 
in  un   punto  assegnato  della  retta  all'infinito  di  a? 

§  ni. 

Ennagronl  ed  ennllaterl  plani; 
angioli  ennacdri  ed  ennispigoli;  ennagoni  giobbi  ed  ennaedrl. 


15.  n)  Ennagono  piano  com- 
pitato è  il  si  sterna  di  n  punti 
irertici)  di  un  piano  qualunque, 
tre  dei  quali  non  sono  mai  per 

,.  .  .     .  ,,      7i(n-l) 

diritto  ,    insieme    alle    — - — 


rette  (lati),  che  li  uniscono  a 
due  a  due. 

L' intersezione  di  due  lati, 
che  non  passano  per  uno  stesso 
vertice,  dicesi  punto  diagonale 
deir  ennagono;  e  //  loro  nu- 
mero è 

n  (u-1)  (?i-2)(?ì-3) 
8 
ò)  Ennilatero  piano   com- 
pleto è  il    sistema    di    n    rette 
^lati)  di  un  piano,  delle    quali 
mai  tre  concon'ono  in  un  punto, 

.     .              ,.  w(/i— 1)  .  , 

insieme  agli  — punti  [ver- 
tici), secondo  cui  si  segano  a 
due  a  due. 

La  retta,  che  unisce  due  ver- 
tici, non  situati  in  uno  stesso 
lato,  dicesi  retta  diagonale^  e 
il  loro  numero  è 

n(n  -  ì){ji—2)  (?i-3) 
8'         "      * 


Angolo  ennaedro  completo  è 
il  sistema  di  n  piani  (facce) , 
che  passano  per  uno  stesso 
punto  [vertice),  e  dei  quali  mai 
tre  passano  per  una  stessa  retta, 
n[n—\.) 


insieme  alle  — 


rette  [spi- 


goll),  secondo  le  quali  si  segano 
a  due  a  due. 

II  piano  condotto  per  due 
spigoli,  che  non  giacciono  in 
una  stessa  faccia,  dicesi  piano 
diagonale  dell'  ,\  ennaedro;  e 
il  loro  numero  è 

n(n-l)[n-2)[n-3) 
8  ~" 

Angolo  ennispigolo  complelo 
è  il  sistema  di  n  rette  (spigoli), 
che  passano  per  uno  stesso  i)un- 
to  [vertice),  e  delle  quali  tre  qua- 
lunque non  giacciono  in  un  pia- 

.     .  ,.  n[ìi  -1)       .     . 

no,  insieme  agli   -^^— — -    piani 
Al 

(facce),  che   li   congiungono   a 
due  a  due. 

La  retta  intersezione  di  due 
facce,  che  non  passano  per  uno 
stesso  spigolo,  dicesi  retta  dia- 
gonale'^ e  il  loro  numero  è 

n(u--l)(7i-2)fw--3) 
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Dimostreremo,  il  solo  teorema  a)  a  sinistra. 

Indicando  con  A^^,  A^  ^ .  »  »  A,^i  vertici  dell'ennagono  completo, 

i  punti  diagonali,  situati  sopra  un  lato  A^A^,  sono  tanti  per  quanti 

sono  i  lati  del  poligono  completo,  i  cui  vertici  sono  ^j,,  A^y„A„, 

.    (71-2) (n-3)  .    ,.  .     ,.   nin-l)   ,  ^.    ^  „, 

ossia ^^ ^;  e  quindi  per  tutti  gli   -^-- — '■    lati   delr  en- 

nin-X)      (71-2)  (n-3)        ^.  ,.  ,.  o- 

nagono  si  avrebbero   — ^^-; — -  X  ^^ -^ punti  diagonali,  bic- 

come  però,  così  ragionando,  uno  stesso  punto  diagonale, —  per 
esempio  A^A^ ,  A^A^^  —  verrebbe  ad  essere  calcolato  due  volto 
(poiché  esso  si  trova  tanto  tra  i  punti  diagonali  situati  sul  lato 
A^A^,  .quanto  tra  quelli  giacenti  sul  lato  ^3^4),  ne  segue  che  il 
numero  dei  punti  diagonali  è 

n{n'-l){n-2)(n-'ó) 
8  * 

Lo  studioso  imiterà  la  precedente  dimostrazione  pel  teorema  h) 
a  sinistra.  Potrà  fare  altrettanto  per  gli  altri  teoremi  a  dritta; 
ma  questi  li  otterrà  più  facilmente  colla  proiezione  da  un  centro. 

e)  In  un  ennagono  piano  completo  si  contengono^  — - — 

ennagoni  semplici,  0  ordinarii.  Infatti,  prendendo  gli  n  vertici 
A^ ,  A2, ... ,  -4,,  in  un  ordine  qualunque,  si  ha  una  permutazioaie, 
^enza  ripetizione  di  lettere,  di  A^  ,  -<42 , ... ,  i4„  ;  e  quindi  il  nu- 
mero degli  ennagoni  semplici,  per  tutte  le  permutazioni  possi- 
Uili  dei  vertici  stessi,  sarebbe  n!.  Ma  ciascun  ennagono  sem- 
\>\ìce  può  essere  percorso  a  partire  da  un  suo  vertice  qualun- 
que, ed  in  due  sensi  contrarii,  restando  sempre  lo  stesso  l'en- 
nagono semplice  considerato.  Dunque  il  numero  totale  degli  en- 
nagoni semplici  distinti,   contenuti  neir  ennagono  completo,  è 

n  !  _  (n-  1)! 
27i~       2 

Analoghe  cose  si  hanno  per  rennilatero  piano,  e  per  gli   A 
4^-nnaedri  vd  ennispigoli,  i  cui  enunciati  si  lasciano  allo  studioso. 
d)  L'  ennagono   piano   completo   ò  una  figura  ben  diversa 
ilair  ennilatero  piano  completo  ;  ma  l'  ennagono  e   V  ennilatero 
t^emplici  formano  una  identica  figura. 

Si  noti  pure  che,  in  un  ennagono,  o  ennilatero,  semplicey  si 
hanno  2n  elementi j  cioè  n  vertici  ed  n  lati'^  e  ponendo,  p.  e., 
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il  numero  1  in  un  vertice,  il  numero  2  sopra  uno  de'  due  lati 
che  passano  pel  vertice  1,  il  numero  3  nelT  altro  vertice  gia- 
cente sopra  questo  lato,  e  così  via,  i  vertici  saranno  segnati 
con  numeri  impari  ed  i  lati  con  numeri  pari.  Ora  se,  a  partire  da 
un  elemento  qualunque,  si  prendono  n~l  elementi  successivi  a 
sinistra  ed  altrettanti  elementi  successivi  a  destra,  quello  che  ri- 
mane cosi  escluso  dicesi  opposto  a  quello  dapprima  considerato: 
e  quindi,  se  un  elemento  ha  r  per  suo  numero  d'  ordine,  V  e- 
lemento  opposto  avrà  per  numero  d' ordine  r  +  «,  diminuito  però 
di  2»,  se  r  è  maggiore  di  7i. 

È  evidente,  che  gli  elementi  opposti  sono  della  stessa  natura, 
o  di  natura  diversa,  secondo  che  n  è  pari,  o  impari. 

Analoghe  cose  si  hanno  per  gli   a   ennaedri  ed  ennispigoli. 


e)  Supponendo  n  =  4  in  a) 
a  sinistra ,  ed  indicando  con 
Ay  By  Cy  D  ì  puutl  A^ ,  A^  y  A^, 
A^  y  si  ha  (tìg.  6.<*)  che  un  qua- 

fìg.   6  a 


Supponendo  n  =  4  inb)  a  si- 
nistra, ed  indicando  con  a ,  6 , 
e  ,  d  le  rette  a^  ?  «2  >  ^s  ?  ^4  ?  ^i 
ha  (fig.  7.«)  che  un  quadrila- 

fig.  7  « 


drangolo  piano  completo  ABCD 
è  il  sistema  di  quattro  punti 
di  un  piano^  dei  quali  mai  tre 
per  diritto,  insieme  alle  sei  ret- 
te che  li  congiungono  a  due 
a  due.  Il  numero  dei  suoi  punti 
diagonali  è  3;  e  questi  sono 
AB'  CD  =  Hy  AC' DB  -  G,  AD- 
BC  =  F. 

Sanmia  —  Geometria  proiettiva. 


tero  piano  completo  ahcd  ò  il 
sistema  di  4  rette  di  un  piano, 
delle  quali  tre  qualunque  non 
concorrono  in  un  punto,  insie- 
me ai  sci  punti  d' intersezione 
di  questi  lati  a  due  a  due.  Il 
numero  delle  rette  diagonali  è 
3-,  e  queste  sono  ab'Cd  =  hyaC' 
db^g,  ad'bc  =/". 

3* 
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Jl  triangolo  FGH  diccsi  tri- 
anf/oìo  diagonale'^  mentre  due 
lati  del  quadrangolo,  che  pas- 
simi? per  uno  stesso  punto  dia- 
gon^de,  diconsi  opposti. 

Inoltre,  nel  quadrangolo  com- 
[ili-tn  ABCD  sono  contenuti  [e)]  i 
m.»  quadrangoli  semplici  ^J?(?i>, 
AOÌÌB,  ADBC. 
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-  ]  Il  trilatero  fgh  di  cesi  triìntevo 
diagonale^  mentre  due  vertici 
del  quadrilatero,  che  giacciono 
sopra  una  stessa  diagonale,  di- 
consi opposti. 

Inoltre,  nel  quadrilatero  com- 
pleto ahcdf  sono  contenuti  [e)] 
i  tre  quadrilateri  semplici  abcd, 
acdh,  adhc. 

Analoghi  risultati  si  hanno  neir  angolo  tetraedro  e  nelT  an- 
gui n  quad  rispigolo. 

10.  a)  Due  ennagoni  piani  si  diranno  riferiti  fra  loro,  se  ad 
ogni  vertice  dell'uno  si  fa  corrispondere  un  vertice  dell'altro, 
e  quindi  ad  ogni  lato  deir  uno  un  lato  deir  altro. 

Analoghe  convenzioni  vanno  fatte  per  gli  angoli  ennaedri, 
non  che  per  gli  ennilateri  piani  e  per  gli  angoli  ennispigoli. 

b)  Due  ennagoni  piani  coni-  •  Due  a  ennaedri  completi,  ri- 
pinti,  riferiti  tra  loro  e  situati  feriti  tra  loro  ed  aventi  lo  stes- 
iti uno  stesso  piano  o  in  piani  so  centro  o  centri  diversi,  ^\ 
diflVrenti,  si  dicono  prospettivi,  chiamano  prospettivi,  se  le  fac- 
Sf  le  rette  congiungenti  i  ver- 1  ce  corrispondenti  si  tagliano  so- 
\h'\  corrispondenti  concorrono  1  pra  uno  stesso  piano  a  {piano 
in  uno  stesso  punto  S  (centro,  di  prospettiva) ;  e  si  chiamano 
(ff  prospettiva);  e  si  dicono  o- ,  omologici,  se,  essendo  prospet- 
rtt*^fmjici,  se,  essendo  prospetti-!  tivi,  hanno  inoltre  la  proprietà, 
vi»  hanno  inoltre  la  proprietà,!  che    gli  spigoli    corrispondenti 


che.  i  lati  corrispondenti  si  se- 
gano sopra  una  stessa  retta  s 
iHMèie  di  omologia).  In  quest'ul- 
tima ipotesi  il  punto  S  chiamasi 
pare  centro  di  omologia. 

e)  Si  noti  però  che,  se  i 
dui"  {ennagoni  prospettivi  Aj  Ag... 
A„  ,  k\  A'g...  A'„  {})  giacciono 
ili  piani  differenti  e,  o',  essi  so- 


giacciono  in  piani  che  passano 
per  una  stessa  retta  s  (asse  di 
omologia).  In  quest'  ultima  ipo- 
tesi il  piano  e  dicesi  pure  piano 
di  omologia. 

Si  noti  però  che^  se  i  due  a 
ennaedri  prospettivi  a^  a^...  a^j, 
a\  ol'^'  '  '  ol'^  hanno  vertici  dif- 
ferenti S,  S',  essi  sono  neces,sa- 


(')  Qui,  come  sempre  faremo  senza  dirlo,  intendiamo  che  gli  elomenti 
oiEìunimi  sono  gli  elementi  corrispondenti. 
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no   Jiecessariamente  anche  omo- 
logici;  e   tasse  di  omologia  è  la 
rettri   co\ 

In  fatti,  [cfr.  n.  7,  e],   poiché 
per  ipotesi  le  rette  A^^A'^ ,  A^A\ 
passano  pel  centra  S  di  prospet- 
tiva, esse   stanno  in  un  piano: 
e   quindi   le  rette  A^A^,A\A\ 
hanno  un  punto  comune,  il  qua- 
le, appartenendo  ai  piani  o,  g', 
giaco  sulla  retta  co'. 


il)  Due  ennilateri  piani  com- 


riamente  anche  omologici;  e  tas- 
se di  omologia  è  la  retta  SS'. 


In  fatti,  poiché  per  ipotesi  le 
rette  a„a'„  ,  a^a'^  giacciono  nel 
piano  di  prospettiva  e,  esse  han- 
no un  punto  comune  Z/,  pel  qua- 
le quindi  passano  i  quattro  pia- 
ni o,,,a'„,ap,  aV Dunque  gli  spi- 
goli corrispondenti  «j^ocp,  a'^a'^, 
passano  por  L:  e  perciò  giac- 
ciono nel  piano  LSS'. 

Due   A   ennispigoli  completi, 


pioti,  riferiti  tra  loro  e  situati  in  '  riferiti  tra  loro  ed  aventi  lo 
uno  stesso  piano  o  in  piani  diffc- ,  stesso  vertice  o  vertici  diffe- 
ronti,  si  chiamano  prospettivi,  j  renti,  diconsi  prospettivi,  8C  gli 
.so  i  lati  corrispondenti  si  sega-  j  spigoli  corrispondenti  giacciono 
no  sopra  una  stessa  retta  s  (as- 1  in  piani  che  passano  per  una 
ne  di  prospettiva)'^  e  si  dicono  stessa  retta  s  (asse  di  j^^^ospet- 
omologici,  so,  essendo  prospet-  tiva)'^  e  si  chiamano  omologici^ 
tivi,  hanno  inoltre  la  proprietà,    se,  essendo  prospettivi,  hanno 


che  le  rette  congiungenti  i  ver- 
tici corrispondenti  concorrono 
in  uno  stesso  punto  S  (centro 
di  omologia).  In  quest'ultima 
ipotesi  la  retta  *  si  chiama  pure 
asse  di  omologia. 


inoltre  la  proprietà,  che  le  facce 
coitì spendenti  si  tagliano  sopra 
uno  stesso  piano  e  {piano  di  o- 
mologia).  In  quest'  ultima  ipo- 
tesi la  retta  s  dicesi  pure  asse 
di  omologia. 


17.  a)  Se  due  triangoli  ABC, 
A'B'C  sono  prospettivi,  essi  sono 
ancora   om^ologici, 

b)  Se  due  tHlateriahc,a,'b'c' 
sono  prospettivi ,  essi  sono  an-  \  sono  prospettivi,  essi  sono  an 
che  omologici.  I  cora  omologici. 


Se  due  triedri  ag^ ,  a'^'7' 
sono  prospettivi ,  essi  sono  an- 
che omologici. 

Se  dtie  trispigoli  abc^a'b'c' 


I  due  teoremi  enunciati  in  a)  sono  già  noti,  se  i  triangoli 
AliCy  A^B^C  giacciono  in  piani  diversi,  e  se  i  vertici  dei  trie- 
dri a^Y  ,  a'^'v'  sono  differenti;  perchè  casi  particolari  de' teo- 
remi riportati  nel  n.o  16,  e). 
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Pel  teorema  b)  a  sinistra^  sei  piani  o,c'  de' trilateri  abcja'h'c' 
sono  differenti,  si  osservi  che,  giacendo  per  ipotesi  i  tre  punti 
aa' ,  hh' ,  ed  suir  asse  oc'  di  prospettiva,  se  s' indichi  con  S  il 
punto  comune  ai  tre  piani  aa' ,  hV ,  cc%  questi  si  segheranno  a 
duo  a  due  secondo  tre  rette  concorrenti  in  8j  le  quali  congiun- 
gono 1  vertici  corrispondenti  ah  e  ab\  he  e  ò'c',  ca  e  c*a^  de' tri- 
lateri. 

Pel  teorema  b  )  a  dritta ,  se  i  vertici  de'  due  trispigoli  abc  , 
a'h'c'  sono  due  punti  distinti  8y  S',  poiché  per  ipotesi  gli  spigoli 
corrispondenti  a  e  a',b  g  b',  e  e  e'  giacciono  in  tre  piani,  che 
passano  per  Tasse  88^  di  prospettiva,  ponendo  aa'r=  i4,  b6'=^, 
ce'  =  0,  saranno  A  S,  BC,  CA  le  intersezioni  delle  coppie  di  facce 
corrispondenti  ab  e  a'h',  bc  e  b'c',  ea  e  c'a':  e  quindi  ABC  è  il 
piano  di  omologia. 

Ritornando  al  teorema  a)  a  sinistra,  se  i  triangoli  ABC,  A*B'C' 
sono  situati  in  uno  stesso  piano  e,  sia  8  il  loro  centro  di  pro- 
spettiva, nel  quale  concorrono  quindi  le  rette  AA' ,  BB' ,  CC\ 
Condotta  per  8  una  retta  arbitraria  r,  ma  non  situata  nel  piano 
0,  e  preso  nel  piano  r.8AA'  mh  punto  arbitrario  0,  non  situato 
sopra  alcuna  delle  rette  r^SAA'  y  sì  proiettino  da  O  sopra  r  i 
l)unti  j4,  A'  rispettivamente  in  Aq  ,  A'^^.  Si  avranno  così  due  trian- 
goli AqBCj  A'qB'C  situati  in  piani  diversi,  e  prospettivi  col  cen- 
tro 8  di  prospettiva.  Questi,  per  quanto  si  è  dimostrato  più  so- 
pra, saranno  in  conseguenza  omologici;  ossia  i  lati  corrispon- 
denti si  segheranno  sopra  una  stessa  retta  Sq,  Dunque  anche  nei 
triangoli  ABC,  A'BVy  proiezioni  di  A^BCj  A'QB'C  sopra  o  dal 
centro  O,  i  lati  corrispondenti  si  segheranno  in  punti  giacenti 
sulla  retta  s,  proiezione  di  Sq  da  0  sul  piano  o. 

In  quanto  poi  al  teorema  b)  a  sinistra,  quando  i  trilateri  abe^ 
a'h'c'  giacciono  in  uno  stesso  piano  e,  per  Tasse  s  di  prospet- 
tiva si  conduca  un  piano  arbitrario  o^,  e  preso  ad  arbitrio  un 
punto  0,  non  situato  sopra  alcuno  dei  piani  e,  c^,  si  proietti  da 
O  sopra  Oq  il  trilatero  a^b'e'  in  a^b^CQ,  Idue  trilateri  abc,  a^b^c^y 
situati  in  piani  diversi,  sono  evidentemente  anch'  essi  prospet- 
tivi con  Tasse  s  di  prospettiva;  e,  per  quanto  si  è  dimostrato 
più  sopra,  sono  pure  omologici.  Dunque  le  rette  congiungenti  i 
vertici  coiTiepondenti  dei  trilateri  abc,  aob^c^  concorrono  in  uno 
stesso  punto  8f^  ;  ed  in  conseguenza  le  proiezioni  da  0  sopra  a 
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di  queste  cong^iungenti,  le  quali  proiezioni  sono  lo  congiungenti 
dei  vertici  conispondenti  dei  trilateri  abc,  a'b'c'^  concorreranno 
nella  proiezione  ^S'  di  Sq,  fatta  da  0  sopra  e. 

In  fine,  i  teoremi  a)  e  ò)  a  dritta,  quando  i  triedri  o  trìspi- 
^oli  hanno  lo  stesso  vertice,  si  riconducono  ordinatamante  a' teo- 
remi b)  ed  a)  a  sinistra,  segando  le  figure  con  un  piano  tra- 
sversale. 

e)  Si  osservi,  che  i  teoremi  a)  e  6),  a  sinistra,  sono  inversi 
l'uno  deir  altro;  e  che  lo  stesso  si"  verifica  per  i  teoremi  a)  e 
6),  a  dritta. 

d)  Nei  teoremi  a)  e  6)  si  è  supposto  che  due  elementi  omo- 
nimi non  coincidano;  ma  è  bene  però  notare  che,  mediante  ac- 
conce  convenzioni,  questa  restrizione  può  essere  rimossa. 

Cosi,  p.  e.,  se  in  a)  a  sinistra  è  A^  =  Ay  e  le  rette  BB',  CC 
concorrono  in  un  punto  Sj  assumendo  per  AA'  la  retta  AS,  sic- 
come dei  tre.  punti  ABA'B'jAC'A'C'^BC'B'C  i  primi  due 
coincidono,  si  può  ben  dire  che  questi  tre  punti  giacciono  per 
diritto. 


18.  a)  Se  in  due  ennagoni 
pialli  completi  A^Ag  . . .  A„,  A'^ 
A'i  . . .  A'„,  riferiti  tra  loro  e 
situati  in  uno  stesso  piano  o  in 
piani  distinti^  un  lato  AjAg  del 
primo,  e  tutti  gii  altri  2n  —  4 
lati,  che  passano  per  Aj  ,  Ag , 
concorrono  co'  lati  corrispon- 
denti del  secondo  ennagono  in 
punti  di  una  retta  s,  i  due  en- 
nagoni y  e  i  due  poligoni  che 
hanno  per  vertici  i  punti  dia- 
gonali dei  due  ennagoni,  sono 
omologici  con  Tasse  di  omolo- 
gia s  e  col  centro  di  omologia 
S  =  AiAVAjAV 

Per  la  verità  del  teorema  si 
richiede  che,  ne  alcuno  de' ver- 
tici Al  ,  Aj ,  uè  il  lato  A^Ag  del 


Se  in  due  a  ennaedri  com- 
pleti ajOtg .  .  .  7„  ,  a\7.'^  .  .  .  a'„, 
riferiti  tra  loro  e  con  lo  stesso 
vertice  o  con  vertici  diversi, 
uno  spigolo  ca^o.^  del  primo,  e 
tutti  gli  altri  2n  —  4  spigoli , 
che  sono  situati  in  a^ ,  a^,  giac- 
ciono con  gli  spigoli  corrispon- 
denti del  secondo  A  ennaedro 
in  piani  di  una  retta  s,  i  due  a 
ennaedri,  e  i  due  A  poliedri  che 
hanno  per  facce  i  piani  dia- 
gonali dei  due  A  ennaedri,  sono 
omologici  con  V  asse  di  omolo- 
gia s   e   col  piano   di  omologia 

Per  la  verità  delV enunciato, 
uè  alcuna  delle  facce  a^  ,  a^ , 
né  lo    spigolo    a^Oi^    del  primo 
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pnmo    ennagono ,     coincidano 
con  gii  élemenii  corrispondenti 
del  secondo, 

h)  Se  in  due  ennilateri  pia- 
ni completi  aja2...a„ ,  a'ja'2...a'„, 
riferiti  tra  loro  e  giacenti  in 
uno  stesso  piano  o  in  piani 
diversi,  un  vertice  Si^a^  del  pii- 
mo,  e  tutti  gli  altri  2n  —  4  ver- 


angolo  ennaedro,  debbono  coin- 
cidere coi  corrisjjondenti  ele- 
menti del  secondo. 

Se  in  due  a  ennispigoli  com- 
pleti sl^ii^  •••  a„,  a'^a 


jrtg 


rt- 


f eriti  tra  loro  e  che  abbiano  lo 
stesso  vertice  o  vertici  distinti, 
una  faccia  aja^  del  primo,  e  tutte 
le  altre  2n  -  4  facce,    che  pas- 


tici  situati  in  a^  ,  a,  ^  congiun-  |  sano  /;cr  a^  ,  a^,  segano  le  facce 
ti  coi  vertici  corrispondenti  del  :  corrispondenti  del  secondo  in 
secondo,  dcinno  rette  concor- 1  rette  situate  in  un  medesimo 
renti  in  uno  stesso  punto  S,  i  j  ^nano  o,  i  due  a  ennispigoli  e 
due  ennilateri,  e  i  due  polila-  \  (  due  A  polispigoli  che  hanno 
feri  che  hanno  per  lati  le  rette  I  per  spigoli  le  rette  diagonali 
diagonali  dei  due  ennilateri ,  J  dei  due  A  ennispigoli,  sono  o- 
sono  omologici  col  centro  di  o-  j  mologici  col  piano  di  omolo- 
mologia  S  e  con  Vasse  di  omo-  \  già  e  e  con  tasse  di  omologia 
logia  s  =  aja'j-a^a'g. 

Per  la  verità  del  teorema  si 


•a^a 


esige  che,    né    alcuno    dei    lati 
aj  ,  a^ ,  né,   il   vertice    ajag    del 


I  s  r=  a.  a  I  '  <*2*^ 

j  Per  la  verità  del  teorema,  uè 
alcuno  degli  spigoli  aj  ,  a^,  ne 
la  faccia  a,a^  del  primo  angolo 
primo  ennagono,  coincidano  con  i  ennaedro  ,  debbono  coincidere 
f/li  elementi  corrispondenti  del  I  coi  corrispondenti  elementi  del 
secondo.  |  secondo. 

Dimostreremo  il  solo  teorema  a)  a  sinistra,  invitando  lo  stu- 
dioso a  comporre,  imitando,  le  analoghe  dimostrazioni  per  gli 
altri  tre  teoremi. 

In  conseguenza  delle  ipotesi  fatte  nell'  enunciato,  gli  n  -  2 
trilateri  ^j^^.43 ,  ^^.4^.4^, ..., /lj^2.4,^  sono  ordinatamente  pro- 
i^pettivi  ai  loro  corrispondenti  A\A\A'^  ,  A\A'^A\  , ,.,,  A\A'^A'^, 
od  hanno  s  per  comune  asse  di  prospettiva:  essi  sono  perciò 
pure  omologici  [17,  b)  a  sinistra],  e  col  centro  comune  A^A\^A^A'^ 
r  S  di  omologia.  —  Questo  centro  ò  individuato ,  se  i  vertici 
Ji ,  zig  non  coincidono  co'  loro  corrispondenti  A\  ,  A\^ ,  ed  il 
iato  indefinito  -^1^42  non  coincide  col  suo  corrispondente.— Dun- 
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quo  i  due  ennagoni  sono  prospettivi,  col   centro  ^S'  di  prospet- 
tiva (*). 

Ora,  considerando  due  lati  corrispondenti  A^A^ ,  A\^A'^ ,  nei 
quali  gV  indici  sono  due  dei  numeri  3  ,  4  , . . .  w ,  i  triangoli 
A^A^A^  ,  A\A' ^A\  sono  prospettivi,  col  centro  di  prospettiva /S' • 
e  perciò  [17,  a)  a  sinistra]  anche  omologici;  ossia  il  punto 
A^Ag'  A'^A'^  giace  sulla  retta  che  passa  per  i  punti  A^A^'A\A'^, 
A^A^'A\A'j.y  la  quale,  per  ipotesi,  è  la  retta  8. 

Inoltre,  se  è  P=  A^Ay  •  ^^^^  (dove  x,  y,  z,  t  sono  quattro  qua- 
lunque dei  numeri  1,  2,  3, . . . ,  w,  ma  differenti)  i  due  trilateri 
PA^^ ,  P*A^^\  sono  evidentemente  prospettivi,  con  Tasse  s  di 
l>rospettiva;  e  quindi  essi  sono  pure  omologici,  ossia  la  retta  FP^ 
passa  pel  punto  Aj,A^^*A,A\=iS. 

Infine,  considerando  due  punti  diagonali  P^.A^Ay'AA^y 
Q  =  ^y.4^..4„.4p,  è  R=:A^A'A^A^  un  terzo  punto  diagonale,  e 
il  triangolo  PQ,li  ed  il  suo  corrispondente  P'Q^R'  sono  prospet- 
tivi col  centro  8  (come  ora  abbiamo  dimostrato),  e  quindi  sono 
anche  omologici  :  ma  i  lati  Pi?  =  A^Ay ,  QR  =  A^A^  segano  i  loro 
corrispondenti  in  punti  della  retta  s  :  dunque  anche  i  rimanenti 
lati  corrispondenti  PQ ,  P'Q'  si  segano  sulla  retta  s. 

È  inutile  quasi  osservare  che  la  retta  s  può  essere  anche  im- 
propria; ossia  che,  se  il  lato  A^A^  del  prbno  ennagono,  e  tutti 
gli  altri  2n  -  4  lati  che  j^fissano  per  A,  ,  A,  ^  sono  paralleli  ai 
lati  corrispondenti  del  secondo,  tutti  ì  lati  corrispondenti  sono 
a  due  a  due  paralleli, 

e)  >S'e  in   due   quadrangoli  i      Se    in    dice    angoli    tetraedri 
piani  completi  ABQD,  A'B'C'D'/  completi  a^-o ,  a'^Y^',  riferiti 


riferiti  tra  loro  e  situati  in  un 
medesimo  piano  o  in  piani  di- 
stinti, cinque  lati  AB,  AC,  AD, 
BC,  BD  del  primo  segano  i  lati 
corrisprmdenti  del  secondo  in 
punti  di  una  retta  s,  anche  i 
sesti  lati  si  segheranno  in  un 
punto  di  8. 


tra  loro  e  con  lo  stesso  vertice 
0  con  vertici  diversi,  cinque  spi- 
goli ag  ,  ay  ,  a3  ,  gy  ,  J^o  del 
primo  giacciono  con  gli  spigoli 
corrispondenti  del  secondo  in 
piani  di  una  retta  a,  anche  i 
sesti  spigoli  ^5,  7 '6'  sono  situati 
in  un  piano  di  s. 


(^)  Se  i  dae  ennagoni  giacciono  in  piani  distinti,  il  rimanente  delPe- 
naneiato  è  evidente  (1(5,  e)  a  sinistra]. 
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Peluche  il  teorema  sìa  vero,  si 
richiede  che,  né  alcuno  dei  ver- 
fii'l  A^  B,  ne  il  lato  indefinito 
AB,  coincidano  con  gli  elementi 
tor rispondenti  del  secondo  qua- 
drangolo. 


Per  la  verità  del  teorema  si 
esige  clie,  ne  alcuna  delle  facce 
a,  p,  né  lo  spigolo  ag,  coinci- 
dano con  gli  elementi  corrisjwn- 
denti  del  secondo  angolo  te- 
traedro. 


I  teoremi  qui  enunciati  non 
ini  a),  nell'ipotesi  di  7i  =  4. 

d)  Se  in  due  quadrilateri 
piani  completi  abcd  ,  a'b'c'd' , 
riferiti  tra  loro  e  posti  in  uno 
stesso  piano  o  in  piani  diffe- 
renti,  le  congiungenti  cinque 
vedici  ab,  ac,  ad,  bc,  bd  del 
primo  coi  vertici  corrispondenti 
dal  secondo  sono  rette  di  un 
j  finito  S;  anche  i  sesti  vertici 
cdj  c'd'  «0710  allineati  con  S. 

Per  la  verità  del  teorema  si 
t  si'ge  che,  ne  alcuno  dei  lati 
H,  b,  né  il  vertice  ab^  coiìicidano 
eoa  gli  elementi  corrispondenti 
tifi  secondo  quadrilatero. 

Questi  teoremi  non  sono  che 
ripotesi  di  n  -•  4. 

19.  a)  Ennagono  gobbo  com- 
pleto è  il  sistema  di  n  punti  (rer- 
tivi),  dei  quali  mai  quattro  giac- 
ciono in  un  piano,  insieme   alle 

n(fi  —  1) 

-    — rette  (lati)  che  li  uni- 

Mcono    a    due    a    due  ,    ed    agli 


■IH  ft  -  1)  («  -  2) 


piani  {facce)  che 


li  uniscono  a  tre  a  tre. 

b)  Due  ennagoni  gobbi  cora- 


sono   che  una  parte  dei  teore- 

8e  in  due  angoli  quadrispi- 
goli  completi  abcd,  a'b'c'd'  ri- 
feriti tra  loro  e  con  lo  stesso 
vertice  o  con  velatici  distinti,  cin- 
que facce  ab,  ac,  ad,  bc,  bd  del 
primo  segano  le  corrispondenti 
facce  del  secondo  in  rette  di  un 
piano  0,  anche  le  seste  facce 
ed,  c'd'  si  segano  in  e. 

Perché  il  teorema  sia  vero, 
né  alcuno  degli  spigoli  a,  b,  né 
la  faccia  indefinita  ab,  deMono 
coincidere  con  gli  elementi  cor- 
rispondenti del  secondo  angolo 
quadrispigolo. 
una  parte  dei  teoremi  h\  nel- 

Ennaedro  completo  è  il  sistema 
di  n  piani  {facce),  delle  quali 
mai  quattro  passano  per  un  punto, 

insieme  alle  -^— •'^  rette  {spi- 

goli)  secondo  cui  si  segano  a  due 

a  due,  ed  agli - 

punti  {vertici)    ne'  quali  concor- 
rono a  tre  a  tre. 

Due  ennaedri  completi,  riferiti 
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pleti,  riferiti  tra  loro,  si  dicono 
prospetttrì\  se  le  rette  congiun- 
genti i  vertici  corrispondenti  con- 
corrono in  uno  stesso  punto  S 
(centro  di  prospettiva)  \  e  si  di- 
cono omologici,  se,  essendo  pro- 
spettivi, le  facce  corispondenti 
si  segano   secondo    rette  situate 


tra  loro,  si  dicono  prospeitiri,  se 
le  facce  corrispondenti  si  segano 
secondo  rette  situate  in  uno  stes- 
so piano  G  (piano  di  prospettiva); 
e  si  dicono  omologici,  se,  essendo 
prospettivi,  le  rette  congiungenti 
i  vertici  corrispondenti  concor- 
rono in  un   medesimo   punto    S' 


in  un   medesimo  piano  e  (piano  (centro  di  omologia).  In  quest'ul- 

di  oniologiày    In  questa  ultima  tima  ipotesi  o  dicesi  pure  /^/V/wo 

ipotesi,   S  si  dice  pure  centro  di  di  omologia, 
omologia. 

e)  Nello  spazio  si  ha  che  un  quadrangolo  gobbo  completo  non 
differisce  dal  tetraedro  completo  ,  come  nel  piano  si  ha  che  un 
triangolo  non  diiferisce  da  un  trilatero,  e  nella  stella  che  un  trie- 
dro non  differisce  dal  trispigolo. 


Due  tetraedri  completi  prospet- 
tivi sono  pure  omologici. 


d)  Due  quadrangoli  gobbi 
completi  prospettivi  sono  anche 
omologici. 

Dimostreremo  il  solo  teorema  a  sinistra. 

Siano  ABCD,  A^B'OD'  i  due  quadrangoli.  Essendo  prospettivi 
i  triangoli  ABC,  A'B'C\  ne  segue  che  i  tre  punti  AB  •  A'B\  BC-  BV, 
CA'C^A'  giacciono  sulla  retta  l,  intersezione  delle  facce  ABC, 
A'B'C*.  E  similmente  si  trova  che  i  punti  AB-A^B' ,  BDB'D', 
DA'D'A'  appartengono  alla  retta  m  =  (ABD)(A^B'D')]  i  punti 
AC'A'C,  CD  CD',  DA  D'A'  alla  retta  n=2(ACD)^(A'C'D')',  e 
i  punti  BC'  B'C,  CD'C'D',  DBD^B'Me^  retisi p^.(BCD)  •  (B'C'D'). 
Ma  le  rette  /,  m  si  segano  nel  punto  AB'A'B^  e  sono  segate  da 
n  ne'punti  AC-A'C,  DA-D'A',  e  dap  «espunti  BCB'C,  BDB'D\ 
Dunque  le  rette  Z,  m,  n,  p  sono  situate  in  uno  stesso  piano;  e 
perciò  i  due  quadrangoli  sono  omologici. 

e)  Nel  teorema  d)  abbiamo  supposto  che  gli  elementi  omonimi 
dei  due  quadrangoli  (o  tetraedri)  non  coincidano;  ma  è  facile  ve- 
dere come,  con  acconce  convenzioni,  questa  restrizione  possa  essere 
rimossa. 


/)  Proiettando  i  vertici  e  i 
lati  di  un  quadrangolo  gobbo 
completo  da  un  punto  arbitrario 

Sankia  —  Geometria  proieJtiva. 


Sezionando  le  facce  e  gli  spi- 
goli di  un  tetraedro  completo 
con  un  piano  trasversale  o,   che 

4* 
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Sj  non  situato  sopra  alcuna  fac-  •  non  passi  per  alcun  vertice  del 
eia  del  quadrangolo,  si  ottiene  ,  tetraedro,  si  ottiene  un  quadri- 
un    A    quadrispigolo  completo.       latero  completo. 

Eseroizii. 

1.  Segare  un  angolo  tetraedro  in  modo  che  la  sezione  risulti,  a)  un 
trapezio,  6)  un  parallelogrammo. 

2.  Proiettare  un  quadrangolo  per  modo  che  la  proiezione  risulti,  a) 
un  parallelogrammo,  h)  un  rettangolo,  e)  un  rombo,  d)  un  quadi'ato. 

3.  Dati  in  un  piano  un  punto  S  \       Dati  in  un  piano  due  punti  A^  A' 


e  due  rette  a  ,  a\  costruire  con  la 
sola  riga  la  retta  Saa\  senza  far 
uso  del  punto  aa. 


ed  una  retta  »,  costruire  con  la  sola 
riga  il  punto  AA''8,  senza  far  uso 
della  retta  A  A'. 


La  soluzione  dei  due  problemi  si  trae  dai  teoremi  del  n."  17,  a),  />), 
a  sinistra. 

4.  Dati  due  y  C)  in  due  piani  diversi,  costruire  in  un  altro  piano 
dato  un  terzo  y  omologico  ai  duo  primi. 

5.  Dati  due  y  in  uno  stesso  piano  j ,  costruire  un  terzo  y  omolo- 
gico a  ciascuno  dei  due  primi,  e  tale  che  gli  assi  di  omologia  sieno 
due  retto  assegnato  del  piano  a. 

().  Un  y  ABC  ed  il  suo  y  mediano  (triangolo  che  ha  i  vertici  noi 
punti  medii  dei  lati)  sono  omologici  col  centro  di  omologia  nel  bari- 
centro di  ABC:  quale  n' è  l'asse  di  omologia? 

7.  Un  tetraedro  ABCD,  ed  il  tetraedro  che  ha  per  vertici  i  baricentri 
delle  facce,  sono  omologici  col  centro  di  omologia  nel  baricentro  del 
tetraedro    ABCD:  quale  ne  è  il  piano  di  omologia? 

8.  Dati  in  un  piano  o  il  y  diagonale  FGH  di  un  quadrangolo  com- 
pleto variabile  ABCD  ed  una  retta  a.  mentre  il  vertice  A  si  muove  so- 
pra a,  gli  altri  tre  vertici  descrivono  tre  rette  ft,  e,  d^  ed  il  trilatero 
hcd  è  prospettivo  al  trilatero  FGH,  con  1'  asse  di  prospettiva  a. 

Si  noti  che  la  configurazione  delle  rette  ahcd  è  tale  che  il  trilatero 
di  tre  qualunque  di  queste  rette  è  prospettivo  ad  FGH,  coli'  asse  di 
prospettiva  nella  quarta  retta. 

Proiettando  la  figura  in  modo  che  la  proiezione  del  quadrangolo  sia 
un  parallelogrammo,  si  risolvo  facilmente  la  quistione. 

9.  Se  in  due  ennagoni  gobbi  com-  I  Se  in  due  ennaedrì  completi  «i».».-.*„ 
pleti  -4j^j  .  . .  A^,  ^  i^\  '  '  '  ^1,1  i*i-  '  «laV-  *  /*  i  riferiti  tra  loro,  un  ver- 


(*)  Il  simbolo  y  sta  in  luogo  della  parola  (riangolo  o  triangoli. 
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foriti  tra  loro,  una  faccia  A^A^A^ 
del  primo,  e  le  altre  3  (»— 8)  facce 
che  passano  per  i  lati  ^^^4.^,^^.43, 
-Ig.-lj,  segano  le  facce  corrispondenti 
del  secondo  in  rette  situate  in  uno 
.stesso  piano  a,  i  due  ennaj);oni  sono 
omologici. 

Per  la  verità  del  teorema  si  ri- 
chiede che,  né  la  faccia  AiA^A^  del 
primo  ennagono,  né  due  dei  vertici 
A^ ,  A^^  A^,  coincidano  con  gli  ele- 
menti corrispondenti   del  secondo. 

10.  In  un  ennagono  gobbo  com- 
pleto . 

a)  chiamando  retta  diaconale  di 


tice  *  1*^*3  del  primo,  e  gli  altri 
3  (»  —  8)  vertici  situati  sopra  i  tre 
spigo liaj*j,  flt^Jtj,  ix^a,,  congiunti  con 
i  vertici  corrispondenti  del  secon- 
do,  danno  rette  concorrenti  in  un 
medesimo  punto  S^  i  due  ennaedri 
sono  omologici. 

Per  la  verità  del  teorema  si  esige 
che,  né  il  vertice  «iflkjfltg  del  primo 
ennaedro,  né  due  delle  facce  «i,«j,«3 
coincidano  con  gli  elomenti  corri- 
spondenti del  secondo. 

In  un  ennaedro  completo , 

chiamando  vfAla  diaijonale  di   /.« 


/.«  «pecie  rintcrsezione  di  due  facce  .  specie  la  congiungente  due  vertici 
che  non  hanno  alcun  vertice  di  co-     non  posti  in  una  stessa  faccia,    si 


Illune,  si  ha  che  il  loro  numero   è 

M 1 M -  1  )  (M  — 2)  {n  —  3)  («  -  4)  (n  —  5) 
~2»^3*  ' 


ha  che  il  numero  di  queste  rette  è 

H (n  —  1) (n  -  2) (H  -  3) («  - 4) (n-h)^ 
23-3<«    ^  * 


h)  chiamando  retta  diagonale  di  1  chiamando  retta  diagonale  di  2.» 
:?.«  specie  Pintersezione  di  due  facce  specie  la  congiungente  due  vertici 
che  hanno  un  vertice  solo  di  comu-    per  i  quali   passa  una  sola  faccia, 


ne,  si  ha  che  il  loro  numero  è 

»(»  — 1)  Cii-2)  (n-3)  ('»— 4) 
23  • 


j  si  ha  che  il  loro  numero  è 

j  n{n-  l)[n  -  2)(;i  -  3)(7i  -  4) 

I  ^2»  ■ 


11.  In  un  ennagono  gobbo  completo  chiameremo  punto  diagonale  l'iii- 
t<.>rsezione  di  tre  facce,  che  non  abbiano  tutte  e  tre  uno  stesso  vertice 
comune. 

Il  numero  dei  punti  diagonali  distinti  di  un  ennagono  gobbo  com- 
pleto è 

?*(«— 1) .  ..  in  —  S) 
2*.3* 
dei  quali 
H<«  — 1).  .  .(n  — 8) 
2*T3*~ 


(»*  -f  n»  -  73  ?**  -f  257  n  - 102) , 


sono  intersezioni  di  tre  diagonali  di    1.*  specie; 


mw  — 1). 


2».3 


sono  intersezioni  di  due  diagonali  di  1.' 


sp.    ed    una 


di  2.»  sp.; 


IMll  -  1). .  .  («- 

2^ 


-6) 


sono  intersezioni  di  una  diagonale  di    1.»    sp.   e   due 
di  2.»  sp.  ; 
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sono  intersezioni  di  tre  diagonali  di  2.»  sp.; 


giacciono  sopra  i  lati  delP  ennagono. 


Analoghi  risultati  si  hanno  per  i  pinni  diagonali  di  un  ennaedro 
completo,  ossia  per  i  piani  che  passano  per  tre  vertici  non  situati  tutti 
e  tre  in  una  stessa  faccia. 


§  IV. 


Forme  fondamentali  armoniche. 

20.  a)   Dati    tre    punti  ABC  j      Dati  tre  piani  a^Y  di  un  fa- 
{^g,  8.^)  di  una  punteggiata  {ic)y  j  scio  (w) ,  se  con  un  vertice  Sj 


M 


A^' 


^     A  < 

se  in  un  piano  o ,  condotto  ad 
arbitrio  pel  sostegno  te  della 
punteggiata,  si  costruisce  un 
quadrangolo  piano  completo 
KLMN,  in  guisa  che  i  due  lati 
opposti  KL,  MN  passino  per  A^ 
un  terzo  lato  LN  passi  per  C, 
e  i  due  altri  iati  opposti  KN , 
ML  concorrano  in  B ,  il  sesto 
lato  KM  segherà  u  in  un  punto 
D,  individuato  mediante  i  tre 
dati  punti;  cioè  che  non  varia, 
quale  che  sia  il  piano  e  con- 
dotto per  Uj  e  quale  che  sia  il 
quadrangolo  costruito  nel  modo 
indicato. 


B 


i  preso  ad  arbitrio  sul  sostegno 
u  del  fascio ,  si  costruisce  un 
A  tetraedro  completo  //[/.v,  in 
guisa  che  i  due  spigoli  opposti 
-p.  j  [JLV  giacciano  sopra  a ,  un 
terzo  spigolo  Àv  sia  situato  so- 
pra Y,  e  i  due  altri  spigoli  op- 
posti yv,  ;j.X  giacciano  sopra  p , 
il  sesto  spigolo  7|JL  sarà  proiet- 
tato da  u  secondo  un  piano  o, 
individuato  mediante  i  tre  dati 
piani  ;  cioè  che  non  varia,  quale 
che  sia  il  vertice  S  assegnato 
sopra  u ,  e  quale  che  sia  V  a 
tetraedro  costruito  nel  modo 
indicato. 
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b)  Dati  in  un  piano  o  tre 
raggi  abc  (fig.  9»)  di  un  fascio 
{ U)j  se  si  costituisce  un  quadri- 


Dati  in  una  stella  {8)  tre 
raggi  ahc  di  un  fascio  {o),  se 
si  costruisce  un    a    quadrispi- 


llg.  ,9.« 


latero  piano  completo  kiniìiy  in 
«ruisa  che  i  due  vertici  opposti 
kì.  mn  aleno  situati  sopra  a,  un 
terzo  vertice  In  giaccia  sopra 
e,  e  i  due  altri  vertici  opposti 
kuy  mi  sieno  situati  sopra  6,  il 
sesto  vertice  km  sarà  proiettato 
(la  u  mediante  un  raggio  dy  in- 
diciduato  dai  tre  raggi  dati; 
cioè  che  non  varia,  quale  che 
sia  il  quadrilatero  costmito  nel 
modo  indicato. 


NcZ 


golo  completo  klmn  ,  in  guisa 
che  le  due  facce  opposte  kl ,  mu 
passino  per  a,  la  terza  faccia 
In  passi  per  e,  e  le   altre   due 

,  facce  opposte  kn ,  vii  passino 
per  b,  la  sesta  faccia  km  se- 
gherà p  secondo  un  raggio  d, 
individuato  dai  tre  raggi  dati; 
cioè  che  non  varia,  (juale   che 

I  sia  r  A  quadrispigolo  costruito 

'  nel  modo  Indicato. 


I  teoremi  a)  sono  una  conseguenza  dei  teoremi  r)  del  n.«  18. 
In  fatti,  pel  teorema  a),  a  sinistra,  costruendo  nel  piano  e,  o 
in  un  altro  piano  qual^inque  e'  condotto  per  w,  un  quadrangolo 
completo  K'L'M^N'j  in  modo  che  i  lati  opposti  K'L'y  M^N'  con- 
corrano in  ^  ,  il  terzo  lato  VX'  passi  per  (7,  e  gli  altri  due 
lati  opposti  A'^',  3/'L'  concorrano  in  B,  il  sesto  lato  A'3f'del 
secondo  quadrangolo  deve  segare  n  nel  punto  D,  in  cui  u  ò  se- 
rrato dal  sesto  lato  KM  del  primo.  Dunque  (  18,  e,  a  sinistra  ), 
rimanendo  fisso  il  quadrangolo  KLMN  ^  e  variando  il  piano  o' 
e  il  quadrangolo  K^L'M'N'j  il  punto  D  resta  invariato. 
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Similniente^  pel  teorema  a)  a  dritta,  si  assumerà  il  punto  Sy 
n  im  altro  punto  qualunque  S^  di  ti,  come  vertice  di  un  a  te- 
traedro completo  7'À'p.'v',  che  abbia  gli  spigoli  y/X',  j/.'v'  sopra  «, 
lo  spigolo  ÀS'  sopra  7,  e  gli  spigoli  y'v',  pi'//  sopra  f;  e,  mediante 
jl  teorema  del  n.o  18,  e)  a  dritta,  si  dedurrà  che  il  sesto  spi- 
golo yV  giace  nel  piano  o. 

TI  teorema  b)  poi  è  una  conseguenza  del  teorema  contenuto 
Mei  n.o  18,  d)  a  sinistra  ,  applicato  al  quadrilatero  completo 
ìdìììiìy  e  ad  un  altro  quadrilatero  completo  k'I'm'n',  del  quale  i 
vertici  k'I'j  mhi'  si  trovino  sopra  a,  il  vertice  Vn'  sopra  e,  e  i 
vertici  k'ìi'y  m'V  sopra  ò;  mentre  il  teorema  &),  a  dritta  è  un  caso 
particolare  di  quello  contenuto  nel  n.  18,  d),  a  dritta. 

e)  Si  noti  che,  delle  figure  considerate  in  a)  a  sinistra  e  h) 
n  dritta,  [come  pure  delle  figure  considerate  in  b)  a  sinistra  od 
hi  a)  a  dritta]  la  prima,  proiettata  da  un  centro,  riproduce  la 
i^econda ,  e  la  seconda ,  segata  da  un  piano  trasversale ,  dà  la 
prima. 


21.  a)  Quattro  punti   ABCD 
rlìg.  S,<^)  di  una  punteggiata  (ii)^ 


Quattro  piani  a^yS  di  un  fa- 
scio (i6),  considerati  neirordine 


rrmsiderati  nell'ordine  col  quale  ;  col    quale    sono    enunciati ,    si 
stmo  enunciati^  si  chiamano  ar-  \  chiamano  armonici  (o   si   dice 


che  a^vS  è  un  griqjpo  armo- 
nico), se  si  può  costruire  un  a 
tetraedro  completo,  in  modo  ch(^ 
due  spigoli  opposti  sieno  in  oLj 
un  terzo  spigolo  in  7,  due  altri 
spigoli  opposti  in  p,  e  il    sesto 


fuonici  (0  si  dice  che  ABCD  è 
un  gruppo  armonico),  se  si  può 
custmre  un  quadrangolo  com- 
pilato in  modo  che  due  lati  op- 
jjDsti  concorrano  in  A,  un  terzo 
Into  passi  per  C,  due  altri  lati 
a]>posti  concorrano  in  iJ,  e  il  '  in  0. 
^ef^to  lato  passi  per  X>.  | 

Ed  è  chiaro  (20,  a)  che,  se  si  può  costruire  uno  di  questi 
tjtiadrangoli  (0  a  tetraedri),  ossia  se  la  forma  ABCD  (o  a^i^S) 
ò  armonica,  se  ne  possono  costruire  infiniti  altri;  e  che  dati  i 
\n\  imnti  ABC  di  una  punteggiata  (o  i  tre  piani  a^Y  di  un  fa- 
scio), è  individuato  il  quarto  elemento  D  (o  ò),  che  con  i  primi 
trr  costituisce  il  gruppo  armonico  ABCD  (o  a^^o). 

b)  Quattro  raggi  abcd  di  un  fascio  ((7)  (fig.  P.«),  considerati 
i\v\Y  ordine  nel  quale  sono  enunciati,  si   denominano    armonici 
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(o  si  dice  che  ahcd  è  un  gruppo  armonico),  se  è  possibile  co- 
struire un  quadrilatero  completo,  che  abbia  due  vertici  opposti 
in  a,  un  terzo  in  r,  due  altri  vertici  opposti  in  h,  e  il  sesto  in  d. 
Ed  è  chiaro  che,  se  un  tal  quadrilatero  esiste  (ossia  se  la 
forma  ahcd  è  armonica),  se  ne  possono  costruire  infiniti  altri  ; 
e  che,  dati  i  tre  raggi  àbc  di  un  fascio,  è  individuato  il  quarto 
ra^^o  rf,  che  costituisce  con  abc  il  gruppo  armonico  ahcd. 

22.  a)  Quattro  raggi  armonici  ahcd  di  un  fascio  (IT)  sono 
Sfegati  da  una  trasversale  arbitraria  u  in  quattro  punti  armo- 
nici ABCD'^  e  viceversa,  quattro  punti  armonici  ABCD  di  una. 
punteggiata  (u),  sono  proiettati  da  un  punto  \^  mediante  quattro 
raggi   armonici  abcd. 

Preso  sopra  e  un  punto  arbitrario  P  (fig.  iO.«),  si  tirino  le  rette 
APy  BP,  le  quali  seghino  b  ed  a  rispettivamente  in  Q  ed  R. 
Le  quattro  rette  AB,  BR,  RQ,  QA  costituiscono  un  quadrilatero 
completo,  che  ha  due  vertici  opposti  A,  R  in  a,  un  terzo  ver- 
tice 7^  in  e  e  due  altri  vertici  opposti  B ,  Q  in  b,  E  perciò, 
essendo  abcd  armonici,  il  sesto  vertice  AB-QR  deve  cadere  in 

d,  ossia  QR  deve  passare  per  £>.  Ma,  nel  quadrangolo  URPQ 
le  due  coppie  PQ  e  UR,  PR  e  UQ  di  lati  opposti  passano  or- 
dinatamente per  Aj  By  mentre  gli  altri  due  lati  UP,  QR  pas- 
sano ordinatamente  per  C,  D,  Dunque  il  gruppo  ABCD  ò  ar- 
monico. 

Viceversa,  se  ABCD  sono  ar-  fig.  iO.« 

menici,  facendo  la  stessa  co- 
struzione, si  ha  in  PQUR  un 
quadrangolo  completo,  nel  quale 
il  lato  QR  deve  passare  per  D. 
Le  rette  AB,  BR,  RQ,  QA  for- 
mano allora  un  quadrilatero 
completo,  che  ha  le  coppie  AR, 
BQ  di  vertici  opposti  rispetti- 
vamente in  a,  b,  e  gli  altri  due 
vertici  P,   D  ordinatamente  in 

e,  d.  Dunque  abcd  sono  quattro  raggi  armonici. 

h)  Segue  poi  da  ciò,  che,  se  quattro  punti  armonici  vi  8(77) 
di  una  punteggiata  (m)  si  proiettino  da  un  punto  V  in  A'B'C'D' 
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-opra  una  rotta  n\  i  punti  A'B'C'D'  saranno  pure  armonici; 
]*u[chè  A'B'C'I)'  è  una  sezione  del  gruppo  armonico  di  rag^i 
r{ABCD). 

e)  Da  quanto  6  detto  nei  n.»  20,  e)  e  21,  segue:  l.o  che, 
IJToiettando  cpiattro  raggi  armonici  abcd  da  un  centro  S,  che 
non  giaccia  nel  piano  ab,  si  hanno  quattro  piani  armonici,  e 
segando  quattro  piani  armonici  o.'^^ò  con  un  piano  trasversale, 
che  non  passi  per  la  retta  ag,  si  hanno  quattro  raggi  armonici: 
2.'*  che,  segando  i  quattro  piani  armonici  a^^^  ^^"  ^^  trasver- 
sMle  Uy  che  non  si  appoggia  alla  retta  «3,  si  hanno  quattro  punti 
jinnonici  (poiché  questi  quattro  punti  sono  pure  la  sezione  fatta 
liti  u  nel  gruppo  armonico  di  raggi,  secondo  i  quali  a^^ò  sono 
Tagliati  da  un  piano  condotto  per  ii);  e  quindi  che,  proiettando 
♦  [uattro  punti  armonici  ABCD  da  un  asse  5,  che  non  si  appoggi 
nlla  retta  AB,  si  hanno  quattro  piani  armonici;  3.o  che  se  il 
irruppo  armonico  abcd  di  raggi  appartiene  ad  una  stella,  esso 
può  essere  anche  definito  mediante,  il  teorema  del  n.o  20,  b)  a 
-niistra,  come  risulta  evidentemente  dai  n.^  20,  e)  e  22,  a). 

d)  Possiamo  riassumere  (juanto  precede,  dicendo:  qualunque 
proiezione^  o  sezione,  di  una  forma  armonica  è  una  forma  ar- 
monica. 

23.  In  una  forma  armonica,  i  primi  due  elementi  sono  se- 
f  tarati  day  il  altri  due. 

Basta  (22,  d)  dimostrare  ciò  per  un  gruppo  armonico  di  punti 
ABCD. 

Sia  KLMN  un  quadrangolo  costruttore  del  gruppo  carnio- 
lìico  ABCD  (lig.  8.«).  Posto  LN-KMe^Q,  e  proiettando  ^^CZ> 
filila  retta  AM/  dai  punti  L,  N,  si  hanno  i  due  gruppi  KMQD  (a, 
MhQD  (?,  per  ciascuno  dei  quali  le  coppie  di  elementi  che  si 
separano  sono  (14,  e)  proiezioni  delle  coppie  di  elementi  che 
sj  separano  in  ABCD.  Ora,  se  la  coppia  AC  fosse  separata  da 
HI),  il  gruppo  (a  darebbe  KQ  separata  da  MD,  e  (3  darebbe 
MQ  separata  da  KD:  assurdo,  poiché  i  quattro  punti  KMQD 
non  si  possono  dividere  in  due  coppie  separate,  che  in  un  modo 
solo  [14,  b)].  Se  sì  facesse  Y  ipotesi  ùì  AD  separata  da  BC,  sì 
ni  terrebbe  un  simile  assurdo.  Dunque  dev'essere  AB  separata 
da   CD. 
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^"*-  <^)  -In  una  forma  armonica,  scambiando  tra  loro  il  jyrimo 
ed  il  terzo  elemento,  non  che  il  secondo  ed  il  quarto j  si  ha  pure 
linci  for^nct  armonica. 

Ragionando,  come  nel  nnmero  precedente,  sul  gruppo  armo- 
nico di  punti,  dovremo  dimostrare  che,  se  ABCD  è  un  gruppo 
armonico    di  punti,  sarà  pure  CDAB  un  gruppo  armonico. 

Se  (fig--  Ì/.«)  KLMN  è  un  quadrangolo  costruttore  del  gruppo 
ABCD,  posto  LNKM=  Q,  si  conduca  la  retta  AQ,  che  seghi 
KX  ed    L,3f  in  S  e  U,  e  la  retta  BQ,  che  seghi  EL  e  MN  in 

fig.  11.» 


'Tv     •    \ 


\\\  --^--^xX 


«*-  A  C  JB  D 

I  e  T,  e  si  osservi  che  il  quadrangolo  LTQUìxb.  le  coppie  LT 
e  QtT,  TjU  e  TQ  di  lati  opposti  concorrenti  rispettivamente  in 
J,  Bj  ed  il  quinto  lato  QL  che  passa  per  C:  in  conseguenza 
il  sesto  lato  TU  passa  per  D  (21,  a,  a  sinistra).  Cosi  pure  si 
vedrà,  che  passa  per  D  il  sesto  lato  V8  del  quadrangolo  com- 
pleto NVQSy  e  che  passano  per  C  ì  sesti  lati  STy  C77  dei  qua- 
drandoli completi  K8QT,  MUQV.  Si  ha  dunque  il  quadrangolo 
STUVj  del  quale  i  due  lati  opposti  ST,  Z7 Spassano  per  (7,  gli 
altri  due  lati  opposti  8V,  TU  passano  per  Z>,  il  quinto  lato  SU 
passa  per  A,  e  il  sesto  TV  passa  per  B:  e  perciò  il  gruppo  di 
punti   CDAB  è  armonico. 

b)  Siccome  poi  dalla  costruzione  del  gruppo  armonicoi4jBC/>, 
mediante  un  quadrangolo  completo  KLMN,  si  vede  che  A  e  B 
sono  in  identica  condizione  rispetto  a  questo  quadrangolo,  e  che 
in  identica  condizione  sono  pure  C  e  D,  così,  tenendo  conto  an- 
cora del  teorema  a),  si  ha  che,  se  abcd  sono  quattro  elementi  (^) 

^1)  I>^  ora  innanzi,  quando  parleremo  di  elementi,  senza  far  distinzione 
&e  trattisi  di  panti,  di  piani,  di  rette,  useremo  le  lettere  delPalfabeto 
m,  b,  e,   d,-... 

Sakxia  —  Geometria  proiettiva.  5* 
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armonici  in  una  forma  di  /.«  specie,  sono   pure   armonici    yli 
nitri  sette  gruppi  bacd,  abdc,  badc^  cdab^  dcab^  cdba^  dcba. 

e)  I  punti  A,  B  diconsi  coniugati  fra  loro  ,  come  pure  i 
punti  Cly  D. 

d)  Si  suole  ancora  dire  che  i  punti  A,  B  sono  separati  ar- 
monicamente mediante  C,  D\  o  che  C,  D  sono  separati  armo- 
nicamente mediante  A,  B\  o  che  il  segmento  AB  è  diviso  ar- 
monicamente da  C,  7),  0  dal  segmento  CD\  o  che  D  è  il  coniu- 
j^ato  armonico  di  C  rispetto  ad  A,  B, 

Inoltre,  se  A,  B  sono  divisi  armonicamente  dai  punti  C,  />, 
in  cui  la  retta  AB  è  segata  da  due  rette  e,  d  (o  da  due  piani 
7»  ò),  si  dice  per  brevità  che  le  rette  e,  d  (o  i  piani  y,  6)  se- 
parano armonicamente  A,  B,  o  anche  il  segmento  AB\  ecc. 

Analoghe  denominazioni  valgono  per  quattro  raggi  e  per 
quattro  piani  armonici. 


26.  In  un  quadrilatero  piano 
completo,  due  vertici  situati  so- 
pra una  diagonale  sono  divisi 
armonicamente  dalle  altre  due 
diagonali'^  o  più  brevemente 
ciascuna  diagonale  è  divisa  ar- 
monicamente dalle  altre  due. 

Considerando  il  quadrilatero 
che  ha  AA'jBB',  CC  per  coppie 
(li  vertici  opposti  (fig.  Ì2.«),  se 

fig.  i2.« 


^i  vuole  dimostrare  che  la  dia-    punti  diagonali,  se  si  vuole  di 


In  un  quadrangolo  piano 
completo^  due  lati  concorrenti 
in  uno  stesso  punto  diagonale 
sono  separati  armonicamente 
dagli  altri  due  punti  diagonali. 


Considerando  il  quadrangolo 
^5C/;(fig.i5.«)che  \\fiAB.CD=II 
AC'DB=G,  AD'BC^F  Y>er 
fig.  Ì3.« 


Digitized  by 


Google 


—  35  — 
«i:onale  A  A*  ò  divisa  armonica- 
mente dallo  altre  due  BB ,  CC% 
ossia  dai  punti  AA'-BB'^Fj 
AA'-CC'^Gf  basterà  osservare, 
cbe  nel  quadrangolo  completo 
BB'CC'  due  coppie  di  lati  op- 
posti lìC  e  B'C'y  BC  e  B'C 
concorrono  rispettivamente  in 
A,  A'y  mentre  i  rimanenti  lati 
BB\  ce  passano  ordinatamen- 
te per  2^,   G. 


mostrare,  che  i  lati  AB  j  CD  ^ 
concorrenti  in  ZT,  sono  separati 
armonicamente  da  i^,  (7,  ba- 
sterà osservare,  che  nel  qua- 
drilatero, il  quale  ha  per  lati 
le  rette  AC,  CB,  BD,  DA,  la 
diagonale  FG  è  separata  ar- 
monicamente dalle  altre  due 
AB,  CD. 


Dati  tre  raggi  di  un  fascio 
armonico  (U)  =  abcd,  costruire 
il  quarto  raggio. 


26.  a)  Dati  tre  punti  di 
una  punteggiata  armonica 
(u)=ABCD,  costruire  il  quarto 
punto. 

Poiché  i  quattro  elementi  di  un  gruppo  armonico  si  possono 
mutare  di  posto  in  modo  che,  senza  cessare  di  essere  armo- 
nici, r,elemento  incognito  occupi  Tultirao  posto  (24,  h),  suppor- 
remo essere  dati  i  punti  ABC,  e  i  raggi  abc.  Ciò  posto,  con- 
ducendo i)er  A  due  rette  (fìg.  /4.«),  e  per  C  una  terza  retta  la 
quale  seg-hi  le  prime  due  in  L,  N,  tirinsi  le  rette  BL,  BN,  che 
freghino  le  AX,  AL  ordinatamente  in  M,  K:  la  retta  KM  deter- 

tig.  14.a 


-J^ 


minerà  sopra  u  il  richiesto  punto  D.  —  E  se,  per  un  punto  ar- 
bitrario P  di  e,  (tìg.  /5.«),  si  tirino  due  rette,  che  seghino  a  in 
.1,  By  e  b  in  Q,  B,  il  punto  ABBQ  =  D  darà  in  UD  il  richiesto 
raggio  d. 
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b)  Dati  tre  piani  di  un  gruppo  armonico,  se   si  vuole   co- 
struire il  quarto,  una  trasversale,  o  un  piano  trasversale,  ricon- 
duce questo  problema  ad  uno  dei  due  precedenti. 

27.  a)  Se  nel  problema  del  n.o  26,  a)  a  sinistra  si  suppone 
essere  C  il  punto  medio  del  segmento  finito  AB,  conducendo 
la  Trasversale  per  (7,  in  modo  che  il  segmento  LN  sia  bisecato 
ili  Oj  si  avrà  in  ALBN  un  D  (^) ,  ed  i  punti  JT,  M  andranno 
.■ìiriafinito.  Dunque  il  punto  D,  intersezione  di  u  con  KM,  sarà 
il  ivunto  air  infinito  di  u. 

E  viceversa,  se  supponiamo  dati  A,  B,  /),  con  D  all'infinito 
^iil>ra  u,  il  quarto  punto  C  del  gruppo  armonico  ABDC  [co- 
struito come  al  n.  26,  a)  a  sinistra,  nella  ipotesi  che  la  trasver- 
sìde  condotta  per  D  sia  la  retta  air  infinito]  sarà  il  punto  me- 
dio di  AB. 

Dunque,  se,  di  quattro  punti  armonici  ABCD ,  uno  C  è  il 
punto  medio  di  due  punti  coniugati  A,  B,  il  quarto  è  a  distanza 
tuff  aita:  e  viceversa,  se  uno  de^qtiattro  punti  è  a  distanza  in- 
jìfnta,  il  suo  coniugato  è  il  punto  medio  degli  altri  due. 

h)  Se  nel  problema  del  n.o  26,  a)  a  dritta  si  suppone   es- 
feoro  e  una  bisettrice  dell'  a  ab  (fig.  16. f^),  conducendo   una  J_ 

w  a  e,  che  seghi  abcd   ordina- 
fig.   16.^  tamente    in    ABCD  ,    saranno 

ABCD  quattro  punii  armonici. 
Ma  r  eguaglianza  dei  7  rettan- 
goli UAC,  UBC  mostra  che  C 
è  punto  medio  di  AB\  e  quindi 
D  va  all'infinito  sopra  u.  Dun- 
que è  w||  d;  ossia  è  d±c. 

E  viceversa,  se  abcd  è  un 
gruppo  armonico  di  raggi,  e  i 
raggi  coniugati  e,  d  sono  _L  tra 
loro,  la  _L  w  a  e  sarà  parallela 
ci  d;  e  quindi  D  va  all'  infinito,  e  C  risulta  medio  di  AB.  l  s;/ 
r-  ttangoli  UAC,  UCB  sono  perciò  uguali,  ed  è  1'  a  AUC  eguale 
air  A  CUB. 


ìM  II  simbolo  D  lo  useremo  in  vece  della  parola  parallelogrammo y    o 
pii  rallelogrammù 
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Dunque,  in  un  gruppo  armonico  di  raggi  abcd,  se  e  è  la 
bisettrice  di  uno  degli  a  ab ,  d  sarà  _L  e  ;  e  viceversa ,  se  d 
é  X  e,  t  raggi  e,  d  saranno  le  bisettrici  degli  A  formati  da 
a  e  b. 

e)  Mutando  neirultimo  enunciato  la  parola  raggio  in  piano, 
e  le  lettere  abcd  in  a^y^?  s*  ^^  l'analogo  teorema  per  quattro 
piani  armonici  a^vo;  poiché  un  piano  J_  all'asse  del  fascio  aj^^ò 
riconduce  questo  teorema  al  precedente. 


28.  a)  Se  GHLV  è  un  gruppo 
armonico  di  punti,  e  se  a  è  una 
retta  condotta  per  7L,  il  punto 
TJ  si  chiamerà  polo  di  a  rispetto 
ai  punti  Gy  H^  o  rispetto  al  seg- 
mento GH. 


Se  ghlV  è  un  gruppo  armo- 
nico di  raggi,  e  se  ^  è  un  punto 
di  Ij  la  retta  V  si  denominerà 
polare  di  A  rispetto  alle  rette 
g  ,  h,  o  rispetto  air  angolo  gh. 


b)  Dati,  in  un  piano  a,  un  y  FGH  =  fgh  (^)  ed 


un  punto  A  non  appartenente 
ad  alcuna  delle  rette  fgh, 

l.o  le  polari  V ,  m',  n'  di  A, 
ordinatamente  rispetto  agli  A 
gh,  hf,  fg,  segano  rispettiva- 
mente  %  lati  opposti  f,  g,  h  in 
punti  situati  sopra  una  retta  a^ 
che  diremo  polare  (o  retta  ar- 
monica) di  A  rispetto  al  y  FGH: 

2:^  posto  AF=1,  AG=m,  AHsn, 
ossia  costruiti  i  gruppi  armo- 
nici ghìV,  htmm'^  fgnn',  tali  che 
le  rette  1,  m,  n  concorrano  in 
un  punto  A,  le  altre  tre  terne 
di  rette  l'm'n,  l'mn',  Im'n'  con- 
correranno ordinatamente  in 
tre  altri  punti  B,  C,  D;  sicché 
ìì'y  mm',  nn'  saranno  le  tre  cop- 


una  retta  a  non  appartenente 
ad  alcuno  dei  punti  FGH, 

i  poli  L',  M',  N'  di  a,  ordi- 
natamente rispetto  ai  segmenti 
GH,  HF,  FG^  congiunti  coi  ver- 
tici opposti  F,  G,  H  danno  rette 
concorrenti  in  un  punto  A,  che 
diremo  polo  (o  punto  armonico) 
di  a  rispetto  al  y  FGH: 

posto  af=L  ,  ag=M  ,  ab=N  , 
ossia  costruiti  i  gruppi  armo- 
nici GHLL' ,  HFMM' ,  FGNN', 
tali  che  i  punti  L,  M,  N  sieno 
situati  sopra  una  retta  a,  le  al- 
tre terne  di  punti  L'M'N,  L'MN', 
LM'N'  giaceranno  ordinatamen- 
te sopra  tre  altre  rette  b,  e,  d; 
sicché  LL',  MM',  NN'  saranno 


(')  Cosi  scrivendo,  intenderemo  sempre  che  fgh  sono  i  lati  ordinata- 
mente opposti  ai  vertici  FGH.  Similmente,  scrivendo  ABCDZ—  Ary^  ^ 
intenderemo  che  «p^J  sono  le  facce  del  tetraedro  ABCD  rispettivamente 
opposte  ai  vertici  4,  B,  Cy  D, 
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le  tre  coppie  di  vertici  opposti 
di  %in  quadrilatero  ab  ed  ,  che 
avrà  fgh  per  trilatero  diago- 
nale, 

Dìmo.streremo  il  solo  teorema  a  sinistra. 

Posto  {Fìg,  17.^)  lf=L',  mg=M',  nh=N',  i  y  FGII,  VM'N'  sono 


pie.  di  lati  opposti  di  un  qua- 
droìiffolo  ABCD,  che  avrà  FGH 
per  frianijoìo  diagonale. 


fig. 


/?.« 


profipottivi  rispetto  al  centro  A,  e  quindi  anche  omolopci;  ossia 
i  punti  (;i[^M'N'=^L,  IIF'N'L'=M,  FG-L'M'-X  giaceranno  so- 
pra una  r<  tta  a.  Inoltre,  il  quadrangolo  AN'FM'  mostra  che 
GITJJJ  è  un  gruppo  armonico;  e  perciò  la  retta  FL  è  la  po- 
lare V  i\ì  A  rispetto  all'  A  gh,  E  poiché  similmente  si  prova 
esserr  GX^m',  HN=n',  resta  dimostrata  la  prima  parte  del 
teorenia. 

Sì  lia  poi  che  F  ^  L  ,  m'n'  =  D  sono  i  punti  diagonali  del  qua- 
drandolo GHMN ,  e  quindi  F{GHLD)  èun  gruppo  ai^monico  di 
raggi.  In  conseguenza  la  retta  FD  coincide  con  la  coniugata 
armniiiea  l  di  V  rispetto  air  a  gh^  ossia  le  rette  lm*n^  concor- 
rono nel  punto  Z>.  *E  poiché  similmente  si  prova  che  le  rette 
VniUì  concorrono  in  J3  e  le  rette  Vrnn^  concorrono  in  C,  ne  se- 
gue la  2/'  parte  del  teorema. 


f)  Dunque,  dati  in  xm piano 
e  un  7  F(ili  =  fgh,  ed  un  jiunto 
A  che    iìvn    giaccia   in   alcuno 


Dunque,  dati  in  un  piano  e 
un  V  FGH  =  fgh,  ed  una  retta 
a  che  non  passi  per  alcuno  dei 
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dei  lati  f]f|:h ,  è  individuato  il 
quadrangolo  completo  ABCD , 
che  ha  FGII  per  diagonale  ed 
A  per  uno  dei  suoi  vertici. 

Si  noti  però  che,  costruito  V, 
le  rette  m* ,  n'  sono  le  congiun- 


vertici  FGH,  è  individuato  il 
quadrilatero  completo  abcd,  che 
ha  fgh  per  trilatero  diagonale 
ed  a  per  uno  dei  suoi  lati. 

Si  noti  però  che,  costruito  L', 
i  punti  M'y  N'  sono  lo  interse- 


genti  i  punti  ni'  e  G,  mV  e  E.    zioni  delle  rette  NV  e  g,  ML' 

i  ed  h, 

Bseroiaii. 

1.  Enunciare  e  dimostrare  i  teoremi  sul!' A  quadrispigolo  e  tetraedro, 
analoghi  a  quelli  del  n.'*  25. 

2.  Risolvere  il  problema  del  n.o  26,  a)  a  dritta,  mediante  il  teorema 
del  n.»  27,  a). 

3.  Dimostrare  le  seguenti  soluzioni  del  problema:  dati  sopra  una  ret- 
ta it  i  tre  punti  ABC  del  gruppo  armonico  ABCDy  costruire  D, 

a)  Si  conducano  per  -4,  B  due  |i  qualunque,  e  per  C  una  trasver- 
sale che  le  seghi  ordinatamente  in  M,  N\  indi  si  prenda  il  punto  N' , 
simmetrico  di  N  rispetto  a  ^:  la  retta  MN'  incontrerà  m  nel  richiesto 
punto  D. 

b)  Sopra  una  trasversale  arbitraria  r,  condotta  per  C,  si  segnino  i 
punti  M,  M'  simmetrici  rispetto  a  (7;  indi  pel  punto  AM.BM'  ^  S  si 
tiri  la  II  «  ad  r:  9  segherà  u  in  Z>. 

e)  Per  A  si  tiri  una  trasversale  arbitraria  r,  sulla  quale  si  pren- 
dano dei  segmenti  eguali  e  successivi -4Z,  L3I]  poscia  pel  punto  CL.BMJSS 
si  conduca  la  ||  »  ad  r:  «  incontrerà  u  in  D. 

d)  Descritto  un  circolo  di  corda  AB^  si  bisechi  in  ilf  uno  degli  ar- 
chi circolari  AB,  e  si  tiri  la  retta  MC\  che  segherà  di  nuovo  il  circolo 
in  A'':  la  JL  in  N  ad  MN  passerà  por  D. 

Dalla  costruzione  data  in  a)  risulta  che,  prescindendo  dai  segni,  si 
ha  AC'.BC:^  AM:  BN  =  AM  :  BN'  =  AD  :  BD.  Sicché,  se  sono  dati  i 
ponti  -4  ,  Z?  ed  il  rapporto  AM'.BN,  è  facile  vedere  come  si  possono 
costmire  i  punti  C  ^  D ,  che  separano  armonicamente  A ,  B  secondo  il 
dato  rapporto  p  =  AM  :  BN. 

Da  ciò  segue  (ricordando  il  teorema  sulle  bisettrici  interna  ed  esterna 
di  un  angolo  di  un  y)  ohe,  il  luogo  del  punto  S,  le  cui  distanze  da  due 
punti  A  ,  B  hanno  un  rapporto  assegnato  f,  è  in  generale  una  supzrficiz 
sferica,  il  cui  diametro  separa  A  ,  B  armonicamente  secondo  il  rapporto  p. 

4.  Indicando  con  L^  L\  3f,  M*,  N,  N'  i  punti,  che  insieme  con  una 
trasversale  #,  dividono  armonicamente  i  lati  AB,  CD,  AC,  DB,  AD,  BC 
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"li  un  qnadraii«rolo  completo,  le  rette  LL\  MAf ,  NX'  concorrono  in 
uno  stesso  punto  6*,  il  quale,  insieme  ad  »,  divide  armonicamente 
LL\  MM,  NN'. 

Se  *  è  la  retta  all'  infinito,  su  qual  teorema  di  geometria  elementare 
si  ricade  Y 

5,  Dati  iu  un  piano  un  quadrangolo  completo  ABCDy  un  punto  0  ed 
una  retta  *,  e  detcrminati  i  punti  Z/,  L\  M,  M\  N",  N'  separati  armonica- 
mente da  8^  mediante  le  coppie  di  punti  ABj  CD^  AC,  DBj  AD^  BC^  o 
inilicandu  con  L\^  Xj,  J/\,  Afj,  N\^  N^  i  punti  nei  quali  »  è  segata 
dalle  rette  O  {L,  L\  M,  M\  N,  N\  le  sei  rette  LL^,  L'L\,  MM^,  M'M\, 
NN^,  A"A'j  coneoiTono  in  uno  stesso  punto  0';  ed  0,  0'  sono  separati 
armonicamente  dalle  coppie  di  rette  s  ed  LL\  8  ed  MM\  «  ed  NN', 

ii.  Dìmotìtrare  il  teorema  contenuto  nell'esercizio  8  del  §  III,  (non 
seguendo  ii  modo  di  dimostrazione  ivi  accennato),  e  il  seguente:  dati  in 
un  piano  a  il  trilatero  diagonale  fgh  di  un  quadrilatero  completo  va- 
riabile ahal  ed  nn  punto  A,  se  il  lato  a  descrive  il  fascio  (.4),  gli  altri 
tre  Iflii  destriveianiio  tre  altri  fasci  (5),  (0),  (Z>),  in  guisa  che  tre  qua- 
lunque de*quattro  punti  ABCD  costituiranno  un  y  prospettivo  ad  fgh^ 
col  centro  di  prospettiva  nel  quarto  punto. 


7.  Dati  nel  piano  a  un  punto  A 
e  tre  rette  hcd^  condurre  per  A  una 
trasvt'realo  s.  la  iiftale  seghi  hcd  in 
punti  BCD^  che  formino  con  A  un 
gruppo  armonico. 


Dati  nel  piano  a  tre  punti  BCD 
ed  una  retta  a,  costruire  un  punto 
S  ài  a  tale,  che  i  raggi  &crf,  proiet- 
tanti BCD  da  Sy  formino  con  a  un 
gruppo  armonico. 


H»  Dati  in  un  piano  <J  un  punto  A  e  due  rette  &,  e,  condurre  per  A 
una  trasversale  *,  la  quale  seghi  6,  e  in  punti  B,  C  tali,  che  uno  dei  tre 
punti  AliC  sia  medio  del  segmento  compreso  tra  gli  altri  due. 

9.  Assunti,  in  iina  forma  fondamentale  di  !.•  specie,  tre  elementi  di- 
stinti a,  II,  e,  a  i-tistruiti  i  gruppi  armonici  bcaa^ ,  cabb^ ,  abcCj ,  saranno 
pure  armonici  i  gruppi  b^c^a^a,  c^a^b^b,  a^b^CiC. 

lU.  So,  dati  nello  spazio  un  tetraedro  ABCD^E.-!^^  ed  un  punto  8, 
si  eonducaiio  per  S  e  per  gli  spigoli  AB,  CD,  AC,  DB,  AD,  BC  or ài- 
natamente  i  piani  X,  \',  («,  fx',  v,  v',  i  quali  seghino  gli  spigoli  opposti 
riapetiivainenfee  in  L',  L,  Af,  M,  N',  N,  1.°  le  rette  LL',  MM',  NN'  pas- 
seranno evidentemente  per  S:  2.°  le  rette,  congiungenti  i  tre  vertici  dì 
ciascuna  faccia  a  quelli  tra  i  sei  punti  LL'xtfilT  xV.V  che  giacciono  sugli 
spìgoli  oppo«^ti  a  questi  vertici  nella  faccia  stessa,  concorrono  in  un 
medesimo  punto;  eii  indicando  con  A',  B',  C,  D'  questi  punti  di  concorso 
relativi  ordinatamente  alle  facce  BCD  HI»,  CD  A  :i^^,  DABEIt,  ABC=^, 
le  retto  ^*4',  liB\  CC,  DD'  passano  per  S:  'à.**  costruendo  i  gruppi  ar- 
monici AfìLL^,  VULV^,  ACMM^,  CBMM\,  ADNN^,  BCNN'^,  saranno 
LJ\,  '^^V\,  X^S\,  le  coppie  di  vertici  opposti  di  un  quadrilatero  com- 
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pleto  pqrs,  il  cui  piano  or  ò  separato  armonicamente  da  S  mediante  cia- 
scuno dei  6e£:menti  LL\  MM\  NN"  e  dicesi  piano  polare  (o  piano  ar- 
monico) del  punto  S  rispetto  al  tetraedro  ABCD:  4.°  dei  sei  punti 
LL' MM' XN^ ,  tre  qualunque  non  situati  in  una  stessa  faccia  del  tetraedro, 
determinano  S,  e  gli  altri  tre  punti. 

Si  esamini  il  caso  particolare,  in  cui  le  quattro  altezze  del  tetraedro 
concorrono  in  uno  stesso  punto,  che  si  assumerà  per  punto  S]  cioè  il 
caso  in  cui  gli  spigoli  opposti  del  tetraedro  sono  ortogonali  tra   loro. 

11.  Dati  un  tetraedro  ABCD^ol^-{^  ed  un  punto  A\  è  individuato 
un  tetraedro  A'B'C'D'':^a^'i'^\  desmico  al  tetraedro  dato,  ossia  tale  che 
ciascuno  degli  spigoli  del  tetraedro  A'B'C'D'  che  passa  per  A'  ed  il 
suo  opposto  si  appoggiano  ad  una  stessa  coppia  di  spigoli  opposti  del 
tetraedro  ABCD, 

Due  tetraedri  desmici  ABCD  ,  A'B'C'D'  sono  omologici  in  4  modi  di- 
versi, coi  centri  di  omologia  e  coi  piani  di  omologia  nei  vertici  e  nelle 
facce  opposte  di  un  terzo  tetraedro  A'B'C'D' ^.»"fi"^"^'\  il  quale  sarà 
desmico  con  ciascuno  dei  primi  due,  e  lo  cui  facce  passano  per  le  inter- 
sezioni delle  facce  dei  primi  due,  mentre  gli  spigoli  dei  tre  tetraedri 
formeranno  12  terne  di  rette  concorrenti  in  altrettanti  punti. 

Il  tetraedro  A"B"C"D",  e  uno  qualunque  ABCD  dei  due  tetraedri 
ABCD  ,  A'B'C'D'j  sono  omologici  in  quattro  modi  diversi,  coi  centri  e 
coi  piani  di  omologia  nei  vertici  e  nelle  facce  opposte  del  terzo  te- 
traedro A'BC'D', 

§  V. 

Proietti¥ità  dello  formo  goometrlcho  fondamentali 
di  1/  e  di  2.°  specie. 

29.  a)  Proiettando  da  un  centro  una  punteggiata,  un  fascio 
di  raggi,  un  sistema  piano,  si  ottengono  ordinatamente  un  fa- 
scio di  raggi,  un  fascio  di  piani,  una  stella.  Segando  poi  con 
un  conveniente  piano  trasversale,  si  ritoma  dal  fascio  di  raggi 
alla  punteggiata,  dal  fascio  di  piani  al  fascio  di  raggi,  e  dalla 
stella  al  sistema  piano.  Perciò  le  due  operazioni  —  lyroiettare 
da  un  centro  e  segare  con  un  piano  trasversale  —  si  possono 
riguardare  come  complementari:  e  noi  diremo  che,  se  una  forma 
è  dedotta  da  un'  altra  mediante  una  di  queste  operazioni,  vice- 
versa si  potrà  con  T  operazione  complementare  dedurre  dalla 
novella  forma  la  primitiva. 

Saknia  —  Geometria  proiettiva.  6*» 
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Così  piir(%  siccome  proiettando  da  un  asse  s  una  puntei^giata 
(te),  si  ha  un  fascio  (s)  di  piani*,  e  segando  poi  questo  fascio 
mediante  la  trasversale  w,  si  ritorna  alla  punteggiata  (m),  ne 
segue  die  riguardi  remo  come  operazioni  complementari  ancora 
il  proiettare  da  ini  asse  ed  il  segare  con  una  trasversale. 

b)  Suppongc-^si  ora  che  da  una  data  forma  F^ ,  mediante  una 
opcraziune  (proiezione  o  sezione),  si  deduca  una  seconda  forma 
Fjp  che  poi  da  F^,,  mediante  un'  altra  operazione,  si  tragga  una 
terza  forma  F^,  e  così  via,  sino  a  che ,  eseguite  n  —  1  opera- 
zioni, si  giunga  alla  forma  F,,.  È  chiaro  che ,  partendo  dalla 
fonna  F„,  e  fareiido  tutte  le  operazioni  complementari  ordina- 
tamente deir  ultima,  penultima,  ecc.  delle  operazioni  eseguite, 
perverremo  dì  nuovo  alla  forma  F^. 

e)  In  ciò  L'Ile  precede  abbiamo  supposto  le  forme  geome- 
triche nello  spnzio  dei  punti  o  dei  piani  (13).  Limitandoci  alla 
geometria  del  plano,  le  operazioni  complementari  sarebbero  U 
proiettare  da  nti  v filtro  S  e  il  segare  con  una  trasversale  s, 
dove  $S  ed  s  giareiono  nel  piano  delle  forme  sulle  quali  si  opera* 
mentre  nella  geometria  della  stella  tali  operazioni  sarebbero  il 
segare  e*oi  ttu  j^iruio  trasversale  g  ed  il  proiettare  da  un  asse  s, 
dove  a  i^d  ^'  pas^sano  pel  centro  della  stella. 

30.  f()Due  forme  geometriche  fondamentali  della  stessa  specie, 
le  (piali  potisanu  didursi  V  una  dair  altra  mediante  un  numei'o 
fìnifft  qufìlun(|iir  di  operazioni  (proiezioni  e  sezioni),  si  dicono 
pvf  net  live  u  intelir   riferite  proiettivamente  fra  loro. 

b)  Per  ee^eiìipio,  se  da  una  data  punteggiata  (w),  proiettan- 
dola da  un  eentni  S,  si  deduca  un  fascio  {S)  di  raggi*,  indi, 
jjrtjìt  ttando  (S)  un  un  altro  centro  U  si  tragga  un  fascio  di 
piani  di  asse  L\S\  e  questo,  segato  da  una  trasversale  v,  dia 
un'  altra  punteggiata  {v\  che,  proiettata  da  un  asse  s  dia  un 
altro  fascio  {»)  di  piani,  si  avranno  cinque  forme  di  i.«  specie, 
di' Ile  (  inali  due  qualunque  sono  proiettive. 

v)  Così  ancnra^  se  da  un  dato  sistema  piano  [e],  mediante 
la  proiezione  da  un  centro  ^S',  si  tragga  una  stella  [>S']',  indi, 
segando  \8\  con  un  piano  trasversale  g',  si  ottenga  un  sistema 
l>iano  \n%  il  qua  Ir,  proiettato  da  un  altro  centro  ^S"',  dia  un'altra 
stella  [N'],  8i  avranno  quattro  forme  di  2.»  specie,  tali  che  due 
qualunque  dì  estsi-  sono  proiettive. 
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d)  In  due  forme  proiettive  si  dice  che  a  e  a',  b  e  b',...  sono 
coppie  di  elementi  corrispondenti  (o  omologhi),  quando  mediante 
una  medesima  serie  di  operazioni  (proiezioni  e  sezioni)  si  de- 
duca a'  da  8;  b'  da  b,....  E  se  a'  è  della  stessa  natura  di  a  e 
coincide  con  a^  si  dirà  che  a  è  un  elemento  unito. 

In  generale  poi,  in  una  figura  ciualunque,  noi  diremo  che 
due  elementi  si  appartengono ,  sia  quando,  essendo  di  natura 
diversa,  V  uno  giace  neir  altro,  sia  quando^  essendo  della  stessa 
natura,  coincidono. 

e)  Le  operazioni  fatte  in  Ct  per  passare  dal  sistema  piano 
[e]  al  sistema  piano  [g'],  (o  alla  stella  [^']),  mostrano  che,  se 
M  ed  m  sono  im  punto  ed  una  retta  di  [o]  che  si  appartengono, 
a  questi  elementi  corrisponderanno  ordinatamente  un  punto  M' 
ed  una  retta  m'  in  o'  (o  una  retta  m'  ed  un  piano  pi'  in  [^']), 
che  pure  si  appartengono.  E  si  vede  quindi  pure  che,  p.  e.,  ad 
una  punteggiata  ABC.  di  [o]  corrisponde  in  [e']  una  punteg- 
giata proiettiva  A'B'C (o  in  [6"]  un  fascio  proiettivo  di  raggi 

fl'6'c'....);  ecc. 

Dunque,  se  due  forme  fondamentali  di  2.«  specie  Fj  ,  Fg  sono 
proiettive,  a  due  elementi  di  Fj  che  si  apparterlgono  corrispon-  * 
dono  due  elementi  di  Fj,  che  si  appartengono:  ad  iena  forma  sem- 
plice di  Fi  corrisponde  una  forma  semplice  proiettiva  in  Fg,  in 
modo  die  gli  clementi  corrispondenti,  in  queste  due  forme  sem- 
plici, sono  quelli  che  si  corrispondono  nelle  due  forme  di  2.»  spe- 
cie: e  a  due  forme  semplici  proiettive  fra  loro,  contenute  in  F^, 
corrispondono  in  F^  due  forme  semplici  pure  proiettive  fra  loro. 

f)  Come  conseguenza  della  definizione  delle  forme  proiet- 
tive, possiamo  anche  enunciare  il  teorema  del  n.o  22,  d),  di- 
cendo: ogni  forma,  proiettiva  ad  una  forma  armonica,  è  an- 
eli essa  una  forma  armonica. 

g)  Dunque,  in  due  forme  fondamentali  proiettive,  di  l.<*  o 
di  2.«  specie,  a  quattro  elementi  armonici  dell'  una  corrispon- 
dono nelV  altra  quattro  elementi  armonici. 

31.  Da  quanto  è  detto  innanzi  si  trae  immediatamente,  che 
due  forme  Fi ,  Fg ,  di  l.<*  o  di  2.»  specie,  proiettive  ad  una  terza 
Fj,  sono  j^roietiive  tra  loro.  Infatti,  eseguendo  dapprima  le  ope- 
razioni, che  servono  per  dedurre  F3  da  Fj,  e  poscia  quelle,  mc- 
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diante  le  quali  si  può  (29,  b,  e)  passare  da  Fg  ad  F,,  si  sarà  de- 
dotta F,  da  F^. 

33,  Due  ibnue  fr<?o metriche  fondamentali,  di  i.«  o  di  2.«  spe- 
cie, si  dicono  sovrapposte,   quando  hanno  lo  stesso   sostegno. 

E  due  forme  sovrapposte  possono  anche  essere  proiettive. 

In  vero,  sef^ando  dun  fasci  proiettivi  di  piani  con  una  trasver- 
sale ti,  si  hanno  due  punteggiate  proiettive  sul  medesimo  soste- 
gno w;  proiettando  queste  due  punteggiate  da  un  centro  S,  e 
da  un  asse  y^  si  hanno  due  fasci  di  raggi  proiettivi  e  sovrap- 
posti ^  e  due  fasci  di  piani  pure  proiettivi  e  sovrapposti.  Se- 
gando con  un  jjiano  trasversale  o  due  stelle  proiettive,  si  hanno 
due  sist*^mi  iJÌani  proiettivi  sul  medesimo  sostegno  o;  e  proiet- 
tando questi  duo  sistemi  da  un  centro  8,  si  hanno  due  stelle 
proiettive,  anche  di  comune  sostegno  nel  centro  S. 

Tutto  ciò  si  vede  con  ragionamento  analogo  a  quello  del  n.o  31. 


33.  a)  Din:  puntt(jijlate  (u), 
(li')  si  dicono  prottpt'iUve ,  se 
8ono  sezioni  dello  stesso  fascio 
di  raggi ,  il  eui  eentro  dicesi 
centro  di  prospettiva  delle  due 
punteggiate. 


Due  fasci  di  piani  {s),{s')  si 
dicono  prospettivi,  se  proiettano 
da  due  centri  diversi  uno  stesso 
fascio  di  raggi,  il  cui  piano  si 
chiama  piano  di  prospettiva  dei 
due  fasci. 


h)  Due  fasci  di  raggi  si  dicono  prospettivi,  se  proiettano 
una  stt'ssa  punteggiata  tì  da  due  centri  diversi  (8)  {8'),  o  se 
sono  sezioni  di  uno  stosso  fascio  di  piani  (s)  mediante  due  piani 

Se  ì  centri  S  »  S*  giacciono  in  un  medesimo  piano  di  u  (o  se 
i  piani  e, a'  passano  per  uno  stesso  punto  di  s),  la  retta  u  (o  s) 
diccBi  asse  di  prosppfthm  dei  due  fasci  di  raggi. 

Se  S\  S*  non  appari ongono  ad  un  piano  di  u  (o  se  G,o'  se- 
gano H  in  punti  distinti),  le  due  definizioni  coincidono.  In  tal 
caso  le  rette  ti  ^  SS'  (o  s ,  co')  diconsi  assi  di  prospettiva  dei 
due  fasci  dì  raggi. 

e)  Una  punteggiata  ed  un  fascio  (di  raggi  o  di  piani),  ov- 
vero un  fascio  dì  raggi  ed  un  fascio  di  piani,  si  dicono  pro- 
spettivi^ se  la  prima  forma  ò  una  sezione  della  seconda. 
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d)  Due  sistemi  piani  (e) , 
(e')  si  dicono  prospettivi,  se  sono 
sezioni  di  una  medesima  stella, 
il  cui  centro  si  chiama  centro 
di  prospettiva  dei  due  sistemi 
piani. 


Due  stelle  (S) ,  (/S")  si  dicono 
prospettive,  se  proiettano  da  due 
centri  diversi  un  medesimo  si- 
stema piano,  il  cui  sostegno  si 
chiama  piano  di  prospettiva 
delle  due  stelle. 


e)  Un  sistema  piano  ed  una  stella  si  dicono  prospettivi,  se 
la  prima  forma  è  una  sezione  della   seconda. 

f)  Dalla  definizione  di  forme  prospettive  segue  immediata- 
mente, che  esse  sono  proiettive  fra  loro  (30,  a).  Ma  due  forme 
proiettive  non  sono,  in  generale,  in  posizione  prospettiva. 

g)  Si  noti  infine  che, 

l.o  è  un  elemento  unito  il  punto  uu'  in  a)  a  sinistra  ed  il 
piano  ss'  in  a)  a  dritta; 

2.0  in  b)  è  un  raggio  unito  dei  due  fasci  prospettivi  la  con- 
giungente i  loro  centri,  o  la  intersezione  dei  loro  piani,  secondo 
che  i  due  fasci  giacciono  in  uno  stesso  piano,  o  in  una  stessa 
stella; 

3.0  in  d)  a  sinistra  è  og'  una  retta  di  punti^uniti,  mentre  in 
d)  a  dritta  è  SS'  una  retta  di  piani  uniti. 

§  VI. 
Forme  semplici  proiettive. 

34.  a)  Due  terne  di  elementi  di  due  forme  semplici,  sovrap- 
poste o  pur  no,  sono  sempre  proiettive,  ed  in  sei  modi  diversi. 

Basterà  dimostrare  il  teorema  pel  caso  di  due  terne  di  punti 
ABC,  A'IVC^  in  due  punteggiate  (poiché,  se  alcuna  delle  forme 
in  esame  fosse  un  fascio,  si  potrebbe  ad  essa  sostituire  una  sua 
sezione,  fatta  con  una  trasversale),  e  nella  ipotesi  che  ai  punti 
ABC  debbano  corrispondere  ordinatamente  i  punti  A'B'C. 

Se  i  sostegni  u ,  u'  delle  due  terne  sono  distinti,  ma  due  punti 
corrispondenti  A  ,  A^  coincidono,  posto  BB'»CC'=S,  dalla  tema 
ABC  si  passerà  alia  terna  A'B'C,  proiettando  da  S  e  segando 
con  u'. 
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Se  M  j  u*  sono  due   rette   distinte,  sghembe   (^)  o  pur  no,  ma 
due  clementi  corrispondenti  non  coincidono,  scelti  (lig.  i8.«)  due 
punti  corrispondenti  A,  A'j  nes- 
suno dei  quali  appartenga  con-  ^&*  ^'^-^ 
tcniporanomnente  ai  due  soste- 
gni, si  euiidura  per  A'  una  retta 
n"  chv  ^ì  appoggi  ad  u,  e    da 
un  punto  arbitrario  S  della  retta 
AA'  8i  proietti  ABC  in  A'B'fC" 
eopra  ?/'':    allora,    proiettando 
A*Jì''C"     sopra     w    dal    punto 
jriì"C'C''=S'y  si  avrà  A'B'C 

Infine,  se  ?//  coincide  con  w,  proiettando  A'B'C  da  un  centro 
S  sopra  una  retta  u^  in  A^BiC\,  sarà  A^B^C^  prospettiva  ad 
A^H'C*  per  costnizione,  e  proiettiva  ad  ^J5C  per  quanto  è  stato 
dimostrato  innanzi. 

Dunque  l  in  tutti  i  casi  ABC  a  A'B'C,  dove  a  è  il  simbolo 
che  iV  ora  in  poi  useremo  per  esprimere  la  proiettività  fra  due 
forme  geometriche. 

b)  DMn  proposizione  ora  dimostrata  segue  la  inversa  del 
teorema  dtl  ii.o  30,  /"),  cioè  che  due  forme  armoniche  abcd,  a'b'c'd' 
sono  proìfflire. 

Per  riuiinto  è  detto  in  a),  mediante  un  numero  finito  di  ope- 
razioni, sì  sa  dedurre  a',  b',  e'  ordinatamente  da  a,  b,  e.  Ora, 
se  d^  ò  il  punto  che  si  deduce  da  d^  sarà  la  forma  a'b'c'di  pro- 
iettiva ad  abcd,  e  quindi  (30,  /")  armonica.  Ma  i  tre  elementi 
a'b'c'  individuano  il  quarto  elemento  armonico  (21,  a),  che  per 
il>otvsì  è  d^  Dunque  d^  deve  coincidere  con  d';  ed  è  perciò 
abcd  A  a^b  c'J^ 

*15.  a)  l'ita  forma  semplice,  composta  di  quattro  elementi  di- 
siinfìy  v  prtfiettica  a  quella  che  si  ottiene  scambiando  tra  loro 
due  dei  tjUidiro  elementi  dati,  purché  si  scambino  pure  tra  loro 
yli  altri  dve. 

Basterà  ragionare  sopra  quattro  punti  ABCD  di  una  punteg- 
giata [ti]. 


0)  Due  rotte  che  non  stanno  in  uno  stesso  piano  si  dicono    sghembe. 
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Se  si  vuol  dimostrare,  p.  e.,  che  si  può  scambiare  A  con    C 
e  B  con  2>,  per  i  due  punti  A  ,  C  (tìg.  19,^)  si  tirino  le  rette  non 
s*cembe  r  ,  s,  e  da  un  punto  arbitrario  M  di  r  si  proietti  ABCD 
sopra  «  in  ^'J5'CZ>';  indi  da  uno  degli  altri   due   punti    B  ^D  j 
p.  e.  B^  si  proietti  A'B^CD'  so- 
pra r  in  u4'3/-42>'':  proiettando                        ^^^^  j^g  ^ 
-.4'if.4/)''    da   -D'    sopra   w ,    si 
otterrà  CD  AB  ,  e   quindi  sarà  ^  — 4^ f   ^    » 


Dunque     è     ABCD  a  BADO  /y^'*A 

h)  Di  qui  segue,  che  se,  p.e.,  /^' 

il  fascio  ahcd  di  quattro  raggi 

è  proiettivo  ad  ABCD,  esso   è  proiettivo  anche  a  BADC,  CDAB 
DCBA.  Dunque: 

Se  due  forme  sempìicij  costituite  ciascuna  da  quattro  elementi 
distinti j  sono  proiettive,  la  corHspondenza  fra  gli  elementi  puh 
essere  stahilita  in  quattro  maniere  diverse. 

3«.  a)  Supponendo  dato  il  senso  in  cui  si  vuole  che  V  ele- 
mento generatore  di  una  forma  semplice  descriva  la  forma 
stessa,  se  questo  senso  si  mantiene  costante,  allora  V  elemento 
corrispondente,  generatore  di  un^  altra  forma  proiettiva  alla 
prima,  descriverà  la  seconda  forma,  muovendosi  pure  sempre 
in  un  senso  che  si  mantiene  costante. 

Quando  le  due  forme  sono  prospettive,  ciò  è  evidente  se  i 
loro  elementi  sono  di  natura  diversa;  e  diventa  pure  evidente, 
se  i^li  elementi  hanno  la  stessa  natura^  osservando  che  allora 
esse  sono  prospettive  ad  una  terza  forma,  che  ha  elementi  di 
natura  diversa  da  quella  delle  due  prime.  —  Di  qui  poi  segue, 
che  questi  sensi  costanti  del  movimento  degli  elementi  genera- 
tori si  verificheranno  ancora  in  due  forme  semplici  proiettive 
e  non  prospettive;  poiché  l'una  forma  nasce  dall'altra  mediante 
un  numero  finito  di  proiezioni  e  sezioni. 

b)  In  conseguenza,  se  due  forme  proiettive  sono  sovrap- 
poste (e  quindi  i  loro  elementi  sono  della  stessa  natura),  i  sensi 
del  movimento  dei  due  elementi  generatori  possono  essere  gli 
stessi,  o  contrarii.  Nel  primo  caso  daremo  alle  due  forme  pro- 
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icttivc  il  nome   di    forme  concordij  nel  secondo  quello  di /"orw? e 
dia  cor  dL 

e)  In  una  forma  armonica,  se  due  dei  quattro  elementi  re- 
stano fissij  f/li  attri  due  descrivono  punteggiate  proiettive  discor- 
di^ Q  concordi,  seevado  che  gli  elementi  fissi  sono  coniugati,  o 
pur  no. 

È  sutfìcìeiUe  riii^noiìare  sul  gruppo  armonico  ABCD  (fig.  20.«). 

iìg.  20.  « 


Supposto  che  EìéMN  sia  il  quadrangolo  costruttore  del  gi'uppo 
arinouit*n  ABCD^  ììq  A,  B  restano  fissi,  potremo  supporre  pure 
Ussi  i  i»Ltntì  A',  X;  ed  allora  al  variare  di  C,  le  coppie  di  punti 
Li  '  L-  KB,  ML  o  XK,  MD  ed  NB  saranno  coppie  di  punti  cor- 
rispoudonti  ord in ;i tinnente  in  punteggiate  prospettive  di  centri 
Xj  B,  K.  Ili  coutìci^uenza,  quando  C  si  avvicina  indefinitamente 
a  iJ,  L  si  avviciiiei'à  indefinitamente  a  K,  M  a,d  X,  e  D  a  B  ; 
il  che  prova  che  C,  D  descrivono  due  punteggiate  discordi. 

Se  poi  renlann  fissi  ì  punti  non  coniugati  A,  C,  allora  possiamo 
supporre  fìssi  i  punti  L,  X,  e  quindi  anche  Q,  il  quale  è  coii- 
ìiigatu  annoi lit'o  di  O  rispetto  ad  L,  X,  come  risulta  (25,  a 
sinistra)  dal  ([uadrilatero  formato  dalle  rette  AX,  AK,  BM,  BX. 
E  ragionando  analogamente  a  quanto  si  è  fatto  nel  caso  pre- 
cedente, si  proverà  che  B  e  D  descrivono  punteggiate  concordi. 

Si  noti  che  nel  })rimo  caso  le  punteggiate  discordi  descritte 
dai  punti  C,  D  Iniuno  A,  B  per  punti  uniti;  mentre  nel  secondo 
caso  le  punteg<,naìe  concordi  descritte  dai  punti  B,  D  hanno 
A,  C  per    punti  uniti. 

d)  La  dìnnjstni;!:ione  data  in  e)  conduce  pure  alla  conse- 
guenza che,  se  in  un  gruppo  armonico  due  elementi  coincidono, 
uno  dei  due  rimanenti  coinciderà  pure  coi  primi  due;  e  si  ha 
V  unico  casO;,  in  cui,  dati  tre  elementi  di  un  gruppo  armonico, 
il  quarto  è  ind  eterna  nato. 
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e)  Datiy  in  un  piano ^  due 
fasci  prospettivi  di  raggi  (S),(S') 
con  Tasse  di  prospettiva  u,  se- 
zionandoli con  una  trasversale 
s,  si  ottengono  due  punteggiate 
proiettive  sovrapposte  ABC... , 
A'B'C...  con  due  j^unti  uniti 
SS'«s=E,  su=F;  e  qtiesti  coin- 
cidono ^  quando  la  trasversale 
passa  pel  punto  SS'Uj. 


Date,  in  un  piano y  due  pun- 
teggiate 2^1'ospettive  (s) ,  (s')  col 
centro  di  prospettiva  U,  proiet- 
tandole da  ur\  punto  S  del  pia- 
nOy  si  ottengono  due  fasci  pro- 
iettivi sovrapposti  abc.^a'b'c'...^ 
i  cui  raggi  uniti  sono  ss' •  S=e^ 
SU=f;  e  questi  coincidono)  se 
S  giace  sulla  retta  ss'-U^. 


Questi  teoremi  sono  evidenti  per  la  definizione  stessa  delle 
forme  semplici  proiettive. 

La  figura  2/.«  presenta  sulla  trasversale  *  due  punteggiate  di- 
scordi con  due  punti  uniti  EjF  che  separano  ciascuna  delle  cop- 
pie AA*  y  BB'y,..  di  punti  corrispondenti,  e  sulla  trasversale  t  due 
punteggiate  concordi  con  due  punti  uniti  EyF  e  col  segmento  AB 


fìf^.  21.^ 


fig. 


22,0. 


che  comprende  il  corrispondente  segmento  ^'7?';  mentre  la  fi- 
gura 22.«  mostra  sopra  ciascuna  delle  trasversali  v ,  x  due  pun- 
teggiate concordi  con  un  sol  punto  unito  E, 

f)  In  seguito,  quante  volte  scriveremo  6ab...A8a'b'...,  inten- 
deremo che  le  due  fonne  proiettive  sieno  sovrapposte  ed  ab- 
biano r  unico  elemento  unito  e. 

37.  a)  Due  forme  discordi  hanno  due  elementi  uniti,  e  due  soli, 
e  questi  separano  due  elementi  corrispondenti  qualunque, 
Sjlsmia  —  Geometria  proieUica,  * 
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Di  vero,  partendo  gli  elementi  ffeneratori  da  due  posizioni 
roiTÌspoudenti  a,  a',  evidentemente  debbono  coincidere  una  volta, 
ed  nua  sola,  nel  percorrere  il  segmento  aa'  della  forma,  ed 
uu'  altra  volta  sola  nel  percorrere  il  segmento  complementare. 

h)  Per  le  forme  concordi  poi,  se,  di  due  segmenti  corrispon- 
denti, r  uno  ab  comprende  V  altro  a'b',  gli  elementi  generatori 
corrispondenti  m ,  m',  muovendosi  amendue  nel  senso  aa'b'b,  nel 
pasi^are  dalle  posizioni  iniziali  a,  a'  alle  estreme  b,  b',  coincide- 
ranno pure  certamente  almeno  una  volta  in  una  posizione  e 
compresa  fra  a'  e  b';  e  poscia,  continuando  a  muoversi  nello 
stesso  Éienso,  prima  di  giungere  di  nuovo  in  a,  a',  coincideranno 
ancora  (^ertamente  almeno  una  volta  in  un  elemento  f  del  seg- 
mento complementare  di  ab.  Dunque  due  forme  concordi  hanno 
almeno  due  elementi  uniti  non  coincidenti,  se  un  segmento  del- 
l' una  comprende  il  segmento  corrispondente  dell'  altra  forma, 
senza  avere  alcun  estremo  comune. 

e)  Dal  numero  30,  g)  segue  che,  se  due  forme  concordi, 
p,  e.  due  punteggiate,  hanno  due  elementi  uniti  Ej  Fj  non  coin- 
cide uti^  indicando  con  Aj  B  due  elementi  coniugati  armonici 
rispetto  ad  Ej  F,  e  considerandoli  come  appartenenti  air  una 
delie  forme,  i  loro  corrispondenti  A',  B'  neiraltra  saranno  pure 
conio pi-nti  armonici  rispetto  ad  Ey  F,  Ora,  se^  p.  e..  A'  è  compreso 
nel  segmento  AFB  tra  A  ed  F,  sarà  B^  contenuto  nello  stesso 
segmenti*  tra,  F  e  B  (36,  e);  ossia  A'FB'  sarà  contenuto  nel  seg- 
mento AFB. 

Dunque,  tenendo  presente  quanto  è  detto  in  ò),  si  ha  che  la 
eoiidizione  necessaria  e  sufficiente,  perchè  due  forme  concordi 
abbiano  due  elementi  uniti  non  coincidenti,  è  che  esista  un  seg- 
mento dell'una  contenuto  nel  segmento  corrispondente  delValtra^ 
Htmza  avere  alcun  estremo  comune. 

38.  a)  Assunti  tre  elementi  distinti  a,  b,  e  di  una  data  forma 
semplice,  che  supporremo  essere  un  fascio  di  raggi  (U),  si  for- 
niìiifj  ì  tre  gruppi  armonici  bcaa^,  cabb^,  abcc^\  indi,  mediante 
gli  ekiuenti  costruiti  a^,  b^,  c^  ed  i  dati  a,  b,  e,  si  formino  al- 
tri gruppi  armonici;  e  cosi  si  prosegua  {}).  Si  avrà  allora  una 


(')  Si  noti  però  che,  se  si  operasse  sopra  i  soli  elementi  aj>^c^^  come 


Digitized  by 


Google 


—  51  — 
serie  di  infiniti  elementi  abca^b^Cy.,,  che  chiameremo  sistema  S, 
e  questo  sarà  tale  che,  se  un  elemento  p  della  forma  data  non 
appartiene  al  sistema  S,  si  può,  mediante  elementi  di  S,  avvici- 
narsi a  p  tanto  quanto  si  vuole. 

In  fatti,  se  ciò  si  neghi,  dovrà  ammettersi  che  esista  nella 
forma  data  {U)  un  segmento  Im  (fig.  23.«),  per  quanto  piccolo, 
dentro  al  quale  sta  p,  e  che  non  contiene  alcun  elemento  di  S , 
ma  tale  che,  muovendosi  p  nei  due  sensi  di  (  U\  non  possa  su- 
perare l  ed  w,  senza  incontrare 


fìg.  2.3.a 


degli  elementi  di  S.  Ora  Z  ed  wi 
non  debbono  essere  elementi  di 
S;  giacché  il  coniugato  armo- 
nico di  un  elemento  n  di  S,  ri- 
spetto ad  2 ,  m,  apparterrebbe 
ad  S ,  e  giacerebbe  dentro  al 
segmento  lpm\  ciò  che  è  con- 
trario airipotesi  fatta.  Debbono 
quindi  essere  i  ed  m  elementi 
di  (U)j  ai  quali  però  ci  possia- 
mo avvicinare  quanto  vogliamo 

mediante  elementi  di  S.  Ma,  anche  in  tal  caso,  è  facile  vedere 
che  si  possono  assumere  due  elementi  g ,  r  di  S  abbastanza  vi- 
cini ordinatamente  ad  l,m,  da  far  sì  che  il  coniugato  armonico 
»'  di  n  rispetto  a  ^  ,  r  (il  quale  appartiene  ad  S  e  giace  nel 
segmento  qpr)   giaccia   anche  nel  segmento   Ipm  (^).   Dunque 


si  è  operato  sopra  gli  elementi  a&e,  si  ricadrebbe  in  questi  stessi  ul- 
timi tre  elementi  (es.  9  a  pag.  40). 

(*)  Si  assumano  due  elementi  9 ,  r  di  8,  tanto  vicini  ordinatamente 
ad  2 ,  m  che  n  stia  fuori  del  segmento  qlmr\  e  sia  V  il  coniugato  armo- 
nico di  l  rispetto  a  g,m.  Avvicinando  ancora  q  ad  /,  se  occorre,  si  può 
ottenere  evidentemente  che  V  cada  dentro  al  segmento  nql\  poiché  (/ 
ed  /'  si  muovono  (86,  e)  in  uno  stesso  senso.  Similmente  si  assumerà  r 
tanto  vicino  ad  m,  che  il  coniugato  armonico  m  di  m  rispetto  ad  Z ,  r 
cada  dentro  al  segmento  mrn. 

Ora,  essendo  l  coniugato  armonico  di  V  rispetto  a  g,  m,  il  coniugato 
armonico  di  V  rispetto  a  <7,r  starà  nel  segmento  Imr  (perchè  m  e  questo 
coniugato  armonico  sì  muovono  nel  medesimo  senso),  e  quindi  lo  stesso 
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r  ipotesi  è  assurda,  e  quindi  1'  enunciata  proposizione,  è  cosi  di- 
mostrata. 

b)  Se  due  forme  sempliciy  proiettive  e  sovrapposte,  hanno 
ire  elementi  uniti,  esse  sono  identiche;  o  in  altri  termini,  due 
forme  semplicij  proiettive  e  sovrapposte,  ma  non  identiche,  non 
poÉSono  avere  piti  di  due  elementi  uniti. 

Indicando  con  a,  b,  e  i  tre  elementi  uniti,  ed  operando  sopra 
abc  come  in  a),  qualunc^ue  elemento  del  sistema  S,  che  così  si 
t.tttieiie,  è  unito:  poiché  al  ginippo  armonico  abcd  di  una  delle 
due  forme  corrisponde  neir  altra  (30,  g)  il  gruppo  armonico 
abcd'j  e  quindi  d'  deve  coincidere  (21)  con  d.  Ma,  col  sistema 
S  si  costruisce  [a)]  tutta  intera  la  prima  forma.  Dunque  il  teo- 
rema è  dimostrato. 

r)  Se  in  due  forme  semplici  proiettive,  che  hanno  i  loro 
eìfimvnti  di  natura  diversa,  tre  elementi  delVuna  appartengono 
al  corrispondenti  elementi  delV  altra,  le  due  forme  sono  pro- 
spettive, —  La  facile  dimostrazione  si  lascia  allo  studioso. 

39.  a)  Date  tre  coppie  aa',  bb',  ce'  di  elementi  corrispondenti 
in  due  forme  semplici  proiettive,  qualunque  sistema  di  proiezioni 
V  »vzloni  (diverso  da  quello  che  serve  a  definire  la  proiettività 
ri  olii;  due  forme),  per  le  quali  (34,  a)  da  abc  si  ottengono  a'b'c', 
condurrà  da  un  altro  elemento  qualunque  d  della  pHma  forma 
al  corrispondente  elemento  d'  delV  altra. 

In  fatti,  se  da  d  potesse,  mediante  tali  operazioni,  nascere  un 
altro  elemento  d",  si  avrebbe  abcdAa'b'c'd":  ma  è  abcd Aa'b'c'd' : 
dunque  sarebbe  pure  a'b'c'd'  a  a'b'c'd";  il  che  è  assurdo  (38,  h). 
Sé  d"  non  coincìde  con  d'. 

h)  Di  qui  segue  che,  date  ad  arbitrio  tre  coppie  di  elementi 
corpììipondenti  in  due  forme  semplici,  la  corrispondenza  proiet- 
ti f^n  di  queste  due  forme  è  definita:  sicché  si  può,  per  ogni  ele- 
mfìito  di  una  di  esse,  costruire  in  modo  tcnivoco  il  corrispon- 
df^nie  elemento  dell'  altra  forma. 

»  )  Se  due  forme  semplici  sono  riferite   univocamente    tra 


lEVverrà  per  n,  E  siccome  analogamente  si  vede  che  n  sta  nel  segmento 
r/^mj  ne  segue  che  n   giace  dentro  al  segmento  Ipm. 
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loro  (^)  ùi  modOj  che  a  quattro  elementi  armonici  delVuna  corri- 
spondano sempre  nélV  altra  quattro  elementi  armonici,  ,  le  due 
forme  sono  proiettive^  o,  come  anche  dicesi,  costituiscono  ima 
proiettività  binaria  (*). 

Questo  teorema,  che  fornisce  un'altra  definizione  della  proiet- 
tività di  due  forme  semplici,  si  deduce  col  seguente  ragiona- 
mento, che,  per  chiarezza,  applicheremo  a  due  punteggiate 
{u)  =  ABCD...,  (u)  =  A'B'C'D'..., 

Se  tre  punti  ABC  di  (w)  coincidono  coi  punti  A'B'C  che  ad 
essi  corrispondono  in  (u'),  ragionando  come  al  n.o  38,  6),  si  de- 
durrà che  (U')  è  identica  ad  (w),  ossia  che  (u) ,  {te')  costituiscono 
una  identità. 

In  contrario,  operando  sulle  due  terne  ABC ,  A'B'C^,  come  si 
è  fatto  nel  n.o  34,  a),  si  passi  fa)]  dalla  punteggiata  {u)=ABCD,., 
alla  punteggiata  proiettiva  (ìt'\=A'B'C'Dy„.  Sarà  {u\  una  pun- 
teggiata riferita  ad  {u')  in  modo  che  a  quattro  punti  armo- 
nici dell'  una  corrispondono  quattro  punti  armonici  neir  altra 
(:30,  ^);  e  quindi,  per  quanto  si  è  dimostrato  nel  primo  caso, 
sarà  («V)   identica  ad  (t*')i?  ^  perciò  proiettiva  ad  (w). 

d)  Dal  teorema  e)  si  trae  immediatamente  che,  se  due  forme 
semplici  sono  proiettive,  e  si  trasportino  comunque  nello  spazio 
(amendue,  o  una  sola),  senza  che  in  ciascuna  di  esse  si  alteri 
la  scambievole  giacitura  degli  elementi,  le  due  forme  saranno 
ancora  proiettive  nella  loro  novella  posizione. 

Ciò  è  evidente;  poiché  sempre  a  quattro  elementi  armonici 
dell'una  corrispondono  quattro  elementi  armonici  dell'altra. 

è)  Si  osservi  che,  dato  in  un  piano  o  un  fascio  di  raggi 
{S)'z=abc..,  se  questo  si  fa  rotare  intorno  ad  >S^  e  nel  piano  e 
di  un  dato  angolo  w,  e  si  indichino  con  a'b'c'...  le  posizioni  che 
prendono  ordinatamente  abc...,  il  novello  fascio  (S)'  =  a'b'c' . . . 
sarà  (e ,  d)  proiettivo  al  fascio  (S)  =  abc...  Evidentemente    poi 

(*)  Cioè,  in  guisa  che  ad  ogni  elemento  dell*  una  corrisponda  un  ele- 
mento dell'altra,  ed  uno  solo. 

Due  forme,  che  soddisfanno  a  questa  sola  condizione,  costituiscono 
una  corrispondenza  univoca. 

rt  Le  proieUività  sono  un  caso  particolare  delle  corrispondenze  uni- 
voche. 
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<jueBti  fasci  proiettivi  non  hanno  raggi  uniti,  perchè  due  raggi 
corrispondenti  debbono   sempre  formare  fra  loro  il  dato   an- 
golo IO. 

Analoga  osservazione  va  fatta  per  un  fascio  di  piani 
(«isa^Y*"?  ®  P^^  quello  (s)'  ^a'^'^...  che  si  ottiene  facendo  ro- 
tare il  primo  intorno  ad  s  di  un  dato  angolo. 

f)  Segando  i  fasci  proiettivi  considerati  in  e)  con  una  tra- 
sversale, si  hanno  poi  due  punteggiate  proiettive  e  sovrapposte, 
m;\  prive  di  punti  uniti. 

g)  Possiamo  ora  con  chiudere,  che  due  forme  semplici^  pro- 
iettive e  sovrapposte  (ma  non  identiche),  hanno  sempre  due  soli 
ri f menti  uniti,  reali  e  distinti,  o  reali  e  coincidenti,  o  immagi- 
nar n, 

\J  ultimo  caso  è  quello,  nel  quale  le  due  forme  sono  prive 
rlì  elementi  uniti-,  e  noi  diciamo  allora,  che  questi  elementi  uniti 
ijinno  immaginarii,  per  evitare  eccezioni,  senza  dire  il  contrario 
del  vero.  Si  vedrà  più  tardi,  che  in  questo  caso  in  cui  non  vi 
sono  elementi  uniti,  o,  come  abbiamo  detto,  in  cui  gli  elementi 
uniti  sono  immaginarii,  essi  si  possono  sempre  sostituire  con 
i|iialche  cosa  di  reale. 

40.  Applichiamo  il  teorema  del  n.o  39,  a)  ad  alcuni  esempii. 


a)  Se  due  punteggiate  pro- 
ìritive  {8)=ABC.,.,  {s')=A'B'C'.,. 
Ui  un  piano  e  hanno  il  punto  ss' 
jM'i"  elemento  unito  (o  se  le  con- 
^nungenti  AA',  BB\  CC  di  tre 
t'^lipie  di  punti  corrispondenti 
(incorrono  in  un  punto  S),  le 
jiiinteggiate  (s) ,  {s')  sono  pro- 
sj^ottive,  col  centro  di  prospet- 
tiva BB^'CC'  =  S. 

Poiché  si  passa  dai  punti  ss', 
JL  O  (o  A,  B,  C)  di  (s)  ai  punti 
.^s\  W  C  (o  A',  B%  C)  di  {s% 
1  proiettando    da    S  e    segando 


Se  due  fasci  proiettivi  di  rag- 
gi {S)=ahc,.,,  {8')^a'b'c'...  di  un 
piano  e  hanno  un  elemento  unito 
nella  retta  SS'  (o  se  i  punti 
d'intersezione  aa',  hh',  ce'  di 
tre  coppie  di  raggi  corrispon- 
denti giacciono  in  una  retta  s), 
i  due  fasci  {8) ,  {S')  sono  pro- 
spettivi, con  Tasse  di  prospetti- 
va bb'^cc'  ^  s. 

Poiché  si  passa  dai  raggi  SS\ 
b,  e  (o  a,  b,  e)  di  {S)  ai  raggi 
S'S,  b\  e'  (o  a',  b',  e')  di  (S'), 
segando    con   s    e    proiettando 
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con  «';  e  lo  stesso  si  deve  per- 
ciò fare  per  passare  da  un  pun- 
to qualunque  D  di  («)  al  corri- 
spondente ly  di  (*'). 


da  S^\  e  lo  stesso  si  deve  per- 
ciò fare  per  passare  da  un  rag- 
gio qualunque  d  di  {8)  al  corri- 
spondente raggio  d'  di  (>S"). 


6)  Se,  in  a)  a  dritta  si  suppone  s  airinfinito,  si  ha:  Se  in  due 
fasci  proiettivi  di  raggi  tre  coppie  di  raggi  corrispondenti  sono 
paralleli,  tutti  i  raggi  corrispondenti  sono  paralleli. 


e)  Se,  in  due  fasci  pro- 
iettivi dì  piani  («)  =  a^Y  •  •  •  •  > 
(»')  =  a'f 'y'-  •  •  di  ™a  stella  [8\j 
il  piano  8s^  è  un  elemento  unito 
(o  se  le  rette  aa',  ^^\  77'  sono  in 
un  piano  a),  i  fasci  saranno  pro- 
spettivi, col  piano  di  prospet- 
tiva e. 


Se,  in  due  fasci  proiettivi  di 
raggi  (o)~a6c...,,  (c')  =  a'6'c'.... 
di  una  stella  [8\  la  retta  cg'  è 
un  elemento  unito  (0  se  i  piani 
aa^,  hb\  cc^  passano  per  una 
stessa  retta  «),  i  fasci  saranno 
prospettivi,  con  Tasse  di  pro- 
spettiva 8, 


41.  Se  una  forma  semplice^  costituita  da  quattro  elementi  di- 
gtintij  è  proiettiva  a  quella  che  se  ne  deduce  con  lo  scarnino  di 
due  soli  elementi  fra  loro,  la  forma  data  è  armonicay  e  i  due 
elementi  scambiati  sono  coniugati. 

Basterà  ragionare  sulla  punteggiata  ABCD,  e  supponendo 
che  sia  ABCUKBAOn, 

Da  un  centro  N  (fig.  24.«)  si  proietti  ABCD  in  MKQD  so- 
pra una  retta  condotta   per   D\   sarà  ABCDaMKQD'^  e  quindi 

fig.  24.« 

M     '"^^ 


C      B 


BACDT^MKQDj  e  col  punto  unito  D.  In  conseguenza  (40,  a,  a  si- 
nistra) le  tre  rette  J93f ,  AK j  CQ  debbono  concorrere  in  uno 
stesso  punto  1/  ;  e  il  quadrangolo  KLMN  dimostra  che  il  gruppo 
ABCD  è  armonico. 
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42,  a)  xSe  si  ha  la  proietti  vita  efab  a  efa'b' (o  dab/Tèa'b');  sarà 

efaa' Aefa'b'  [o  «aa'Aébb'). 

Basterà  ra^aonare  (fig.  25.^)  per  due  punteggiate  proiettive 
e  sovrapposte  {u)  =  EFAB.„,  {u')^  EFA'B'..,. 

Condotta  per  E  una  retta  s, 
fig.  25.«  se  si  proiettino  (w) ,  {u')  rispet- 

tivamente da  due  punti  arbitra- 
rii  ^9,  >S"  di  8,  si  otterranno  due 
vf      fasci  proiettivi  {S),{S*)  col  rag- 
gio unitO/S'iS",  ossia  (40,  a,a  dritta), 
due  fasci  prospettivi;  e  perciò  i 
^thìmr'^^^'   punti  SF'S'FiE F,8A '8'A'=  A'', 
SB'S'B'  =  B"  giaceranno    sul- 
'y"'  Tasse  di  prospettiva  w"  dei  due 

fasci.  Ma ,  posto  su''  =  E",  i 
gruppi  EFAA',  EFBB'  sono  le  sezioni  prodotte  dalla  retta  u 
nei  fasci  prospettivi  A'XEE"SS')  ,  B'\EE"SS').  Dunque  (36, 
ty  a  sinistra)  è  EFAA^~REFBB\ 

Se  poi  si  lia  lÈ^AB  a  ÉA'B'j  ossia  se  F  coincide  con  E^  la  u" 
passerà  per  E,  ed  u  segherà  i  due  fasci  prospettivi  A"{ESS')f 
B'\ESS^)  secondo  le  forme  proiettive  ÈAB,  ÉA'B',  che  hanno 
(3tì»  e,  a  binlstra)  T  unico  punto  unito  E, 

b)  Siccome  i  punti  A"  j  B"  (tìg.  2o.«)  individuano  la  retta 
u*\  e  questa  sega  u  nel  secondo  punto  unito  F  delle  due  pun- 
tr^^^ìato  laviiettive  (u)  =  EAB,..j  {u')=z  EA'B\..\  e  siccome,  se  u" 
patina  per  E^  si  ha  F=iE,  ne  segue  che,  se  due  forme  semplici 
proibitive  e  mvi'apposte,  hanno  un  elemento  unito  e,  esse  avranno 
ancora  un  secondo  elemento  unito  reale  f,  il  quale  però  può 
coincidere  col  primo. 

e)  Dal  teorema  a)  si  può  pure  dedurre  che,  se  abcd  sono 
quattro  eìitmenti  di  una  forma  semplice j  e  nella  stessa ,  o  in 
UH  altra  fttrttia  semplice,  si  prendono  due  elementi  fissi  e,  f,  e 
due  elfimentl  variabili  m,  m',  tali  che  sia  efmm'Aabcd,  gli  elementi 
m,  m'  descrivono  due  forme  proiettive  con  gli  elementi  uniti  e,  f. 
In  fatti j  indicando  con  mj ,  m'^  due  assegnate  posizioni  cor- 
rispondenti di  m ,  m',  si  ha  efm^m\  a  abcd;  e  quindi  efm^m^  a  efmm'. 
Dunque  è  perciò  pure  [a)]  efm^m  a  efm^m';  ciò  che  prova  il 
teorema  enunciato. 
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d)  Se  y  in  un  esagono  piano 
ABCDUU'  (flg.  26.^),  due  vertici 

flg.  26,» 


Se ,   in    nn   seilatero  piano 
abcduu'  (fig.  27.«),  due  lati  u,  u' 

flg.  27.« 


ir 


ir' 

U,  U '  proiettano  gli  altri  quat-  ] 
/ro  ABCD  mediante  due  gruppi  i 
proiettivi  di  raggi,  lo  stesso  ac- 
cadrà per  i  due  gruppi  di  rag- 
gi, che  da  due  qualunque  dei 
vertici  délV  esagono  proiettano 
i  rimanenti. 

Essendo  per  ipotesi  U{CDAB) 
aU'ÌCDAB),  posto  CD  =  Sj 
».  UA=A^yS'  U'A^A\,S'  UB=B^, 
S'V'B^B\,  sarà  CDA^B^a 
CDA\B\  ;  e  quindi,  pel  teorema 
contenuto  in  a),  sarà  ancora 
CDA^A'^IÀ  CDB^B\  Ora,  pro- 
iettando dai  punti  A,  B  ordina- 
tamente 1  gruppi  proiettivi  di 
punti  CDA^A\  ,  CDB^B\  ,  si 
hanno  i  gruppi  di  raggi,  che 
proiettano  dai  vertici  ^  ,  5  gli 
altri  vertici  CDUU'  dell'esa- 
gono. Dunque  il  teorema  è  di- 
mostrato, se  ai  vertici  C7,  C7'  si 
sostituiscono  due  qualunque  A, 
B  degli  altri  quattro  vertici. 
Sasxia  —  Geometria  proiettiva. 


sono  tagliati  dai  rimanenti  quat- 
tro abcd  in  due  gruppi  proiet- 
tivi di  punti  ABCD  ,  A'B'C'D', 
lo  stesso  si  verificherà  per  due 
qualunque  dei  lati  del  seilatero, 
segati  dagli  altri  quattro. 

Essendo  per  ipotesi  CD  AB  a 
C'D'A'B',  so  s'indichi  con  S 
il  punto  Cd,  sarà  S{CDAB)  a 
S{C'D'A'B')\  e  quindi,  pel  teo- 
rema contenuto  in  a),  sarà  pure 
S{CDAA')a  SiC'D'BB').  Ora  i 
gruppi  di  punti,  nei  quali  i  lati 
a,  b  sono  segati  ordinatamen- 
te dai  gruppi  proiettivi  di  raggi 
SiCDAA')  ,  S{CDBB') ,  coinci- 
dono con  quelli,  in  cui  a,  h 
sono  segati  dagli  altri  lati  del 
seilatero.  Dunque  il  teorema 
è  dimostrato,  quando  ai  lati 
XL ,  u'  si  sostituiscono  due  qua- 
lunque a ,  b  degli  altri  quattro 
lati. 

8* 
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In  conseguenza  poi  di  ciò,  il 
tJ^un^im  è  pur  vero  per  uno 
de'  vertici  Uj  U\  insieme  ad 
uno  qualunque  degli  altri  due 
C,  D  ;  ossia  è  vero  in  tutta  la 
sua    generalità. 

e)  Chiamando  esagono  Pa- 
geal  un  esagono  piano  semplice 
nrl  quale  i  tre  punti  d'interse- 
zUmv  dei  lati  opposti  apparten- 
gfvon  iìd  una  stessa  retta,  si  ha 
cliej  ^e  sei  dati  punti  di  un  pia- 
no sono  tali  che  da  due  di  essi 
»i  proiettano  i  rimanenti  quat- 
fro  mediante  dice  gruppi  prò- 
if.itivi  di  raggi,  questi  sei  punti, 
presi  in  imo  qualunque  dei  60 
ordini  possibili  (15,  e),  sono  i 
r ertivi  successivi  di  un  esagono 
Pa4ca(, 


In  conseguenza  poi  di  ciò,  il 
teorema  è  pur  vero  por  uno  dei 
due  lati  u  ,u',  insieme  ad  uno 
qualunque  degli  altri  due  e , 
d;  ossia  è  vero  in  tutta  la  sua 
generalità. 

Chiamando  seilatero  Brian- 
chon  un  seilatero  piano  sem- 
plice nel  quale  le  tre  congiun- 
genti dei  vertici  opposti  pas- 
sano per  uno  stesso  punto,  si 
ha  che,  sé  sei  date  rette  di  un 
piano  sono  tali  che  due  di  esse 
segano  le  altre  quattro  secondo 
due  gruppi  proiettivi  di  punti, 
queste  sei  rette,  prese  in  uno 
qualunque  dei  60  ordini  possi- 
bili (15,  e),  sono  lati  successivi 
di  un  seilatero  Brianchon. 


Dimostreremo  il  solo  teorema  a  sinistra. 

InfUeando^fig.  25.«)  con  Ì2.^^.5^    questi    successivi    vertici,    e 


fijif  28.« 


proiettando  dai  due  vertici  non 
consecutivi  1,3  i  rimanenti  quat- 
tro ,   si   hanno   [d)]   due   grup- 
pi proiettivi  di   raggi   1{Ò246), 
3(5246),  che  sono  sezionati  ordi- 
natamente  dai  lati  45,   56   se- 
cóndo le  due  punteggiate  pro- 
spettive    5L4II,  5MK6.  Sicché 
le  rette    LM,   K4  =  34,  H6^61 
concorrono  in  uno  stesso  pun- 
to Ni  oHsia    i    tre    punti  L:il2'45,  M==:23 - 56,  N=- 34^61  appar- 
ti^ ngouo  ad  una  stessa  retta,  la  quale  dicesi  la  retta  Pascal  ^oì- 
rof^agono  123456. 

f]  Se  un  esagono  semplice  i      Se  un  seilatero  semplice  è  un 
t*  ntt  tmigoìio  Pascal,  tali  sono  \  seilatero  Brianchon,    tali   sono 
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tutti  yH  altH  59    esagoni  sem- 
pHcij  che   9i    possono  formare 
con  gli  stessi  sei  verticL 


tutti  gli  altri  59  seilateri  sem- 
pUciy  che  si  possono  formare  con 
gli  stessi  sei  lati. 


In  fatti,  poiché  ncll'  esagono  Pascal  123456  della  fig.  28.«  i 
punti  LMN'  stanno  per  diritto,  le  punteggiate  5 Li II ,  5MK6 
sono  prospettive  ;  e  quindi  i  fiisci  1(5L4II)  =  1{5246),  3{5MK6) 
=  S[()246)  sono  proiettivi,  e  {d,  e)  il  teorema  è  dimostrato. 

Eseroisii. 

1.  Sieno  date  due  forme  semplici  proiettive,  sovrapposte  e  con  due 
elementi  uniti  reali  a,  f  (distinti  o  coincidenti),  se  di  un  elemento  m, 
considerato  come  appartenente  all'  una  e  air  altra  forma,  se  ne  tro- 
vano i  corrispondenti  mj  ,  m',  variando  m ,  gli  elementi  m^ ,  m'  descri- 
vono due  formo  proiettive  con  gli  stessi  elementi  uniti  e,  f. 

2.  Date  due  punteggiate  prospettive  (w),  (u'),  i  cui  punti  limiti  J^  I' 
sono  al  finito,  rotando  u  nel  piano  «m'^o  intorno  al  punto  unito  al 
finito  uu~E  delle  due  date  punteggiate  (o  roteando  nello  spazio  in- 
torno ad  £),  il  centro  S  di  prospettiva  di  {u) ,  (m')  genera  un  circolo 
(0  una  sfera),  che  ha  per  centro  il  punto  limite  J  della  punteggiata  («). 

8.  Quale  è  il  luogo  del  punto  S  dell'esercizio  precedente,  se,  roteando 
m'  intorno  ad  J5J,  s'inclini  inoltre  sotto  un  A  assegnato  ad  un  dato  piano 
f,  0  ad  una  data  retta  r,  o  se  si  appoggi  ad  r? 

4.  Dati  in  un  piano  <y  due  fasci  prospettivi  di  raggi  (Z7),  {U')^  se,  ri- 
manendo inalterata  la  scambievole  giacitura  degli  elementi  del  fascio 
{U')^  questo  si  muove  parallelamente  a  se  stesso  nel  piano  cr  in  guisa 
che  il  suo  centro  U'  percorra  il  raggio  unito  XJlT^e^  l'asse  di  pro- 
spettiva dei  due  fasci  conserverà  la  stessa  direzione. 

5.  Applicare  i  teoremi  del  n.°  28,  6)  a  varii  casi  particolari;  come, 
p.  e.,  a  quello  di  A  coincidente  con  uno  dei  contri  dei  quattro  cerchi 
iscritti  nel  y  FGH^  o  col  punto  d'intersezione  delle  altezze  {punto  delle 
altezze)  del  y   FGH]  ecc. 

6.  Dati  in  un  piano  un  y  ABC  ed  una  retta  »,  le  rette,  che  congiun- 
gono i  vertici  Aj  B,  C  ai  punti  medii  L,  J/,  ^V  dei  segmenti  determi- 
nati sopra  »  dagli  A  A^  B,  (7,  segano  i  lati  opposti  in  tre  punti  per 
dritto. 

7.  Dati  in  un  piano  a  due  punti  5,  8^  ed  un  y    ABC^  da  8^  si  pro- 
iettino i  vertici  il,  B,  C  del  y  in  -4,,  B^^  C^  sui  lati  opposti  ;  indi  da  S 
si  proiettino  i  vertici  A^  ,  ^,  ,  C\  del  y  A^^B^^C^  sui  lati  opposti  in  ^1^ 
B^ ,  C,  ;  le  tre  rette  AA^  ,  BB^  ,  CC^  concoiTeranno  in  uno  stesso  punto  8 

Se  il  punto  8  si  muove  sulla  retta  fissa  ^1^5 ,  i  punti  B^ ,  C^  descri- 
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verno  due  punteggiate  proii^ttive  col  punto  unito  A^,  e  le  rette  BB^,  CC\ 
generano  due  fasci  prospettivi:  sicché  il  punto  BB^ .  C(7j~  *9i  genera  una 
retta  a.  Si  vedrà  poi  che  *  passa  per  A  ;  e  mediante  le  proprietà  armo- 
niche del  quadrangolo  e  del  quadrilatero  si  dimostrerà  che  *  passa  an- 
cora per  Jj, 

Si  potrà  pure  proiettare  la  figura  in  modo  che  B^  e  C\  vadano  all'in- 
iliiìto;  e  si  dimostrerà  assai  facilmente  che  i  trilateri  ABC,  A^B^C^  sono 
prospettivi. 

8*  Dati,  in  un  piano  a,  un  punto  /S^  ,  un  S7  ABC,  ed  una  retta  «,  e  po- 
sto S^A.BC'^A,  .  SJi.CA^B^  ,  S^C,AB-^C\  ,  8  .  BC:E^L,  s  .  CA  =  M, 
t ,  AB^PNy  il  y  formato  dalle  rette  AL,  BM,  CN,  omologico  &à  ABC, 
sarà  pure  omologico  ad  A^B^C^. 

9,  Indicando  con  5  ed  jr  il  centro  e  Tasse  di  omologia  di  due  y  ABC, 
A'B  C\  fi  proicttEndo  dti  un  punto  P'  del  piano  A'B'C  i  vertici  A',  B',  C 
in  A\  B\  V"  sopra  s,  le  n'tte  AA",  BB",  CC  concorreranno  in  uno 
stesso  punto  F  per  diritto  con  P'  ed  S.  —  Se  P*  descrive  una  punteg- 
giata {p)  del  piano  A*B'€!  ,  P  descriverà  una  punteggiata  ip)  pro- 
spettiva a  ip). 

10,  Se  8  ed  *  sono  il  centro  e  V  asse  di  omologia  di  due  y  ABC, 
A'B'C\  conducendo  una  ti  n 8 versalo  |)',  che  seghi  B'C  ,  C'A' ,  A'B'  in 
L\  M\  N\  le  rotte  8L\  .SJf,  SN'  segheranno  i  lati  BC,  CA,  AB  in  tre 
punti  situati  sopra  una  stessa  retta  p,  concorrente  con  p  in  un  punto 
dì  «;  e  se  p  descrive  un  fas^eio  nel  piano  A'B'C,  anche  p  descriverà 
nel  piano  A  EU  un  faccio  prospettivo  al  primo. 

11,  Dati  in  un  piantt  5  punti,  che,  seguendo  un  certo  ordine,  sono  in- 
dicati con  ABCDE,  ponendo  BE.CD^^A^  ,  AD.CE— Bi  ,  AE.BD^C^, 
le  rette  AA^  ^  BB^  ,   C(7^  eoncorrono  in  uno  stesso  punto  S, 

Facendo  tutti  i  possibili  ordinamenti  dei  dati  punti,  si  esamini  la 
scambievole  posizione  dei  punti  S,  che  cosi  si  ottengono. 

VI.  So  8  è  un  punto  assegnato  nel  piano  di  un  quadrilatero  ahcd,  le 
rette  amioniclie  (28,  h,  a  sinistra)  a,  b',  e,  d'  di  S,  ordinatamente  ri- 
spetto ai  y  hcd  ,  acd,  abd,  abc,  costituiranno  un  quadrilatero  omolo- 
gico ad  aòrd,  col  centro  di  omologia  in  S  e  con  le  rette  omonime  per 
lati    corrisjjondenti* 

h^  anse  di  omologia  dei  due  quadrilateri  si  chiama  retta  armonica  di  S 
rispetto  al  qnadrilatoru  ah*tL 

Basterà  diniustrare  t'IS,  It^  a  sinistra)  che  i  vertici  corrispondenti  di 
ahcd,  ab' ed'  su  no  allineati  con  S. 

13.  Se  abci'b'c'  sono  sei  elementi  di  una  forma  semplice,  tali  che  sia 
ttiGc' Abcaa'Acalib'.  ^arà  i'b'c'c'AbVa'aXc'a'b'b. 

Si  ha  quindi  che,  so  una  proietti  vita,  ripetuta  tre  volte,  riconduce  da 
un  elemento  non  unito  a  di  nuovo  ad  a,  lo  stesso  farà,  applicata  ad 
un  altro  elemento  qualunque  a'. 
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§  VII. 


Oostrazlone  delle  forme  semplici  proiettive. 
Oasi  particolari  e  applicazioni. 


43.  a)  Abbiamo  veduto  (36,  ò)  che  tre  coppie  aa',  bb',  ce'  di 
elementi  coiTispondenti  definiscono  due  forme  semplici  proiet- 
tive, e  permettono  di  passare  in  modo  univoco  da  ciascun  ele- 
mento d  della  prima  forma  al  suo  corrispondente  d'  della  se- 
conda (ossia  fanno  costruire  queste  forme)  mediante  quelle  stesse 
operazioni,  con  le  quali  sempre  si  può  passare  (34,  a)  da  abc 
ad  a'b'c'. 

Noi  però  vogliamo  rendere  più  chiaro  questo  procedimento, 
occupandoci  in  modo  speciale  di  due  punteggiate,  e  di  due  fasci 
di  raggi,  supponendo  sempre  che  le  due  forme  proiettive  giac- 
ciano in  uno  stesso  piano. 


Sieno  AA',  BB\  CC  le  tre 
date  coppie  di  punti  corrispon- 
denti nelle  punteggiate  proiet- 
tive (u) ,  (i*')  da  costruirsi. 

h)  Se  (m)  ,  (w')  sono  prospet- 
tive— ossia,  se  le  rette  AA\  BB\ 
ce*  concorrono  in  uno   stesso 
punto  8  (fig.  25.«),  0  se  i  punti 
fig.  29.^ 


s 


/e 


di  una  delle  coppie  date  coin- 


Sieno  aa\  hh\  ce*  le  tre  date 
coppie  di  raggi  corrispondenti 
nei  fasci  proiettivi  (C/'),  {U*)  da 
costruirsi. 

Se{U),{U*)  sono  prospettivi — 
ossia,  se  i  punti  aa*  j  hh* ,  ce* 
giacciono  sopra  una  stessa  retta 
8  (fig.  50.O),  o  se  i  raggi  dì  una 

fig.  50.® 


delle    coppie    date    coincidono 
cidono  nel  punto    wm'=P(40„  |  con  la  retta  UU*^p  (40,  a,  a 
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a  shiistra),  la  retta,  condotta 
per  S  e  per  un  punto  qualun- 
que D  di  (ìf)f  segherà  u'  nel 
punto  corrispondente  D' di  (?*'). 
E  similini  nrc  da  D'  si  dedu- 
ce D. 

Il  punto  P  è   r  unico   punto 
unito  delle  due  punteggiate. 


dritta) ,  determinato  il  punto 
nel  quale  s  è  segata  da  un  rag- 
gio qualunque  d  di  (  U),  la  retta 
sd'  U'  sarà  il  corrispondente 
raggio  d^  di  (C7').  E  similmente 
si  deduce  d  da  d\ 

La  retta  7;  è  V  unico  raggio 
unito  dei  due  fasci. 


Conducendo  per  S  nella  figiu'a  29.«  le  ||  ad  w'  ed  u,  queste  || 
determineranno  ordinatamente  in  u  ed  w'  i  punti  limiti  J  e  I^ 

dì  {il)  ed  {«'). 

e)  Sieno  ura  qualunque   le   due  punteggiate  (u) ,  (w')   e    i 
due  fasci  (ìi)  ,  (w'). 


Sulla  retta  che  unisce  due 
dati  punti  ctUTispondenti,  p.  e. 
sulla  retta    .IJ'    (fig.  31. a)  y    si 


Pel  punto  d'intersezione  di 
due  dati  raggi  corrispondenti,  p. 
e.  pel  punto  aa'  (fig.  32.»),  con- 


fiff.  31.^ 


^^^..^s 
\/>^l 


assumano  ad  arbitrio  due  punti 
5,  S\  dni  quali  si  proiettino  or- 
dinatamente le  due  punteggiate 


ducansi  nel  piano  dei  fasci  due 
trasversali  arbitrarie  $ ,  s* ,  le 
quali  segheranno  ordinatamen- 
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(u),  (n').  Si  ottengono  così  due  ;  te  i  fasci  (U) ,  {U')in  due  pun- 
fasci  proiettivi  di  raggi (6'), (^0?  j  leggiate    proiettive,    che    ban- 
che hanno  in  SS'  un  raggio  uni-  Ino  in  ss'  un  punto  unito.  Que- 

fig.  52.0 


to.  Essi  sono  perciò  prospettivi 
(40,  a,  a  dritta);  e  costruiti  i 
punti  SB^S'B'^B",SaS'a=C", 
la  retta  B"C"=u''  è  il  loro  asse 
di  prospettiva.  Le  punteggiate 
im),(m')  sono  quindi  prospettive 
alla  punteggiata  {7i'')=B''C'\.., 

In  conseguenza ,  dato  un 
punto  qualunque  D  di  (w),  la 
retta  SD  segherà  w"  in  un  punto 
i)"  tale,  che  la  retta  SD'^  de- 
terminerli  sopra  ti  il  punto  D' 
di  {u')  corrispondente  al  punto 
D  dì  (u);  poiché  D  e  D'  sono 
i  punti  di  (u)  e  (u*)  corrispon- 
denti al  punto  D"  di  (i*")- 

Analogamente  da  D'  si  de- 
duce Z>. 


ste  sono  perciò  prospettive 
(40,  a,  a  sinistra);  e  costruite 
le  rette  «ò-«'ò'=&",  «c.«'c'=c", 
il  punto  ò"c"=C7''  sarà  il  loro 
centro  di  prospettiva.  I  fasci 
{U),(U')  sono  quindi  prospet- 
tivi al  fascio  {U")  =  b"c'\... 

Perciò,  dato  un  raggio  qua- 
lunque d  di  (  U)j  unendo  i  punti 
sd,  U"j  mediante  la  retta  d", 
questa  segherà  «'  in  un  punto 
s'd^'  tale,  che  s'd'^-  U'  sarà  il 
raggio eZ'  di  {U')  corrispondente 
al  raggio  cf  di  (  £7)  ;  poiché  ded' 
sono  i  raggi  dì  (U)  e  (U')  corri- 
spondenti al  raggio  d"  dì{U"). 

Analogamente  da  d'  si  de- 
duce d. 


Nella  fig.  5i.«  il  raggio  di  (S)  ||  ad  w  seghi  la  retta  w"  nel 
punto  I":  il  raggio  S'I"  di  {8')  segherà  la  retta  w'  nel  punto- 
limite  r  di  (?*')•  Analogamente,  se  il  raggio  di(>S'0  ;|  ad  u'  sc- 
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^^a  n^'  in  J",  il  raggio  ^J"  dì  {8)  determinerà  sopra  ti  il  punto- 
tuntte  J  di  (u). 


d)  Se  le  punteggiate  (w),  (w') 
SOEO  sovrapposte  (ed  è  quindi 
fi'  =  «) ,  proiettandole  da  due 
centri  arbitrarli  U,  U'  (situati 
in  un  piano  con  u),  si  otten- 
gono due  fasci  proiettivi  di  rag- 
0r  t'Iie  hanno  in  UÀ  e  U'A' ^ 
rfìe  U'B',  UCe  U'C  tre  cop- 
\ì'u*  di  raggi  corrispondenti.  Da- 
tn  i|umdi  un  punto  qualunque 
U  di  (u),  se  si  costruisce  il  rag- 
gio d*  del  fascio  {U')  corrispon- 
dente al  raggio  UD  del  fascio 
{Cu  il  punto  d'u  sarà  il  punto 
jy  di  {u')  coiTispondente  al 
punto  D  di  (ti). 

Sì  può  ancora  procedere  nel 

8i  proietti  {u')  =  A'B'C* , 

da  un  centro  qualunque  U'  so- 
pra una  retta  arbitraria  v^  del 
jjìano  u'U' ,  nella  punteggiata 
{it^)  =  A^B^Cy...f  la  quale  sarà 
jiurc  proiettiva  ad  {u).  Allora, 
determinato  il  punto  D^  di  (je^), 
che  corrisponde  al  punto  D  di 
itr),  la  retta  U'D^,  segherà  u 
in    //, 

e)  E  se  p.  e.  A,  A'  coinci- 
di>no,  ossia  se  sono  date  due 
(^nppii;  BB',  ce  di  punti  corri- 
ci laiid  enti  ed  un  punto  unito  E, 
(fig*  ^'/J.«)  gioverà  condurre  u^ 
pfT  ili';  poiché  allora  le  due 
imiir (uggiate  (w)  ,  (wj)  saranno 
prospettive. 


Se  i  fasci  (U),  {U')  sono  so- 
vrapposti (ed  è  quindi  U'  =  U)y 
segandoli  con  due  trasversali 
arbitrarie  ti,u'j  si  ottengono 
due  punteggiate  proiettive,  che 
hanno  in  uà  e  u'a',  uh  e  tc'b'y 
uc  e  m'c'  tre  coppie  di  punti 
corrispondenti.  Dato  quindi  un 
raggio  qualunque  d  di  (U),  se 
si  costruisce  il  punto  Z>'  della 
punteggiata  (w')  corrispondente 
al  punto  ud  della  punteggiata 
(w),  la  retta  D'Usa^rk  il  raggio 
d'  di  {U')  corrispondente  al 
raggio  d  di  (U), 

seguente  modo. 

La  sezione  di  {U^)  =  a^b'c\,.. 
con  una  trasversale  arbitraria 
u',  proiettata  da  un  punto  qua- 
lunque L\  del  piano  tt'U'j  darà 
un  fascio  di  raggi  (6^i)=ai6iCj..., 
che  sarà  pure  proiettivo  ad  (U). 
Allora,  determinato  il  raggio  d^ 
di  (f/j),  che  corrisponde  al  rag- 
gio d  di  (U)  j  il  punto  w'dj , 
congiunto  con  U'y  darà  d\ 

E  se  p.  e.  a,  a'  coincidono, 
ossia  se  sono  date  due  coppie  di 
raggi  corrispondenti  bb'j  ce'  ed 
un  raggio  unito  e,  (fig.  34.^) 
gioverà  prendere  f/j  sopra  e; 
poiché  allora  i  due  fasci  (i7), 
(L\)  saranno  prospettivi. 
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Determinato  il  punto  BB^  •  CC^ 
=:  U  y  la  UU*  segherà  u  nel 
l'altro  punto  unito  F  delle  due 
date  punteggiate. 

fig.  35.« 
••^•^.^y       Bb'c  c't)    I»' 


■4' 


ì\ 


Determinata  la  retta  bb^  •  ctfi 
=  w,  il  punto  tttt',  congiunto  con 
Uy  darà  l'altro  raggio  unito  f 
dei  due  dati  fasci. 


Assegnato  dunque  un  elemento  unito  in  due  date  forme  sem- 
plici, proiettive  e  sovrapposte,  si  sa  costruire  1'  altro  elemento 
unito  ^cfr.  n.  42,  b). 

f)  Se  si  vogliono  costruire  due  punteggiate  proiettive  so- 
vrapposte (u) ,  (w'),  che  hanno  i  due  punti  uniti  coincidenti  in 
JE,  e  la  coppia  AA^  di  punti  corrispondenti  (fig.  35.«),  sopra  una 
retta  s,  arbitrariamente  condotta  per  Ej  si  assumano  due  punti 
arbitrarii  8,8^ \  i  fasci,  che  proiettano  da  8^8^  ordinatamente  le 
punteggiate  (u) ,  (vJ),  saranno  prospettivi,  e  l'asse  di  prospettiva 
sarà  la  retta  u^  che  congiunge  il  punto  E  col  punto  8A-8'A^^A^* 

fig.  3Ò.<* 


I 
s 


T~ 


'■^ 


\ 


BB 


r 


XLSU' 


Sicché,  per  ogni  punto  B  di  (u), 
la  SB  segherà  u^  nel  punto 
B^  tale  che  la  retta  8*B^  ta- 
glierà u  nel  punto  B^  di  (%')  cor- 
rispondente al  punto  B  di  {u). 
Dunque,  due  forme  semplici, 
proiettive  e  sovrapposte ,  sono 
definite   da  un  dato  elemento,  '  i^ 

come  unico  elemento  unito,  e  da 
una  coppia  di  elementi  corrispondenti. 

g)  Applicando  la  costruzione  data  in  f)  alla  proiettività  di 
punti  È  AjA-ÈAg,  e  costruendo  il  punto  A^  corrispondente  al 
punto  ^^(fig.  5^.«),  il  quadrangolo  88' MN  morirsi,  che  il  gruppo 
A^A^A^E  è  armonico. 

ShSìni.  — Geometria  proiettiva.  9* 
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Ticeversa,  se  si  ha  la  proiettività  EA^A^aEA^A^  ed  il  gruppo 
AiAgA^E  è  armonico,  Farà  E  T  unico  punto  unito  di  tale  pro- 
iettività. 

Ili  fatti,  proiettando  le  due  punteggiate  proiettive  EA^A^ . . . , 
EA^A^ ...  da  due  punti  S  j  S'  allineati  con  Ej  si  hanno  due  fa- 
sei  prospettivi,  che  hanno  per  asse  di  prospettiva  la  retta  con- 
^imigente  il  punto  3I=SAi*  S'A^  al  -punto  N=  SA2'  S*A^,  Ora, 
poiché  due  lati  opposti  del  quadrangolo  ^S/S^'ilfiV  passano  rispetti- 
vamente per  A^jA^j  due  altri  lati  opposti  passano  per  A^ ,  men- 
tre dei  rimanenti  due  lati  SS' ,  MN  il  primo  SS'  passa  per  -E, 
ne  segue  che  anche  il  secondo  deve  passare  per  E;  e  quindi  E 
è  F  unico  punto  unito  di  questa  proiettività. 

Dunque,  indicando  con  ^1^2^^ 
fig.  36.**  tre  elementi  successivamente  cor- 

rispondenti in  una  proiettività 
binaria  P,  la  condizione  neces- 
y''y/  sana  e  sufficiente,  affinchè  P  aò- 

,?<•'  //  ^.^-  &««  un  unico  elemento  unito  e,  è 

./'''^.->é^'/S*..,  che    il  gruppo   a^aga^e  sia  ar- 

**  — f^ >i,    X ^  monico. 

h)  Se  in  f)  due  punti  uniti 

coincidono  air  infinito,  s  ed  u^ 

risultano  ||  ad  w,  e  la  figura  55.«  diventa  la  figura  37.«.  Allora, 

poiché  si  ha  AA'iS'S^AA^iA^S, 
BB'  :  aS''^  =  BBj^  :B^S,  ne  segue 
che  AA':S'S=BB':S'S',  e  quin- 
di AA'=^BB'.  Sicché,  in  tal  ca- 
so, le  punteggiate  saranno  de- 
scritte dagli  estremi  di  un  seg- 
mento dato  di  grandezza  e  sen- 
^         ^  ^  so,    che    scorre  sopra  la   retta 

data  u. 
Si  é  perciò  che  la  proiettività  costituita  da  queste  punteg- 
giate dicesi  strisciamento. 

Si  ha  poi  evidentemente  AB  =  A'B\ 


fig.  37.» 

.... 

s 

s' 

s. 

tt^tt/ 

/ 

^X\ 

E-C9 

44.  a)  Se  nel  n.o43,  e)  a  sinistra 
HÌ  suppone  S=A',  S'=A  {fig,  58«), 
iM  retta  u"  é    individuata    dai 


Se  nel  n.o  43,  e)  a  dritta  si  sup- 
pone s=a',  s'=a  (fig.3P.«),  il  pun- 
to U"  é  individuato  dalle  rette 
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punti  AB''A*By  AC'-A'C.  E 
risalta  dalla  costruzione  ivi  in- 
dicata, che  al  punto  w"w=Pdi 


ab'-a'b,  ac''a*c.  E  risulta  dalla 
costruzione  ivi  indicata,  che  al 
raggio  U''U'=p  di  (17)   corri- 


fig.  38.» 


fìg.  39.» 


(u)  corrisponde  in  {u')  il  punto 
nu'^P''^  e  che  al  punto  u*'u'=Q' 
di  (w')  corrisponde  in  (n)  il 
punto  tiu*  =  Q. 

Ora,  essendo  date  le  tre  cop- 
pie AA',BB',CC'  di  punti  corri- 
spondenti, il  punto  P  di  («)  cor- 
rispondente al  punto  me'  di  (u'), 
ed  il  punto  Q'  di  (m')  corrispon- 
dente al  punto  uu'  di  (tt),  sono 


8pondein(?7')  il  raggio  UU^=p*\ 
e  che  al  raggio  WU'=q'  di  (C7') 
corrisponde  in  (Z7)  il  raggio 
UU'  =  q. 

Ora,  essendo  date  le  tre  cop- 
pie aa'j  bb\  ed  di  raggi  corri- 
spondenti, il  raggio  p  dì  (U 
corrispondente    al  raggio    U'U 
di  {U'\  ed  il  raggio  q'  dì  (U') 
corrispondente  al  raggio    UU^ 
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sempre  gli  stessi,  cjiiali  die  sìo- 
31  e  It-T  operazioni  eseguite  per 
ottenerli  (39,  a)  :  e  j  poiché  ì 
punti  PjQ\  cpiando  sono  disti otij 
indivitliiRiiu  la  retta  ii'\  questa 
resta  immutata,  se  si  assume 
per  S  un  altro  punto  B'  di  (?«') 
e  per  S*  il  suo  corrispondente  B 
in  (u),  Miì,  se  Py  Q*  eoincidonD 
(evidentemente  nel  punto  hu% 
ossia  se  le  punte*;*i:iate  sono 
prospettive,  la  retta  ìnt^^  resta 
anche  immutata;  poicliò  passa 
pel  punto  mi'^P{Ùg.  40.^)   e 

flg.  40.^ 


di  (  U)j  sono  sempre  gli  stessi, 
ijiiali  che  sieno  le  operazioni 
eseguite  per  ottenerli  (39,  a)  : 
e,  poiché  le  rette  p,  q\  quando 
sono  distinte ,  individuano  il 
punto  C/",  questo  resta  immu- 
tato, se  si  assume  per  s  un  al- 
tro raggio  ò'  di  (f7')  e  per  «'  il 
suo  corrispondente  h  in  {U), 
Ma,  se  Pj  q'  coincidono  (eviden- 
temente nella  retta  UU')y  ossia. 
se  i  fasci  sono  prospettivi ,  il 
pvmto  U"  resta  anche  immutato; 
poiché  è  rintersezione  della  ret- 
fìg.  41  a 


pel  punto  AB'  ^  A'B  =  J/.  In 
oltre,  in  questo  ultimo  caso, 
P.Med  lì  eentro  Sdì  prospet- 
tiva dello  dae  pimteiirìriate  Bono 
i  punti  diagonali  del  quadran- 
golo completo  AA'BB';  e  perciò 
u  ,  u*  sono  separato  armonica- 
mente mediante  la  retta  PMnuV 
ed   il  punto  S, 

Dunque  può  enunciarsi  i!  se- 
guente teorema: 

Se   (u)  =  ABC Kl , 

(ti')=  A'B'C^ K'L' . . .  sono  [  (U')  ==  a'b'c' 


ta  UlP  =  p  (fìg.4i.a)  e  della  ret- 
ta ab'*a'b=m.  Inoltre,  in  que- 
sto ultimo  caso,  le  rette  /? ,  m  e 
Fasse  di  prospettiva  s  dei  due 
fasci  sono  le  tre  diagonali  del 
quadrilatero  completo  aa'bb'*^  e 
perciò  U,  IP  sono  separati  ar- 
monicamente mediante  il  punto 
pm=  IP'  e  la  retta  s. 

Dunque  può  enunciarsi  il  se- 
guente teorema: 

Se  (U)  =  abc  .  .  .  .  '  kl  .  . .  , 


kl' 


sono 
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due  punteggiate  proiettive^  si- 
tuate in  uno  ut  esso  piano ,  i 
intnti  analoghi  a  KL'-  K'L  giac- 
ciono sopra  una  retta  fissa  u", 
[che  'diremo  asse  di  collinea- 
zione  di  {U)  ed  {U')\,  la  quale 
passa  per  i  punti  delle  due 
punteggiate  che  corrispondono 
al  punto  comune  ai  loro  soste- 
gni^ E  se  (u)  ed  (u')  sono  pro- 
spettivej  col  centro  S  di  prospet- 
tivay  u,  u'  sono  separate  armo- 
nicamente da  S  ed  u". 

b)  Questo  teorema,  limitato 
alle  tre  coppie  di  punti  A  A',  BE', 
CC'j  le  quali  sono  del  tutto  ar- 
bitrarie, può  enunciarsi,  dicendo: 
Se  un  esagono  piano  sem- 
plice AB'CA'BC  (tìg.  42. a)  hai 

fig.  42.« 


vertici  di  ordine  impari  in  una 
retta  u,  e  quelli  di  ordine  pari 
in  un'altra  retta  u',  le  tre  cop- 
pie di  lati  opposti  si  tagliano 
in  punti  per  dritto  ;  ossia,  ogni 
esagono  piano  semplice,  iscritto 
in  due  rette,  è  un  esagono  Pa- 
scal. 


due  fasci  proiettivi  di  raggi, 
situati  in  un  medesimo  piano, 
le  rette  analoghe  a  kl'-k'l  con- 
corrono in  un  punto  fisso  U" 
[che  chiameremo  centro  di  col- 
lineazione  di  (w)  ed  {u')] ,  il 
quale  è  V intersezione  dei  raggi 
dei  due  fasci  che  corrispondono 
alla  retta  congiungente  i  loro 
centrn.  E  se  (U)  ,  (U')  sono  pro- 
spettivi, con  Vasse  s  di  prospet- 
tiva, U  ,  U'  sono  separati  ar- 
monicamente da  s  ed  U". 

Questo  teorema,  limitato  alle 
tre  coppie  di  raggi  aa^,  W,  cc\ 
le  quali  sono  del  tutto  arbitra- 
rie, può  enunciarsi  dicendo: 

Se  un  seilatero  piano    sem- 
plice ab'ca^bc'    (tìg.  43.à)  ha  i 
fig.  43.<* 
U 


lati  di  posto  impari  concor- 
renti in  un  punto  U,  e  quelli 
di  posto  pari  concorrenti  in  un 
altro  punto  IT',  le  tre  coppie  di 
vertici  opposti  sono  allineate 
con  uno  stesso  punto '^  ossia, 
ogni  seilatero  piano  semplice, 
circoscritto  a  due  punti,  è  un 
seilatero  Brianchon. 
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e)  Dal  teorema  a),  a  sini- 
stra, si  trae  una  soluzione  del 
problema:  datiy  in  un  piano, 
itti  punto  M  e  due  rette  u ,  u', 
cofitmìve  la  retta  u"  che  unisce 
M  al  ptttito  uu',  senza  far  uso 
dei  punto  uu'. 

Per  M  si  conducano  due  rette 
che  segliino  u  in  ^ ,  J5  ed  w' 
in  JV  ,  A\  Tirando  pel  punto 
A  A'  '  nir  :^  S  un'altra  retta,  la 
quale  incoutri  u,  m'  in  C ,  C, 
il  punto  N^BC  •  B'Cy  congiunto 
al  punto  Mj  darà  la  retta  di- 
uiaiìdata  it*\ 


Dal  teorema  a),  a  dritta,  si 
trae  una  soluzione  del  proble- 
ma: datij  in  un  piano,  due  pun- 
ti U  ,  U'  ed  una  retta  m,  co- 
struire il  punto  U"  comune  alle 
rette  m ,  UU',  senza  far  uso 
della  retta  UU'. 

Si  prendano  sulla  retta  m  due 
punti ,  che  uniti  ad  U  dicno 
le  rette  a,  ?>,  ed  uniti  ad  U* 
dieno  le  rette  6',  a'  :  indi  per 
un  terzo  punto  preso  sulla  retta 
s=aa'  •  by,  e  per  C7,  U^  si  con- 
ducano le  rette  e,  e':  la  retta 
71  =  be'  •  b'c  incontrerà  m  nel  ri- 
chiesto punto  Z7". 

d)  Bn  le  rette  ?* ,  w'  sono  || ,  la  costruzione  riportata  in  e) 
a  siiiijstra  risolve  il  problema  :  dati  in  un  piano  un  punto  M 
e  due  rette  j|  u,  u',  condurre  per  M,  con  V  uso  della  sola  riga, 
la  ]|  alle  date  rette. 

E  si  noti  che,  se  M  ò  equidistante  da  u  ed  w',  il  punto  S 
va  air  iiifìiiito,  ossia  AA',  BB*  diventano  parallele;  ma  la  so- 
luzione Yi^'r^ge  anche  in  questo  caso,  poiché  ora  sappiamo  co- 
struire una  retta  CC  ||  ad  AA'^  BB\ 


e)  Se  nel  n.o  43,  e)  a  sini- 
^ra  si  suppone  S  =  AA^'BB' 
ing,44,^),  S'^AA^'CC,  per 
questa  scelta  particolare  diiS',^^', 
si  ha  li''^Sn'S'B'=B',C"^SC 
'S'C'^C:  V.  quindi  u''=BV.  Per- 
ciò si  costruirà  un'altra  coppia 
di  punti  corrispondenti  qualun- 
que i>,/>',  osservando  che  le 
rette  SD.iS'JJ'  debbono  segarsi 
sopra  la  nnta  B'C, 

Coii^iilenindo  il  seilatero  sem- 
plice 6'iS  V  BD'B',  i  cui  lati  suc- 


Se  nel  n.o  43,  e)  a  dritta  si 
suppone  s  =  aa'*bb\  s'=aa''cc' 
(^g,  46,^),  per  queste  particolari 
trasversali  s,  s',  si  ha  b"^sb 
's'b'zEb'jc''=8c-s'c'=c'^  e  quindi 
C7"  =  b'c.  Si  costruirà  perciò 
un'altra  coppia  di  raggi  corri- 
spondenti qualunque  d,  d\  os- 
servando che  i  punti  sd ,  s'd' 
debbono  essere  per  diritto  col 
punto  b'c. 

Considerando  l'esagono  sem 
plico  ss'cdd'b'j  ì  cui  vertici  suc- 
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cessivi  sono  AA^ ^  CC\  ?/,  DD\ 
u'f  BB\  si  può  enunciare  il  teo- 
rema (efr.  n.  42,  e,  a  dritta)  : 

flg.  44.^ 


Un  seilatero  semplice,  i  cui 
Iati  sono  i  sostegni  di  due  pun- 
teggiate proiettive  e  le  rette  con- 
giungenti quattro  coppie  di  pun- 
ti corrispondenti  nelle  stesse 
punteggiate,  è  un  seilatero  Bri- 
anchon.  E  viceversa,  in  un  sei- 
latero Brianchon  quattro  lati  se- 
gano ì  rimanenti  due  in  due 
quaterne  proiettive  di  punti. 


cessivi  sono  aa\  ce',  U,  dd',  U\ 
bb',  si  può  enunciare  il  teorema 
(cfr.  n.  42,  e,  a  sinistra). 

fig.  45.« 


Un  esagono  semplice,  i  cui 
vertici  sono  i  centri  di  due  fasci 
proiettivi  e  i  punti  d*  interse- 
zione di  quattro  coppie  di  raggi 
corrispondenti  negli  stessi  fasci, 
è  un  esagono  Pascal.  E  vicever- 
sa, in  un  esagono  Pascal  quattro 
vertici  sono  proiettati  dai  ri- 
manenti due  mediante  due  qua- 
terne proiettive  di  raggi. 


La  proposizione  diretta  a  sinistra  si  è  potuta  enunciare  in 
forma  generale ,  senza  tener  conto  deir  ordine  che  serbano  i 
lati  nel  seilatero  considerato,  perchè,  quale  che  sia  il  seilatero 
(tra  i  60  che  si  possono  ottenere  per  mezzo  delle  sei  rette  u,  w', 
AA',  BB',  ce,  DD'),  sempre  quattro  dei  suoi  lati  determinano 
sui  rimanenti  lati  coppie  di  punti  corrispondenti  in  due  punteg- 
giaie  proiettive  (42,  d,  a  destra). 

Inoltre,  se  SS'CDD'B'  è  un  esagono  Brianchon,  posto  SD» 
S'D'  =  Q,  e  prendendo  sopra  u  il  punto  Z>^  in  modo  che  sia 
A'B'C'D'T^ABCDy^,  la  retta  SD^  deve  passare  per  Q;  e  quindi 
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D^  (leve  coincidere  con  D:  il  che  prova  la  seconda  parte   del 
teorema  enunciato  a  sinistra. 

Analogo  ragionamento  si  farà  pel  doppio  teorema  contenuto 
nella  colonna  a  dritta. 

45*  a)  Diremo  simili  due  punteggiate  proiettive,  nelle  quali 
1  pumi  air  infinito  si  corrispondono. 

ò)  In  dite  punteggiate  simili  i  segmenti  (finiti)  corrispon- 
denti sono  proporzionali'^  e  viceversa,  due  punteggiate,  che  ri- 
frnif  tra  loro,  hanno  proporzionali  i  loro  segmenti  (finiti)  cor- 
rispondenti, sono  simili. 

Sieno  {u)^ABC.,.,  {u')  =  A'B'C...  le  due  punteggiate;  e  si 
tra&iporti  (u')  in  modo  che,  senza  alterare  la  scambievole  po- 
sizione de'  suoi  elementi,  i  sostegni  u,  u^  diventino  paralleli,  se 
tali  non  erano. 

Ora^  se  è  per  ipotesi  (w')  proiettiva  ad  (a),  lo  sarà  pure  (39, 
d)  nella  sua  novella  posizione,  e  col  punto  uu^  (airinfinito)  per 
elemento  unito.  Sarà  dunque,  in  tale  novella  posizione,  (w')  pro- 
spettiva ad  (w),  ossia  le  rette  AA^ ,  BB^ ,  CC ,  .  .  .  concorre- 
ranno in  un  punto  ^S';  e  dalla  geometria  elementare  si  ha 
.1^  :  A'B'  =  BCiB'C  =  AC:  A'C  =  ...  (a. 

Hi"  In  vece  regge,  per  ipotesi,  la  relazione  (7,  nella  quale  i 
segmenti  vanno  presi  in  valore  assoluto,  è  evidente  che  C  gia- 
Mtn'k  tra  A'  e  -B',  o  esternamente  ad  A^B',  secondo  che  C  giace 
tra  ^1  e  -B,  0  esternamente  ad  AB.  Ma  la  relazione  (a  reggerà 
egnnlmente,  quando  w'  si  è  posto,  nel  modo  suddetto,  paralle- 
Innit  nte  ad  w;  e  dalla  geometria  elementare  si  ha  pure  che 
ÀA\  BB',  ce,  .  .  .  concorrono  in  un  punto  S.  Dunque  (u')  b, 
nella  posizione  novella,  prospettiva  ad  (u),  col  punto  unito  un' 
(ali*  infinito);  e  quindi  anche  nella  primitiva  posizione  era  (w') 
cimile  ad  (u). 

Si  noti  che,  nelle  punteggiate  simili,  a  segmenti  che  nell'una 
liMimo  lo  stesso  senso,  0  sensi  contrarii,  corrispondono  nell'altra 
^vi^^nienti  che  hanno  pure  lo  stesso  senso,  o  sensi  contrarii. 

e)  Due  punteggiate  (u),  {u')  si  dicono  eguali,  quando  l'una 
(ìi*)  non  è  che  la  (te),  trasportata  in  altra  posizione  nello  spazio, 
st*TiKa  alterare  la  scambievole  posizione  degli  elementi  di  (u). 
Ed  ò  chiaro  (39,  d),  che  le  punteggiate  uguali  sono  proiettive; 
e  snno  un  caso  particolare  delle  punteggiate   simili^   poiché   il 
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rapporto  dei  segmenti  corrispondenti,  nelle  punteggiate  uguali, 
è  l'unità. 

Se  pei-ò  i  sostegni  u,  u*  coincidono,  o  sono  paralleli,  (u)  ed 
(«')  si  diranno  direttavientej  o  inversamente^  uguali,  secondo  che 
i  segmenti  eguali  sono  dello  stesso  senso,  o  di  sensi  contrarli  ; 
e  il  rapporto  costante  di  questi  segmenti  si  dirà  essere  1.  nel 
primo  caso,  —  1  nel  secondo. 

In  questa  ipotesi  dei  sostegni  coincidenti  o  xjaralleli,  anche 
due  punteggiate  simili  si  diranno  simili  direttamente,  o  inver- 
samente, secondo  che  due  segmenti  corrispondenti  avranno  lo 
stesso  senso,  o  sensi  contrarli  ;  ed  il  rapporto  costante  di  questi 
segmenti  avrà  ordinatamente  il  segno  -f  ,  o  il  segno  — . 

d)  Segando  un  fascio  di  raggi  {S)  e^  abc. . .  mediante  due 
trasversali  parallele  ìi,  u\  si  hanno  due  punteggiate  ABC..., 
A^B'C*..,  (prospettive  e  col  punto  unito  air  infinito  ) ,  simili 
direttamente,  o  inversamente,  secondo  che  il  centro  S  del  fa- 
scio giace  fuori  della  striscia  uu',  o  neir  intenio  di  essa.  E  se 
V.  tt'  sono  pure  equidistanti  da  S,  le  due  punteggiate  saranno 
inversamente  uguali. 

Se  /S^  è  un  punto  all'  infinito,  ossia  se  a,  h,  e,  ...  costituiscono 
un  fascio  di  raggi  paralleli,  due  trasversali  ti,  w',  non  parallele, 
segano  il  fascio  in  due  punteggiate  ABC,..,  A'B'C'.,.,  eguali,  o 
simili,  secondo  che  u  ed  u'  sono,  o  pur  no,  inclinate  egualmente 
ai  raggi  paralleli  a,  b,  e,...  (ma  sempre  prospettive,  e  col  punto 
unito  a  distanza  finita).  Se  poi  le  trasversali  u,  ti'  sono  paral- 
lele, le  punteggiate  ABC...,  A^B'C...  saranno  direttamente  eguali 
(sempre  prospettive,  ma  col  punto  unito  air  infinito). 

46.  a)  Siene  AA',  BB'  le  due  coppie  di  punti  corrispondenti^ 
che  definiscono  due  punteggiate  simili  sovrapposte  {u),  {u').  Es- 
sendo il  punto  airintìnito  del  sostegno  comune  un  punto  unito 
delle  due  punteggiate,  ed  avendo  noi  già  dimostrato  (42,  h)  che, 
se  due  punteggiate  proiettive  sovrapposte  hanno  un  punto  unito, 
esse  ne  hanno  ancora  un  secondo  (che  però,  può  coincidere  col 
primo),  ne  segue  che  (ii),  («')  debbono  avere  un  secondo  punto 
unito  K.  Sicché  la  costruzione  di  questo  secondo  punto  unito  si 
può  eseguire  come  nel  n.o  43,  e). 

D' altronde  questo  punto  E  deve  verificare  la  relazione 
AE        AB    ^  .   ^.  .       ,      , 

—jz  =  -jrjTt  (^  ì  ®  quindi,  secondo  che  le  punteggiate  sono   di- 
A  JCj       a  t» 

SAKJfiA  —  Geometria  proieAtiva.  10'' 
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l'eitaìiieiitf,  u  iiiTersamente,  simili,  E  deve  giacere  esternamente, 
o  ÌTìtiTiiaim'iìi(',  al  segmento  ^^4'.  Ma  (flg.46' «  e  47.«),  conducendo 
per  .1,  A*  ciur  parallele  qualunque  a,  «',  e  tagliando  sopra  a 
un  BCgmento  arbitrario  AB^ ,  la  retta   EB  j   segherà   a'  in   un 

AE       AB,         AB  ,, 
punto  B\  talC;  che  si  avrà  777;  == -rr»'   ~  7^77/  ^^''>   ^^^^^^^^  P^i 

il  segmento  A*B\  risulterà  dello  stesso  senso  di  AB^ ,  o  di 
senso  contrarine  secondo  che  E  sta  fuori  di  AA',  o  è  interno 
ad  AA\  Dunque; 

fi^^  ^.«  fig.  47.« 


^. 


t ^-^ IL.  V        / 


/     / 

Date  due  pitnteggiate  simili  sovrapposte  (u)  ,  (u'),  definite 
dal  fé  dite  coppie  A  A',  BB'  di  elementi  corrisponde  nti^  se  si  con- 
dncfmo  jji'r  Aj  A'  due  parallele  a ,  a',  sulle  quali  si  taglino 
ordltiataìììfute  ì  segmenti  ABj  ,  A'B'j  proporzionali  ad  AB,  A'B', 
e  ìlei  medesimo  senso j  o  in  sensi  contrarii,  secondo  che  AB,  A'B' 
hanno  lo  Jitrsiio  senso,  0  sensi  contrarii,  la  retta  B^B\  segherà 
il  sostegno  rf*tnune  u  delle  due  date  forme  nel  secondo  loro  punto 
nnt'fif  E  (mfntrc  il  primo  punto  unito  à  il  punto  alV  infinito  di  uj. 
b)  La  (a  mostra^  che  quando  AB  è  uguale  ad  A'B\  ma  di 
senso  contrario,  E  dev'  essere  il  punto  medio  di  AA*-^  e  vice- 
versa. Danti  ne ,  in  due  punteggiate  sovrapposte  inversainente 
eguali  AB,  .  . ,  A'B'. .  . ,  il  punto  unito  E  a  distanza  finita  è  il 
punto  7nedÌo  dtì  segmento  A  A' ,  e  quindi  anche  di  ogni  altro 
segmento  aaidogù  BB'.  Sicché  le  due  forme  sono  costituite  da 
cu]jpie  ili  inutu  AA^,  BB\.,,  equidistanti  da  un  punto  fisso  E 
(ehcj  insiemi"  l'ol  punto  air  infinito  di  w,  divide  perciò  armoni- 
camente AA\  BB\.„)\  e  perciò  si  dice  che,  due  punteggiate 
8ovn»pposte  inversamente  eguali  costituiscono  una  simmetria,  il 
cui  CAUitro  di  Hlmmetria  è  il  punto  unito  al  finito  delle  due  pun- 
teggiate. 

Viceversa,  se,  in  due  punteggiate  simili  sovrapposte  AB  . . . , 
A'B'.,,,  //  punto  unito  E  a  distanza  finita  è  il  punto  medio   di 
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un  segmento  AA',  le  punteggiate  sono  inversamente  eguali,  ed  E 
è  quindi  punto  medio  di  ogni  altro  segmento  analogo  BB'. 

e)  Se  E  sta  air  infinito,  AB^  risulta  eguale  ad  A'Ji\  e  dello 
stesso  senso;  e  la  (p  allora  dimostra  dover  esser  AB  eguale  ad 
A'B^  e  del  medesimo  senso.  E  viceversa,  se  AB ,  A'B'  sono 
eg-uali  e  dello  stesso  senso,  si  vede  che  niun  punto  IJ  a  distanza 
finita  può  verificare  la  (a;  di  accordo  con  quello  che  è  detto 
nel  n.o  43,  ;i). 

Dunque,  la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  affinchè  due 
punteggiate  proiettive  sovrapposte  sieno  direttamente  uguali,  è 
che  i  loro  due  punti  uniti  coincidano  alV  infinito, 

d)  È  evidente  poi  che,  due  punteggiate  sovrapposte  diret- 
tamente eguali  ABC...,  A'B'C...  costituiscono  uno  strisciamento; 
e  viceversa  (cfr.  n.  43,  h). 

47.  a)  Due  fasci  di  raggia  i  cui  centri  sieno  V  uno  e  V  altro 
air  infinito,  si  dicono  simili  (e  sono  proiettivi),  se  una  sezione 
deir  uno  è  simile  ad  una  sezione  dell'  altro. 

In  conseguenza  due  altre  sezioni  qualunque  dei  due  fasci,  sa- 
ranno pure  punteggiate  simili  tra  loro. 

h)  In  altri  termini,  due  fasci  proiettivi  di  raggi,  i  cui  centri 
giacciono  air  infinito,  si  dicono  simili,  se  i  raggi  air  infinito  si 
corrispondono. 

e)  E  evidente,  che  due  fasci  di  raggi  simili,  e  situati  in 
uno  stesso  piano,  sono  prospettivi. 

48.  a)  Due  fasci  di  raggi  coi  centri  al  finito  si  dicono  eguali, 
quando  V  uno  non  è  che  V  altro,  trasportato  in  diversa  posizione 
nello  spazio,  senza  alterare  la  scambievole  posizione  dei  suoi 
raggi.  Dtie  fasci  di  raggi  eguali  sono  perciò  (39,  d)  proiettivi, 

b)  Due  fasci  proiettivi  di  raggi  abc...,  a'b'c'...  sono  eguali, 
fé  le  due  form^  abc,  a'b'c'  lo  sono:  poiché,  facendo  coincidere 
aVc*  con  abc,  il  fascio  a'b'c'.,,,  nella  novella  sua  posizione,  avrà 
col  fascio  proiettivo  abc,  tre  elementi  uniti,  e  quindi  sarà  iden- 
tico ad  abc»,,. 

o)  Se  due  fasci  di  raggi  eguali  abc. ,  a'b'c\.,  giacciono 
in  uno  stesso  piano,  o  in  piani  paralleli,  essi  si  dicono  eguali 
direttamente,  o  inversamente,  secondo   che   i   due   raggi  corri- 
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spondt'iiti  variabili,  che  li  ^enorano,  rotano  nello  stesso  senso, 
o  in  senso  contrario. 

d)  E  evidente  che,  se  due  fasci  di  raggi  sovrapposti  (S)  , 
(S')  sono  inversamente  ngitaìi,  essi  hanno  due  raggi  uniti  e  ,  f , 
j^  fra  loro  e  che  bts4'cano  gli  angoli  formati  da  due  raggi  ror- 
rispondenti  quaiunqtie'-t  e  perciò  suol  dirsi  che  {S),{S')  costitui- 
scono una  simmetrlaj  la  quale  fia  per  assi  di  simmetria  le  ret- 
te e,  f. 

e)  Da  ciò  se^uc  poi  cìiéy  due  fasci  di  raggi  inversamente 
uguali  (S)  j  (S')  situati  in  uno  stesso  pianOy  ma  non  concentrici, 
hanno  due  coppie  ce'  ,  ìT  di  raggi  corrispondenti  paralleli,  e  tali* 
rhe  f,  f  sono  ±  ordinatameute  ad  e  ,  e';  poiché  trasportando 
r  uno  dei  due  fasci  parallcìiimente  a  so  stesso  fino  a  coincidere 
con  Falìro  si  ncade  nel  caso  considerato  in  d). 

f)  Se  poi  ilue  JVisci  dì  ra<?gi  concentrici  (^S^)  ,  (S)'  sono  di- 
rettanieiire  Ojirnali,  e  mito  i}V,K  e)  che  essi  non  hanno  raggi  uniti 
reali;   e  t^iinl  dirsi  che  rali  fasci  costituiscono  una  rotazione, 

IM  ijui  segue  che,  xf  due  fasci  di  raggi  direttamente  uguali, 
ma  non  eoueentricl  j  sono  sìiuati  in  un  medesimo  piano  o  in 
piani  '^  ,  due  raggi  rorrtspondenti  o  saranno  sempre  paralleli 
o  non  lo  saranno  mai, 

g^  Fnicbè  sodando  un  faccio  di  piani  con  un  piano  perpen- 
dicolare all'  ass4'  del  fascio,  sì  ottiene  un  fascio  di  raggi,  i  cui 
elementi  formano  angoli,  che  misurano  gli  angoli  diedri  formati 
dai  eorrisiiondenti  pìnnì  del  fascio  dato,  è  facile  definire  i  fasci 
eguali  di  piani;  dis^iiiignerli  in  direttamente  ed  inversamente 
uguali,  quando  lianno  asj^i  [paralleli,  o  coincidenti;  e  trarre  i 
risultati  analoghi  m  4Uflli  <>ttrnuti  in  questo  numero  per  i  fasci 
<'guali  dr  raggi. 

40,  tt)  ìkttì  due  fa  sei  ptfftcttivi  (i  cui  centri ,  o  assi ,  non 
gìaceiinio  fili' in  finito)^  ei^iste  i^empi^e  nelVuno  una  coppia  di  ele- 
menti perpendieuìarl  tra  htro.  i  cui  e on-^ispo udenti  nelf  altro  fa- 
scio sono  pure  perpendieidari  ira  loro;  e  questa  coppia  e  antica, 
se  i  fasci  non   ;ìojki  egnaii. 

Basterà  ragionare  sopra  due  fasci  proiettivi  di  raggi  (S),  (S'). 

Se  ì  fasci  [S),  (S')  sr^no  eguali,  è  evidente  che,  a  due  raggi 
di  (iS)  perpendicolari  tra  loro,  con'isponderanno  sempre  in  {S') 
due  raggi  perpendicolari  tra  loro. 
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Ora,  escluso  il  caso  dei  fasci  eguali,  supponiamo  che  (5),  (S') 
siono  prospettivi  con  Tasse  s  di  prospettiva,  e  situati  in  un  piano. 
Allora,  se  S  .S'  non  sono  simmetrici  rispetto  ad  s,  ma  la  retta 
SS'  è  J_  ad  «,  conducendo  per  S ,  S'  le  rette  b  ,  h'  \\  ad  ^,  sa- 
ranno SS'  e  6,  S'S  e  b'  le  due  coppie  in  esame.  Ma  se  la  retta 
iW  non  è  J_  ad  «,  e  se  a,b  sono  due  raggi  ortogonali  di  S,  i 
cui  corrispondenti  a\b'  in  S'  sono  pure  ortogonali,  posto  aa'^A^ 
bb'=B,  i  quattro  punti  ABSS'  giaceranno  sopra  la  circonferenza 
dì  diametro  AB;  e  siccome  questa  circonferenza  è  individuata 
(perchè  passa  per  SjS'  ed  ha  sopra  s  il  suo  centro),  ne  segue  che 
essa  sega  8  nei  soli  due  punti,  i  quali  sono  proiettati  da  SjS' 
secondo  le  enunciate  coppie  ortogonali. — Non  può  poi  supporsi 
che  Sf  S'  sieno  punti  simmetrici  rispetto  ad  s  (nel  qual  caso  il 
cerchio  suddetto  diventa  indeterminato),  poiché  (S) ,  {S')  dovreb- 
bero essere  inversamente  uguali. 

In  fine,  due  fasci  proiettivi  {S),{S')  di  raggi  si  possono  collo- 
care in  un  piano  ed  in  posizione  prospettiva;  poiché  si  può  di- 
sporli in  modo  nel  piano  che  due  raggi  corrispondenti  coincidano 
con  la  retta  SS'. 

Dunque  il  teorema  enunciato  è  vero. 

50.  a)  Abbiamo  definito  le  forme  semplici,  come  quelle  che 
si  deducono  V  una  dair  altra  mediante  un  numero  finito  di  proie- 
zioni e  sezioni.  Abbiamo  pure  veduto  che,  quando  in  ciascuna 
delle  due  terne  di  elementi  corrispondenti,  che  definiscono  la 
proiettività  di  queste  forme,  gli  elementi  sono  disfintìj  la  cor- 
rispondenza proiettiva  risulta  univoca;  cioè  tale  che  si  passa 
da  un  elemento  della  prima  ad  un  solo  elemento  della  seconda, 
e  viceversa. 

Occorre  ora  di  considerare  certi  casi  singolari  di  proietti  vita 
;dette  degeneriy  o  singolari^  nei  quali  la  proiettività  non  è  uni- 
voca senza  eccezione  alcuna, 

b\  Se  un  fascio  {S)  di  raggi  è  segato  da  una  trasversale  w, 
condotta  per  8  nel  piano  del  fascio,  ciascun  raggio  di  {S)  è  segato 
da  u  nel  punto  ;S',  ad  eccezione  del  raggio  coincidente  con  w, 
il  quale  è  segato  da  u  in  tutti  i  suoi  punti.  Si  ha  cosi  un  caso 
singolare  di  prospettività  tra  una  punteggiata  («)  ed  un  fascio 
di  raggi  {S),  nel  quale  a  ciascun  raggio  di  {S)  corrisponde  sem- 
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prò  il  punto  S  dì  (w),  ecoetliuitti  11  rajjgio  u  di  {S}^  al   quale 
corrispondono  tutti  ì  imuti  di  tv). 

Questa  particolare  prospetti  vitti  di  un  fascio  di  Uìggi  v  di  una 
puntef^giata  è  una  jjmHpetttt^ità  de  gè  aere  ^  nella  qtialo  n  ìhI  8 
die  OH  sì  elementi  nn  gol  ari. 

e)  Afialo^lii  risultati  si  hanno  per  un  fascio  {s)  dì  piani  ed 
una  punteggiata  prospettiva  {h\  il  cui  Btistefrno  u  sega  Vasse  ^ 
del  fascio;  coinè  pure  per  un  fascio  {m)  di  piani  ed  un  faccio 
dì  ra«"gi  prospettivo  ij%'^)j  il  cui  sostegno  (IO,  h)  appartiene  ad  s. 

d)  Se  un  fascio  (^j*s)  di  raggi  è  segato  da  due  trasTcraalì  u, 
u* ,  dolle  quali  la  prima  passa  per  8  e  j^nace  nel  piano  e,  agni 
punto  J/^  dì  H^  è  proiettato  da  S  mediante  un  raggio  m^  elie 
ìai^lia  n  in  8y  ad  eecezione  del  punto  uit*  ^  P*  di  «',  ohe  è 
proiettata  dal  raggio  u  di  {8\  il  quale  sega  u  in  tutti  i  suoi 
punti*.  Ri  hanno  cosi  due  pnntngdUìtM  prtt*tpfttiue  degeneri  (w% 
(<i)i  nelle  (piali  a  ciascun  punto  dell'una  (tt^jj  ecectto  mi^  ^  P\ 
corrispondo  sempre  il  punto  8  dell'altra  {u)\  ma  a  P'  corrispon- 
dono tutti  i  punti  di  (/^).— Questi  punti  S\  P^  diconeì  ^imjolarL 

e)  Proiettando  (u^)  sopra  n  da  un  punto  del  piano  t(H*^*7y  si 
iianiio  in  u  due  puntegi/iute  proiettive^  degfinfiri  e  sQvrapiWMtt'^ 
che  hanno  *S'  e  P*  per  punti  singolari'^  punteggiate;  che  si  ot- 
tengono pure  segando  due  fasci  proiettivi  di  raggi,  situati  in 
un  j»ìaiiOj  con  una  trasversale  condotta  pel  centfo  di  uno  dei 
fasci, 

f)  Analoga  ni  ente  si  poBBona  ottenere  due  fasci  di  raggia  o 
di  planij  in  proieUivìtà  degenere^  so\T apposti  o  pur  no. 

g)  Del  resto,  proiettandOj  o  segando,  una  proietti  vita  de- 
genere, si  ha  un'  altra  proietti  vita  pure  degenere. 

h)  È  utile  però  notare  che,  definendo  la  proietti  viti*  di  due 
forme  semiiliei  mediante  due  terne  abc,  a'b'c'  di  eh^ueutl  ct»rri- 
spondenti,  questa  proietti  vita  degenera,  quando  coincidono  due 
eleracntì  tli  una  sola  delle  due  terne.  E  sCj  p.  e*j  è  b=a,  gli  ele- 
menti singolari  sono  a  e  e'. 

Di  vero,  la  esistenza  di  tali  proiettivitii  degeneri  ora  è  già 

constatata^  ed  è  noto  che  la  proietti  vita   a*k't'^  ^  univoca,  eenxa 

eecezione,  se  gli  elementi  sono  distinti  in  ciascuna  didle  terne 
abc,  a'b'c'. —  È  poi  a  uno  degli  elementi  singolarij  perchè  ad   a 
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corrispondono  a'  e  b',  e  quindi  anche  e':  mentre  è  e'  Taltro  ele- 
mento singolare,  perchè  ad  esso  corrispondono  a  e  e. 

i)  D'altronde  la  costruzione  di  due  forme  semplici,  applicata 
al  caso  di  b=a,  conduce  allo  stesso  risultato;  e  si  conserva  per- 
ciò ancora  vera. 

Cosi,  p-  e.,  se  (fig.  48.»)  in  due  punteggiate  proiettive  (t/)=i4J5C..., 
(«')  =  A'B'C. . . ,  situate  in  un 
piano,  ma  non  sovrapposte,  si 
ha  B^Ay  proiettando  (w) ,  («') 
rispettivamente  dai  punti  ar- 
bitraria U  y  U^  della  retta 
ce  y  e  posto  UÀ' VA' ^  A", 
UB^U'B'^B'',  si  vede  che  si 
passa  da  A'  (o  B^  ad  A  (o  B)^ 
proiettando  da  U',  segando  con 
la  retta  UA"B''^u'',  proiettan- 
do da  Uf  e  segando  con  w;  e  che 
le  stesse  operazioni  fanno  pas- 
sare da  un  qualunque  punto  D' 

di  («'),  eccetto  C,  ad  A.  Inoltre,  si  passa  da  C  a  C,  proiettando 
da  Uy  segando  con  w"  (il  che  dà  U)y  proiettando  da  C7'  e  se- 
gando con  1*';  e  le  stesse  operazioni  conducono  da  un  qualunque 
punto  jB  di  (?t),  eccetto  A^  sempre  a  C. 


u 


51.  x\pplichiamo  le  cose  esposte  a  dimostrare  alcuni  teoremi 
ed  a  risolvere  certi  problemi. 


a)  Se  i  vertici  A^,  A^,  A^ 
(fig.  4P.«)  di  un  triangolo  varia- 
bile scorrono  sui  raggi  fissi  a^, 
Oj,  a,  di  un  fascio  {S),  mentre  i 
due  lati  A^A2,  A^A^  rotano  intor- 
no a  due  punti  fissi  O3,  Oj ,  il 
terzo  lato  roterà  intorno  ad  un 
terzo  punto  fisso  0^  della  retta 
0^0^  =  *. 


Se  i  lati  flEi ,  flj; ,  ag  di  un  tri- 
latero variabile  rotano  intomo  a 
tre  punti  fissi  A^^,  A^^  A^  di  una 
punteggiata  (s),  mentre  i  due  ver- 
tici a^a^^  a,/i,^  scorrono  sopra  due 
rette  fisse  03  ,  Oj  ,  situate  con  s 
in  uno  stesso  piano,  il  terzo  ver- 
tice scorrerà  sopra  una  terza  retta 
fissa  02J    che    passa    pel    punto 


In  fatti^   i   due  fasci  prospettivi  (O3)  ,  (0,),  di  asse  di  pro^pet- 
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ttvi*  «XI,  HCìXìo  s^^ati  riapptfivBiiipnte  «Ìa<ii,,  n^  secnnrlo  due  pini  tee- 

trjfttr^  proietti  v*e  ,  elif»  li  a  uno  A^ 
e  -I.I  ptìr  punti  corrisporiflenki  ed 
S  por  pillilo  unito.  Queste  So- 
no perciò  prospettive;  e  quindi 
la  retia  -It^Ja  passa  pel  centro 
O^  dì  ]>rn8pettiva,  il  quale  Bta 
j^uUa  retta  j>?,  che  è  una  partico- 
lare pùai^ióne  ili  A^A^. 

Può  anche  dimostrarsi  il  teo- 
rema»  cousùlerando  una  posizione  fissa  A\A*^A\  del  S?  ^li-^j*!*»:  poi- 
che  allora  questi  due  7,  prospettivi  per  costruzione,  saranno  omo- 
logici con  l'asse  >t  di  omologìa;  e  perciò  il  lato  variabile  A^As^ 
taglierà  il  lato  fi^so  A\A\^  nel  punto  tissu  A\A^^'H^0^. 

Aiialftgamente  si  dimostra  il  teorema  a  dritta.-  E  la  proiezione 
da  un  centro   I^  forniìsce  due  teoremi  analoghi  nella  «teìla* 

8e  i  lati  ?>i,  ;>,,  Ò3  (fig.5a«)  di 
un  trilatero  variabile  IÌ^B,^IÌ^  ro- 


h)  Se  i  vertici  -t,  ,  A^  ,  Jjj 
(fig.  50.(f)  di  un  triangolo  variìi- 
bile  scorrono  unì  lati  h^  ^  b^ ,  h^ 
di  un  dato  trilatero,  mentre  i  lati 
éi^A.i  j  A,^A^  rotano  intorno  a  due 


timo  intorno  ai  vertici  /1|  ,  A^  , 
A,^  di  un  dato  triangolo,  itìentrtf 
i     vertici    hjf^^  =  7^1  ,  b,^b^  =  Ji^ 


punti  fissi  Cj  ,  C\  f    situati    per    .scnirono  »sopra  due  rette  fisse  c^, 


diritto  col  pmuto  h^h^=B,^^  il  terzo 
lato  -4j.4si  roterà  intorno  ad  un 
terno  punto  fisso,  che  non  giace 
sulla  retta   t\Co. 


f'^y  concorrenti  sulla  retta  .-1,  J», 
il  terzo  vertice  ÒJ^^^B^  si  muo- 
verà sopra  una  terza  retta  fissa, 
che  non  passa  p>l  punto  c,c^. 


Di  vero^  i  Auscì  prospettivi,  di  centri  C,^ ,  C\  e  di  asse  di  pro- 
spettiva f>^  ^  sono  segati  rispet- 
tivamente da  6j  ,  b^  in  due  pun- 
teggiate proiettive,  che  hanno 
Mj  ,  A^  ]>er  punti  corrispondenti 
è  />3  per  punto  unito  (il  quale  si 
ottiene  dal  raggio  unito  C\C^  dei 
due  fasci)-  Dunque  queste  pun- 
teggiate sono  prospettive  \  e 
quindi  la  retta  A^A^  passa  per 
un  punto  fisso  C^. 
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Inoltre,  se  i  raggi  corrispondenti  C^j/ig,  C\A.^  del  fasci  yC^),  (C\) 
prendono  le  posizioni  C^B^,  C^B^ ,  i  punti  Jj  ,  A^  coincidono  ri- 
spettivamente col  punto  C^B^'h^  e  con  B^:  e  perciò  C^B^  è  una  po- 
sizione della  retta  A^A^,  Ma  similmente  si  vede  che  C^B^  è  un'al- 
tra posizione  di  Ay^A^,  Dunque  è  C^=C2^^'Cj^B2,  ossia  il  punto 
fisso  C3  è  il  terzo  vertice  del  v  C^^C^Cg  ,  circoscritto  al  y  B^B^B^; 
e  perciò  non  può  giacere  sulla  retta  C^C^, 

Analogamente  sì  dimostra  il  teorema  a  dritta.  —  E  proiettando 
da  un  centro   U  si  avranno  due  teoremi  nella  stella. 

e)  I  due  teoremi  contenuti  in  b),  tenendo  presente  la  fine  della 
dimostrazione  ivi  data,  possono  riunirsi  neir  unico  enunciato  :  se 
ad  un  V  A^A^A^  è  circoscritto  un  y  B^B^B^ ,  vi  sono  infiniti  y 
iscritti  nel  primo  e  circoscritti  al  secondo. 

Possiamo  però  dimostrare  direttamente  quest'ultimo  teorema  nel 
modo  seguente. 

I  punti  CgCgCj...  della  retta  A^A^  si  proiettino  ordinatamente 
da  B^  in  CyC\C'\  . . .  sulla  retta  A^A^.  e  da  B^  in  CgCgCg... 
sulla  retta  -^3^4^  :  dimostreremo  che  le  coppie  di  punti  CiCg,  C\C^^  , 
C'iC'2^...  sono  allineate  con  B^, 

Dalla  costruzione  stessa  risultano  i  fasci  prospettivi  J^2('^i^2^.b 
C^C\C'\...),  B^{AiA^A^C^C^2^"2'")'  ^^^  ^a  retta  ^^.4^  per  asse  di 
prospetti  va.Ma  il  primo  è  prospetti  vo  al  fascio  B^(A^A2AqC\C\C"i,..), 
ed  il  secondo  è  prospettivo  al  fascio  7^3(^1  A^^gC^CgCV")'  I^un- 
que  questi  ultimi  due  sono  proiettivi,  e  con  la  terna  B.JA^A2A.^) 
di  raggi  uniti,  ossia  sono  identici  (38,  6);  e  perciò  le  coppie  di 
punti  C'jCg ,  C\C\,  C"iC"2  '  '  '  sono  allineate  con  ^3. 

La  proiezione  della  figura  50.^  da  un  punto  Sj  preso  fuori  del 
piano  dei  y  ^^/Ig^s  ,  B^B2B^  ,  dà  un  analogo  enunciato  sugli  A 
triedri. 

d)  Dati,  in  uno  stesso  piano,  un  punto  P,  una  retta  u  ed  un 
UABCD  ^  condurre   per  P,  con 
l'uso  della  sola  riga,  la  parallela 
ad  fi. 

Posto  u .  AB=E,  u .  AD=F  (fig. 
.5/.«),  per  un  punto  arbitrario  K 
della  retta  ^C  si  tirino  le  EK^ 
JBK^  che  seghino  rispettivamente 

Sannia  —  Geometria  proiettiva.  11* 


flg.  oJ.f' 

1/ 

i^^^QJ? 

Ti 
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CD,  Cìi'm  0}  Il  I  ^  AEF.CGIi  ffono  prospettivi  ^  col  contro  A* 
di  prospettiva;  e  perciò  sono  anche  omologici.  Ma  i  due  punti 
AECGjAF*CB  delFasse  di  omologia  giacciono  all'infinito.  Dun- 
qne,  anche  il  punto  EF^GH  vo,  airiutìuito;  OÉìsia  la  retta  Glf^u' 
è  parallela  ad  t/, — Avendo  ora  le  rette  [|  u  ,  u\  si  può  con  V  uso 
della  sola  riga  (44^  ti)  condurre  per  P  la  p  ad  ii. 

Altri metiit  (fig.  o2.«).  Posto  u-AB^E,  ti-BC^F,   ttCD^G, 
u-DA^Ìf,  U'CAmli  sì  tiri  per  /  nna  retta  arbitraria^  che  segKi 


PE,  PG  rispettivamontp  in  .4^  C:  le  rette  HA\  FC  ai    neghe- 
ranno in  un  punto  Q  della  richiesta  parallela  PQ. 

In  fiuti,  posto  PEFC'^-B\,  PG  ÌLV^D\  i  due  quadrangoli 
completi  ABCBj  A*B^C'iy  hanno  cinque  coppie  di  lati  corrispon- 
denti concorrenti  sulla  retta  u:  essi  sono  quindi  naiologìci,  con 
l  asse  u  di  omologia.  In  conseguenza,  come  risulta  dal  n  «  8,  a)  a  sì- 
iii.stra,  il  lato  PQ  del  y  diagonale  di  A\B*C*iy  e  la  retta  air  in- 
finito (che  è  il  corrispondente  lato  del  y  diagonale  di  ABCI}) 
debbono  concorrere  sopra  u  ;  omi&  dev'  essere  PQ  parallela  ad  «, 
Le  due  solu/Joni,  qui  date,  reggono  anche  quando  u  pm^ix  per 
nn  vertice  dfd  rj  AìiCD^  o  coincide  con  una  diagonale  di  questo  D. 

*■)  Thiti  un  punto  P^  ed  un 
segmento    AV  diviso   per  metà 
-X —  in  B^  conduiTo  per  P  la  paral- 

lela ad  AB^  coir  uso  della  soia 
riga. 

Con  ducendo  per  B  (tìg.  53.**) 
una  retta  arhitrariat  che  seghi  le 


ABC 


t: 


\>ft 


p\ 


-R. 


H 
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rette  PA,  PC  in  QjS,  la  retta  J-S'  determinerà  sopra  CQ  un  punto 
R  della  dimandata  parallela  Pi?;  poiché  il  lato  PE  del  quadran- 
golo completo  PQRS  deve  segare  AB  nel  coniugato  armonico  di  B 
rispetto  ad  A,  C,  ossia  nel  punto  all'  infinito  di  AB, 

f  )   Date  (fig.  55.«)  due  rette  parallele  w,  r,  ed  assegnato  sopra 
u  un  segmento  AC^  bisecarlo,  e  raddoppiarlo,  usando  la  sola  riga. 

Condotte  per  A^  C  due  rette  arbitrarie,  che  seghino  v  in  P,  H, 
la  retta,  che  congiunge  i  punti  AP  CR~Q  ,  AR-CP=S,  segherà 
AC  nel  suo  punto  medio  B, 

Preso  in  vece  ad  arbitrio  sopra  v  un  punto  P,  la  coniugata 
armonica  di  PA  rispetto  alle  rette  PC  j  v  (coniugata  che  sa 
costruirsi  con  la  sola  riga)  segherà  u  in  un  punto  D  tale,  che 
AD  sarà  doppio  di  AC. 

È  chiaro,  che  con  analoga  costruzione  poteva  determinarsi    B, 
g)   Un  segmento    (fig.  54.^)  AC  è  diviso  per  metà    in   i^,    e 
si  vuol  dividere  BC  in  n  parti  eguali,  adoperando  la  sola  riga. 

Costruiscasi  un  quadrangolo  completo  ULDXj  del  quale  due  lati 
opposti  IJljy  A'P concorrano  in  Aj 

un  terzo  lato  i>  6'' passi  per  B,  e  "S-  •^^•'* 

due  altri    lati  opposti    LU,  1)X  j)      E     V 

concorrano  in  C:  il  sesto  lato  LA^ 
sarà  parallelo  ad  AC]  perchè  deve 
passare  pel  coniugato  armonico 
di  B  rispetto  ad  A,  C.  Posto  quin-  '  o>- X  ' 

di  LA"- 1?  C=i  M,  sarà  M  il  punto  "^ Vli^V 

medio    di    LX;    e    condotte    le  ^7, 

rette  AJf^  JBAT,  che  si  taglino  in 

E,  la  CE  segherà  la  retta  LMN  in  un  punto  O  tale,  che  sarà 
evidentenaente  LM=MN-NO,  Indi,  condotta  la  BO  che  incontri 
AN  in  F^  la  CF  determinerà  sulla  retta  LM  un  punto  tale  P,  che 
sarà  NO  =■  OP:  e  cosi  si  continuerà.  —  Se  Q  è  Y  ultimo  punto 
cosi  ottenuto  sulla  retta  LM^  le  rette,  che  congiungono  il  punto 
LB-QCr-.  Z  ai  punti  3/,  N,  0,  P,  divideranno  evidentemente  BC 
in  tante  parti  eguali,  in  quante  è  divisa  la  sua  parallela  LQ  dai 
punti  M,   N,  O,  P, 

È  facile  vedere,  che  i  punti  D,  Ej  Fy,.  sono  situati  sopra  una 
retta  parallela  ad  AC 


Jl       E      V 
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h)  Dati  un  circolo  (fig.  55.**)  ed  il  suo  centi'o  O,  e   data  nel 

ano  piano  a  una  retta  w,  tirare 
nel  piano  o,  con  l' uso  della  sola 
riga,  una  perpendicolare  ad  u* 

Couducansi  duo  diametri  A(7j 

BD  del  circolo  (O):  sarà  ABCD 

un  rettangolo;  e  quindi  per  nn 

punto  A^,  assunto  arbitrariamente 

sul  circolo  j   frappiamo    coatruire 

[d)]  la  parallela  KL  ad  u. 

Determinando  il  secondo  punto  L^  comune  a  questa  parallela  ed 

al  circolo  (0),  ed  il  punto  M  diametralmente  opposto  a  A",  gara 

evideutement©  ML  _L  ^  A"Lj  e  quindi  anche  X  ^^1  w« 

/)  Dati  in  un  piano  o  duo  a  AOCj  COB,  eguali  ed  adiacenti, 
condurre  nel  piano  e,  con  la  Bola  riga,  la  perpendicolare  ad  OC 
in  0, 

La  porpendi colare  dimandata  è  il  raggio  coniugato  armonico  di 
OC  rispetto  ad  OA,  OB. 

L  Dati,  in  ub  piano  Uj  1  raggi  ahcd  dì  im  faacio  [S]  &  duis  raggi  «j  «' 
di  un  fascio  {U ìt  Ì6  due  rette  ii,  u  st'^jano  le  altre  quattro  abcd  in  S 
punti,  i  qn&lif  concili n ti  a  2  a  2^  danno  12  novt^lle  rytte;  e  quesito  &i 
tagliano  a  2  a  2  iu  42  nuovi  punti.  Dei  42  punti  cosi  ottenuti,  ti  giac- 
ciono in  un  raggio  dei  fascio  (U)\  e  dei  rimanenti  3G  punti,  12  sono 
situati  a  4  a  4  in  tre  rfigc^i  ^^^  faf^cio  (8)^  e  gli  altri  24  giaooiono  a  2 
&  2  in  alt  li  12  raggi  dello  stesso  fascio  (5), 

2.  I  punti  dello  aìtc-zze  dei  4  y^  contenuti  in  nn  quadrilatero  piano 
completo  abcti^  gia(?cioDo  in  una  medesima  retta. 

Si  ricorra  al  teorema  sulT  esagono  iscritto  in  duo  retto  (44 ^  t),  e  ai 
applìtìhi  air  esagono  piano  aenipliee,  che  ha  tre  vertici  nai  Ter  ti  ci  ah^ 
fic,  nd  del  quadrilatero,  ©  i  tre  vertici  opposti  sulla  retta  alPinfìuito 
in  diroisioni  rispettivamente  perpendicolari  a  &>  e,  d. 

8.  ye  i  vertici  A^^  A^,  -4^,  A^   di  Se  i  lati  a^^  £>j,  Hg,  o^  di  un  qua- 

un  quadrangolo  completo  variabile  drilatero  completo  variabile  rotano 

peTf-orrono  i  raggi  fissi  «,,«;,,  a^,  n^  intorno  ai  punti  fissi  A^,  A^^  A^^'A^ 

di  uu  faicio  (i9)i  mentre  i  tre  iati  I  di  una  pnnle^glata  {a\^  man  tre  i  tre 
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A^A^,  A^A^j  A^A^  rotano  intorno  a 
tre  punti  fissi  Z,  JW,  L'  del  piano 
del  fascio  (5),  gli  altri  lati  A^A^  , 
A^A^y  A^A^  roteranno  intorno  a  tre 
altri  punti  fissi  M\  N,  X']  ed  LL\ 
MM\  NN'  saranno  le  tre  coppie  di 
vertici  opposti  di  un  quadrilatero 
completo. 

In  vece  de'lati  A^A^^  A^A^,  A^A^, 
come  se  ne  possono  sostituire  altri 
tre,  in  modo  che  il  teorema  regga? 


vertici  «iCr, ,  0^03,  a^a^  percorrono 
tre  rette  fisse  Z,  7/1,  /',  situate  con  a 
in  uno  stesso  piano,  gli  altri  tre 
vertici  a^Oij  cfifla,  a^a^  percorreran- 
no tre  altre  rette  fisso  in\  n,  n'  ;  od 
II',  mm\  nn  saranno  le  tre  coppi  1? 
*di  lati  opposti  di  un  quadrangolo 
completo. 

In  vece  desertici  a,a,,  a^«j„  a^''^ 
come  se  ne  possono  sostituire  altii 
tre,  in  modo  che  il  teorema  reggaci* 


4.  Mediante  la  proiezione  da  un  centro  si  deducano  i  teoremi  delia 
stella,  analoghi  a  quelli  contenuti  nel  n.°  51,  ò),  e)  e  nell'  esercizio  H: 
indi  si  generalizzino  alcuni  di  questi  teoremi,  estendendoli  alPennagona 
piano,  air  A    ennaedro,  ecc. 

5.  Se  le  n  facce  di  un  ennaedro  completo  rotano  intorno  ad  altrettanta 
rette  situate  in  un  piano  i,  mentre  n  —  i  dei  suoi  spigoli,  alla  cui  flo- 
terminazione  concorrono  tutte  le  n   facce,    si    muovono   in   n  — 1    piani 

/jl ■t\  /_ 0\ 

fissi,  gli  altri spigoli  si  muoveranno   pure   in   altrettanti 

piani  fissi. 

B.  Proiettare  due  punteggiate  proiettive  in  guisa,  che  le  proiezioni 
sieno  due  punteggiate  simili;  e  proiettare  duo  punteggiate  proiettive 
sovrapposte,  i  cui  punti  uniti  coincidono,  in  modo  che  le  proiezioni  sieno 
due  punteggiate  uguali. 

7.  Dati  in  un  piano  a  un  cerchio  e  il  suo  centro  0,  bisecare,  ctm 
V  uso  della  sola  riga,  un   A   ab  assegnato  in   7. 

8.  Dati  un  fascio  (S)  di  raggi  ed  una  punteggiata  (u'),  proiettivi  tra 
loro,  determinare  un  punto  S\  dal  quale  si  proietti  (u)  mediante  un  f li- 
scio (S')  uguale  ad  (5),  ed  una  retta  u,  che  seghi  (S)  secondo  una  pun- 
teggiata (fj)  eguale  ad  (u). 

9.  Se  un  fascio  di  raggi  (S)  è  prospettivo  ad  un  fascio  di  piani  u('), 
Tasse  a  è  J.  ad  uno  dei  due  raggi  di  (S)  perpendicolari  tra  loro,  i  cui 
piani  corrispondenti  in  (u)  sono  pure  perpendicolari  tra  loro. 

10.  Dati  due  fasci  proiettivi,  l'uno  (S)  di  raggi  e  1'  altro  (u')  di  piani, 
condurre  per  un  assegnato  punto  F  un  piano,  che  seghi  («')  secontht 
un  fascio  di  raggi  (^Si')  uguale  ad  (5);  e  costruire  un  asse  u,  dal  c[uuìe 
si  proietti  {S)  mediante  un  fascio  di  piani  uguale  ad  (u). 

11.  Dati  tre  raggi  a,  6,  e  di  un  fascio  (/?),  e  tre  piani  «',  p/,  7'  di  ìin 
fascio  («'),  situarli  in  modo  che  a,  b,  e   giacciano    ordinatamente    in 

»'t  ^\  1- 

12.  Segare  una   superficie    prismatica   triangolare   a^7  =  abc   con    nn 
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piano,  iti   meido    che  la   sezione   sia   un    y  A^B^C^    simile   ad   un   dato 
9  ÀB'€\ 

13.  Dati  duo  fasci  proiettivi  di  raggi  {S) ,  (iS'),  situarli  in  uno  stesso 
piano  iu  modo  che  gieno  prospottivi,  e  con  Tasse  di  prospettiva  per- 
pendicolare alla   congimigente  i  centri  Sy  S\ 

14.  Date  nello  spazio  duo  punteggiate  simili  {u)^ABC ..^  {u)  =  A'B'C'..,y 
determinare  il  minimo  tra  i  segm^ti  rettilinei  AA\  BB\  OC... 

15.  Eseguire  le  rostrujiioni  indicate  nel  n.°  48,  d);  e  risolvere,  per 
due  fasci  proiettivi  sovrapposti,  il  problema  analogo  a  quello  riportato 
nel  n-^  48,  fh 

Ili.  Eseguire  la  [jostruzioiLe  di  due  punteggiate  proiettive,  assegnando 
in  un  piano  i  loro  sostegni  ?t,  n,  e  dando  inoltre:  a)  il  loro  asse  di  col- 
lìneazione  u  t^d  uno  dei  due  punti  limiti  ;  ò)  i  due  punti  limiti  ed  uno 
dei  due  punti  uu",  uu'\  o  una  coppia  AA'  di  punti  corrispondenti;  e) 
uno  dei  punti  uu\  ììu'\  nut.>  dei  punti  limiti,  ed  una  coppia  A  A'  di  punti 
curTÌspoudenli. 

17.  Eseguire  la  costruzione  di  due  fasci  proiettivi  di  raggi  situati  in 
un  piano,  dando  i  loro  ci?ntri  D,  l/',  e  dando  inoltre:  a)  il  loro  contro 
V*'  di  collinoajiiùìie  ed  una  coppia  aa  di  raggi  corrispondenti;  b)  il 
raggio  di  uno  diii  due  fasei  corrispondente  al  raggio  UU'  dell'  altro 
fascio,  e  due  coppie  aa'.  hh*  di  raggi  corrispondenti. 

1^^  Cùatrulre  due  fasci  proiettivi  di  raggi  {,U)^{U')<^  individuati  da 
tre  coppie  di  raggi  eorri^ pendenti  situati  in  un  piano  o,  quando  il  cen- 
tro di  uno  dì  e!i*si  è  un  punto' all' infinito  di  ^;  o  quando  6^  ed  U'  sono 
due  punti  alTinfinito  di  u,  distinti  o  coincidenti. 

19.  Dati  in  un  piano  dne  punti  -4,  A'  ed  una  retta  i*",  costruire  le 
puntt?ggiatu  simili  !«(,  tu'),  che  abbiano  j4,  A'  per  punti  corrispondenti, 
ii*  p(!r  asse  di  colliueazìone,  e  i  sostegni  u,  u  inclinati  sotto  un  angolo 
asaegnato- 

2U.  Date  in  un  piano  a  eiuque  rette  abcde,  ed  assegnato  un  punto  P 
»Qpnk  una  di  queste  rette,  condurre  per  P  una  retta  f  in  guisa,  che 
il  siiilatero  uhcdef  sia  un  aifilatero  Brianchon. 

Quante  gioiumoni  ha  in  generale  questo  problema,  se  P  è  dato  comun- 
que nel  piano  9? 

21.  Di  due  y  omologiei  ABC,  A'B'C\  conservando  fissi  il  primo  e  il 
loro  asse  j?  di  omologia,  il  secondo  si  deformi  in  modo  che  i  vertici  B", 
C*  percorrtino  due  date  rette  u\  v  concorrenti  in  un  punto  P  di  s:  quali 
lineo  porco  ire  raano  il  terzo  vertice  A'  ed  il  centro  S  di  omologia? 

tl%  Date  in  un  piano  ^  due  coppie  {U)  e  (C/';,  (U^)  e  {U\)  di  fasci 
proiettivi  di  raggi,  esistono  in  generale  in  ((7)  due  raggi  x,y  tali  che, 
indicando  con  j-^,  if^  ì  raggi  di  (Ui)  \\  ad  x,  t/,  i  raggi  or'  y'  di  (IT')  cor- 
rispondenti ad  .t:,  tf  sono  [\  ai  raggi  x\,  !/\  di  (U\)  corrispondenti    ad 
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Suppohendo  cho  (^i),  (^^'1)  sieno  direttamente  uguali,  sé  ne  dedurrà 
che  esistono  in  generale  due  raggi  di  (U)  inclinati  ai  corrispondenti 
raggi  di  (  U')  sotto  un  dato  angolo  (cfr.  il  caso  particolare  considerato 
nel  n.<»  49). 

Si  dimostri  pure  direttamente  quest'  ultimo  teorema. 

§  Vili. 

InTolosione  nelle  forme  semplici.  —  Ckippie  di  elementi 
immaginarli.  —  Proiettività  cicliche  binarle. 

52.  a)  Date  due  forme  semplici^  proiettive  e  sovrapposte,  se 
ad  un  elemento  a ,  considerato  come  appartenente  alla  prima 
0  alla  seconda  forma,  corrisponde  sempre  nell'altra  lo  stesso 
elemento  a',  si  dirà  che  a  ed  a'  si  corrispondono  in  dojypio  mo- 
do j  0  con  permutabilità,  0  involutoHamente. 

b)  Se  iti  due  forme  semplici  abc...tnn...,  R^h' e*. .. m*n\„,  proiet- 
Vice  e  sovrapposte^  due  elementi  distinti  m,  m'  si  corrispondono 
in  doppio  modo,  lo  stesso  avverrà  per  tutti  gli  altri  elementi 
corrispondenti. 

Di  vero,  si  ha  (35,  a)  mm'nn'Am'mn'n;  e  poiché  questa  proiet- 
tività ha  con  la  data  tre  coppie  comuni  di  clementi  corrispon- 
dt^nti,  e  quindi  coincide  con  essa,  il  teorema  è  dimostrato. 

e)  Il  caso  particolare  di  due  forme  semplici,  proiettive  e 
sovrapposte,  nelle  quali  due  elementi  corrispondenti  qualunque 
si  corrispondono  in  doppio  modo,  vien  denominato  involuzione: 
e  si  dice  pure  che  le  due  forme  proiettive  sono  in  involuzione, 
0  in  relazione  involutoria. 

Gli  elementi  uniti  della  proiettività  involutoria  si  dicono  an- 
che elementi  doppi. 

d)  Dunque,  nella  involuzione,  ciascun  elemento  apparte- 
nente al  sostegno  comune  delle  due  forme,  considerato  come 
elemento  della  piima,  o  della  seconda,  ha  lo  stesso  elemento 
corrispondente  nelF  altra.  Sicché  gli  elementi  sono  coniugati  a 
due  a  due\  ossia,  ogni  elemento  ha  il  suo  coniugato  in  modo 
univoco,  sia  che  V  elemento  considerato  appartenga  alla  prima, 
o  alia  seconda  forma. 

Da  ciò  seg^e,  che  la  considerazione  delle  due   forme  è   su- 
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fierflim,  0  clif^,  in  una  forma  sempticfy  V  involuzione  pub  essere 
couaidt^ratfi^  cnmt  una  serie  di  coppie  di  elementi  coniugati  a 
due  a  due, 

E  secondo  elìQ  questa  forma  sarà  una  punteggiata,  un  fascio 
di  rn^gij  o  un  fase  io  di  piani,  si  avrà  una  involuzione  di  punti, 
di  rag^gij  (>  di  jìiaiii. 

e)  Esempi  di  involuzioni  si  hanno  già  (43,  f,  e  48,  cZ,  g) 
nelle  simnu^tric^  di  jniiitì,  di  raggi  e  di  piani  (che  diconsi  anche 
involnzioul  siminetriche) ,  non  che  (48,/",^)  nelle  rotazioni  di 
raggi  e  di  plani,  quando  V  A  costante  di  due  elementi  corrispon- 
denti è  retto,  che  diconsi  involuzioni  circolari, 

53-  a)  Quando  diremo  che  aa'bb'*cc'...,  o  jaa',  bb',  ccV-l^è 
una  involuzione,  intenderemo  esprimere  che  i  suoi  elementi  con- 
iugati sono  aea*,  beb',  ce  e'.... 

E  potendosi  ogni  el fomento  scambiare  col  suo  coniugato,  è 
chiaro  che  ei  ha  aa'bb'cc'...  a  a'ab'bc'c... 

h)  Siccome  rinvohizione  non  è  che  un  caso  particolare  di 
due  forme  proiettive  e  sovrapposte,  è  evidente  che,  qualunque 
sezione f  o  proiezione^  di  una  involuzione  produce  di  nuovo  una 
lìivohizìone^  o,  in  altri  termini,  ogni  forma,  proiettiva  ad  una 
ffirmft  inrijìnforiay  è  anch'  essa  una  involuzione. 

Da  duo  cleiiicnti  coniugati  dell' involuzione  data  nascono  due 
elementi  coniugati  dell'involuzione  dedotta;  dagli  elementi  doppi 
reali  (se  ne  ha)  gli  elementi  doppi. 

54,  a)  Una  involuzione  è  individuata  da  due  coppie  aa',  bb' 
di  elementi  coniugati;  e  perciò  la  esprimeremo  col  simbolo 
laa',  WK 

In  fatti,  lu  forme  proiettive,  che  costituiscono  questa  involu- 
zione,  sono  definite  didle  tre  coppie  aa',  bb',  a'a  di  elementi  cor- 
rìspt indenti  (mentre  si  ha  pure  di  conseguenza  una  quarta  cop- 
j>ia  in  l/ù). 

b)  Da  ^ciù  segue  ^ 

l.f*  che  due  involuzioni  sono  identiche,  se  hanno  in  comune 
due  coppie  di  elementi  coniugati: 

2,o  che  la  costruzione  di   una  involuzione,   definita  da   due 
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coppie  di  elementi  coniugati,  rientra  in    quella   di   due  formo 
semplici  proiettive  e  sovrapposte. 

56.  a)  Se  le  coppie  aa',  bb'  di  elementi  coniugati  (tutti  di- 
stinti fra  loro),  che  individuano  una  involuzione,  non  si  sepa- 
rano, le  due  forme  proiettive  aa'b...,  a'ab'...  sono  evidentemente 
discordi;  e  quindi  (37,  a)  gli  elementi  doppi  e,  f  sono  reali  e 
distinti,  e  separano  ciascuna  coppia  aa',  bb',...  di  elementi  con- 
iugati. 

h)  Inoltre,  poiché  si  ha  cfaa'  a  efa'a,  ne  segue  (41)  che  il 
gruppo  efaa'  è  armonico.  Dunque  :  se  le  due  cojìpie  di  elementi 
coniugati,  che  individuano  una  involuzione,  non  si  sellavano  e 
non  hanno  alcun  elemento  comune,  gli  elementi  doppi  di  questa 
involuzione  (che  si  chiama  allora  iperbolica)  sono  reali  e  di 
stinti,  e  separano  armonicamente  ciascuna  coppia  di  elementi 
coniugati. 

In  altri  termini,  una  involuzione  iperbolica  i  costituita  dalle 
coppie  di  elementi,  che  formano  con  due  elementi  flsstun  gruppo 
armonico  (*). 

e)  Se  poi  aa',  bb'  si  separano,  le  forme  aba'...,  a'b'a...  sono 
concordi;  ma  è  chiaro  che,  se  un  elemento  m  descrive  la  prima 
forma,  coincidendo  successivamente  con  gli  clementi  a,  b,  a',  b', 
per  tornare  in  a,  il  coniugato  m'  di  m  coinciderà  successiva- 
mente con  a',  b',  a,  b,  per  tornare  in  a',  senza  mai  poter  coinci- 
dere con  m.  Dunque:  se  le  due  coppie  di  elementi  coniugati,  che 
individuano  una  involuzione,  si  separano,  questa  involuzione 
(che  dicesi  ellittica)  è  priva  di  elementi  doppi  (reali). 

d)  Dal  sin  qui  detto  segue,  che  due  coppie  di  elementi  con- 
iugati non  si  separano  mai  in  una  involuzione  iperbolica,  e  si 
separano  sempre  in  una  involuzione  ellittica. 

56.  ta)  Se,  in  una  involuzione  di  punti  Ì==\AA',  BB'\  di  so- 
stegno 8,  si  costmisce  (54,  6,  2.°)  il  punto  0,  coniugato  del  punto 
air  infinito,  si  ha  in  0  quello  che  dicesi  centro,   o  punto   cen- 


O  Questo  è  un  caso  particolare  del  teorema  contenuto  nel  n.^  42,  e), 
quando  cioè  abed  è  un  gruppo  armonico. 

Satuki A —  Geometria  proiettiva.  12* 
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trah\f  della  involuzione  J.  In  0  coincidono  dunque  i  punti  limiti 
delle  punteggiate  proiettive  ABA'B\..j  A'B^AB.... 

h)  Se  j  è  iperbolica  (tìg.  o6*.«  e  57.«),  0  sarà  iL  punto 
medio  del  segmento  compreso  tra  i  punti  doppi  E^  F,  perchè 
coniugato  armonico  (55,  b)  del  punto  air  infinito  rispetto  ad 
Ej  F,  Inoltre,  gli  elementi  coniugati  A,  A'  di  una  coppia  qua- 

flg.  56.<* 


3'         EH  OAF  A 

flg.  57.« 
s 

i    ÌTab"?     b^    7! 

luiKiue,  non  dovendo  separare  la  coppia  Ooo ,  debbono  giacere 
dalla  stessa  parte  del  punto  0. 

In  fine,  due  coppie  AA^,  BB'  di  punti  coniugati,  o  giacciono 
in  ]*nrti  opposte  rispetto  ad  0  (flg.  56, a)  o  sono  Tuna  compresa 
neir  altra  (tìg.  57.»);  ma  sempre,  se  A  si  avvicina  ad  0  più  di 
B,  il  punto  A'  si  allontana  da  0  più  di  B\ 

e)  Se   J  è  in  vece   ellittica   (fig.  58.«) ,    dovendo    ciascuna 

fig.  58  a 

s 
B      A      0       '^'     J! 

enpfiìii  AA\  BB'y,.  essere  separata  da  0  e  dal  suo  coniugato 
ail'Intlnito  (55,  d),  due  punti  coniugati  debbono  giacere  in  parti 
opiMibto  rispetto  ad  0;  e  se  -4  giace  tra  B  ed  0,  A*  giacerà  al 
di  là  di  jB'  rispetto  ad  0. 

d)  Se,  nella  involuzione  iperbolica  J ,  uno  de'  punti  doppi 
Ef  F,  p,  e.  Fj  va  all'infinito  (fig.  59.«),  0  va  anch'essp  all'in- 

fig.  59.<* 


TJ  A      EX  W         OH^te» 


ììmiiK  *'à  E  diventa  punto  medio  di  ciascuno  de'segmenti  AA\ 
JUi\...  (55,  ò);  ossia  J  sarà  una  simmetria  di  punti. 
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Dunquej  «e  nna  tni'oìifzìone  di  pHnti  ha  alV  infinito  uno  dei 
ifiioi  punti  doppi j  ema  è  una  simmetrìa  (o  involuzione  sirame- 
tric^i),  che  ha  per  centro  di  Bimmetria  V  altro  elemento  doppio; 
e  eictrersa, 

e)  8éj  in  una  involuzione  di  puntìj  due  coppie  di  punti  con- 
hujatì  hanno  lo  stesito  pìtuto  medio  E,  ciascun^ altra  coppia  ha 
pure  E  per  punto  medio;  ossia  la  involuzione  è  simmetrica. 

f)  Analogamente  si  vedrà  che^ 

l.o  per  un  fascio  iperbolico  in  involuzioiie,  se  gli  elementi 
doppi  sano  ortogonali  tra  loro,  gli  elementi  coniugati  sono  (55,  h) 
egualmente  inclinati  a  ciascuno  degli  elementi  doppi,  ossia  co- 
stituiscono una  involuzione  simmetrica  ;  e  viceversa: 

2.0  sCy  in  un  fascio  involutorio,  gli  angoli  di  due  coppie  di 
elementi  coniugati  hanno  gli  stessi  elementi  hisettori,  questi  bi- 
secheranno gli  angoli  di  ciascun'  altra  coppia;  ossia  la  involu- 
zione è  simmetìnca, 

g)  In  ima  involuzione  di  raggi  (o  piani)  paralleli,  il  raggio 
(o  piano)  airinfinito  è  un  elemento  dell'  involuzione,  il  cui  con- 
iugato dicesi  raggio  (o  piano)  centrale^  perchè  contiene  il  cen- 
tro deir  involuzione  di  punti,  prodotta  nel  fascio  da  una  tra- 
sversale qualunque.  Inoltre,  gli  elementi  doppi  del  fascio  — 
se  è  iperbolico  —  passano  per  i  punti  doppi  della  sezione. 

h)  Viceversa,  se  una  involuzione  J  di  punti  si  proietta 
mediante  raggi  (o  piani)  paralleli,  si  ha  un  fascio  involutorio, 
il  cui  elemento  centrale  passa  pel  centro  di  ì\  e  i  cui  elemeiiti 
doppi  passano  per  i  punti  doppi  di  J,  se  questa  è  iperbolica. 

67.  Abbiamo  veduto  (53,  b),  che  una  forma  proiettiva  ad  una 
involuzione  è  anch'  essa  in  relazione  involutoria.  Andiamo  ora 
a  mostrare,  quando  una  proiezione,  o  sezione,  di  due  forme 
proiettive  non  sovrapposte,  ma  appartenenti  ad  una  medesima 
forma  fondamentale  di  2»  specie,  dà  una  forma  involutoria. 

a)  Date  in  un  piano  due  pun-  1  Dati  in  un  piano  due  fasci 
leggiate  proiettive  (s)  =  ABC . . . ,  proiettivi  di  raggi  (S)  =  abc... , 
(s^—A'B'C'...,  i  cui  sostegni  non  j  (S')=a'b'c'...,  i  cui  centri  sono 
coincidono,  V  asse  di  collinea-  i  distinti,  pel  centro  di  collinea- 
zione  b"  di  (s)  ,  (s')  è  il  luogo  zione  S"  di  (S)  ,  (S')  j^a^sera/i- 
dei  punti  P,  dai  quali  (s)  ,  (s')  |  no   tutte   le   trasversali  p,   che 
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8i  proiettano  mediante  fasci  in 
involuzione* 
Poiché  (fig.  ^0.») ,  indicando 


con  l  j  V  dne  raggi  coniugati 
doir  involuzione  (P),  e  posto 
U=L,  Vs'~V  ,  ls'=M' ,  Vs=My 
debbono  essere  L',  M'  i  punti 
di  {»^)  cornspondenti  ai  punti 
/j,  M  di  {s)\  e  quindi  il  punto 
Li\rFJM=P  deve  (44,  a,  a  si- 
nistra) giacere  in  «". 

h)  Dati  in  una  stella  [S] 
due  fasci  proiettivi  di  piani 
apY,.,yv„.  j  a'^'Y'...jjL'v'... ,  i  cui 
ami  non  co  Incidono y  i  soli  piani 
delia  stelìftj  che  li  segano  in 
fasci  involvtorii  di  raggi,  sono 
quelli  anatofjhi  a  |j.v'«{jl'v. 


segano  (S) ,  (S')  (n  punteggiata 
involutorie. 

Poiché  (fìg.  5/,«),  indicando 

fig.  61.0 


con  L  j  L'  due  punti  coniugati 
dell'  involuzione  (j)) ,  e  posto 
LS=l,L'S'=V,  LS'=:m\  L'S=vi, 
debbono  essere  V,  m' i  raggi  di 
(*S")  corrispondenti  ai  raggi  Z, 
m  di  (/S');  e  quindi  la  retta 
lm^'Vm=p  deve  (44,  a,  a  de- 
stra) passare  per  S". 

Dati  in  una  stella  [S]  due  fa- 
sciproiettivi  di  raggi ahc.jnii..., 
a'b'c'...m'n'...,  i  cui  piani  sono 
distinti,  i  soli  raggi  della  stella, 
dai  quali  si  proiettano  con  fa- 
sci involutorii  di  piani,  sono 
quelli  analoghi  a  mn^m'n. 


Le  dimostrazioni  sono  simili  a  quelle  riportate  in  a), 

58,  a)  Se  una  proiettività  ?=»,,... ha  gli  elementi  uniti  e,  f, 

reali  e diMuti  (ciò  che  noi  indicheremo,  scrivendo  P  =  ef   ,.,...]' 

earanno  if^  ab',  a'b  tre  coppie  di  elementi  coniugati  in  involu- 
zione* 
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In  fatti  SI  ha  eftb  Aefa'b':  ma  efa'b' a  feb'a'  (35,  a):  dunque 
efafa  A  feb'ft'  (^). 

b)  Se  P  è  invoìutoriaj  e  solo  allora,  saranno  anche  ef,  ab,  a'b' 
tre  coppie  di  eleménti  coniugati  in  involuzione. 

e)  Be  in  a)  gli  elementi  uniti  coincidono  in  un  solo  e,  il 
teorema  a)  regge  ancora ^  ossia,  se  si  ha  P  =  è  /ur... ,  sarà  e  un 
tlemeniù  doppio  deìf  iiivoìuzione  J  =  |  ab' ,  a'b  |. 

In  fattij  se  neir  involuzione  J  =  |ab',a'b|  ad  e  corrispondesse 
un  elemento  distinto  e^  st  avrebbe  ee^ab Ae^eb'a'Aeejia'b'.  Quindi  e, 
sarebbe  nn  secondo   elemento  unito  della  data  proiettività  (*). 


50-  a)  Le  tre  coppie  di  lati 
apposti  dì  un  quadrati  gola  pia- 
no compléiù  sono  segate  da  una 
trasversale  arMtraria  s  in  tre 
coppie  di  punti  coìiiugati  in 
inrùìuzìonen 

Sia  QRST  {ftg.  Ó*2,«)  il  qua- 
drangolo, i  cui  lati  opposti  TE 
e  8Q,  TS  e  Qli,  QT  e  RS  sieno 
segati  dalla  trasversale  s  rispet- 
tivamente nei  punti  A  e  A',  B 
t  B%   C  €   C\ 

Proiettando  da  due  vertici 
Q,  S  del  quadrangolo  i  punti 
della  retta  i?r,  che  congìtinge 
gli  altri  due  verticij  si  ottengono 


Le  tre  coppie  di  vertici  op- 
posti di  un  quadrilatero  piano 
completo  sono  proiettate  da  un 
punto  arbitrario  S  del  suo  pia- 
no mediante  tre  coppie  di  raggi 
coniugati  in  involuzione. 

Sia  q^ì^st  (flg.  BB.o)  il  quadri- 
latero, i  cui  vertici  opposti  tr  e 
sq,  ts  e  qr,  qt  e  rs  sieno  pro- 
iettati ordinatamente  dal  punto 
S  del  piano  qrst  mediante  i 
raggi  a  e  a\  b  e  b\  e  e  e'. 

Sezionando  con  due  lati  g,  s 
del  quadrilatero  il  fascio  di  rag- 
gi, che  ha  per  centro  il  punto 
d' intersezione  rt  degli  altri  due 


(>>  £Is»eBdii  iff  tM\  a'b  coppie  di  elementi  in  involuzione,  si  ha  efaa'y\ 

Iti'b'A  ttlib';  ossia  dalla  proiettività  efab  A'efa'b'  si  trae  l'altra  efaa  A  efbb': 
teortsma  dimostrato  altrimenti  nel  n.®  42,  a). 

{*}  Dunque,  se  è  P^l  *'  *^  ,  sarà  e  un  elemento  doppio  dellUnvoluzione 
f z^la^a^ ,  m^^U  ®  quindi  è  armonico  il  gruppo  a^agage.  E  viceversa ,  se 
nella  proiettività  Pj^fl  *^  "^  è  armonico  il  gruppo  a^a^^a^e,  essa  coincide 

eolia  proiettività    P~*  *i  ;   perchè  in  questa  l'elemento  corrispondente 

*^J  .         .  . 

ad  a^  dt?ve  essere  coniugato  armonico  di  aj   rispetto  ad  a^  ,  e,  o  perciò 

deve  coincidere  con  a^*  Si  ka  cosi  un'  altra  dimostrazione  del  teorema 

nportato  al  n.^  "^^sh 
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due  fasci  prospettivi^  i  quali  so- 
no Begatì  (3fij  éj  a  Bfnistra)  dalla 
traRvcrgale  5  secondo  due  puiì- 


lati,  si  ottengono  due  punteg-* 

giate  prospettive,  le  quali  sono 
proiettate  da  J^  (36,  e,  a  destra) 


tergiate  proiettive  che  hanno  Aj 
A'  por  punti  imiti  e  CB,  B'C'peT 
coppie  di  punti  corrispondenti; 
ossia  si  ha  AA^CB'-R  AA'BC,  0 
quindi  (oBj  a)  AA' ,  Bir  ,  CV 
sono  tre  coppie  di  punti  in  in- 
voluzione. 


secondo  due  fasci  proiettiTi  che 
hanno  ùj  a'  per  raggi  uniti  e  cò^ 
b^c*  per  coppie  di  raggi  corri- 
spondenti; ossia  si  ha  aa*cb' 
A  aa*bc\  e  quindi  {58^  a)  aa\ 
bh\  ce*  sono  tre  coppie  di  raggi 
in  involuzione. 


b)  Dai  due  teoremi,  ora  dimostrati^  risulta,  tra  le  altre  cose, 
quanto  appresso. 

!,'>  Blccunie  ,  proiettando  in  a)  a  sinistra  le  coppie  di  punti 
AA\  BB\  CÙ^  da  un  centro  qualnnquCj  assunto  nel  piano  del 
quadrangolo,  si  hanno  tre  coppie  aa\  Wj  ce'  di  raggi  in  involu- 
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zlone^  snpponcndo  in  a)  a  sinistra  s  airinfìnito,  si  trae  che,  t/i 
un  quadrangulu  piano  completo ,  le  tre  coppie  di  lati  opposti 
sono  paraUele  a  tre  coppie  di  raggi  coniugati  in  involuzione. 

2-**  Se  tre  rette  1,  ra,  n  sono  condotte  dai  vertici  di  un  y  ABC, 
IH  modo  da  formare  coi  lati  opposti  del  y  ^^^  coppie  di  rette 
paraUele  a  tre  coppie  di  raggi  coniugati  in  involuzione,  le  rette 
li  m,  li  coìicùrreranno  in  uno  stesso  punto  D. 

3,<'  Se  due  quadrangoli  semplici  di  un  piano  o  sono  riferiti 
fra  loroy  ed  una  rettaj  che  non  passa  per  alcuno  dei  loro  ver- 
Ucif  è  segata  dai  quattro  lati  e  da  una  diagonale  di  uno  dei  due 
quadrangoli  negli  stessi  punti,  in  cui  la  tagliano  i  lati  corri- 
MpoHdenti  ed  nua  diagonale  qualunque  (*)  dell'  altro  quadran- 
golo^ e«srt  verrà  segata  in  uno  stesso  punto  anche  dalle  due  ri- 
m  a  ne  n  ti  d  iago  n  al  l. 

In  particolare,  se  i  quattro  lati  di  un  quadrangolo  semplice 
4ono  ordinatamente  \\  ai  quattro  lati  di  un  altro  quadrangolo 
umpUce^  ed  una  diagonale  del  primo  è  parallela  ad  una  qua- 
lunque delle  diagonali  del  secondo,  anche  le  due  rimanenti  dia- 
gonali saranno  \  \  fra  loro, 

4.0  Altre  posizioni  i/articolari  di  s,  o  di  8,  possono  dar  luogo 
a  noteToH  conseguenze.  Così,  p.  e.,  se  «  è  un  lato  del  triangolo 
diagonale  nel  quadrangolo  QBST,  ed  ^S' un  vertice  del  trilatero 
diaconale  nel  quadrilatero  qrst,  si  ottengono  i  teoremi  del  n.»  25. 

60,  Applichiamo  le  proposizioni  del  n.»  59,  a)  a  costruire  le 
InYoluzìoni  di  punti  e  di  raggi. 

Per  la  involuzione  di  piani  una  sezione  ricondurrà  alla  in- 
voluzione di  punti,  o  di  raggi  [benché,  nella  stella,  dei  teoremi 
atialogh!  ai  due  del  m°  59,  a),  uno  può  servire  a  risolvere  di- 
rettamente la  quLstione]. 


a)  Nella  involuzione  di 
punti  à^\AA'y  BB'\  di  soste- 
gno «,  Bì  vuole  costruire  il  con- 
iugato  C  del  dato  punto  C 


Nella  involuzione  di  raggi 
J  =  I  aa',  ò^'  !  di  centro  ^S',  si  vuol 
costruire  il  coniugato  e'  del  dato 
raggio  e. 


i^}  Si  noti  che  uno  dei  due  casi  possibili,  nella  scelta  di  questa  dia- 
gonale, dà  una  propo»iziotìe,  che  differisce  da  quella  del  n.<>  18,  a)  a  si- 
nistra, nella  ipotesi  di  a  =  4. 
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Si  costruiBca  nn  Quadrangolo 
completa  QRST  (fì^.  6'2.")  del 
qualo  due  lati  opposti  passino 
ordì  nata  mento  per  A  ^  A'  ^  un 
terzo  per  C,  e  due  altri  lati 
opposti  per  Bj  TV:  il  sesto  lato 
sogli  era  il  sostej^no  s  dclFinvo- 
luzionc  nel  rieliiesto  punto  C\ 


Si  eostruisea  un  <jìiadrihitero 
completo  fp\^t  ',lig.  Jt:j.«) ,  ìli 
modo  che  due  vertici  opposti 
j^iiicciano  rispettivamente  in  n, 
a\  un  terzo  vertice  in  f,  e  due 
altri  vertici  opposti  in  h^  b'iW 
sesto  vertice ,  congiunto  col 
centro  S  del  fascio^  darà  U  di- 
mandato  raggio  e'. 


i>ì  Se  nel  problema  a  sinistra  si  suppone  C  all'  infinito^  il 
terzo  lato  del  quadrangolo  QUBT  ùisx^  esaere  parallelo  ad  -4J'^ 
e  sì  avrà  cosi  in  C  il  punto  centrale  delT  involuzione, 

e)  Si  notij  che  le  eostruzioni  date  in  a)  si  eseguono  me- 
diante la  sola  riga. 


61,  a)  Dnfo  nn  punto  P  ntl 
piano  di  un  ipiad mugolo  com- 
pleto ABCD  (tig,  64.<^)y  le  po- 
lari (28,  Uj  a  dritta)  di  V,  ri- 
spetto al  tre  ringoi ì  f orinati 
dalla  tre  coppie  dì  lati  opposti 
di  ABCD,  concorrono  tfi  tino 
BtESSO  punto  P'. 


Data  fina  retta  p  nel  piano 
di  un  quatlriìatero  completo 
abcdj  i  poli  (28,  a^  a  sinistra) 
dì  pj  rtspHto  alle  tre  diagonali 
del  quadrilaferOj  giacciono  ut 
Hìia  ìfte^sa  retta  p'. 


64.^ 


f  A 


"^^^^^^^ 


Posto  AB  *  CD  ^^  II,  AC'DB^G,  AD^BC^F^  s'indichi  con 
P*  il  punto  comune   alle  polari  l  j  m  di  P  rispetto  agli  angoli 
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AFCj  BGC.  I  punti  P,  P'  separano  armonicamente  i  due  seg- 
menti LL\  AfJP  determinati  sulla  retta  PP^  dagli  A  AFC ,  BGC, 
ossia  P,F'  sono  i  punti  doppi  deir  involuzione  \LL^ ,  MM'\. 

Ma  P ,  P'  separano  armonicamente  anche  il  segmento  NX' 
determinato  sopra  PP'  dair  a  BHC\  poiché  gli  estremi  di  que- 
sti tre  segmenti  (59,  a,  a  sinistra)  sono  punti  coniugati  in  una 
stessa  involuzione.  Dunque  la  polare  n  di  P  rispetto  all'angolo 
BHC  passa  per  il  punto  P\ 

U  analoga  dimostrazione  del  teorema  a  dritta  si  lascia  allo 
studioso. 

b)  Se  nel  teorema  a)  a  sinistra  si  suppone  P  air  infinito 
sopra  una  retta  r  del  piano  ABCD,  si  trae  che  le  rette,  le  quali 
congiungono  i  vertici  degli  a  ,  formati  dalle  tre  coppie  di  lati 
opposti  di  un  quadrangolo  completo,  coi  punti  medii  dei  seg- 
menti che  questi  tre  a  determinano  sopra  una  trasversale  qua- 
lunque r,  sono  tre  rette  concorrenti  in  uno  stesso  punto. 

e)  Se  nel  teorema  a)  a  dritta  si  suppone,  che^  sia  la  retta 
airinfìnito  del  piano  abcd,  si  deduce  che,  i  punti  medii  delle 
diagonali  di  un  quadrilatero  piano  completo  sono  tre  punti  di 
una  medesima  linea  retta  (la  quale  si  denomina  mediana  del 
quadrilatero). 

d)  È  facile  poi  dimostrare  che^  se  in  a)  a  sinistra  (o  a 
dritta)  si  suppone  che  il  punto  P  giaccia  sopra  un  lato  del  qua- 
drangolo completo  ABCD  (o  che  la  retta  xi  passi  per  un  ver- 
tice del  quadrilatero  completo  abcd),  il  punto  P'  giacerà  sullo 
stesso  lato  (o  la  retta  p^  passerà  per  lo  stesso  vertice). 

62.  I  teoremi  del  n.o  59,  a)  si  possono  enunciare  così: 


a)  Una  trasversale  arbitra- 
ria {^g.  62.0)  taglia  i  lati  di  un 
triangolo,  e  le  rette  che  con- 
giangono  i  vertici  opposti  ad 
un  punto  arbitrario  del  pia- 
no del  triangolo,  in  tre  coppie 
di  punti  coniugati  in  involu- 
zione. 


Se  da  un  punto,  arbitraria- 
mente (fig.  ^3.«)  dato  nel  piano 
di  un  trilatero,  si  proiettano  i 
vertici  del  trilatero,  e  i  punti 
nei  quali  i  lati  opposti  sono  se- 
gati da  una  trasversale  qualun- 
que, si  hanno  tre  coppie  di 
raggi  coniugati  in  involuzione. 


b)  Ma  si  ha  pure  reciprocamente  che, 
Samuj A— Geometria  proiettiva.  13* 
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aVi3  tuia  trasversale  s  (fig.  ^2.«) 
frt^^m  ì  Iati  SQ,  QR,  RS  dt  un 
triaììgtfio  SQK  «<=i  jyunti  A'^ 
B'j  C'j  e  n*  B  if<  assumono  tre 
altri  punti  A,  Bj  C  accoppiati 
in  involuzione  con  A',  B',  C, 
^e  rciee  HAj  BIÌ,  QC  concorre- 
ranno in  uno  stesso  punto  T. 


Se  da  un  punto  S  (fig.  6'*3.<^ì 
del  piano  di  un  trilatero  sqr  si 
proiettano  i  vertici  6q  j  qr ,  rs 
mediante  i  raggi  a',  b',  e*,  as- 
sumendo nel  fascio  (S)  tre  altri 
raggi  a,  b,  e  accoppiati  in  in- 
voluzione con  a',  b',  e',  i  punti 
ra,  sb,  qc  giaceranno  in  una 
stessa  retta  t. 


In  fattij  posto  HA'SB^,  T,  pel  teorema  a)  a  sinistra,  la  retta 
QT  deve  determinare  sopra  s  il  coniugato  di  C  nella  involu- 
zione 1^4^',  BB^^f  il  quale  perciò  deve  coincidere  con  C. 

Analogamtmtfì  sì  dimostra  il  teorema  a  dritta. 

e)  Come  esmnpio  del  teorema  b)  a  dritta  si  ha  che ,  se  tS 
è  un  punto  assegnato  nel  piano  di  un  V  ABC  y  le  _L  in  S  alle 
riitte  >V.4,  SB,  se  (con  le  quali  sono  evidentemente  accoppiate 
in  iiivoUizione)  gcgano  ordinatamente  BC,  CA,  AB  in  tre  punti 
situati  per  dritto. 

d)  Mediante  il  teorema  ò)  a  sinistra,  e  quello  riportato  nel 
n.o  59,  a)  a  sinistra^  si  può  dimostrare  con  grande  semplicità 
il  seguente  teorema,  dovuto  a  Mobius. 

Si  possono  costruire  infiniti  tetraedri  a'^'y'^'  — '^'^'^'^'  ^*^' 
coscritti  mi  un  dato  tetraedro  a^^S  =  ABCD  ed  iscritti  in  que- 
sto; oasia  tali  che  ordinatamente  le  facce  a'^'^'o'  passino  per  i 
vertici  AìtCD  ed  i  vertici  A'B'C'D^  giacciano  nelle  facce  a^yo  C), 

Si  conduca  per  A  (fig.  65.^)  un  piano  arbitrario  a',  il  quale 
seghi  BCj  CDj  DB  ordinatamente  in  D^ ,  B^,  Ci*,  saranno  ^D^ 
jIBii  ACi  le  intersezioni  di  a'  con  le  facce  8=ABCy  ^  =  ACDf 
Y  s  ADB  ;  e  quindi  potranno  assumersi  tre  punti  arbitrarli  delle 
rette  AD^^  AB^,  AC^  per  i  vertici  D',  B',  C  del  tetraedro  ri- 
chiesto. 

Ora  i  punti  D^  ^  B^  y  C^  giacciono  sulla  retta  «,  comune  ai 
piani  a*y  %=  BCD;  e  perciò,  posto  S'B'C'  =  I>^y  s*C'D'==B^j 
S'D'B^s^Cij  1^  l'tnta  8  sega  le  tre  coppie  di  lati  opposti  del  qua- 
drangolo completo  AB'C*D'  nelle  tre  coppie  B^B^,  C^C^y  D^D^ 


(1)  Dtw  tebraedri  ABCD  ,  A*B'C'D\  che  soddisfanno  a  queste  condi- 
ilonlf  sì  dirmnno  Utraedri  Mòhins. 
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di  punti  coniugati  in  involuzione. Inoltre  poiché  i  punti  B^,C^jD^ 
sono  situati  nei  lati  CD ,  DB ,  BC  del  triangolo  CDB ,  le  tre 
rette  BB^y  CfO^y  DD^  concorreranno  in  uno  stesso  punto  A\ 
Ma  queste  tre  rette  sono  le  intersezioni  della  faccia   ol^BCD 

fig.  65.<i 


y 


^^^:5.^.,^^__        / 


^-.C. 


V."      V), 


coi  piani  BC^D\  CD'B\  DB'C\  Dunque  A'  è  il  quarto  vertice 
del  dimandato  tetraedro. 

63.  a)  Due  forme  semplici,  i  cui  elementi  sono  di  natura  dì- 
versa,  si  dicono  pure  in  involuzione^  se  Tuna  è  in  involuzione 
con  una  sezione,  o  con  una  proiezione,  deir  altra. 

Così,  per  esempio,  una  punteggiata  {u)-=:ABC„.  ed  un  fascio 
di  raggi  {U^)  =  a'b'c\..  si  dicono  in  involuzione,  se  la  punteg- 
giala {uy=A'B'C'..,,  che  il  sostegno  u  produce  nel  fascio  (U'), 
è  in  involuzione  con  ABC,..:  il  che  suppone  che  (m)  ed  {U^) 
sieno  in  uno  stesso  piano. 

Per  un  fascio  di  raggi  (C7),  in  involuzione  con  un  fascio  di 
piani  (uO>  deve  il  centro  U  giacere  sulF  asse  u\ 

h)  Una  punteggiata  (u)  =  ABC  .  .  .  ed  un  fascio  di  raggi 
(U')  =  a'b'c'  .  .  .  sono  in  involuzionej  se,  essendo  le  due  forme 
protettive,  due  punti  A,  B  di  (u)  si  trovano  sui  raggi  b',  a'  di 
(U^j^  c7ie  corrispondono  a  B,  A;  poiché  la  sezione,   che  u  pro- 
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duco  nel  faseìo  ,  è  proiettiva  ad  (h)j  od  i  punti  A  j  B  m  corri- 
spondono in  doijpio  modo. 

e)  Analogo  teorema  bì  ha  per  una  punteggiata  ed  un  fa- 
scio dì  pianìy  e  per  un  fascio  di  raggi  ed  un  fascio  di  piani. 

Sé.  a)  Se  nel  num,  50  ^  d)  si  suppone  cbe  le  due  trasver- 
sali piissiuo  amcndue  per  ;.S',  il  punto  P*  eoìneidcrà  con  *V;  e 
proiettando  la  puntegiriata  in^)  sopra  n  da  un  punto  del  piano 
Mffj,  si  avranno  in  u  due  punteggiate  {itX  (ny  in  proìettivitri  de- 
genere clic  Iianno  T unico  punto  singolare  i%  il  quale  corrispondo 
a  qnaluniiue  punto  di  Uj  co ndd erato  come  appartenente  sia  ad 
(il)  elio  ad  (h)\  É  queste  punteggiate  (ti)  ^  (u)-  costituiscono 
quindi  un'involuzione  dì  puntij  che  dicesi  pantbotica ^  ed  ha 
in  8  V  unico  suo  punto  doppio. 

Una  proiezione  dà  V  analogo  risultato  ne!  fasci*  ossia  dà  lin- 
voluzione  parabolica  di  r figgi,  o  dì  piani. 

D'altronde,  si  b  veduto  che,  se  neiriuroluzìone  |  um\  W]  le 
eoppie  ta^,  bb'  si  separano,  non  vi  è  alcun  elemento  doppio; 
mentre,  se  non  bì  separano,  ma  i  quattro  pnnd  a,  a',  b,  b^  sono 
distinti,  vi  sono  due  punti  doppi  distinti  e,  f,  separati  armoni- 
camente, t^anto  da  aa',  quanto  da  bb\  In  conse^enza,  perdio 
vi  sia  un  solo  elemento  doppio,  cioè  perchè  i  due  e ,  f  coinci- 
dano, dovranno  questi  coincidere  con  uno  degli  elementi  a  j  a'  e 
con  uno  degli  clenientl  b^b'<  Vale  a  dire  (poiebè  aa' ,  bh'  sono  due 
coppie  <iualunque  d!  elementi  coniugati  nella  involuzione)  che, 
se  vi  è  un  solo  elemento  doppio j  con  esso  coinciderà  il  coniu- 
gato di  ogni  altro  elemento  della  forma;  e  perciò  l'involuzione 
sarà  allora  una  proiettivi tà  degenere,  con  questo  elemento  dop- 
pio ]>er  elemento  singolare. 

Viceversa,  se  le  due  coppie  aa-  ,  bh'  hanno  b  =  a,  da  quanto 
si  ò  detto  nel  ìì°  50,  h)  segue,  che  rinvoluzioiie  sarà  degenere, 
od  avrà  a  per  elemento  singoi  are  ^,  al  quale  sono  coniugati  tutti 
gli  altri  elementi;  e  perciò  esso  solo  sarà  elemento  doppio,  cioè 
coniugato  a  sé  stesso* 

h)  Se,  pel  centro  di  colli neaz ione  f/"  di  due  fasci  proiettivi 
di  raggi  (f^) ,  (tr)— situati  in  un  piano,  ma  non  sovrapposti — 
e  per  l'uno  U  dei  centri  dei  due  fasci  si  conduce  la  retta  a^ 
questa  segherà  (U)  od  [iP)  in   tuia   involuzione   parabolica  di 
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punti,  che  avrà  U  per  punto  doppio.  E  se  dal  punto ,  in  cu! 
r  asse  di  coUineazione  ia"  di  due  punteggiate  proiettive  {u) ,  (w') 
sega  u  (o  u^,  si  proiettano  {u)  ed  (?*'),  si  avrà  una  involuzione 
parabolica  di  raggi,  che  avrà  u  (o  u^)  per  raggio  doppio. 

Così  ancora,  applicando  i  teoremi  del  n.^  59,  a)  ad  una  tras- 
versale 8  condotta  per  un  vertice  del  quadrangolo,  e  ad  un 
punto  8  preso  in  un  lato  del  quadrilatero,  si  hanno  due  invo- 
luzioni paraboliche,  Tuna  di  punti  e  Taltra  di  raggi. 

È  facile  vedere  gli  analoghi  casi,  in  cui  si  hanno  involuzioni 
paraboliche  di  piani. 

e)  È  bene  notare  come  s' interpreta  il  teorema  del  n.o  51>, 
a)  a  sinistra,  quando  la  trasversale  s  coincide  con  un  lato  del 
quadrangolo. 

In  quel  teorema  vien  detto  che,  neir  involuzione  individuata 
dalle  due  coppie  di  punti  secondo  cui  due  coppie  di  lati  op- 
posti del  quadrangolo  QRST  sono  segate  dalla  trasversale  Hy 
V  intersezione  del  quinto  lato  con  s  ha  per  coniugato  Tintersc - 
zione  del  sesto  lato  con  s. 

Ora,  se  s  coincide  p.  e.  con  QT,  le  coppie  AA'  jBB^  coinci- 
dono coir  unica  coppia  TQ\  e  perciò  T  involuzione  \AA^  jBB^\ 
non  è  più  definita,  e  al  punto  QT-SR  si  può  fare  corrispondere 
qualunque  punto  della  retta  QT, 

COPPrE   DI   ELEMENTI   IMMAGINARII. 

65.  a)  Poicliè  una  involuzione  iperbolica  individua  la  coppiii 
e!  dei  suoi  elementi  doppi,  e  ne  è  individuata,  noi  possiamo  so- 
stituire la  locuzione  coppia  di  elementi  (omonimi)  reali  e  distinti 
all'altra  involuzione  iperbolica.  Ed  analogamente  sostituiremo 
la  locuzione  coppia  di  elementi  coincidenti  a  quella  di  involu- 
zione parabolica.  Per  uniformità  e  brevità  di  linguaggio  intro- 
durremo poi  anche  la  locuzione  coppia  di  elementi  ivimaginarii 
in  luogo  di  involuzione  ellittica:,  ma  non  intenderemo  dire  con 
la  prima  espressione  niente  altro  che  involuzione  ellittica. 

b)  Per  convenzione  diremo  ancora,  che  una  involuzione  el- 
littica ha  una  coppia  di  elementi  doppi  immaginarli;  ma  a  ciò 
non  si  deve  dare  altro  significato,  se  non  questo,  che  una  in- 
voluzione ellittica  non  ha  elementi  doppi;  e  Tespressione  coppia 
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dì  eìeménti  doppi  {immaginar ii)  di  un'  involuzione  cHittìca   si- 
gnifìcherà  ancora  involuzione  ellittica, 

e)  V  introduzione  delle  involuzioni  iperboliche  e  p^rabo  li- 
di e,  in  luogo  delle  coppie  di  elementi,  dà  a  varie  proposizioni 
tali  farme^  da  potersi  estendere  alle  involuzioni  ellittlcho.  In 
altri  tennint^  a  varie  proposizioni,  nelle  quali  entrano  coppie 
di  elementi,  si  potrà  aggiungere  la  frase  reali  o  immaginurVi^ 
senza  che  tali  proposizioni  cessino  di  essere  valide;  e  perciò 
diremo  indifiTcrentemente  involuzione  J  o  coppia  J  di  elementi. 
Ad  ottenere  ciò,  è  necessario  generalizzai  re  accuratamente 
alcune  definizioni;  e  a  tale  scopo  premetteremo  quanto  segue 
in  questo  numero. 

d)  Date  più  corrispondenze  univoche  (cfr.  note  a  pag.  53), 
p.  e*  le  tre  ^1,^2  j^ìj  ^^  ^^  elemento  m  corrisponda  ni]^  in  C^, 
ad  lUi  corriì^ponda  m2  in  t-^ ,  e  ad  «12  corrisponda  nig  in  C3.  Al 
variare  di  m^  gli  elementi  m,m3  si  corrisponderanno  in  un'altra 
corrispondenza  univoca  R,  che  si  dirà  prodotto  di  ^i^^ìj^^ì  e 
che  indicheremo  simbolicamente  con  C1C2C3,  mentre  diremo 
che   C|  j  Cg ,  Cg  sono  i  fattori  di  questo  prodotto. 

e)  E  evidente  poi  che  R  sarà  una  proiettività,  se  tali  sono 
^\ì  **«  j  ''ai  poiché  le  operazioni,  che  fanno  dedurre  da  un  ele- 
mento qualunque  m  il  suo  corrispondente  mg  in  R,  sono  quelle 
mediante  le  quali  le  proiettività  Cj ,  Cg ,  C3  deducono  ordinata- 
mente my  da  m ,  nig  da  m, ,  ed  «13  da  mg. 

/)  Be,  mutando  V  ordine  delle  corrispondenze  C^ ,  Cg ,  C3 , 
il  loro  protlotto  rimane  lo  stesso,  si  dirà  che  C^ ,  C^,  Cg  sono 
commntativt  (0  permutabili)^  0  anche,  per  brevità,  che  è  oom- 
muta  ti  vo  il  loro  prodotto. 

g)  È  evidente  che,  V inverso  (})  del  prodotto  di  n  corrispon- 
denze untt'Oche  C^ ,  Cg , . . .  C„_i ,  C,,  è  il  prodotto  degVinversi  dei 

fattori  G}i     j   Cn-i  ?  •  •  •  ?  Cg     ;   C^  , presi  in  ordine  contrario  (^). 


(^)  Se  è  C=    ,  , . . .  una  corrispondenza  univoca,  si  chio.mQTk  inversa 

dì   G   r altra    oorrispondenza  univoca      .    ...,  e  sMndicherà  con  C~*. 

E  se  è  C~^i:=C,  diremo  che  C  è  involutoria. 

f')  Variando  V  ordine  dei  fattori  Cj  ,  C^  , . .  . ,  C^_,  ,  C,, ,  il  loro  pro- 
dotto darà  iu  generale  n!  corrispondenze  differenti  ;  ma  questo  numero 
diminuirà^  sg  akuni  prodotti  parziali  saranno  commutativi. 
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/i)  Poiché  il  prodotto  CC"  ^  dì  due  corrispondenze  univoche 

inverse  C  =  *,.  ^  , . . ,  C""  fa  *  .    ...  ò  V  identità  *....,  ne  segue 
a  b         ^  ab  ab'  ^ 

chcf  un  lille  prodotto  (evidentemente  commutativo)  può  soppri- 
mersi da  un  prodotto  qualunque  R,  che  lo  contiene  come  fat- 
tore, o  può  introdurBi  come  novello  fattore,  senza  che  R  muti. 

Si  è  perciò  che  noi  indicheremo  con  1  T  identità  .(^). 

f)  È  pure  evidente  che,  date  tre  corrispondenze  univoche 
C,  C,  y  Cj  j  m  è  Ci  =  C^j  sarà  pure  CCiEeCC^,  C^C~C^C;  e  vi- 
ceversa, da  ciascuna  di  (jueste  ultime  due  relazioni  si  deduce 
la  prima* 

k)  Dati  0  prodotto  R  di  due  corrispondenze  univoche  Cj ,  C^ 
ed  una  di  tiueste,  è  facilo  rinvenire  T  altra. 

In  fatti,  dalla  relaziono  C^C^^R,  moltiplicando  a  sinistra 
por  C|^*  (o  a  dritta  per  ^f^),  si  ottiene  C  i'^C^GjEeC^-^R  (o 
C,C,C^-i~RC.-');  e  quindi  [h)]  0^^0-^R  (o  C^  =  RC^-^. 

CosL  p,  e.,  date  R  -  ^i^^^*  . . . ,  C.  =  t't^!^  •  •  •  ?  sarà  C,  =  ^^^^  .... 
'  a^a^^e       '    ^      b^bab^      '  ^     a^a^ag 

l)  Date  due  corrispondenze  univoche  C ,  Cj ,  se,  di  due  ele- 
menti qualunque  mj  j  m'^ ,  che  si  corrispondono  in  C^ ,  si  trovano 
i  corri spondeìi li  m^j  ^  m'^  in  C,  questi  si  corrisponderanno  in  una 
terza  corrispondenza  univoca  C^:  e  noi  diremo  che  Cj  è  tra- 
§formnt€i  in  C^  mediante  C,  o  che  Cj ,  C^  si  corrispondono  in  C. 
È  chiaro  che  Q^  è  trìisformata  in  C^  mediante  C"^;  e  quindi, 
se  C  È  involutoria^  C^  e  C^  si  corrisponderanno  involutoriamente 
in  C:  mentre  poi,  qualunque  sia  C,  se  Cj  è  involutoria,  tale  sarà 
aneli  e  G^. 

ni)  Se,  di  due  corrlipoadeìize  univoche  C.  =   i ...,  C=    ^    ,^.., 
■*  *     ni  j     '         ni^ni  ^    ' 

la  prima  è  trasformata  dalla  seconda  nelV  altra  corrisponden- 
za   univoca    C^^    7  ...*   si   avrà   evidentemente    la   relazione 

C-'CjC=C,     (1; 
€  $e  tre   corrispondenze  univoche  C ,  C^  ^  C^  soddisfanno  alla  re- 
lazione   (1  >  C  trasforma  C^  in  Cg. 

n)  La  (1  mostra  [e)]  che,   se^    di    due   j^^oiettività    binarie 


O  Se  C  è  involutoria^  obbìa  se  è  C"*^C,  si  ha  CC^l;  o,  come   po- 
tretnó  ftiicEe  scrivere,  C*^l. 
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P  j  Pj  j  V  una  Pi  è  trnftformata  Iti,  P^  daìV  altra   P,  sarà  P^   una 

Urza  proiettwUà  binaria* 

ij)  Può  accadem  ehe  la  t  ni  sformata  C^  dì  Cj  m  ti  di  ante  C 
coincida  con  C^  ('),  ossia  che  G^  cor  ri  tt panda  a  :<(^  sterna  in  C: 
ciò  cliej  quando  C  ^  C^  sano  due  proietti  vita  binarie,  accadrà  ef- 
fetti Vilmente  ^  se  due,  o  trCj  coppie  di  Cj  (^) — secondo  che  Cj  b 
involatorìaj  o  pur  no— sono  trasformate  in  due,  o  tre  j  coppie 
di  Cj, 

jp)  Ora^  nella  ipotesi  dì  0^=0^,  la  relazione  (Ij  data  in  m), 
diventa  C^  ^  C^'C^C  (2^  la  quale,  moltiplicata  a  sinistra  per  d 
dh  CC^  =  G^C  (3 ,  e  questa,  molripjicata  a  ministra  per  C^^', 
dk  Cj"^CCj  =  C  {4;  mentre  poi  due  quaiuuquc  delle  relazioni 
(!2j  (ìì,  (4  si  deducono  dalla  terza.  Dunque, 

1 ."  sej  di  dtm  cui 'rinpo n den se  u / 1 i v o che  C  ,  C 4 ,  V  una  C j  co rri- 
mpnnxh  a  i^è  stessa  tu  C,  anche  V  altra  C  cor rispond arti  a  sé 
stessn  in  C^  ; 

2.^  la  condizione  necessaria  e  sufflciente^  affinchè  dite  corri^ 
ìtpondvnze  unìioche  sieno  conimutatlvej  è  che  tuna  sia  traefor' 
7nata  in  sé  stessa  dall' altra. 

BB.  a)  Due  proietfivìtà  l^inarie  distinte  P^  ^  P^  si  diranno  ar- 
^nonirhe^  quando  il  prodotto  P,P^^*  coincide  eoi  suo  inverso 
P^P^  "^  (Ofi^  g)^  ossia,  quando  il  prodotto  di  una  delle  due  proiet- 
ti vit.?i  per  r  inversa  dell'  altra  e  involutririo. 

Così,  P-  cì,y  In  una  forma  semplice  F,  og^iii  involuzione  è  ar- 
monica alla  identità  ;  ed  una  proiettività  degenere,  che  ha  a,  a' 
per  elementi  singolari,  ò  armonica  a  qualunque  proiettività,  che 
lia  a ,  a'  per  elementi  corrispondenti. 

Cosi  ancora,  in  una  forma  sempì ice^  un'involuzione  iperboUca 
J,  ^  e!  {%  ed  una  proiettività  P^  che  ha  e  per  unico  elemento 
unitOj  sono  a  rmowi  c/i  e  :  poìcM^  indicando  con  fuL^  i  corrispon- 


(^)  Comtì  esemplo,  a  e  è  C|^  C  ,  sarà  evidente  mento  anche  C^  ^  C. 

(*)  Spesso,  in  veeo  di  dire  coppia  mni'  di  elementi  corrispondenti  in 
una  corrispondenza  unìvoca  C^  diremo  più  brevemento  coppia  mm'  di  C. 

(^)  Sposso  indicheremmo  sempIit-eTnfnto  con  ef  (o  f)  la  involuzione  iper- 
bolica di  elementi  doppi  a  ^  1  (o  la  involuzione  parabolica  di  elemento 
doppio  t). 
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demi  di  f  in  ?,,,Fr^ ,  è  armonico  (43^  g)  il  grappo  eff_i  ^  ,  e  il 
prodotto  P^J^=«   -*-      e  invoJutorio  (^). 

Si  ricordi  però  che  noi  intendiamo  di  escludere  sempre  le 
proiettività  degeneri  e  le  identità,  a  meno  che  non  si  dica 
espressamente  il  contrario,  o  che  ciò  non  risulti  dalla  forma  del 
dire. 

b)  Siccome,  quando  J^ ,  ì^  sono  due  involuzioni  armoniche 
(e  quindi  non  coincidenti),  e  solo  allora  [a)],  si  ha  ì^ì.^=ÌJ^=l^  (1, 
dove  Jj  è  una  terza  involuzione,  le  relazioni (1  mostrano  {Qò,p)  che, 

l.o  due  involuzioni  armoniche  {e  quindi  distinte)  sono  per- 
mutabili'^ e  due  involuzioni  permutabili  e  distinte  sono  armo- 
niche : 

2.«  il  prodotto  di  due  involuzioni  distinte  ii ,  1^  ^  una  proiet- 
tività (65,  e),  l<i  quale  è  involutoHa  solo  [a)]  quando  J^ ,  J^  sono 
amianiche. 

e)  E  poiché  dalle  (1  si  trae  Jj  =^  JgJ^  =  J^Jj  ,  J^  =  ÌJ^  =  JJg,  ne 
segue  che, 

l.o  se  due  involuzioni  sono  armoniche  ira  lorOj  esse  saranno 
anche  armoniche  ad  una  terza  involuzione,  che  è  il  loro  prodotto: 

2.0  di  tre  involuzioni  armoniche  a  due  a  due ,  ciascuna  è 
il  pi'odotto  delle  rimanenti  due. 

d)  Quando  P^ ,  P^  sono  due  proiettività  binarie  armoniche, 
involutorie  o  pur  no,  assunti  nella  proiettività  involutoria 
PiPj~*  =  J  (2        due   elementi   coniugati    arbitrarii    a  ,  b ,    se  è 

P,  ==*       .  .  .,  la  (2  mostra  che  dev'  essere  P^'^^?^  ^  .  .,  d'on- 
de  Pj  =  .       ....  E  viceversa,  se  si  ha  Pj  =     .    ... ,  P^  =  l      •  •  •  j 

gli  elementi  a  ,  b  si  corrisponderanno  con  permutabilità  nel  pro- 
dotto PiP^^S  il  quale  sarà  perciò  involutorio.  Dunque,  la  con- 


(*)  In  una  forma  semplice ,  una  proiettività  Pj  che  ha  gli  elementi 
uniti  •  ,  f ,  reali  e  distinti,  è  armonica  ad  ogni  involuzione  )  che  ha  e  ,  f 
per  elementi  coniugati  (perchè  gli  elementi  e  ,  f  si  corrispondono  con 
permutabilità  nel  prodotto  Pjj ,  il  quale  è  quindi  involutorio)  ;  e  la 
stessa  P|  è  armonica  ad  una  proiettività  P,  che  ha  pure  e  ,  f  per  elementi 
uniti^  quando  esiste  un  elemento  tj,  i  cui  corrispondenti  a,b  in  Pi"^,Ps~* 
sono  coniugati  armonici  rispetto  ad  9,i  (poiché  il  prodotto  PiPj~*  è  la 
involuzione  •  *  u  }• 

Skis^i A—  Geometria  proiettiva,  14* 
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dhittììf  nfire»sarìa  t^  Hifffìfh'nte^  affi  ti  chi'  due  proietti  ettty  binarti' 
dis  t  in  te  P  j  ^  P  ^  sieno  a  rìiw  n  ich  e  ^  è  che  es  ìstano  due  al  ente  ut  i 
a  ^  b  i  cui  corrispondenti  a^  ,  b^  in  P^ ,  invertiti  tra  loro  j  cor- 
riapondixno  ad  a  ,  b  in  P^;  ed  allora  emsteranno  oo  coppie  di 
tali  tleìnetiti. 

e)  Da  ciò  segue  iiiitiiediatameiitc  che, 

1,0  se  due  proietti  vita  binarie  Pj  ,  P^  «ono  armoniche  j  t^li  sono 
ancfjra  le  loro  inverse  P^"*  ^  P^'^^  ^  quindi  la  condizione  di  ar- 
monia di  dite  proietti  ì:ità  binarie  è  pure  che  il  prodotto  dell' in- 
versa dell'  una  per  V  altra  airi  iìivoIutoriOj  ed  ogni  proiettivìtà 
invohttoria  Jj  ,  armonica  ad  nna  proietti  vita  hinaria  P^, ,  *>  ar- 
ino uica  anche  a  Pg~^: 

2.^  He^  di  nna  proieitività  binaria  Pj  j  che  dev'esBere  armonica 
ad  un  asse ff nata  proiettjmtù  binaria  P.y  ^  mno  dati  due  elementi 
corrispondenti  a  ^  aj  ^  ai  fpinìi  rorrii^pondano  ùrdinatamente 
b,  j  b  ni  P^  j  P:/  \  ^f^i^à  bb,  un^  altra  cojìpia  di  elementi  eorri- 
spondenfi  in  Pj  j  la  quale  coppia  però  coincide  con  aa^  j  ne  a^a^ 
»i  corrispondano  in  P^;  ed  in  guest' nlt imo  caso  e  ^  un  elemento 
d  opp  io  di  J  E^  P ,  P  jt"  ^  j  ed  a^  n  n  e  le  m  e  n  to  dopp  io  di  1  '  ^  P  ^  '  '  P  ^  : 

H,"  m  i  ~  PjP^^^  è  un'involuzione  iperbolica  di  elementi  doppi 
B  j  fj  ai  quali  corrisjìondono  ordinatamente  w^^  ,  fj  in  Pj,  saranno 
ee^  ^  fl^  eopjìie  comuni  rfi  Pj  ^  P^,  frf  «j  ^  fj  saranno  gli  elefnenti 
doppi  di  J'  =  P|''Pg;  e  viceversa. 

f)  Se  due  proietti  vita  binarie  Pj,Po  mno  armoniche  ^  Vuna  Pj 
è  il  prodotto  delV  altra  P^  e  di  una  proietti tu'tà  involutoHa^^  e 
vicerersa  ('), 

Di  vero,  Be  Pj  ,  F^  sono  amionìchej  sarà  PiP2~^  =  l  ,p3~*Pi  =1'. 
dove  J ,  J'  aono  due  proiettivìtà  iiivolutorio  *  e  quindi  &i  avWi 
Pj  s  JPjj  j  Pj  s  P J':  e  vicevt  rsa. 

(/)  Date  due  proiettività  binarie  distinte  J^  j  P^,j  delle  quctli 
la  ì^  è  intmlutoria^  la  condizione  necesMaria  e  sufficiente ,  af- 
finchè Ij  T  P^  nieno  arnioniche^  è  che   J^    trasformi    P^    in    Pj;'^ 


i}}  Se  h  proitUivttà  hinurÌ€  P^  ^  P^  ifùMci  «rwn^jt^'/ifj  itili  saranno  pure  If 
altre  P,**  ,  P.»R  {o  BPj  ,aPa>,  dove  ft  è  una  ttrza  prùietticità  tinetrta;  e  t?i* 
ccvcrm:  (loifrhò  ai  Im  P^ft  ,  R"^  P^"^  E^Pj  Pg '^  (o  P^-' R-^RP^^Pi"^  P^^. 
D'altronde  eiò  risulta  purcs  evidcntumentts  rlnlla  forma  tipica  di  due 
proiettivìtà  armoniche. 
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In  fattu  se  Ij  è  armonica  a  P^ ,  bì  ha  [a)\  Ì^P^'^^^^h  O^j  ^ 
qtiiiidi  Pg'^^JjP^I^  (A;  V  la  (4  mostra  (65,  m)  che  J^  muta  P^ 
in  Pj"K  Viceversa,  m  Ij  muta  P^  in  P^"*,  si  ha  la  (4,  dalla  quale 
si  deduce  la  (3;  e  questa  dimostra  [a)]  che  Jj  ,  P^  sono  proiet- 
ti vira  arni  oTi  ielle. 

Si  noti  che,  da  quanto  si  è  detto  in  6),  l.o  e  nel  n.^45,;/j,  1.^, 
risulta  che  il  teorema  ora  dimostrato  regge  anche  quando  P^ 
è  ma'  involuzione  distinta  da  Ij  ;  poiché  si  ha  allora  P^'^  —  P^^. 
hi  È  bene  jnire  notary  che,  m  l^^P^  sono  armoniche,  il 
lirtHlotio  Pglj  =  1,  (o  I^P^slt)  è  tiìinUra  involuzione  armonica  a 
P/np  viceversa:  jìowììè  sì  ha  di  conseguenza  J|=Pjj~*J^  (o  J^^JgPg"*); 
e  viceversa 

i)  Se  sono  date  due  coppie  aaj  ,  bb^  di  una  proiettività  bi- 
naria P,  ,  che  dev^ essere  armonica  ad  un^altra  assegnata  proiet- 
tìcità  binaria  Pg ,  la  P^  è  definita ,  quando  ab^  ,  ba^  non  sono 
due  coppie  di  P^. 

Se  aaj  ,  bb^  sono  anche  coppie  di  P^,,  dovendo  essere  fé),  3.»] 
a  ,  b  gli  elementi  doppi  deirinvoluzione  J=P^Pj,'"^,  risulta  Pi=JP2. 

Se  una  almeno  delle  aa^  ,  bb^,  p.  e.  aa^,  non  è  una  coppia  di 

P^,  e  se  non  è  P^  =  ?      .  .  . ,  la  coppia  aa^  determinerà  [e),  2.»] 

una  terza  coppia  di  Pj,  e  P,  sarà  definita. 

a  b 

Se,  in   fine,  è  Pg  =  ^      .  .  . ,  ò  chiaro  che  tutte  le  x  proict- 

tività,  che  hanno  aaj  ,  bb^  per  coppie  di  elementi  corrispondenti, 
sono  [d)  ]  armoniche  a  P2. 

k)  Dati,  in  una  forma  semplice,  due  elementi  a,ai  ed  una  prò- 
ietticità  P^  ,  è  individuata  V  involuzione  J^ ,  armonica  a  ?^  e 
che  ha  a  ,  a^  per  elementi  coniugati,  se  a  ,  a^  non  sono  elementi 
uniti  di  P^. 

Di  vero,  sono  allora  note  le  coppie  aa^  ,  a^a  di  elementi  con- 
iugati in  Jj  ;  e  quindi  [i)]  la  J^  è  definita,  se  a  ,  a^  non  sono  ele- 
menti uniti  in  P^. 

In  i)  è  indicato  poi  anche  il  modo  di  costruire  j^. 

67.  a)  Se  le  involuzioni  armoniche  j  =  ef ,  Jj  ==  e^f^  sono  iper- 
boliche, dovendo  (66,  g)  J  trasformare  J^  in  J^ ,  non  può  J  tra- 
sformare la  coppia  6161  in  eie^  (ossia  1'  elemento  doppio  e^  in 
sé  stesso  )  ;  poiché  dovrebbe  trasformare  f^,  in  f,  e  si  avrebbe 
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J  ^  J^,  In  conseguenza  1  d<." ve  mutare  »^  in  *u  e  quindi  fj  in  Cp 
e  perciò  il  gruppo  efe^fj  è  annoiiico. 

Viceversa,  se  efSjfj  è  un  j^ruppo  armarne o,  J=«l  trasformai  Oj 
in  fj  ed  f^  in  e^;  ossìa  trasforma  1,  in  J^. 

Dunque,  in  una  forma  Riempì éce^  la  proprietà  raratferhticn  di 
(hff  r appiè  armoìilche  distinte  ef  ^  8jf^  è  cfie^  delle  due  invoìii- 
ziani  (iperboliche)  individuate  dalle  coppie  efjtjf  di  elementi 
doppi,  V  una  sia  trasformata  in  sii  tfteBsa  daìV  altrat  o^sia  {t>5j 
p,  *2j^  e  60,  è;  1-")  che  queste  iiivoìuzioui  situo  arnioìiiche. 

b)  Si  noti  che  la  proprietà  caratteristica,  dimosti*ata  in  a), 
rimane  tale  per  le  coppie  arraouiche^  anche  quando  è  f  ^  e^  os- 
aia  quando  rìnvolnzione  J  _S  è  parabolica.  Pojcbò,  se  J^  trasfor- 
ma 1  in  Jj  deve  trasformare  due  elementi  qualunque  e^m,  con- 
iugati risptMto  a  J  j  ordinatamente  in  due  altri  elementi  e  ^  n  , 
pure  coniu^^ati  rispetto  a  J;  ossia  Tuno  e^  dei^Mi  elementi  doppi 
di  Ji  deve  coincidere  con  Cj  ed  il  gruppo  eeef^  t;  armonico  (ìitij 
d).  Viceversa^  se  è  i^l ,  J^  =6fj  j  la  J,  trasforma  1  in  J,  perehiì 
muta  una  coppia  qualunque  em  di  1  in  un'  altra  coppia  en  di  J, 
e)  Ora,  questa  proiirietìi  caratteristica  \*mò  essere  generaliz- 
zata con  la  seguente  detinizicuie:  in  una  forma  semplice^  due 
coppie  distinte  di  eleinenii^  reali  o  iTnmaffinariij  dicùnsi  armo- 
niche^ M  sono  armoniche  ?e  ini^oìuzioiii  che  le  rappresenf€infì. 

d)  Segue  da  tale  definizione  che,  di  dus  copj^ie  armomv.he 
di  tlùmffutij  lina  e  sempre  reale  ^  ossia,  di  due  involitzìoni  ar- 
moniche ì  j  li  ^  nna  è  sempre  iperbolica j  anche  quando  V altra,  è 
parabolica. 

Di  vero^  se  V  una  J  s  1  è  parabolica,  m  è  già  veduto  [h)]  che 
1*  altra  dev'  essere  iperbolica^  e  deve  avere  in  •  uno  dei  suol 
elementi  doppi. 

Se  niuna  è  parabolica,  sieno  a  j  a'  due  elementi  eoniugati  di  J, 
(*d  a^  ,  a'j  i  loro  coniugati  in  Jj.  Essendo  armoniche  le  involu- 
zioni J  ,  Jj  ,  saranno  tj  ,  a\  eoniugati  in  J;  e  quindi  si  hu 
J  =  ^ia'  ,  *i*M  1  h  ^  \^h  »  *'^'i  '-  ^^^^  delle  tre  possibili  distiibu- 
zioni  in  coppie  dei  4  elemt'ntì  aa'aja\  ^  una  sola  è  eoniposta  di 
coppie  che  si  separano.  Dunque ,  delle  due  involuzion!  J  ,  J^  j 
una  almemi  6  iperbolica. 

e)  Perche  un'  involuzione  iperbolica  Jj  ~  e^f^  sìa  armonica 
ad  una  data  involuzione  n^m  parabolica  J,  ò  necessario  e  suJìi- 
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ci«mte  €he,  medimite  la  J ,  si  trn sformi  ej  in  fj  ed  f^  in  e^  :  il 
che  è  proprietà  caratteristica  de^Ii  elr-menti  coniugati  reali  di  j. 
Inoltre,  assunti  in  un'  involuzione  parabolica  J^6  due  elementi 
coniugati  e,in,  T  involuzione  iperbolica  J,^em  è  [&)]  armonica 
a  J.  Dunque ,  generalizzando  ,  diremo  che ,  in  un^  involuzione 
qualunque  J  {anche  parabolica),  due  elementi  si  denomineranno 
coniugati j  se  V  involuzione  che  li  rappresenta  è  armonica  a  J. 

Così  avremo  definito  le  coppie  di  elementi  coniugati  imma- 
ginarii  di  un'  involuzione. 

f)  Dal  teorema  rf),  e  dalla  definizione  data  in  e),  si  trae  che, 
l.o  una  involuzione  ellittica,  o  parabolica ,  non  ha   elementi 

coniugati  immaginarii  : 

2.0  gli  elementi  doppi  di  un^  involuzione  iperbolica,  armonica 
ad  un'involuzione  qualunque  J,  sono  elementi  coniugati  (reali) 
di  l  :  e  viceversa. 

g)  Dal  n.o  66,  d)  si    ha  che,  in   un'  involuzione  qualunque 

(non    parabolica)    J  =  ™,™  ","  .  .  . ,  le  involuzioni  armoniche  a  J 

sono  dei  tipi  j  mn  ,  m'n'|  ,  |mn' ,  m'n|  (^).  Ma,  se  J  è  iperbolica, 
poiché  le  coppie  mm',  nn'  di  J  non  si  separano,  ne  segue  che, 
o  nn  separa  m'n',  o  rnji'  separa  m'ii. 

Dunque,  in  una  involuzione  iperbolica  J^™,", .  .  . ,  le  coppie 
di  elementi  immaginarii  coniugati  sono  rappresentate  da  invo- 
luzioni ellittiche  del  tipo  |  mn  ,  m'n'| ,  o  [mn' ,  ra'nl. 

h)  Sempre  poi,  quando  J  è  un'involuzione  iperbolica  o  ellit- 
tica ,  le  coppie  di  elementi  coniugati  si  possono  distribuire  in 
coppie  I  mn  ,  m'n'|  ,  jmn' ,  m'n|  armoniche  tra  loro, 

i)  Paragonando,  in  fine,  le  involuzioni  {mn,m'n'|  ,  I  mn',m'n| 
air  involuzione  J  =  {mm',nn'{,  si  vede  che,  di  tre  involuzioni  ar- 
moniche  a  due  a  due  (delle  quali  ninna  può  essere  parabolica), 
una   k   ellittica  e  le  altre  due  sono  iperboliche, 

68.  a)  In  una  forma  semplice  F  si  abbia  una  proiettività  non 
involutoria  P,  i  cui  elementi  uniti  sieno  reali  e  distinti  o  immagi- 


(  ')  Se  J  è  iperbolica,  di  elementi  doppi  e  ,  f,  tra  le  involuzioni  armo- 
niche a  J  vi  sono  le  paraboliche  i,^e  ,  J^  =:  f.  Se  poi  J  =  e  è  paraboli- 
ca, è  noto  frf  >]  che  tutte  le  involuzioni  armoniche  a  J  sono  iperboliche, 
ed  hanno  •  per  comune  elemento  doppio. 
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nini,  e  si  vo^^lia  utiMnvolazioTie  nou  paraliollca  1,  cljn  sia  ira- 
sformata  in  sé  stessa  da  ?j  e  ciic^  quindi  trasiurmcrà  (G5j  /?,  l.**) 
P  in  P. 

AijfSuini  in  F  due  clementi  arbitnirii  distinti  a,a'  {ninno  dei  quali 
ala  unito  in  P),  s'indk'liìno  con  a^a/,  gli  i  lementi  eorrispondrnii 
ad  a  j  a'  in  P  e  con  a_|^aL,  quelli  eorrispondenti  ad  a^a'  in  P~^ 
AllorAj  mentre  ^.^^i  non  possono  coincidere  con  t^  né  aVj ,  a', 
con  a'  (ptìrchè  a  ,  a'  non  sono  uniti  in  P) ,  non  poìrh  neppure 
essere  a,^  3  a^  ^  o  a'.^zia'i,    perchè  P  non   ò   inv< tutoria  :  e  In 

proiettività  P  =  *^^  ^  fr"^  ^    ^^  ta'a,ia'_t  ^  a^a'^aa'  a  aa'a^a\    (l, 
a     tti  a      a  j 

d'onde  si  trae  (42,  a)    aa'a^^tjAaa'a'^ja'j  (2;    essendo  evidente, 

che  si  può  scegliere  a^  in  ijuisai  che  gli  elementi  sieno  distinti 

in  ciascuna  delle  quaterne  di  elementi  considerate  in  (L  e  (^. 

Ora,  supponendo  che  I  esìsta  e  che  a'  sia   il    coniugato  di  a 

in  Jj  sarà  a'  distinto  ria  a;  perchè  a  è  un  elemento  arbitrario  , 

e.  non  può  quindi  essere  un  elemento  doppio  di  J.  In  oltre  la  J 

muterà  le   coppie  a^ja^aa^  dì  P  nelle  altre  coppie  a'_^a',a'a^j  di 

P;   e  peiTÌò  sarà  I  ^^r*  ^f  J  ?  ^-  ^^^  ^  ^^  1*^    aaV.ja'jAa'aa.ja^  (3, 

Ma  il  al  le  (2,  (3  si  deduce  aa'a_|ai  a  a^aa.ja^  (4,  e  quindi 
(41)  il  gnippo  aa'a_iij  è  arnuinieo  {^)-  Dunque^  se  J  esiste,  if 
ctmitigafo  a'  di  uh  elemeìtto  arbitrano  ^  dì  fé  il  cmiifigaftj 
armonica  di  a  ,  rh-peffo  agli  elfmaìitt  «^ ,  a_^  che  corrispoti- 
dtìtio  ad  a  in   P  ,  P^*;  ^^  jterciù  l  è  itìtica. 

fi}  Andiamo  ora  a  dimostrare  che  la  J  efFettivamente  esiste. 

Assumendo  per  a^  il  coniugato  armonico  di  a  rispetto  ad 
a_^  ,  a^  j  sarà  a'  un  ekmieuto  distinto  ti  a  ciasenno  dei  tre 
a_j  ,  a,i^:  e  non  potrà  essere  a'  un  elemento  unito  di  P,  poicliò 


(')  Non  può  èssere  a'  =  a,  (  o  a'  n  a_j) ,  perchè  la  J  darebbe 
a'j  ^  a  fo  a'_iiia),  e  la  P  aurebbe  involntoriai  contro  Tìpotesi. 

In  ogni  altro  caso  rogge  la  dimostrazione  data  nel  testo,  perchè 
sono  distinti  gli  elementi  di  eìascnna  delle  {|ua terne  considerate 
nelle  1)  e  2). 

Bi  osservi  poi  ch^,  indicando  con  a^.a.^  i  corrispondenti  dì  t^^a^  in 
P,  e  con  a_2^  aj^  i  corrispondenti  di  a_jj  a_g  in  P^^,  se  fosse  a'=a2  (o 
t'_a_^),  P  darebbe  a'^i^fti^a'jEEa^  (o  aLi^a_r,ja\H£a_i),  e  sarebbe 
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P  .avrebbe  a'  (43,  ^r)  per  unico  elemento  unito;  contro  l'ipotesi. 
Si  avranno  perciò  ancora  le  proiettività  (2,  (4,  d'onde  si  deduce 

la  (3;  ossia  esiste  un'  involuzione  non  parabolica  ì^\^  ^,^J  .  Ma 

la  J   trasforma  ?  =  ^'-^^  ^r^^l  nella  proiettività  ^r^^I  ^-i^   ,    la 
a    a^a'    a  ^  ^  a'    a  ^a    a^  ' 

quale  coincide  con   P  ;  ed  abbiamo  veduto  in  a)  che,  se  esiste 

una  tale  involuzione,  essa  è  unica.  Dunque: 

Data,  in  una  forma  semplice  F,  una  proiettività  P  non  invo- 
lutoria,  i  cui  elementi  uniti  sono  reali  e  distinti  o  immaginarli^ 
se  ad  ogni  elemento  a  di  F  si  fa  corrispondere  il  coniugato  ar- 
monico a'  di  a,  rispetto  agli  elementi  a^  ,  a.j  che  corrispondono 
ad  a  in  P  ,  P"^,  si  ottiene  un'  involuzione  J,  la  quale  è  V  unica 
involuzione  non  parabolica,  che  è  trasformata  in  sé  stessa  da  P 
(e  che  trasforma  quindi  P  in  P). 

e)  Se  P  ha  gli  elementi  uniti  e,  f^  reali  e  distinti,  sarà  J=ef  ; 
e  viceversa. 

In  fatti,  se  è  P  =  ef...,  P  trasformerà  e  in  e  ed  f  in  f;  e  quin- 
di r  involuzione  ef  è  trasformata  in  sé  stessa  da  P ,  mentre  è 
noto  [a)]  che  è  unica  l'involuzione  che  ha  una  tale  proprietà. 

Viceversa,  se  l'involuzione  J,  che  è  trasformata  in  sé  stessa 
da  P,  ha  gli  clementi  doppi  e ,  f ,  reali  e  distinti ,  ciascuno  di 
questi  dovrà  essere  trasformato  mediante  P  in  un  elemento  dop- 
pio di  J:  ma  P  non  può  trasformare  e  in  f  ed  f  in  e,  perché  non 
è  involutoria:  dunque  ciascuno  degli  elementi  e  ,  f  dev'  essere 
trasformato  in  sé  stesso  da  P;  ossia  e,  f  sono  gli  elementi  uniti  diP. 
d)  Se  P  (sempre  non  involutoria)  ha  l'unico  elemento  unito 

a  «a/  «  ftft\ 

J=  -^       M  o  J=   ~*         *    )  ;  assurdo,  a  meno  che  non  sia  as^ft-i 

^o  a_3  =  aj).  Ma,  se  è  ag^a.^  (o  a.g  ^  a^  ),  la  (1  diventa 
aa^a.,ai  a  a^a.^aa.,  a  aa^a^a.^  (o  aa.ga^jaj  a  a,a_,aa_2  a  aa.^a^a.j); 
e  perciò  è  allora  armonico  il  gruppo  aa'a.ja^  per   a'  —  a^   (o  per 

«'sa.,). 

Inoltre  la  proiettività  P=  *-i  *  ^  ^    foP=*-2f-iffi    \    sareb- 

a     ai«j«-i\         a_j  a    aja^g/ 

a    a  /  a    a    '\ 

be  trasformata  in  sé  stessa  da  Je£    ~^^  (o  da  J  =  .*"^.       . 

a,  BpV  aj  a_2/ 
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e^  t  lut'idttrioHe  parabolica  J  =  l  ^  V  unica  Involuzione  trasfor- 
mata in  »è  »teit»a  da  P. 

Di  vero,  poìcliè  in  questo  caso  è  sempre  armonico  il  gruppo 
tea^jai  (43,^),  l'involuzione  costruita  come  è  detto  ino)  sarà 
r  involuzione  paraboliL'ìi  1  =  |-,  e  questa  è  trasformata  in  sé  stessa 
da  Pj  perdio  P  trasforma  una  coppia  qualunque  em  di  1  in  una 
altra  coppia  «n  dì  J.  Nò  un'altra  involuzione  parabolica  Ji  =  éi 
può  es>:5erc  trasformata  in  sé  stessa  da  P:  poiché  P  dovrebbe 
trasformare  b^  in  e,,  i^  quindi  Sj  sarebbe  un  secondo  elemento 
unito  dì  P;  contro  F  ipotesi.  —  Inoltre,  se  un'involuzione  non 
parabolica  V  ìmau  trasformata  in  sé  stessa  da  P,  dovendo  al- 
lora y  (05,;/^  IJ')  trasformare  P  in *P,  la  J' dovrebbe  trasformare 
e  in  e;  e  quindi  V  sarebbe  un'involuzione  iperbolica  ef.  In  con- 
segrueiiza,  pnicliè  P  trasforma  V  in  V  ed  e  in  e,  essa  dovrebbe 
trasformare  f  in  I;  ed  f  sarebbe  un  secondo  elemento  unito  di 
P;  contro  V  ipoti'sì. 

Si  notij  in  tini-,  rhc  può  convenzionalmente  dirsi  che  V  invo- 
ìuzhne  ì  _-  fi  trnsfortna  P^l...  in  P;  poiché  agli  elementi  e  ,  e, 
che  si  corrispijudono  in  P,  si  possono  far  corrispondere  in  J, 
sia  gli  àtessì  ehnuLUti  e  ,  e  ,  sia  due  altri  elementi  qualunque 
che  si  corrispondoni)  in  P. 

e)  Si  è  veduto  die,  se  P  ha  gli  elementi  uniti  reali,  distinti 
0  coincidenti ,  cjuesti  sono  elementi  doppi  della  involuzione  J  ; 
0  viceversa.  Ora  ,  siccome  ciascuno  degli  elementi  uniti  di  ^ 
corrisjiondr  a  nr*  F^rcsso  in  P,  generalizzando ,  denomineremo  J 
la  ìiiViAnzlnHe  ìnula  della  proiettività  P;  perché  J  corrisponde 
a  sé  stessa  in  P.  K  possiamo  convenire  di  chiamare  coppia  di 
elementi  uniti  di  P  la  coppia  degli  elementi  doppi  di  J. 

S^*  questa  coppia  è  reale,  tale  convenzione  esprimerà  la  pro- 
posizione^ che  gli  eh' nienti  doppi  di  J  coincidono  con  gli  ele- 
menti uniti  dì  P.  He  ò  immaginaria,  servirà  per  definizione  de 
gli  eiementi  uniti  inimaginarii  di  P:  definizione,  che  occorreva 
dare  ,  e  cln^  è  la  ijììl  naturale  neir  ordine  di  idee  da  noi  se- 
rj^uito,  essendosi  definiti  gli  elementi  immaginarli  mediante  una 
involuzione. 

f)  Abbiamo  ora  il  modo  di  riconoscere  con  costruzioni  li- 
itPdvi  (o.ssia  i^se^uin*  con  la  sola  riga),  se  gli  elementi  uniti  dì 
una  data  proìrttività  non  involutoria  P  (elementi,  che  non  sap- 
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piamo  anconi  costruire  )  sono  reali  e  distinti,  reali  e  coinci- 
denti, o  ìmraaginarii;  poiché  bastc-rù.  ricorrere  alla  involuzione 
unita  J  di  P,  o  vtidcTc  e©  essa  è  iperliolica,  parabolica,  o  el- 
lìttica. 

ff)  Sì  osservi  che,  se  P  è  una  involuzione,  la  sua  involu- 
zione unita  [costiiiìta  coni  e  in  b)]  coincide  con  P;  mentre  però 
vi  sono  allora  infinite  altre  involuzioni  (le  armoniche  cioè  a  P) 
che  trasformano  P  nella  stessa  P. 

h)  Si  osservi  ancora,  che  una  proiettività  P  e  la  sua  in- 
versa hanno  la  stessa  involuzione  unita  J  ;  come  risulta  dalla 
costruzione  di  J  data  in  6). 

i)  Si  osservi  in  fini^,  che  se  P  ha  gli  elementi  uniti  e  ,  f  reali 
e  disti nti,  ciascuna  delle  involuzioni  paraboliche  e  ,  f  sarà  tra- 
sformata in  sé  stessa  da  P;  ed  analogamente  a  quanto  è  detto 
in  d)y  si  può  convenzionalmente  dire,  che  ciascuna  delle  invo- 
luzioni e,f  trasforma  P  in  P. 

69.  a)  Date,  in  una  forma  sempìicej  tre  proiettività  R  ,  P  ,  P' 
$e  R  trasforma  P  in  P',  essa  trasformerà  V  involuzione  unita  \ 
di  P  nélV  involuzione  unita  1'  dì  P';  6  J ,  T  saranno  della  stessa 
specie,  ossia  saranno  amendue  iperboliche,  paraboliche  o  ellit- 
tiche. 

Di  vero,  se  a.jaa^  sono  tre  elementi  successivamente  corri- 
spondenti in  P,  ai  quali  corrispondono  ordinatamente  b.^bb^  in 
R,  questi  si  corrisponderanno  successivamente  in  P';  e  costruendo 
i  gruppi  armonici  a.^a^aa'  ,  b.jb^bb',  sarà  (34,  h)  b'  il  corrispon- 
dente di  a'  in  R.  In  conseguenza  R  trasforma  una  coppia  qua- 
lunque aa'  di  J  in  un'altra  coppia  bb'  di  1'. 

È  evidente  poi  V  ultima  parte  del  teorema,  poiché  solo  gli 
elementi  uniti  (reali)  di  P  sono  trasformati  da  R  in  elementi 
uniti  (reali)  di  P'. 

h)  È  ancora  evidente  che,  se  ?  è   un^  involuzione  \ ,   sarà 
(65,  /)  P'  un'altra  involuzione  V  della  stessa  specie  di  3. 

e)  Si  è  veduto  (66,  d)  che,  in  una  forma  semplice,  data  una 

proiettività  binaria  non  involutoria  P  =  *     ^   . . .,  le  involuzioni 

ajO^Cj 

armoniche  a  P  sono  |  abj  ,  a^b  |  ,  I  aCj  ,  a^c  | ,  |  bc^  ,  b^c  { ,  .  .  .  . 

Ora,  una  qualunque  Jj  di  queste  involuzioni  trasforma  (QG,  g) 

Sa XXI A  —  Geometria  proielliva,  lo* 
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P  ìu  P'^;  e  quindi  [a)]  trasforma  V  involuzione  unita  )  di  P  nella 
tìLesya  \  [perchè  3  è  anche  (68,  h)  Tinvoluzione  unita  di  P"*],  ossia 
ij  è  {QGjg)  armonica  a  3.  Inoltre,  ogni  involuzione  J^=|mm',nn', 
armonica  a  I  è  pure  armonica  a  P:  poiché  unMnvoluzione  ar- 
nir>MHm  a  P,  e  che  abbia  m  ,  m'  per  elementi  coniugati,  è  indi- 
viduata (66,  A:);  e- per  quanto  or  ora  si  è  detto,  è  armonica  a  J, 
ti  quindi  (66,  A:)  deve  coincidere  con  J^.  Si  può  quindi  conchiu- 
dern  che, 

in  una  forma  semplice  ,  ogni  involuzione  armonica  ad  una 
pvùiettività  non  involutoria  P  è  armonica  alV involuzione  unita 
ì  dì  P\  e  viceversa, 

d)  Dunque,  in  una  forma  semplice^  V involuzione  unita  \  di 

3  b  e 
ima  proietti  vita  P=  k  e  •  •  •  {"^^on  involutoria)  si  può  conside- 
rare come  quella  che  è  armonica  a  tutte  le  infinite  involuzioni  del 
tipo  !  ab|  ,  a^b  !.  In  3  sono  coppie  di  elementi  coniugati  le  coppie 
di  elementi  doppi  di  tutte  queste  involuzioìii  armoniche  a  J;  cop- 
jìie  tutte  reali,  se  \  è  ellittica. 

In  altri  termini,  la  coppia  degli  elementi  uniti,  reali  o  imma- 
ginariij  della  proiettività  P  è  armonica  rispetto  alle  coppie  di 
elementi  doppi  di  tutte  queste  involuzioni  del  tipo  \  ab^  ,  a^b  '  ; 
o^  più  brevemente  ancora,  essa  è  una  coppia  comune  a  queste 
invai  azioni, 

e)  Si  noti  che,  l'essere  3  un'involuzione  armonica  a  quella 
del  tipo  {  abj  ,  ajb  |,  equivale  a  dire  (67,  e)  che  il  teorema  del 
n."  58,  a)  è  vero,  anche  quando  la  proiettività  P  ha  gli  elementi 
uniti  immaginarii  (nel  quale  caso  V  involuzione  unita  J  di  P  è 
t^lìttica). 

70,  a)  In  una  forma  semplice  F,  se  sono  date  due  distinte 
involuzioni  3^  ,  3^  (ma  tali  però  che,  se  V  una  ì^  è  parabolica 
il  t  filtra  Jjf  è  iperbolica,  Vunico  elemento  doppio  di  J^  non  coin- 
rkhi  con  tin  elemento  doppio  di  ì^),  esiste  sempre  un  involuzio- 
ne 1,  ed  una  sola,  arm^onica  a  3^,3^^;  e  3  è  ellittica  solo  quando 
le  due  date  involuzioni  sono  iperboliche  e  le  coppie  dei  loro  eie- 
meuii  doppi  si  separ-ano.  Se  ninna  delle  3^,3^  è  parabolica,  Vin- 
i^oluzìone  3  sarà  Vinvoluzione  unita  della  proiettività  3j32  =  P. 

Se  3j  =  èj,  32  =  6^  sono  due  involuzioni  paraboliche,  la  invo- 
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luzioiie  iperbolica  tee^e^  è  {nota  a  pag.  109)  la  sola  involi izioiu^ 
armonica  a  J^ ,  J^*  ^  ^^  ^^^  sola  delle  ^i  ,  3^ ,  p.  e.  J,  =  6^»  «"^  ]>*i- 
rabolica,  V  involuzione  iperbolica ,  che  ha  per  elementi  ddppi 
r  elemento  Cj  e  il  suo  coniugato  e^  in  3, ,  sarà  (67, /",  2.o)  la  sola 
involuzione  armonica  a  3^ ,  J^j  :  ma  se  è  eg^ej  (ossia,  se  J^  è 
un'  involuzione  iperbolica  che  ha  un  elemento  doppio  lolnei- 
dente  con  ej,  non  esiste  alcuna  involuzione  armonica  a  J,  ^K. 

Quando  Ji^^e^fj  jl-j^a^'a  ^^^^  amendue  iperboliche,  se  è  e^^e^, 
sarà  r  involuzione  parabolica  J=8i  la  sola  involuzione  ani  ionica 
a  il,  li'-  in  contrario  sarà  (67,6)  Jhe|  e^fi  ,  62^2!  la  sola  involu- 
zione armonica  a  J^  ,  J^ì  ^  ^  sarà  ellittica,  0  iperbolica,  serrmdo 
che  le  coppie  Cjfj  ,  egfg   si   separano,  o  pur  no. 

Se,  in  fine,  una  almeno  delle  3i  ,  32  è  ellittica,  e  ninna  v  ]j;l- 
rabolica,  la  1,  se  esiste,  dev'essere  (67, cZ)  iperbolica,  e  i  sma  t'l*> 
menti  doppi  (reali)  debbono  essere  (67,^2.0)  coniugati  hi  J^  e  1^. 
Sicché  la  1  non  può  essere  che  unica:  altrimenti  le  3^  ,  3^  avreb- 
bero comuni  due  coppie  reali  di  elementi  coniugati,  e  |H/rcin 
(54,  b,  1.0)  coinciderebbero;  contro  V  ipotesi.  Ora  (sia  ellittica 
una  almeno  delle  3^  ,  32 ,  0  sieno  amendue  iperboliche),  se  ad 
un  elemento  arbitrario  m  di  F  sono  coniugati  m^^m^  in  J^  ,  ìj,  e 
ad  mijin^  sono  coniugati  rispettivamente  Wg^Pi  in  32 ,  3^ ,  osnia  no.  e 
l,=liniiii,  Pxm2l,  J2  =  |mm2,  mingi,  sarà  il  prodotto  P=3i32  =  J^"  ^^^^ 
una  proietti  vita,  la  cui  involuzione  unita  1  è  (69,  e)  armonica  <^i 

Dunque  il  teorema  6  dimostrato. 
h)  Si  ricordi    che    il   prodotto   P   è  un'  involuzione  l^   snln 
quando  (Q6,  b,  2.o)  J^  ,  32  sono  armoniche;  ed  allora  è  3  ^  l^. 

e)  Si  noti  ancora,  che  la  J  si  costruisce  linearmente^  ossia 
con  r  uso  della  sola  riga. 

lì)  Poiché  3^  ,  32  rappresentano  (67,  e)  due  coppie  di  eleauMiiì 
eoniugati  nella  involuzione  J,  che  rappresenta  una  terza  crppiiia 
di  elementi,  il  teorema  dimostrato  in  a)  può  enunciarsi,  die<iido! 
In  una  forma  semplice  F,  date  due  coppie  distinte  3,  ^ì,  t!l 
ek mentì,  reali  o  immaginarie  {ma  tali  che,  se  gli  elementi  def- 
V  una  coppia  coincidono,  essi  non  coincidono  pure  con  ttn  *'ìe- 
mento  delV  altra  coppia),  esiste  sempre  in  F  tuia  terza  coppfrt  ì 
armonica  (i  ^  y^t'i  ^  questa  terza  coppia  è  imìnaginarin,  f^-vìtj 
quando  le  coj^pie  date  sono  amendue  reali  e  si  separano. 
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e)  Può  anche  dirsi  che, 

una  invùìuzioììB  ì  è  individuata  da  due  coppie  J^ ,  i^  di  ele- 
menti coniugaH^  reali  o  immaginarie  (^). 

f)  Dallo  stesilo  teorema  dimostrato  in  a)  segue  che,  la  con- 
dizione nùceisarkt  e  sufflcieìite,  affinchè  tre  coppie  di  elementi 
{reali  o  immaginarie)  di  ima  forma  semplice  sieno  in  involu- 
zionef  è  che  esista  nua  involuzione  armonica  a  quelle  che  rap- 
presentano le  tre  date  coppie, 

g)  In  una  forma  semplice,  se  due  involuzioni  J ,  J'  sì  corri- 
spondnno  in  ufia  proiettività  R,  qxiesta  trasformerà  un^  involu- 
zione ìy  armonica  a  \  in  un'altra  involuzione  \\  armonica  a  V 
e  della  stessa  specie  di  ì^:  e  se  fi  è  involutoria,  la  involuzione 
I",  armonica  a  1 ,  J',  Bara  trasformata  in  sé  stessa  da  R. 

La  prima  p!irte  di  questo  teorema  risulta  dalla  composizione 
gtesìiìa  di  \  ,  y\  ordinatamente  mediante  gli  elementi  coniugati 
dì  \  j\\  e  dalla  osftorvazione  che  i  soli  elementi  doppi  (reali) 
di  il  sono  trasfonnati  da  R  in  elementi  doppi  (reali)  di  l\.  La  se- 
conda parte  si  dimo8tra,  osservando  che  R,  quando  è  involuto- 
ria^  traì^forma  pure  V  in  J;  e  quindi  deve  trasformare  I",  che 
h  armonica  a  \j\\  in  un'altra  involuzione  armonica  a  l',l,  os- 
ila [nj]  neUa  stessa  1'^  (*). 

71*  rr)  In  una  data  involuzione  J  di  raggi  (o  di  piani),  che  hxi 
il  centro  {o  Vanse)  al  finito,  si  ha  sempre  una  coppia  di  elementi 
coniugati  ortogonali;  e  se  si  hanno  due  di  tali  coppie,  è  J  (52,  e) 
una  involuzione  circolare. 

Se  J  è  parabolica,  LI  tìuo  elemento  doppio,  e  l'ortogonale  ad 
esso,  costituiscono  la  f oppia  in  esame. 

In  ogni  altro  criwOy  sovrapponendo  a  J  Tinvoluzione  circolare 
Jp,  poiché  te  t  ellitticiì,  le  due  involuzioni  J ,  J^  avranno  (70,  a) 
una  coppia  reale  comune  di  elementi  coniugati;  ossia  J   a\Tà 


(^)  Nei  tooremi  a),  d)  abbiamo  esclusa  la  ipotesi  Jj  =  li  ,  J^  ^=  «i^i- 
Ma  nel  teorema  enunciato  in  e)  non  escludiamo  tale  ipotesi,  in  cui 
1&  involuzione  J^  individuata  dalle  J^  ,  J^,  è  parabolica  ed  ha  Oj  per  ele- 
mento doppio. 

(^}  E  cliiaro  che,  in  quest'ultima  ipotesi  di  R  involutoria,  anche  Tin- 
voludono  armonica  a  J,,  j'^  è  trasformata  in  so  stessa  da  R. 
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ima  copiala  reale  di  *'l tementi  coniugati  ortogonali.  —  Se   poi   J 
ha  dut  di  tali  coppie,  ì  coÌDcitlerà  evidentemente  con  J^. 

6)  Gli  elementi  coniugati  ortogonali  di  una  involuzione  di 
raggi  (o  di  piani)  diconsi  as»i  (o  piani  principali)  dell'  involu- 
zione stessa, 

Xell"  involuzione  simmetrica  di  raggi  (o  di  piani),  questi  assi 
MI  piani  principali)  bisecano  gli  A  degli  assi  (o  dei  piani)  di 
«simmetria, 

€}  Due  faici  pimettim  di  raggi  (o  di  inani),  i  cui  centri 
^n  Qfn)  non  giucciono  ai!' infinito,  possono  sempre  sovrapporsi 
h  guisa  da  co»tituire  un  involuzione. 

Pi  verOj  poiché  si  li  anno  sempre  (49)  in  uno  dei  fasci  due 
clementi  p ,  q  J_  tra  loro,  i  cui  corrispondenti  p' ,  q'  nell'  altro 
sono  pure  J_  tra  loro,  basterà  sovrapporre  i  due  fasci  in  modo 
che  ^  coincida  con  p.  Allora  anche  p'  coincìderà  con  q;  e  i  due 
fmi  fitìvrappoì^tì  naranuo  in  involuzione,  perchè  p  e  p'  si  cor- 
ibpondn ranno  con  pernmtal>ilità. 

rf)  Poiché  la  coppia  pq  di  elementi,  considerata  in  e),  ò 
Mica  (40)  solo  quando  i  due  fasci  non  sono  uguali,  ne  segue 
elle  la  sovrapposizione,  di  cui  è  parola  nel  teorema  e),  può  farsi 
m  infiniti  modi,  o  in  due  sol!  modi,  secondo  che  i  dati  fasci 
*ono  uguali^  o  pur  no. 

e)  Date  due  punteggiatù  proiettive  (s)=:-ABC...,  (8')=A'B'C'..., 
*f  tme  nmt  muo  simili^  possono  sempre  sovrapporsi  in  guisa 
k  f$m'i  in  iìWQlmione;  e  ciò  in  due  modi  differenti. 

Poiché  h  neccessario  e  sufficiente  sovrapporle  in  guisa,  che  i 
punti  limiti  coincidano  (*), 

'*'  ìhft  due  puììUggìaU  proidUm  (s)  ^  ABC  .  .  .  ,  (s'j  =  A'B'C  .  .  .  ,  ì 
""■fl  fanti  Umiii  J  ,  I'  itono  al  finito^  ed  assegnato  un  punto  A  di  (sì  ,  e.yt- 
**•»  due  punti  Bf  ,  N  di  (s]y  tali  che  i  segmenti  AM  ,  AX  sono  uguali  ai 
^9  furritpondenti  A'M'^A'X"  iti  (a');  «  JM,JN  sono  uguali  a  l'A':  poi- 
fii^i  so^rappoBGTido  {s*}  ad  (s)  in  posiziono  involutoria,  A'  coinciderà 
^1mlfló  con  N]^  e  qniridi  iì  rarrispondente  M'  di  ^f  (o  N'  di  A')  in 
in  coinciderà  con  A. 

Quile  è  r  analo|;a  teorema  per  due  fasci  proiettivi  di  raggi  (o  di 
l'imi I,  i  cui  centri  u*  Asm)  non  giacciono  all' infinito  ? 

ì^  qaesli  fasci  liapna  i  centri  (figliassi)  all'infinito,  quando  si  pns- 
imt}  *ovra[ipoiTc  in  gnÌBa  da  coì^tituirc  un'  involuzione  ? 
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f)  Àfaj  m  (s)  j  (tì'}  sono  sìmillj  «i  posso  ito  sovrapporre  la 
poìiizione  iìivolutoria  mìo  quando  sono  tiguaU;  e  ciò  in  infiniti 
modi. 

lu  flit  ti  j  indicando  i  jmnti  omologhi  con  le  stesse  lettere  dopo 
In  aoTrapposizlaiic*j  sCj  pp  tì,j  ad  -.4',  considerato  come  elomentcì 
D  di  (»)j  corrispondo  i>'  come  elemento  di  (s%  deve  Xi'  comci- 
derc  con  ^;  e  quindi  dev' essorò  AD-iyA\  ossia  le  puntc|^- 
giiiiìQ  debbono  essere  uj^uali*  Quando  poi  le  pan  tegola  te  sono 
uffualiy  basterà  evidentemente  sovrapporre  un  segmento  tpialuu- 
que  K*ì/  di  (s^)  sul  tìuo  cornspondeutc  (uguale)  AX  di  (*)j  in 
ji^uiisfi  però  che  K\JJ  coincida  no  ordiuatanientu  con  Z.  ,  A',  per 
ottenere  la  chiesta  posizione  inv(dntQnn. 

ij)  >SVj  in  nn  quadrangolo  piano  cnmpisfo  ABCD,  à  ABxCDj 
AC  X  DB,  sarà  anche  AD  j^  BC  {^)\  perchè  le  tre  coppie  di  rette 
AB  e  CI),  AC  e  DB^  AD  e  HC  sono  parallele  (59,  ^,  l.o)  a  tre 
coppie  di  rflgfl"i  coniugati  in  involussione,  e  j  raggi  di  due  di 
esse  seno  j_  ai  loro  coniugati. 

Questo  teorema  equivale  all'  altrOj  le  tre  altezze  di  nn  7  ABC 
concorrono  in  uno  stesm  2mf^^o  D. 

li)  Descritti^  nel  piano  di  un  quadrilatero^  i  tre  cerchi  cka 
ÌHintit}  per  dtamptri  le  tre  dlafjonnli  A  A'  ,  BB'  ^  CC  did  quadri- 
latero stesso^  se  due  di  qufJiti  cerchi  t^i  segano  fn  U  ,  U',  il  terzo 
im»siìrà  jier  U  ed  U':  poiché^  se^  p.  e,^  i  primi  due  cerchi  sì  se- 
^^aut>  in  r,  U\  nelle  tre  coppie  ^(.4^',  BB%  CC)  di  niggi  eo- 
n  ìu  ga  li  in  i  n  v  o  1  uzi  o  m^ ,  esse  n  do  re  t  ti  gì  i  A  A  UÀ  ' ,  B  UB  \  de  ve 
esst*re  retto  anche  V  a  CLICK 

72*  a)  In  una  forma  semplicaj  una  prtnettìvità  P  è  definita 
da  fin  sua  involuzione  unita  I  e  da  una  eopjHa  aa^  di  elementi 
corrispondenti  distinti  (*), 

È  evidente  chc^  se  è  J=ef  (oJ^i),  sarà  P^^ef^    (o  pi^S    ). 

ai  a, 

Bia  poi  1  iperbolica  0  ellittica,  so  a ,  u^  sono  coniugati  in  J  ^ 

sarà  P^  I:  poiché  J  trasforma  ai,  in  un'altra  coppia  ai 3  di  P: 


(^)  Qiijesta  prapi'iutà  ha  fatto  denominare  m'iogonaìe  un  tal  quadran- 
golo. 

1^)  Ciò  nui  esprimeremo.  ?*orivoi>do  Ph^  J     . 
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I*  yf-rtìò  P  iler*  etìseiT  niviihiioria,  e  quindi  (G8,  g)  deve  coinci- 
ilt-n-  ron  la  sua  iiiTohizuuic  unita  J.  E  lo  stesso  si  lia  eviden- 
temente, s&  J  ^  I  l'  parabolieii,  ed  uno  degli  elementi  a  ^  a^  co- 
Incidp  con  e. 

S<\  m  fine,  J  h  ellittica  rtl  a  ,  a^  non  sono  coniugati  in  J,  i 
eoiiiu*,'iiti  3' ,  a'i  di  a  ,  a^  in  1  debbono  costituire  una  seconda 
coppia  di  P  :  e  pércbè  a„|  sia  V  elemento  a  cui  corrisponde  a 
in  P,  dev'essere  a.^  (M^  h)  il  coniugato  armonico  di  a,   rispetto 

ad  a  j  a\  —  Viceversa^  la  proiettività  P=  ^-^^  ^,   .  .  .,    così  de- 

a  ^L I  a  4 

finita,  è  quella  che  ha  a  ,  a,  per  elementi  corrispondenti  e  J 
per  iiivoluEione  unita*  PoiehO,  nella  involuzione  unita  di  P,  ad  a 
deve  corrispondere  il  suo  coniugato  annonico  rispetto  ad  a.^,  a^ 
che*  è  a';  e  la  coppia  uà'  di  questa  involuzione  unita  è  trasfor- 
mau  da  P  iu  mf  altra  eoppia  a^a^'  dell'  involuzione  stessa,  la 
qiiale  è  quindi     ai'  ^  t^a'i  '  ,  ossia  coincide  con  J  (}). 

h'  Enistono  dunque  Infittite  proiettività  binarle,  che  hanno 
itm  data  Inroìic^ioìie  un  Un  J  (ossia  mia  data  coppia  J  di  eh*- 
Tw (? ni i  n  ri U [^  rea 1 1  0  ini  m ttf/ut  a ril) , 

e}  la  unn  forma  sempUcej  la  condizione  necessaria  e  suf- 
ficiente, affi  neh*'  dne  pnnfftirf'tà  P  ,  P^  {delle  quali  una  almeno 
P,  finn  è  itivolutoria)  ^itno  voinmutatlvej  è.  che  esse  abbiano  la 
$ttim  mvoìuzione  unita. 

Bl  verOj  se  sono  commutative,  e  quindi  (G5,  j;,  2.o)  P,  trasforma 

P  mP,  allora  P^  traisfontK'ni  (6ì),  a)  l'involuzione  unita  J  di  P 

neDa  stessa  J;  e  perciò  J  è  anche  T  involuzione  unita  di  P,  (-). 

Viceversa,  supposto  elie  P  ,  P^  abbiano  la  stessa  involuzione 


th  Quanto  è  qui  detto  pt^r  1  ellittica,  ed  a  ,  a^  non   coniugati    in  J , 
f^fgfi  pure  so  J  è  iperbolica, 

i^i  Se  Pnonè  ìnvolutoria^  ma  ha  un  unico  elemento  unito  0,  la  Pj  (che 

afte  trasformare  P  in  Pi  Jivrt\  e  per  uno  dei  suoi  elementi  uniti;  e  non 

(Wtr4  av^re  un   altro  tliimoiito  unito  f, ,  perchè,  dovendo  P  trasformare 

,  Pj  ili  P,,  sarebbe  fj  un  altro  elemento  unito  di  P.  Sicché,  anche  in  (pie- 

1*  lUi  t&s*i,  P  e  P|  avranno  la  stessa  involuzione  unita  J  =  t. 

Iiioltre,  qui  si  Btvppono  che  ninna  dello  P  ,  P^  sia  degenere,  e  quindi 
non  pnò  snipporsi  cho  P  sia  un'  involuzione  parabolica.  Però  ó  bene  ri- 
rméiTii  ehe^  se  Pj  ha  gli  elementi  uniti  «^  ,  fi ,  ed  e,  è  l'elemento  dop- 
pio dell' involti«Ìone  parabolit^a  P,  questa  è  trasformata  in  sé  stessa  da 
fp  ma  non  i^  T  ìnvnluKiniii*  unita  di  P,. 


Digitized  by 


Google 


—  120  -. 

nnìui  I,  (m1  a^ssanto  un  elemento  arbitrario  a  (non  unito   in    P) 

sia  P  =  ^i^i  .  .  . ,  Pi  -^  b  b  •  *  ••  ®*^'^^^^  (^^'  ^)  l^**''  ^'^'^  \^^i  '  ^'^ 

(lue  involuzioni  armoniche  alla  comune  involuzione  unita  J   di 

P  e  Pj^  e  ciuewtc  involuzioni  armoniche  a  J  coincideranno  (66,  A:), 

perchè  baiiinì  una  tomune  coppia  di  elementi  a' ,  b ,   che   non 

sono  fleuii*nH  doppi  di  j  (*).  In  conseguenza  dev'essere  bj:^b'; 

a  a' 
e  perciò  Pj  =  .  ,,..,  trasforma  ogni  coppia  aa^  di  P  in  un'altra 

coppia  bb'  eli  Pj  e  quindi  (65,2?,  2.o)  ^  commutativa  con  P. 

d)  In  conspgurnza,  se  aa' ,  bb'  sono  due  coppie  di  elementi 
corrisponilenTi  in  una  proiettività  P,  ne  esiste  un'altra  P^,  che 
Ira  la  aivì^m  co]niì;i  di  elementi  uniti  (reali  o  iramaginarii),  e  che 
trasforma  a,  a'  ijsjk  ttivamente  in  b,  b';  poiché  P,  ò  quella  pro- 
iettività, rhe  lui  la  ;jtessa  involuzione  unita  di  P  ed  a ,  b  per 
elementi   corrispondenti. 

Ma  diremo  protri firi  due  gruppi,  che  contengono  coppie  di 
elementi  imaia^^iuurii,  quando  esiste  una  proiettività  R,  che  tra- 
sforma 1'  un  tri'nppo  (con  le  involuzioni  relative  alle  sue  cop- 
pie imma^^inarir)  nell'altro  (con  le  involuzioni  relative  alle  cop- 
pie i  mina  trilla  ri  t'  ciaTispondenti);  poiché  si  passa  dall'uno  al- 
l' altri I  gni]>iHì  merUnnte  le  operazioni  espresse  dalla  proietti- 
vita  R. 

Dunque,  //  tfntppn  formato  dagli  elementi  uniti  di  una  pro- 
tetti rifu,  e  d*t  dt(*'  tlemenfi  corrispondenti,  si  muta  in  un  altro 
proiettivo  mi  esso,  ra riandò  questi  ultimi  due. 

Il  teorrma  del  u/'  42,  a)  viene  così  esteso  al  caso  in  cui  gli 
elementi  uniti  sono  immaginarii. 

e)  Aldiiamo  veduto  [e)]  che ,  se  due  proiettività  hanno  la 
stessa  int)olHztfinfi  unita  J,  il  prodotto  P^P^^Ps  è  commutativo. 

Vo^'liamo  ora  diaiostrare  che ,  questo  prodotto  Pg  ha  pure  J 
per  iììvolnzione  unifa;  e  quindi  è  commutativo  con  P^  e  P^. 

Sopponiauio  elii^  in  P,    si    abbiano  le  corrispondenze  "^  ,  ""^ 

e  che  in  P,,  sì  abbiano  le  corrispondenze  ^^  ,  "'^.  Tenendo  conto 

wig  '  m-, 


i  '  (  Se  »'  ,  b  fosBerrj  f'iementi  doppi  di  J,  sarebbe  a  nn  elemento  unito 
i\ì  P,  I'  nnn  i^ìà  im  <  lÉ>mento  arbitrario,  come  abbiamo  supposto. 
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che  II  prodotto  P.P.,  è  commutativo,  si  ha  Po  =  *"»  ""^  '"^:  e  quindi 

le  itivoluzioni  I  m^m^ ,  '"i^  1 1  I  ™i%  ^  «13014 1  saranno  armoniche 
all'  involuzìono  anìta  di  P^.  Ma  sono  pure  armoniche  all'  invo- 
luzione UDita  I  di  Pj  e  Pg,  Dunque  J  è  Tinvoluzione  unita  di  P3. 
/)  Segue  da  ci6,  che  il  prodotto  PiPaPs^Pi  è  commutativo, 
ed  ha  J  per  sua  involuzione  unita.  E  cosi  proseguendo,  si  ha 
che,  il  prod^ttlfì  di  n  proieétlvUàj  le  quali  hanno  la  stessa  in," 
volìizione  unita  1^  è  commutativo^  ha  J  per  sua  involuzione  uni- 
in,  ed  è  commutativo  con  ciascuno  dei  fattori, 

È  evidente  poi  che  viceversa,  se  il  prodotto  di  n  proiettività 
è  commìdatioQj  tutf  i  fattori  hanno  la  stessa  involuzione  unita 
d^l  prodottf). 

g)  Le  00  próiettivìtày  mnsiderate  in  b),  si  possono  distribuire 

in  coppie  di  proietiività  armoniche  P  ,  Pj  ;  e  «i /ki  PP^-^^P^P"^—] 

a  b 

Dì  vero,  assumendo  le  proiettività  P  =  J  ,,  Pj=:J    ,,  che  hanno 

J   per   comune    involuzione  unita,  se  a  ^  b  sono   coniugati  in  J  y 

lì   prodotto  FPi"*  avrà  [e)]  la  J  per   involuzione  unita   ed  a^b 

per  elementi  corrispondenti,  e  perciò  [a)]  coinciderà  con  J. 

h)  Se  Ji  ,  aa' ,  bb'  sono  tre  coppie  di  elementi  coniugati  di 

ba' 
una  involuzione  J,  si  ha  la  proiettività  P^Jj   . , 

In  fatti,  essendo  J  un'  involuzione    armonica   all'  involuzione 

unita  1^  della  proiettività  P  =  ii    ,  essa  deve  mutare  P  in  P"^:  ma 

J  trasforma  b  ,  a  in  b' ,  a':  dunque  b'a'  è  una  coppia  di  P'  ^,  e 
quindi  a'b'  è  una  coppia  di  P. 

i)  Discende  pure  dal  sin  qui  detto  che,  in  una  forma  sem- 
plic^j  se  di  una  coppia  ab  di  elementi  qualunque  si  prendono 
U  coppie  a'b',  a"b",  a"'b'", ...,  ordinatamente  corrispondenti  ri- 
spetto alle  infinite  proiettività  P',  P",  P'",...  che  hanno  una  data 
involuzione  unita  J,  sarà  aa'a"a'"...  a  bb'b"b"'...;  e  quest'ultima 

proiettività    è   P=iu. 

Di  vero,  le  proiettività  P',  P",  P'",... ,  le  quali  hanno  con  P  la 
stessa  involuzione  unita  J,  trasformano  [e)]  la  coppia  ab  di  P  in 
altrettante  coppie  a'b',  a"b",  a"'b'",...  della  stessa  P. 

k)  Di  qui  si  trae  la  seguente  costruzione  di  tutte  le  inftnite 
SxìiHiA  — Geometria  proiettiva,  16* 
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proìcUività  che  hanno  con  la  data  P  la  stessa  involuzione  nnftJi  J, 
Dì  nn  f^lemento  a  si  trovino  i  corrispondenti  aj ,  a^^  in  P,P~^ 
e  si  determini  a'  in  guisa  che  as'a^i_|  sìa  proiettivo  ad  un  dato 
grappo  fisso:  variando  a,  la  coppia  aa'  genererà  una  delle 
richieste  proietti  vita;  e  variando  11  dato  gruppo  fisso,  si  gene- 
reranno tutto. 

In  fatti,  indicando  con  b  un  elemento  qualunque,  al  quale  cor- 
rispondano bj  ^  b_^  in  P  ?  P"^,  e  determinando  b'  in  modo  che  si 
abbia  la  proiettività  aa'aià_    Abb'bib_^j  questa  avrà  [()]  J  per 

involuzione  unita.  In  conseguenza   [d)\j  P^=!^.,  è    una    delle 

richieste  proiettività,  costruita  nel  modo  suindicato, 

l)  Datij  in  una  forma  s€mpUcef  due  elementi  m ,  ii  e  la  sAvie 
delle  invoììtzifmi  ì^j  U,  J^»...  armoniche  ad  una  stessa  nivolit:^ione 
Èj  se  di  m  ed  n  si  trovano  i  coniugati  m^  e  n^,  m^  e  n^,  m^  e  n^,.., 
ordinatamente  in  Jj^  L^  I3, .  - .,  sarà  nnijin^m^  ,  . ,  a  nnijn^n^  .  ,  .  una 
proiettività^  che  ha  J  per  involuzione  unitti. 

Di  vero,  sì  ha  Jj  =|  mnii ,  niij  ( ,  1^  ^  |  n*"":!  ?  nn^  [  ,„,;  0,  per  ipo- 
tesi, Ij ,  J^ ,  • . .  SODO  involuzioni  armoniche  all'  involuzione  unita 

J  della  proiettività  P  e^  J  J! ,  In  conseguenza  J^ ,  J^ ,  .  •  *  deljbono 

mutare  la  coppia  nm  di  P  rispcttivaniente  nelle  coppie  n^m^n^m^... 

dì  P-*;  e  quindi  si  avrà  P=J  "  "™i  "^.^ 
^        '  ffl  nj  n^ 

m)  Si  osservi  che,  in  viitù  del  teorema  precedentOj  la  serie 
dei  coniugati  m, ,  m^^,,,*  di  un  elemento  m,  ordinatamente  in  1^ ,  J^,.,., 
rimane  proiettiva  a  bò  stesila,  al  variare  di  m  ;  e  che  m^  è  in- 
dividuato da  J^j  e  viceversa  (poiché  J^  Iia  m  ,  m^  per  elementi 
coniugati  ed  è  armonica  a  J).  Ora,  se  una  forma  semplice  qua- 
lunquc  è  riferita  proiettivamente  a  quella  generata  dall'  eie- 
mento  m^ ,  e  in  essa  sì  indichi  con  p^  V  elemento  corrispon- 
dente a  ni^,  è  chiaro  che,  come  J^  individua  m^,  e  questo  p^, 
cosi  pure  p^  individua  m,. ,  e  questo  J^.  E  noi  diremo  che  la 
forma  jLjen erata  da  p^  è  proiettiva  alC  inmduzione  ì ,  essendo 
Pf.  e  ìj.  gli  elementi  corrispondenti;  e  che  due  involuzioni  J ,  J' 
sono  proietti^  tra  loroj  se  esse  sono  proiettive  ad  una  stessa 
forma  semplice* 

E  evidente  poi  che ,  due  forme  semplici ,  proiettive  ad  una 
stessa  involuzione,  sono   proiettive   tra   loro. 
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SI  hanno  qEÌtidìj  per  le  involuzioni  e  le  forme  semplici  proiet- 
tivéj  quelle  stesse  proposizioni,  elio  prima  si  consideravano  solo 
per  le  forme  semplici. 

Cosi;  una  proieUività  tra  due  involuzioni  è  definita j  dando 
dì  tra  coppie  dell'una  involuzióne  le  corrispondenti  coppie  del- 
V  altra;  due  involuzionij  proiettive  aduna  terza,  sono  proiettive 
tra  ìùro\  ecc* 

T3-  a)  Diremo  che  due  proiettivìtà  binarie  P  ,  P^  hanno  una 
cùppia  comune  ì^ì^  di  involuzioni  corrispondentiy  quando  P  e  P^ 
mutano  J^  in  j^. 

b)  In  una  forma  semplieej  date  due  proiettioità  qualunque 
P  ,  P,  ,  queste  avranno  infinite  coppie  comuni  J^J^  ^^  involuzioni 
corrispondenti j  o  una  sola,  secondo  che  P  ,  Pj  saranno  armoni- 
che ^  o  ptiv  no:  ma  nel  jrrimo  caso  sarà  1^  un*  arbitraria  invo- 
luzione armonica  alf  involuzione  PPj~*  =  PiP~^,  o  questa  invo- 
luzione st^ssaj  e  nel  secondo  caso  sarà  Ij  V  involuzione  unita 
delta  prinettività  non  invcdntoria  PP^^'  (/),  Inoltre,  J^  sarà  ri- 
spetto a  P~'Pi  quello  che  è  J^  risjìetto  a  PPi"^ 

Supposta  dapprima  V  esistenza  di  una  tale  coppia,  cerchiamo 
di  eostruirla,  —  Poiché  P  muta  J^  in  1^,  e  Pj"^  muta  J^  in  J^,  ne 
segue  che  PPj"^  muterà  Ij  in  J,  :  e  quindi,  se  PPj"*  non  è  invo- 
InU^rtar  la  sua  involuzione  unita  sarà  J^^  mentre,  quando  PP^"^ 
è  im*  involuziono,  i^  dovrà  essere  questa  involuzione  stessa,  o 
un'  involuzione  armonica  ad  essa. 

Ora,  costruita  V  involuzione  unita  J^  della  proiettivìtà  PP^"^ 
(supposta  non  involutoria),  e  volendo  trasformare  j^  mediante  Pj, 
possiamo  prima  trasformare  J^  mediante  PP^"^  (che  non  altera  Jj) 
e  poi  mediante  P^\  ossia,  possiamo  trasformare  J^  mediante  il 
prodotto  PP,'^Pi  =  P,  Dunque  i^  è  trasformata  in  un'altra  in- 
voluzione ijjj  tanto  da  Pj  quanto  da  Pj,  Ma,  se  PPi"^  è  un'  invo 
lozione^  assumendo  per  Ij  questa  involuzione^  o  qualunque  in- 
voluzione armonica  ad  essa,  il  ragionamento  ora  fatto  regge 
ugmal mente.  Dunque  la  prima  parte  del  teorema  è  dimostrata. 


(•]  Si  noti  che  allora  anche  PjP"^  ha  J^  por  involazione  unita. 

Sì  noti  pure  ch<?,  esaondo  P  ,  Pj  proiettivìtà  noti  degeneri,  i  prodotti 
PPj ''  j  P^p-'  .  P"Tl  ,  Pj~^P  non  possouo  eaaere  mai  involuzioni  parabo- 
licàe. 
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Inoltre,  è  evidente  ehe  il  prodotto  P^^P^  trasfornìA  J^  In  J^; 
e  che  esso  è  involutorio  salo  (6Gy  e,  l<o)  quando  è  taJe  PP^^^. 
In  conseguenzaj  se  PPj"*  è  una  prolettività  non  hivolutoria  (ed 
ha  quindi  J^  per  involuzione  unita),  sarà  pure  tale  P'^Pj  ed  avrà 
l^  per  involuzione  unita.  Ma,  se  è  PPj'^s  P|P"^  =  Jj,  sieconie  Pj 
trasforma  1^  in  J^ ,  sarà  (G5,  m)  Jg=Pi"UiPi=PL^*PjP"%'-jp^"P|- 
D  viceversa.  Dunque^  secondo  che  J|  è  ^,  o  armonica^  a  PPj^l, 
sarà  Jg==j  o  armonica^  a  P"^P|;  e  il  teorema  è  interamente  dì- 
mostrato. 

e)  Siene  P  ,  P,  armoniche,  o  pur  no,  assumendo  sempre  per 
Ij  la  involuzione  unita  di  PP|"S  se  Jj  ha  gM  elementi  doppi 
e^j  fj  reali  e  distinti,  anche  t^  avrà  i  suoi  clementi  doppi  e^,  f^ 
reali  e  distinti:  e  se  P  muta  Cj  ,  f |  ordinatamente  in  e^  jf^^  sa- 
ranno ejta ,  fgfg  duo  coppie  di  elementi  corrispondenti  comuni 
a  P  e  Pi* 

Se  ìith  ^"^11^  ellittiche,  P  ?  Pi  non  a%n*anno  alcuna  coppia 
(reale)  comune  di  elementi  comspondcnti. 

Scj  in  fine,  ij=^èi  ,  h^^f  ^^'^^  paraboliche,  P  ,  Pi  avranno 
comune  la  sola  coppia  ByB^  di  elomend  corrispondenti;  e  noi 
diremo  allora  che  P  ^  Pi  sono  tangenti  in  questa  coppia. 

Si  noti  poi  che,  solo  in  quest'ultimo  caao^  noi  consideriamo  nel 
teorema  a)  la  coppia  comune  deUe  involuzioni  corrispondenti 
paraboliche  1^  =  6^  ?  ì* ^ i*. 

d)  In  una  f or  ina  semplice  fidate  due  involmioni  distmùi 
Ij  j  Ig^  amendue  iperboliche  o  eìUttiche^ 

1.^  esiste  un  sistema  S  di  co  proiettimtàj  che  mittano  ij  hi  J^: 

2.^  due  proìettività  dì  S,  e  due  gole,  sono  inmdtiti?He'^  e  queste 
nono  armoniche  tra  loro  ed  a  queUa  involuzione  l  che  è  armo- 
ntca  a  ì^ ,  J|; 

8.0  tra  le  proiettività  di  S  ve  ne  sono  sempre  due,  e  due  soie, 
le  quali  hanno  una  data  coppia  ae  di  elementi  corrispondenU  ; 
e  queste  sono  taìi  che  il  prodotto  delfuna  per  V inversa  deWaìtra 
è  un'involuzione  armonica  a  ì^  (*). 

In  fatti,  se  le  involuzioni  Ji  =  B^f^  ,  J^  ==  e^fg  aono  iperboliche, 
tutte  le  05  proietti vitàj  che  hanno  e^e^ ,  f^fj ,  o  tj^,  tja^,  per  cop- 


{*)  Si  suppone  che^  né  t  dia  un  elemento  doppio  di  J^i  uè  e  un  ele- 
mento doppio  dì  J,, 
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piedi  elementf  coirispondentfj  mutano  3^  inl^;  e  sono  le  sole 
cbe  godano  di  tale  proprietà. — Tra  esse,  le  sole  involutorie  sono 
quindi  le^e^ ,  f^f^]  ^  |  Sjfg  ^  f,ej|  y  le  quali  sono  evidentemente  armo- 
iiieàe  tra  loro  e  con  V  mvolnzione  Isle^fi ,  e^fg!  che  è  armonica 

«  Ij  j  1^. -  Inoltrej  le  due  sole   proiettività   ^i  =  l^l^l  ,^\^Vl^l 

tli  S  soddisfanno  alla  ter^a  parte  del  teorema;  poiché  ?\P{~^  = 

a^' ^  È  un'  insolazione  armonica  (67,  f,  2.o)  a  Jj. 

Si?  poi  J^  ,1^  sono  amendue  ellittiche^  la  condizione  necessaria 
e  BufflcieDtùy  affinchè  ima  proictitività  appartenga  al  sistema  S, 
È  che  essa  muti  due  coppie  armoniche  di  elementi  coniugati 
di  1^  in  due  coppie  armoniche  di  elementi  coniugati  di  j^.  In 
coDgegiieuza,  se  aj  ,  c^  sono  ordinatamente  i  coniugali  di  a  ,  e 
in  i^  y  J^j  0  bb,  ,  ddj  le  coppie  (reali)  di  J^  ,  J^  armoniche  rispet- 

tornente  ad  aa,  .cc^^  le  dne  sole  proiettività  P»  — ««^«i/  7 
P'jH  *  1  di  $  soddisfanno  alla  terza  parte  del  teorema;  per- 
chè P'jPj^^saai  L  L*  è  iin'  involuzione  armonica  a  J^.  —  E  va- 
ri^do  la  coppia  te^  sì  hanno  le  od  proiettività  del  sistema  S  (*). 

(^)  Andiamo  a  dimostrare  V  esistenaa  del  sistema  8,  senza  trattare 
sftp«utamL*nte  il  caso  di  J^  ,  J^  ipf*rbolit.'he  e  quello  di  Jj  ,  J^  ellittiche, 
pnnnào  che  sono  determinate  duo  firoiettività  che  mutano  Jj  in  J^ , 
^^MRdo  è  data  Tina  coppia  la'  dì  clempnti  corrispondenti. 

Di  vero,  supporto  t-'ho  sia  P  una  proiettività  appartenente  ad  8  e  che 
^1,1'  per  elemeniì  corrispondenti ,  ed  indicando  con  b'  il  oorrispon- 
Amtft  tu  P  di  un  elemento  arbitrario  b  di  F,  distinto  da  a,  poiché  P 
dcTe  Tn\itftr^  l^  ^  |  aa^  ,  bb^  |  in  J^^  )  a'a\  ,  b'b'j  |  ,  debbono  corrispondersi 
io  P  non  solo  a  6  a'f  b  0  b'^  ma  anche  a^  e  a\  ,  b^  e  b'|  ;  e  quindi  deve 
^vom  iV,b'b^,  A  ''l'ibi  (1*  Inoltre^  essendo  dati  a  ,  a' ,  b  ,  J^ ,  J^,  sono  dati 
pore  tg^b^.a'^^  e  t^ono  ignoti  solamente  b'  e  b\  :  ma  la  (1  dimostra 
{i%  fi  ehe  questi  ultimi  due  elementi  si  corrispondono  in  una  proiet- 
tività a,  interamente  definita  e  <^he  ha  a' ,  t'j  per  elementi  uniti. 

Ora  è  facile  vedere  che  il  prodotta  BJ^,  il  quale  è  una  involuzione 
(perchè  i  .  j^  Boiìo  (nota  a  pag*  105)  armoniche],  ha  gli  elementi  doppi 
i'jb''  reali  e  distinti;  ossia  ((IG^  ef,  8-")  che  R  ,  J^  hanno  comuni  due  cop- 
pie b'b'^  j  b"b"j  (reali  e  distinte)  di  elementi  corri&pondenti.  —  In  fatti, 
emendo  Jj ,  ij  della  stessa  specìei  secondo  che   aa^  ,  bbj    si   separano,    o 
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InoltrejBc  una  J"dRne  proiettivitàdiS  dev'essere  involutorla,  essa 
deve  (70j  g)  tr.^aforniare  1  in  1  ^  o  T  iuvoliizione  ì\j  armonica  a 
i  jlij  neirinvoluzionc  \\^  armonica  a  i  ,  Jj.  E  Biccorac  l'|^i'jf'|i 
l'^  =  i y,  debbono  {67j  d)  esaere  iperboliche,  ne  segue  che  1"  de- 
v'  essere  una  delle  involuzioni  |  e^e'^  ?  ^\^±  !  j  I  ®'i''a  ?  ^\^\  1-  ^^" 
ceversa,  ciascuna  di  queste  due  involuzioni  (facendo  corrispon- 
dere alle  due  coppie  e',f\j  \  di  \  le  due  coppie  i'jf'j?  '  di  J^) 
muta  Jj  in  )^;  e  le  stesse  due  involuzioni  sono  evidentemente  ar- 
moniche tra  loro  s  con  J. 

é)  Se  le  involuzioni  \  ^  e^f^  ^  *j  =  c^f^  sono  iperboliche,  co- 
struendo i  gruppi  annonicì  ejf,aa'  ,  ej^^cc'j  6  [a)]  P^^^y**, ,  men- 
tre  P-j  ^   ^1^   ^    è  un'  altra  proietti  vita  di  S;  e  Pj  ,  P^ ,  armoniche 

ai' 
tra  lorOj   danno   PjPjj'*  =  e4l,    ,_  =  J|. 

Se  poi  Jj  ,  J|  sono  ellittiche,  sar/i  Pi^cc^dd'  ^'^^  ^^^^ra  pro- 
ietti vita    di    S;    e    P^  t  P4  j    armoniche    tra    loro  ^    danno    pure 

Dunque^  data  una  proiettwìtà  quaìiinque  del  sùtema  8,  e«Me 
un'ultra  proietti i^ Uà  di  S,  arino mta  alln  data^  e  tale  che  Jj  è 
il  prodotto  deifuna  p^^r  V inversa  dvlt altra. 

f)  Se  Ij  =  §1  j  J^  Ei  Ijj  sono  due  involtizioni  paraboliche^  vi 
sono  influite  proietti  vita  binarìe-j  in  volutone   e  non  involutoriej 


pur  DO,  sarà  Ij  una  proÌe*ttività  tra  formo  concordi,  o  discordi,  mentre 
la  R  sarà  ordinataTn^'nte  tra  formo  discordi,  o  concordi  (ptircht^  aUa 
teraaaà'jfc'  corrispondono  in  J^^  R  rìapettivameiite  le  teme  »'|t"b',,  i'i'jb\); 
e  quindi  il  prodotto  Bl^  f^arà  seinpro  tra  forme  discordi^  osì^ia  avrà  gli 
elcmi^nti  doppi  h'  ,  b"  reali  e  disti nti> 

Dunque^  i*e  l\  ,  l'\  sono  i  coniugati  di  b' ,  l"  in  1^,  le  due  proietti s^ità, 
deiinìte  ordinatamente  dalle  ternc^aa'  ^  t^i'i  1  bb'e  ma'^  i,i'|  ,  bb"  re  che  hanno 
riepeitivamente  le  quarte  coppie  hjli\  ,  bib  V'i  appartengono  al  sistema  S. 

È  benej  in  finc^  notare  che,  siccome  RJ^  —  bV    .    è  uà*  involuasiontì  i- 

■  1 

perholifa,  gli  elementi  doppi  b',b'  hc  parano  gli  elementi  coniugati  i\ 
£ y\  ossia  che  i  »en9i  aVi',  ,  i'b"i'|  ^tftto  oppoÈii  ira  loro. 
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ciJiscTina  delle  quali  muta  J^  in  L;  cioè  tutte  quelle  che  Iianna 

t^tj  per  coi>pjii  coumiKi  di  clementi  cornspandcnti. 

PHOIETTIVITÀ    CICLICHE   BIKÀBIE. 

74-  a)  Considerando,  in  una  forma  semplice,  il  prodotto  di  n 
proleltìvìtà  P  identictie  tra  loro  (che  diremo  pùUnza  P"),  se  P** 
è  Ui  più  piccola  potenza  di  P  che  sia  una  identità  (ossìa^  se,  a 
partire  da  un  elemento  arbitrario  m^,  gli  n  elementi  mj^m^,.«>,iii,,, 
che  si  corrispondono  successi  vara  ente  in  P ,  sono  tutti  diffe- 
renti, e  il  corrispondente  di  m^  in  P  è  ra^),  si  dirà  che  P  è  una 
proietti  vita  binfirln  del  te  a  di  ordine  n ,  e  che  gli  elementi 
iiij  ,  m^  y  ,  .  ,  ^  m^  ne  costituiscono  un  ciclo ,  il  quale  sarà  rap- 
preiientato  dal  simbolo  (iti^m^  * , .  m^). 

Le  proìettlvità  cìcliche  di  2.^  ordine  sono  le  involuzioni* 

b)  In  una  forma  sempìicey  utia  proiettività  P  è  cidwa  di 
órdine  n,  se  essa  ha  un  ciclo  di  n  elementL 

In  fatti,  sieno  ni;  ,  in^ ,  m^ ,  -  *  - ,  m^^i  j  m^  gli  n  elementi  di- 
stinti successiv^amento  corrispoudenti  in  P,  che  costituiscono 
Il  dato  ciclo.  Applicando  P**  ad  m^ ,  si  ha  m^  ;  poiché ,  appli- 
cando P*^^  ad  nij,  si  ottiene  m^,  ed  applicando  ancora  P  ad  m^ 
si  ha  m^~  Analogamente  quindi ,  applicando  P**,  si  passa  da 
■i,  ad  m^,  da  014  ad  014,  .  .  .,  da  111^  ad  m^:  e  perciò  la  proiet- 
lìvità  P"  ha  Ti  elementi  uniti;  ossia  essa  è  una  identità,  se  6 
u  >  2  (38,  b).  Jla  per  n  ^  2  il  teorema  è  dimostrato^  poi  elio  ri- 
cadiamo nella  involuzione.  Dunque  il  teorema  enunciato  è 
vero- 

c)  In  virtù  del  teorema  precedentCj  ogni  forma  semplice 
può  Immaginarsi  organizzata  in  cicli  di  una  proiettività  ciclica 
d'ordine  n,  data  nella  fornia  stessa.  Riesce  quindi  interessante 
il  vedere,  in  quali  casi  ognuno  di  tali  cicli  possa  decomporsi 
in  più  cicli  di  altre  proiettività  cìcliche  di  ordini  inferiori  ad  n, 
A  ciò  risponde  il  segaente  teorema. 

^  ^1  j  ^ j  I  *  '  '  j  a^  sono  gli  elementi  »ticces8ivi  di  un  ciclo  in 
una  proiettività  cicUca  P  di  ordine  n, 
L^  indicando  con  h  un  intero^  il  cui  mtisùmQ   cQiìmn   divi- 
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mre  con  n  I  d,  t^arà  p'*  utia  prò ietil vita   ciclica  dì  ardine   -  ; 

ed  È^  j  z^  j .  . .  j  a^  formeranno  d  cicli  di  p'*; 

2,0  se  li  è  un  divisore  di  Uj  P    sarà  una  prot  òtti  vita   ciclica 

di  ordine  .-  — q;  e  il  ciclo  (aia^.,.a^)  si  decompone  in  h  ci- 
cli di  p'': 

S*°  se  gli  elementi  a^ ,  a^  , , ,  ,  ^  ;ì^f orinano  in  un  modo  un  ciclo 
di  ìtna  proiettività  cielica  di  ordine  n^  essi  formeranno  un  ciclo 
di  proiettività  cicliche  di  ordine  n  in  tanti  modif  per  quanti 
sono  gt  interi  minori  di  n  e  primi  con  u. 

Dì  veroj  applicando  la  proiettività  P'  agli  elementi  successivi 
del  ciclo  di  P ,  si  otterranno  ordinatamente  gli  clementi 
^ivh  t  ^ij-hì  *  *  *  f  ^a-h  (*  ^^^  indici  superiori  ad  n  vanno  sosti  tniti 
dai  loro  residui  rispetto  ad  n)\  ed  ò  chiaro  clie  questi  sono  gli 
stessi  eleinentt  a^ ,  a^  ^ . , . ,  a« ,  scritti  con  diverso  ordine  {^). 

Inoltre,  applicando  ad  un  elemento  qualunque  S;  del  ciclo  di 
P  la  proiettìvitii  P'''^^  si  otterrà  relcmento  ^i^j.h\  ^'  qaindi,  se  h  ha 
con  n  il  massimo  comun  divisore  d^  fti  ricadrà  la  prima  volta 

TI. 

in  a^  j    quando  è  »'  ^  ;^  :  ciò  che  dimostra  la  prima  parte   del 

teorema. 

Se  è  d  —  hj  si  ha  la  seconda  parte  del  teorema^  e  se  è  rf^l, 
si  ottiene  la  terza  parte* 

d)  So  b    h  =  ns  -1-  r  j   si   ha   P'*  =  p^M^  pttitpr=  pr^   perche 
P*'*^(p")'j  come  prodotto  di  *  fattori  P%  è  V  identità. 

Inoltre  è  evidente  chej  se  gli  dementi  del  ciclo   (t^gj  -  -  -  a.) 
SI  possono  distribuire  in  m  cicli  di  nn'  altra  proiettività  ciclica, 
dcv^  essere  m  un  divisore  di  n. 
,    Dunque  dal  teorema  e)  si  trae  quanto  segue: 

l»ó  ogni  ciclo  di  una  proiettività  binaria  cictica  di  ordine  n^ 
si  jmo  decomporre  in  tanti  modi  in  cicli  di  proiettività  cicliche 
di  ordini  inferiori  ad  n^  per  quanti  sono  i  divisori  di  u. 

2,<>  ogni  proiettività  ciclica  j  i  cui  cicU  »ano    contenuti  nei 


(*)  Non  può  easera  »  +  ^  =*"  +  **  t  k  -^  h  ^^in  -{-  r:  altrimenti  ^  suppo* 
neiido  lc>  i  ^  sarebbe  A;  -t^(*'  — i)»;  a  quitidt  k  —  t^  che  è  minore  dì 
n,  BtLrebbo  divìdi  bile  por  »p 
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adi  di  una  proiettiviifì  ìnnaria  ciclica  di    ordine    n  ,    è    della 
faTmi  P*^  dove  h  è  un  intero  minore  di  n  e  non  primo  con  n. 

3.*»  in  uRa  proiettimtà  binaria  ciclica  di  ordine  pari  P*  ',  gli 
diménti  opposti  di  un  suo  ciclo  sono  elementi  coniugati  nelVin- 
v(fìmim?>  P*. 

*)  Vna  proiùUiviià  binaria  ciclica  P,  di  ordine  n  maggiore 
dì  2,  non  ha  elementi  uniti  reali. 

0ssemanif3  Lrmanzi  tatto,  che  la  proiettività  P  dev'  essere  tra 
forme  concordi  (*).— In  fatti,  indicando  con  (a^a^ . . .  a„)  un  ciclo 
quAlunque  di  Pj  se  si  suppone  che  al  senso  813283  della  prima 
ftìima  corrisponde  ti  senso  contrario  z^^s^^  nella  seconda ,  è 
cMaro  che  a^  giacerà  in  quel  segmento  agag,  limitato  da  z^  ^  *3j 
nei  quale  non  sta  c^.  Similmente,  aumentando  di  1  tutti  gì*  in- 
dici, si  vede  eh©  1^  giacerà  nel  segmento  aja^,  in  cui  non  sta 
ftj,  e  quindi j  a  più  forte  ragione,  nel  segmento  agaj,  in  cui  non 
sta  ip  E  così  continuando,  si  troverà  che  a^  giacerà  nel  seg- 
mento t^^^j  in  cui  sì  è  supposto  non  essere:  assurdo. 

Ciò  postOj  poiché  le  due  forme  sono  concordi,  se  un  elemento 
■  delia  prima  la  descrive  (un  certo  numero  di  volte)  nel  senso 
^^U^f  il  enrriapoudente  elemento  m'  della  seconda  la  descri- 
rerà  nello  stesso  senso;  e  mentre  m  va  da  a^  successivamente 
in  Sj,  ig , , , , ,  a^  j  per  tornare  in  a^ ,  V  elemento  in'  andrà  da  a^ 
in  I3 1  Ì4 , . .  t  j  a^ ,  e  ricadrà  in  a^ ,  senza  mai  coincidere  con  m 
Sicché  P  non  ha  elementi  uniti  reali  [cfr.  n.o  55,  e)]. 

f)  In  una  proieiUi-ità  binaria  P,  ciclica  di  ordine  n>2,  ogni 
dimenio  m^  di  un  cèdo  è  elemento  doppio  di  una  involuzione 
Ji  aTmoìiica  a  Pj  nella  quale  sono  a  due  a  due  coniugati  tutti 
glìdemmUdel  ciclo  equidistanti  da  m^;  e  quindi,  se  n  è  pari^ 
fdmmtù  opposto  a  ni^  ^  V  altro  elemento  doppio  di  jj. 

Ili  fatti,  si  ha 

p  =  "i  "s  "^8     ,  ,  "n-2  "«-1  "/i  .  .  .  . 
mg  PI3  m^  •  *  *  m^_i  iii„     mj  *  *  '  ' 

e  se  si  considera^  p.  e.j  l'elemento  01^ ,  le  involuzioni 

I  «iBii  y  m^ifi^  I  j  [m^  m„  ,  nijin^.i  |  ,  |  Wgin^.i  ,  m^m^.g  |  , . . . 

(^J  Per  n  ìmpari  ciò  è  elidente;  perchè,  ripetendo  n  volte  una  proiet- 
tìvità  jiseordei  si  avrebbe  ancora  una  proiettività  discorde,  in  vece  di 
^M  identità. 

Saìimia  —  Gettméiria  proiettiva.  17* 
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Bono  armoniche  (  66  j  e  )  a  P.  Ma  ciascuna  di  esse  ha  con  la 
segTiente  una  eoppia  comune  di  eleiiionti  coniug"ati.  Dunque 
(66^  fc)  esse  oostituiscono  una  sola  involuzione  Jj  (armonica  a  P) 
che  ha  m^  per  uno  dei  suoi  elementi  doppi;  e  che  ha  in  m„ 

V  altro  elemento  doppio,  se  w  è  pari  {^). 

g)  La  involuzione  unita  di  una  proiettività  binaria  ciclica 
Pj  di  ordine  pari  2nj  è  P". 

Dì  verOj  è  stato  dimostrato  [f)]  che^  se  (m^m^*..  m^^)è  un  ciclo 

dì  P^  ed  è  n>lj  g;\ì  elementi  opposti  m^jin^,^,,  dì  esso  sono  clementi 
doppi  dì  una  involuzione,  nella  quale  mj^_jm^j^j  ,  tnp_*iHj3^.8 ,  .  .  . 
sono  coppie  di  elementi  coniugati  (^).  In  conseguenza  gli  ele- 
menti m^^  j  m^^,t  sono  in  armonia  con  ciascuna  di  cjuestc  coppiCp 
Ma  m  j  ,  m,,  ^  m^^^i  sono  tre  elementi  successivamente  corrispon- 
denti in  P.  Dunque  (68,  b)  m^  e  m,,^.„  sono  elementi  coniu- 
gati nella  involuzione  unita  di  P;  e  pereid  le  coppie  dì  cle- 
menti opposti  del  ciclo  {m^m^ . . .  nig,,),  che  costituiscono  la  invo- 
luzione P'^  [d)j  S.'iJ,  costituiscono   appunto  la  Involuzione  unita 

di  P. 

Sì  può  ancora  ragionare  così.  Si  è  già  veduto  [rf),  3.°],  che 
fn.m.+i  ,  m,m,^,  , , .  - ,  m^m^^  sono  coppie  di  elementi  coniugati 
della  involuzione  P'*.  Ma  questa  è  trasformata  in  so  stessa  da 
P;  poiché  P  trasforma  ciascuna  coppia  nella  seguente,  e  T  ul- 
tima nella  prima.  Dunque  (se  è  ?i  >  1^  e  quindi  P  non  è  una 
involuzione)  P'  sarà  l'involuzione  unita  di  P, 

Per  n  ^  1,  le  dimostrazioni  date  non  reggono,  ma  il  teorema 
è  evidentemente  vero;  poiché  P  è  allora  un'involuzione- 

h)  Dal  teorema  g)  si  trae  la  immediata  costruzione  dcirin- 
voluzìone  unita  di  una  proiettività  ciclica  P  di  ordine  pari, 
mediante  i  soli  clemeuti  di  un  ciclo  di  P, 


(*)  Con  la  stessa  dimostrazione  si  prova  che,  in  una  forma  éempUc^t 
anche  ptr  unu  proieiUviià  qualunque  non  dùUca  f  =  ,»  ^"^  l'i  t  *  ti^**  '" 
nn  elemento  qualunque  t  è  demento  doppio  di  «no  involuzione  {armonica  a  P), 
alia  qnaU  apparUngono  U  coppie  t.x*i»  «-i^-i  ■-3*s--'  ***  elemmti  equidi- 
xianti  dtt  A- 

{")  GV  indici  mttg*:iori  di  2n  s*  intendono  sostituiti  dai  3 oro  reaidai 
rispetto  a  2«,  e  gV  indici  negativi  dalle  loro  Bonime  con  2n» 
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i)  Le  coppie  di  eìementl  di  due  cicli  di  una  proiettività 
binaria  ciclica  ?  di  o7*dine  n,  nei  quali  la  somma  degli  indici 
ha  un  medesimo  residuo  rispetto  ad  Uj  sono  coppie  di  elementi 
cùniugati  in   una  stessa  involuzione  armonica  a  P. 

Sieoo  (n»,iiig .  * ,  m,- . . .  m„)  ^  (p^p^  •  "  Pft  •  •  •  Pn)  ^^^  cicli,  e  m^ ,  P;^ 
due  elemenri  arbitrarìam etile  scelti  in  essi.  Le  involuzioni 

WiHì  "*/+!  Pfc^jl  j  \^i^\  P»-i?  "i+s  Pft-al  Vi  l^*+r  PA-r>  "z+r+i  PA-r-il?  — 
sono  evidentemente  arraoniehc  a  P.  Ma,  tra  esse,  le  successive 
hanno  una  coppia  comune.  Dunque 

^ìH  y  "'r+i   P*-i  ?  *  ■  ^  7  ^i^r  Pft-r  r  ""i+r-n   Pfc-r-i  ?  •  •  • 

iono  coppie  di  elementi  coniugati  in  una  stessa  involuzione 
armonica  a  P,  Ora  queste  coppie  esauriscono  evidentemente 
tutte  quelle  m^p^^  per  le  quali  la  somma  g  +  h  ha  lo  stesso 
residuo  che  i  ^  k^  rispetto  ad  n\  ciò  che  dimostra  il  teorema. 

k)  Si  noti  che,  supponendo  i  due  cicli  identici,  si  può  de- 
durre da  questo  teorema  quello  dimostrato  in  /");  e  si  può  de- 
durre pure  che,  due  eie  numi  i  di  un  ciclo,  e  gli  equidistanti  da 
queàti^  ma  in  sen^i  contrarli^  sono  coniugati  in  una  stessa  in- 
voluzione armonica  a  P  (^), 

i)  Con  gli  elementi  di  mio  stesso  ciclo  di  una  proiettività 
binaria  P^  ciclica  di  ordine  n,  non  si  possono  formare  involu- 
zioni armoniche  a  P,  di  tipo  diverso  da  quelli  dati  dal  teoremi 

f)  e  0- 

In  fatti^  ogni  involuzione  armonica  aduna  proiettività  è  della 
forma  |  mn,  ,  m^xì]  j  dove  rom^  ,  nn^  sono  due  coppie  di  elementi 
corrispondenti  nella  proiettività  stessa. 

Ma,  se  5,  è  una  involuzione  armonica  alla  proiettività  ciclica 
Pj  gli  eiementi  m,  jì^^  q  appartengono  ad  uno  stesso  ciclo  di  P, 
o  appartengono  a  due  cicli  diversi. 


i}}  Ih    una   /orma    tempUcé ,    anche   ptr    una  proiettività   non    ciclica 

f  ^  ,,.  *-*     -t    -1         i    a  ^^^  ^  ^yg  elBmenti  qualunque ,  p.  e.  a  ,  a^,  e  gli  equi- 

»_j  *^i  ■       %  •a  H 
dùionti  da  qiteHlt  ma  tn  affisi  contrartif  purè  costituiscono  coppie  di  ele- 
menti eoniv^ati   in  una  Btitaa  inrolu^i&ne  antimtica  a  P  :  e   ciò  si  dimostra 
tm^Dgatucute  a  quanto  sì  è  fatto  in  fj. 
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Dunque,  nel  primo  caso  J^  sarà  del  tipo  dato  dal  tearema  f)^ 
nel  secondo  del  tipo  dato  dal  teorema  i). 

75.  Audiamo  ora  ad  occuparci  di  alcuni  casi  particolari  me- 
Èri  ci  di  vario  proposizioni  studiate  negli  ultimi  numeri  di  questo 
paragrafo,  per  i  quali  però  daremo  dimostrazioni  dirette, 

a)  Atìbiamo  già  notato  che,  la  proicttìvirà  in  due  fomie 
semplici,  sovrapposte  e  direttamente  uguali,  si  diee  uguaglianza 
dirètta  ;  e  che  si  dice  ancora  rotazione  nei  fascì^  e  strisciamento 
nelle  puntcfcgiate.  Abbiamo  notato  pure  che,  se  queste  forme 
sovrapposte  sono  inversamente  uguali,  la  proietti  vita  tra  esse 
si  dice  in  vece  ugtbaglianza  inversa,  o  involuzioìie  simmetrica>j 
o,  più  brevemente,  simmetria. 

b)  In  un  fascio  di  raggi,  una  rotazione  P  trasforma  un* altra 
rotazione  qualunque  R  nella  stessa  R'^  e  se  una  rotazione  Rj  che 
non  sia  un  involuzione  circolare,  è  trasformata  in  sé  stessa  da 
una  proietfività  P,  questa  dev*  essere  una  rotazione. 

In  fatti,  se  P  ,  R  sono  due  rotazioni,  indicando  con  a  ,  a^  due 
raggi  corrispondenti  qualunque  di  R,  e  con  bjb^  quelli  che 
corrispondono  ordinatamente  ad  a  ,  a^  in  P,  saranno  evidente- 
mente b  j  b^  due  raggi  corrispondenti  di  R;  e  quindi  P  trasfor- 
ma R   in  Rp 

Supponendo  in  vece  che  R  sia  una  rotazione,  non  di  un  a 
retto,  la  quale  venga  trasformata  in  sé  stessa  da  una  proletli- 
vita  P,  ed  indicando  con  a,^aa^  tre  raggi  successivamente  cor- 
rispondenti di  R  (e  quindi  distinti,  perchè  la  rotazione  R  non 
è  di  un  A  retto),  ai  quali  corrispondano  in  P  ordinatamente  i 
raggi  b^^bh^ ,  questi  si  corrisponderanno  pure  successivamente 
in  R,  Ma,  essendo  R  una  rotazione,  la  terna  a_^aa^  sarà  diret- 
tamente uguale  alla  tema  h_^hh^ ,  e  quindi  la  prima  tema  è 
sovrapponibile  alla  seconda  mediante  una  rotazione.  Dunque, 
le  tre  coppie  distinte  a_^h_^ ,  db  ,  a^b^ ,  eho  definiscono  la  prò- 
iettività  P,  costituiscono  tre  A  direttamente  uguaii,  e  perciò  P  è 
una  rotazione. 

f)  In  un  fascio  di  raggi,  la  rotazione  ì^  di  un  A  retto  è 
trasformata  in  sé  stessa,  non  solo  [b)]  da  ogni  rotazione,  ma 
anehB  da  ogni  involuzione  simmetrica  J,* 

Di  vero^  se  e  ,  f  sono  i  raggi  doppi  di  J,,  ed  a ,  et,  due  raggi 
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corrispondenti  qualunque  di  J^  (cioè  ortogonali),  i  loro  simme- 
trici b  y  bj  rispetto  ad  f  (ossìa  i  coniugati  di  a ,  a^  in  J,)  sono 
evidentemente  ortogonali  tra  loro:  sicchi  j,  trasforma  la  cop- 
piii  arbitraria  aa^  dì  ì^  in  un*  altra  coppia  bb^  di  J^ ,  e  perciò 
trasfonua  1^  in  l^. 

d)  Poiché,  tra  le  rotazioni,  la  sola  involutoria  è  la  rotazione 
di  un  A  retto,  possiamo  conchiudere  che,  in  un  fascio  di  raggia 
una  sola  involuzione  è  trasformata  in  sé  stessa  da  ogni  rota- 
zione non  di  un  a  retto ^  ed  è  la  circolare  Jg  {ossia,  ogni  rota- 
zione ha  per  involuzione  unita  la  circolare). 

e)  In  un  fascio  di  raggi^  le  proiettività,  dalle  quali  Vinvo- 
ìitzione  circolare  i^  è  trasformata  nella  stessa  Jg,  sono  soltanto 
ìé  iiguagUanze  dirette  ed  inì:>erse  (ossia,  mentre  J^  è  [d)]  V  in- 
voltizione  unita  di  ogni  rotnzionéj  essa  è  armonica  ad  ogni  sim- 
metria JJ* 

Di  vero  ^  sleno  a  ,  a^  due  raggi  ortogonali ,  e  b  ,  b^  le  bi- 
settrici del  loro  A  :  saranno  aa^^  ,  bb^  due  coppie  armoniche 
di  raggi  coniugati  in  J^.  Ogni  proiettività  P,  dalla  quale  J^ 
è  trasformata  in  sé  stessa ,  farii  corrispondere  a  queste  due 
coppie  due  altre  coppie  a*a\  ,  Pb\  di  raggi  ortogonali  ed  ar- 
monici; e  Bara  quindi  aa^b  sovrapponibile  ad  a'a\b'  con  una 
rotazione,  o  con  una  simmetrìa:  ciò  che  dimostra  il  teorema 
enttneiato  (i), 

f)  E  «iccome,  indicando  con  n^^^aa^  tre  raggi  successiva- 
mente corrispondenti  in  una  rotazione  R ,  il  raggio  a  biseca 
1'  t  a,j<ii  j  e  quindi  il  coniugato  armonico  a'  di  a,  rispetto  ad 
^'if*-!^  ^  perpendicolare  ad  a,  ed  è  perciò  coniugato  di  a  nel- 
r  ìnToluzione  circolare  te  j  si  conferma ,  in  questo  caso  della 
rotazione  R,  il  teorema  generale  (68,  b)  suir  involuzione  unita 
di  una  proiettività  qualunque. 

g)  Siene  ab,  a'V  due  coppie  qualunque  di  raggi  in  un  fa- 
scio: la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  perchè  gli   a   ah, 


(*)  Poiché  le  involuzioni  armoniche  ad  nna  rotazione  sono  le  sim- 
metriche, il  teorema  del  n.<*  66,  h)  mostra  che,  in  un  fascio  di  raggia  la 
condizione  necessaria  e  sufficiente^  affinchè  il  prodotto  di  una  rotazione  R  e 
di  una  involuzione  J|  sia  un'altra  involuzione  J, ,  è  che  Jj  sia  simmetrica]  e 
t^le  sarà  allora  anche  J^. 
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a'6'  sieno  eguali,  direttamente  o  inversamente,  è  evidentemente 
che  a  e  b  abbiano  per  corrispondenti  a'  e  ò'  in  una  rotazione 
0  in  una  simmetria.  Ma  le  rotazioni  e  le  simmetrie  costituiscono 
[e)]  tutte  le  proiettività,  dalle  quali  T  involuzione  circolare  è 
trasformata  in  sé  stessa.  Dunque,  la  condizione  necessaria  e 
sufficiente,  perchè  due  A  ab,  a'b'  di  un  fascio  sieno  uguali,  è 
che  sieno  proiettivi  i  due  gruppi  formati  dalV  involuzione  cir- 
colare Jg  (o  dai  suoi  elementi  doppi  immaginarii)  coi  lati  deWun 
angolo  e  coi  lati  delV altro:  e,  secondo  che  questa  proiettività  è 
una  rotazione^  o  una  simmetria  (ossia,  secondo  che  J^  è  Vinvo- 
luzione  unita,  o  un*  involuzione  armonica,  di  questa  proiettività), 

V  eguaglianza  degli  angoli  sarà  diretta  o  inversa. 

h)  Ogni  involuzione  circolare,  situata  in  un  dato  piano  e, 
determina  sulla  retta  airinfinito  di  e  una  stessa  involuzione  {cir- 
colare),  i  cui  punti  doppi  (immaginarii)  si  dicono  i  punti  ciclici 
di  e.  Quindi  dal  teorema  precedente  si  trae  che: 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente,  perchè  due  angoli,  si- 
tuati in  un  piano  e,  sieno  uguali,  è  che  sieno  proiettivi  i  gruppi 
formati  sulla  retta  all'infinito  di  a  dai  loro  lati  e  dai  punti 
ciclici. 

i)  Quanto  è  detto  in  b),  e),  d),  e),  f),  g)  si  applica  eviden- 
temente ai  fasci  di  piani. 

le)  Con  ragionamenti  analoghi  poi  (sostituendo  alle  rota- 
zioni gli  strisciamenti,  e  alla  involuzione  circolare  quella  para- 
bolica col  punto  doppio  air  infinito),  si  applica  alle  punteggiate 
quanto  è  detto  in  b),  e),  d),  e),  f),  g). 

Cosi  si  hanno  le  seguenti  proposizioni,  analoghe  a  quelle  con- 
tenute in  e),  g). 

In  una  punteggiata  (r),  una  sola  involuzione  è  trasformata 
in  sé  stessa  da  tutti  gli  strisciamenti,  ed  è  quella  parabolica 
che  ha  il  suo  punto  doppio  nel  punto  alVinfinito  di  r. 

La  condizione,  perchè  due  segmenti  rettilinei  di  una  stessa 
punteggiata  (r)  sieno  direttamente  uguali,  è  che  gli  estremi  del- 

V  uno  abbiano  per  corrispondenti  gli  estremi  delV altro  in  una 
proiettività  che  ha  i  due  punti  uniti  coincidenti  nel  punto  al- 
l' infinito  di  r. 

l)  Le  proposizioni  precedenti  sono  assai  importanti,  poiché 
riducono  quistioni  e  teoremi  relativi  a  segmenti   di   una  retta. 
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0  angoli  di  un  pinnnj  a  quistioni  e  teoremi  proiettivi,  in  cui  però 
compaiono  clementi  tìssì,  cluè  il  punto  air  infinito  di  una  retta^ 
o  la  retta  air  infinito  del  piano  con  i  suoi  punti  ciclici. 

Cosi,  p>  e-,  si  ha  che,  un  triangoìo  è  equiangolo^  se  i  suoi  tre 
lati  determinano  sulla  retta  altùifittito  dei  suo  piano  gli  elementi 
dì  un  ciclo  di  una  proiettività  ciclica  di  3.o  ordine ,  che  abbia 
per  iucoluziou&  muta  la  involuzione  circolare. 

Così  ancora  sì  ha  chc^  un  segmento  rettilineo  AB  è  diviso 
in  n  parti  ugnali  dai  punti  A^  ,  A^^ ,..  ,  *^j*-i)  *^  ^j  ^v  ^2f  •••  j 
A^_i ,  B  sono  elementi  success ivaniente  corrispondenti  in  una 
proietti tnt^f  che  ha  per  involuzione  unita  l'involuzione  parabo- 
lica ^  il  cui  punto  doppio  è  il  punto  all'  infinito  della  retta  AB. 

Cosìj  in  fine,  (74,  c^  3.^)  sì  ha  che,  se  ira  gli  ennilateri  semplici j 
contenuti  in  un  dato  ennilatero  piano  completo ,  ve  n'è  uno  che 
sia  equiangolo j  ve  ne  saranno  tanti  forniti  della  stessa  proprietà, 
per  quanti  sono  i  numeri  interi  inferiori  ad  n  e  primi  conn; 
ma  questi  ennilateri  semplici  coincidono  a  due  a  due, 

76.  a)  In  una  forma  setuplice  ,  sono  proiettivi  due  gruppi 
i^Sj  . .  *  a^,  ,  b^bj  .  -  ,  bj^ ,  se  gli  n  eìemenfl  di  ciascuno  di  essi 
si  corrispondono  successivamente  in  una  stessa  proiettività  P; 
e  la  novella  proiettività  a^a^  . . .  a^  a  b^bg  . . .  b,^  (1  ha  con  P  la 
stessa  involuzione  unita  J. 

Di  vero,  P  muta  (72,  e)  la  coppia  a^bj  della  proiettività  Pi  =  J  ?^ 

in  una  seconda  coppia  agb^  di  P^  ;  questa  seconda  coppia  in  una 
terza  coppia  a^b^  di  P^  ;  e  così  via:  ossia  Pj  coincide  con  la  (1. 

b)  Se  quindi  P  è  una  proiettività  ciclica  binaria,  la  {1  reg- 
gerà tra  due  suoi  cicli;  ossia,  due  cicli  qualunque  di  una  proiet- 
tività ciclica  binaria  P  sono  proiettim,  e  la  novella  proiettività 
ha  con  P  la  stessa  involuzione  unita, 

e)  La  (/,  per  n  =  4,  dà  in  quattro  elementi  abcd,  successi- 
vamente corrispondenti  in  P,  un  gruppo  che  rimane  proiettivo 
ad  un  gruppo  fisso,  al  variare  di  uno  dei  suoi  elementi  (e  quindi 
degli  altri  tre),  e  che  diremo  gruppo  caratteristico  di  P,  e  di 
i.«  specie'^  perchè  ben  può  dirsi  che  esso  caratterizza  la  proiet- 
tività P,  ossia  può  servire  a  classificare  le  proiettività  nelle  forme 
semplici. 
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Cosl^  p,  e.,  supponendo  csa  (o  quindi  tf^b),  o  d^a,  o  eli**  sìa 
iticdAhcdi;  sì  ha  che  P  sarà  ìnvolutoria,  o  ciclica  di  3,^  ordiue, 
o  ciclica  di  4.0  ordine, 

rf)  Siccome  poi  è  (72,  d)  Ja^a^  a  Ib^h^,  diremo  che  Ja^a^  è  un 
gruppo  earatttìrigtico  dì  P,  e  dì  2.«  specìt;  gruppo,  chfì  diventa 
efa^ti  5  se  P  lia  ^li  elomeuti  uniti  a ,  f  reali  e  distinti, 

e)  In  una  forma  gempUce^  la  condizione  ìiecessaria  e  suf- 
fic  tenie  j  pe.rehè  due  date  proiettila  ita  Pj  ^  P^  j  noìi  hivoJutorie, 
Mieno  proiettive  {ossia,  perchè  esista  una  terza  proiettività^  la 
quale  trasformi  lo  date  V  una  neU*  altra  (^)}  è  che  i  loro  gruppi 
carattenstv  i  di  L^  npecie  a^biC^d^  ,  a^h^c^d^  sieno  proiettivi. 

Supponiamo  che  una  proiettività  P  trasformi  Pj  in  P^,  Indi- 
cando con  ni|mjni3m4  quattro  elementi  successivamente  corrispon- 
denti in  Pij  e  ordinatamente  con  m'jm'jj'n'jW^  i  loro  corrispon- 
denti  in  P^  r^ueati  dovranno  corrispondersi  successivamente  in  P^, 
mentre  dovrà  essere  m^m^m^in^  a  m^m'^m^jin  4.  Ma  [a)]  ntj  111^1113014, 
fn\fn^^m'^ni'|  sono  rispettivamente  proiettivi  ai  grappi  caratteri- 
stici di  l'i  specie  di  Pj  ,  P^j.  Dunque  questi  ultimi  gruppi  debbono 
essere  proiettivi  tra  loro. 

Supponendo  in  vece  verificata  tale  condizione,  e  indicando 
con  mjingmyin^  ,  in'jin'5ji!i'^in'4  due  quaterne  di  elementi  successi- 
vamente corrispondenti  in  Pj  ,  P^ ,  la  proiettività  P  ,  espressa 
dalla  relazione  m^m^m^m^  a  m^m^jjin'ijiii'^  trasformerà  le  tre  coppie 
™itn^  ?  m^m^j  nij^nii  di  Pj  nelle  tre  coppie  m'^m'^,  m'^m'^,  ^\^\ 
dì  P^;  ossia  tnisformcrà  P|  in  P^. 

f)  E  poiché  le  due  quaterne  di  elementi  da  noi  scelte  sono 
arbitrarie,  ne  segue  che,  se  i  gruppi  caratteristici  di  1»  specie 
di  Pi  j  P^  sono  proiettivi,  vi  sono  infinite  proiettività  P,  che  t^-a- 
sformano  P|  in  P^;  e  che  x>«ssono  scegliersi  due  elementi  arbitra* 
rii,  come  corrispondenti  in  P. 

g)  È  chiaro,  che  se  si  ha  una  proiettività  P,  la  quale  tra- 
sformi due  elementi  corrispondenH  aj  ,  a^  di  Pj  e  la  sua  invo- 
luzione unita  J|  in  due  elementi  corrispondenti  a'i  ,  a'^  di  P^ 
e  nella  involuzione  unita  ì^  di  P^  ^  la  proiettività  P  trasformerà 
il  gruppo  caratteristico  aja2aga4  di  P|  nel  gruppo   caratteristico 


i^)  Sicché  due  proiettività  proiettivo  hanno  (69,  o)  lo  loro  involuKÌoni 
tmite  d&lla  stessE^  specie. 
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a'^a'^a'ja^  di  P^ì  ®  viceversa.  Dunque,  il  teorema  e)  regge  ^ 
quando  ai  dite  gruppi  caratteristici  di  i.»  specie  di  Pj  ,  P^  si 
sostituiscono  quelli  di  2.»  specie. 

h)  In  una  forma  semplice^  due  proiettività   Pj^è*^^*  . . . , 

a'  a' 
Pj  ^  è'  ,^  r*  .  .  .  sono  sempre  proiettive:  poiché,  essendo  armo- 
a^a, 

nici  (43,^)   i  gruppi   ea^ajag  ,  e'a'^a^a'g ,    si   ha   la    proiettività 

ea^a^aj  a  e'a^a'g^'a  ^^^  muta  P^  in  P^. 

i)  Se  PpPjj  sono  due  involuzioni,  si  è  veduto  (74,  a,  e)  che 
esse  sono  sempre  proiettive,  se  sono  amendue  ellittiche,  parabo- 
liche, o  iperboliche. 

A:)  Si  ha,  in  fine,  che,  in  una  forma  semplice^  due  proiet- 
tività Pi  ,  Pj  sono  proiettive,  se  sono  cicliche,  amendue  di  3.o 
o  4.0  ordine,  o  se  sono  amendue  degeneri  e  non  inuolutorie. 

Poiché  nel  primo  caso  si  ha  sempre  aja^agai  a  a'ia'^a'ja'i  ; 
nel  secondo  caso  è  a^a^aga^  a  a'ia'2a'8a'4 ,  perchè  i  due  g'inippi 
aja^a^a^  ,  a'^a'ja'ga'^  sono  (74,  f)  armonici  (^);  e  nel  terzo  caso  ba- 
sta far  corrispondere  gli  elementi  singolari. 

77.  Svilupperemo    ora  varie    esercitazioni  per   norma    dello 

studioso,  tra  le  quali  alcune  sono  notevoli. 

a  b  e 
a)  Se  P  è  la  proiettività  ciclica  .        ,    costruendo   i   gruppi 

armonici  bcaa',  cabb',  abcc',  saranno  (68,  b)  aa',  bb',  ce'  coppie 
di  elementi  coniugati  neir  involuzione  unita  J  di  P  ;  e  quindi 
ne  segue,  che  ai  tre  gruppi  armonici,  ora  considerati,  corri- 
spondono in  J  i  gruppi  b'c'a'a,  c'a'b'b,  a'b'c'c  egualmente  armo- 
nici (cfr.  es.  9  a  pag.  40);  e  (a'b'c')  è  un  altro  ciclo  di  P. 

6)  iS'^  1  2  3  4  5  6  sono  sei  elementi  di  una  forma  semplice,  le  tre 
involuzioni  |12,  45|,  |23,  56| ,  |34,  61|  hanno  comune  una  coppia 
{reale  o  immaginaria)  di  elementi  coniugati'^  ossia ,  sono  ar- 
m^oniche  ad  una  stessa  involuzione, 

13  5 
In  fatti,  la  involuzione  unita  della  proiettività  ^  g  9  ^  armo- 
nica (69,  e)  alle  tre  date  involuzioni. 


(»)  Cfr.  nota  a  pag.  110. 

SkSKi A  — Geometria  proiettiva.  18" 
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e)  Se  i  sei  Blefnenti  t  2  B  4  5  G  formano  due  dells  tre  invo* 
luzluni  Ij  '^  15-  24  *  30  ,  J^  ^  14  <  2(1  *  35 j  ì^  ^  IO  -  25  •  B 1^  fffnneratiHfì 
anche  la  terza '^  é  formeranno  dtie  cicli  (1  2  3),  (4  5  6)  di  una 
proiettività  ciclica  P  di  3,"  ordine^  armonica  a  Jj ,  J , ,  l^. — E 
Vìceversaj  due  tali  cicli  di  una  proiettività  ciclica  P  di  Be'*  of- 
dine  danno  le  tre  invoììizioni  J|j  ì^j  Jg. 

DI  verOj  trasformando^  p,  e.,  la  Jj  mediante  la  J^  è  noto  (65, 
?)  che  si  a\Tà  un'  almi  involuzione;  e  questa  avrà  34^  16,  25 
per  coppie  di  elementi  coniugati,  e  perciò  coinciderà  con  J^. 
Inoltre^  se  si  esegue  il  prodotto  I^Jj  (o  I^Jg,  o  l^l^\  si  Im  la  pro- 

1   *>  3  4  r.  g 

iettività   P  "  9  3  "i  r  6  4  j  cvidcntemonte  armonica  a  J^,  i^,  J^. 

Yieeversaj  se  (1  2  3),  (4  5  6)  sono  due  cicli  della  proiettivi tà 
ciclica  P=23  ^^g  ^,    le   involuzioni   ì^^\15,  2A\,I^^\U^  n^j 

|^^U6,  25  {  saranno  arnioniche  (66,  d)  a  P.  Ma  a  1^  appartiene 

ancora  la  ecippia  Hiì\  perehè  la  involuzione  j  15,  36  |  è  pure  ar- 
monica a  Pj  e  quindi  coincide  con  J^ ,  con  la  quale  ha  coniane 
la  coppia  15.  E  siniilmenle  si  vede,  che  le  coppie  35^  34  ap- 
partengono rispettivamente  a  J^ ,  J^,  Dunque  il  teorema  enun- 
ciato è  interamente  dimostrato» 

d)  Se  12  3  4  5  6  sono  nei  elementi  di  una  forma  sempUcei 
che  iuccesgivamsnte  si  corrispondono  ì}i  una  proiettività  P,  essi 
formano  pure  (nota  a  pag.  131)  la  involuzione  li^l6-34-52,e 

1  5 
quindi  anche  (72,  h)  la  proiettività  P^  ^  34  ^  ^-  la  conse^ienza  ^ 

i  prodotti  pPi~^,  P^'Pl  hanno  ordinat^ìnenfe  15,  26  per  involuziv' 
ni  unite\  e  Ij  è  armomca  alle  involuzioni  unite  dlP  ,  Pj  ed  alia 
invoìuziontì  [  15,  26  i» 

I*)  In  una  forma  Èemplice,  le  coppie  d'  involuzioni  corri- 
spondenti j    comiini    a    due    qualunque    delle    tre    proiettività 

P^  9  *  fì  I  ^1^462^  '^s  ^  I*  2  4J  ^*^"^  '^  involuzioni  unite  deìh 
due  proiettività  cicliche ^  che  hanno  ordinatamente  i  cicli  (1  3  5ìj 
(2  4  6),  Dedurne  che,  se  (1  3  5),  (2  4  6)  sono  due  cicli  di  una  stti^ita 
praifitività  ciclica  R  di  3,o  ordine^  le  proiettività  P,  P^,  P^  sano 

commutative. 


1 
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Di  Tero,  si  ha  Ps?!**  =  „  ^  .  ,  Pi^^P^  ^  ^     ,^;  e  le  inToluzìonì 

iimi«?  Jj  j  J^  di  queste  proiettività  costituiscono  (73,  b)  una  cop- 
pia  comune    d' involuzioni    corrispondt'nti    per   le   proietti  vita 

P„Pj,E  poichèsi  ha  pure  PjP' =3  l  j  =PPrS  '*"^Pi^4  g  ^j^^t"^^^ 

ne  segue  la  prima  parte  del  teorema* 

Supponiamo  ora  che  si  abbia  la  proiettìvità  ^  =  ^ki4i*gì® 

quindi  che  J^  ,  J^  coincidano  con  V  involussinne  unita  J  di  n,  e 
ciascuna  delle  Pj^i  ?  P^  trasformi  1  in  i  Ma  FtP^P^  non  possono 
essere  involuzioni  armoniche  a  1;  poiché,  p.  e.,  P  muta  le  cop* 
pie  13,  a5j  51  di  R  in  altre  tre  coppie  di  R*  Duuijuej  P  j  P,  ,  P^ 
hanno  J  per  comune  involuzione  unita  ^  e  sono  perciò  commu- 
tative (V), 

2  5  jj         15  4 
f)  In  una  forma  semplice,  le  proieUivìtà  .  \\  (1,  Rn^  (^j 

.  a  r  (^  ^ono  armoìiiche  ad  una  stessa  involuzioue. 

4     A    li 

Indicando  con  r2'3'4'5'6'  ordinatamente  i  coniugati  dì  123456 
neir  in  voi  azione  I  armonica  alle  proiettività  (1,(2,  le  (1,(2  daranno 
{U,g\  231'47Cie2'5',  5i6'3'A23r4Vl^onde  irv2'5'A54fr3'A453'6'(4, 
Ma  dalla  I  si  trae  164'5'Aru'45A451'ti',  134'2'a1'3  42a421'3'; 
e  queste^  insieine  alla  (4,  dimostrano  che  ò  13r>4'2'5'A425r3'6', 
ossia  che  I  muta  la  (3  nella  sua  inversa,  e  quindi  è  armonica 
alla  (3,  Dunque  il  teorema  enunciato  è  vero* 

^)  Se  V  involuzione  unita  ì  di  una  proiettività  binaria  P  è 
eUittiea^  0  se^  essendo  iperbolica j  i  suoi  eleTnenfi  doppi  e  ^  f  non 
separano  due  el amenti  corri^iondent i  di  P^  e  solo  in  quenti  due 
casi^  esistono  due  proiettività  binarie  Pj  ,  P^  »  e  due  soìe^  tali  che 
»i  at^rà  P,*^P^^^P. 

Se  esiste  la  Pj ,  la  sua  involuzione  unita  -  dovendo  coincidere 
(72j  e)  con  quella  di  Pj^^^P  -  sarà  1;  e  il  prodotto  P^J^P^  sarà 
tale  che  si  avrà  p3^^(PjJ)^^Pj-|^  {perchè  Pj  ò  commutativa  con 
f)^W^'f  ossia  P/^P,  Inoltre,  se  m^m,  è  una  coppia  di  P,  e 
ad  nij  conrisponde  m  in  Pp  ad  m  dove  corrisponderò  m^  in  Pj  ; 
e  quindi,  costruendo  il  gruppo  armonico  mjnigmni',  saranno  nij  m' 

(')  Si  noti  ehe  dal  n,**  7(»,  A)  riHultti  immediatamente  ch(^  ciasnumi 
delle  f ,  P^  1  P|  hm  per  inyoluBtQne  uni  tu  q^uelia  dolisi  proiettività  H, 
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coiiiui^ati  in  J.  Sicché,  se  P^  esiste,  vi  sarà  una  coppia  mm'  di 
I,  clic  divide  armonicamente  una  data  coppia  qualunque  mim_^ 
di  P;  e  perciò,  se  J  è  iperbolica^  essendo   armonici   i   gruppi 
m^m^mm^ ,  erum'^  le  coppie  m,m2,  ef  non  debbono  separarsi. 

Viceversa,  data  una  coppia  qualunque  m^nig  di  P,  se  reggono 
le  ipotesi  deir  enunciato,  esiste  la  coppia  mm'  di  J,  che  separa 
armomcamcntc  mim2  (perchè  mm'  è  la  coppia  comune  alle  in- 
voluzioni Jj  m^mj  ),  e  posto   P^  ^  J  ^  ,  P^  ^  J     { ,  si  avrà  Pj*~P, 

P..''^P.  —  In  fatti,  poiché,  p.  e.,  m,m'  debbono  separare  armo- 
nicamente i  corrispondenti  di  m  in  P,""^  e  P^,  e  poiché  in  P^"^ 
ad  m  cnmsponde  m^,  deve  ad  m  corrispondere  m^  in  P^.  In 
coiiseE:ueiiza  P/,  che  avrà  J  per  involuzione  unita  ed  mj  ,  m^ 
per  elementi  corrispondenti,  coinciderà  con  P. 

È  chiaro  pure  che  è  PjjHeP^J  ,  P^^PgJ  :  poiché,  p.  e.,  ad  m| 
corriiiponde  m  in  P^ ,  e  ad  m  corrisponde  m'  in  J;  e  quindi,  in 
PjJ ,  ad  m^  corrisponde  m',  ossia  è  PjJ^Pg. 

Pj  impassìbile  poi ,  che  esista  una  terza  proiettività  P, ,  tale 
che  sia  P^-^P.  Di  vero,  T involuzione  unita  di  Pg  dovrebbe  es- 
sere Jj  e  se  ad  m^  corrisponde  m"  in  Pg,  ad  m"  deve  corrispon- 
dere m^;  e. costruito  il  gruppo  armonico  mim2m"m'",  sarebbe  m''m'" 
una  seconda  coppia  di  J,  che  separa  armonicamenie  mim2:  as- 
surdo. 

Bi  noti  j  infine ,  che  se  é  P^6    ^ ,  ed  é  m  il  coniugato  armo- 

W2 

nictì  di  e  rispetto  ad  m^,m2,  la  proiettività  Pj^s'''^  avrà  per 
quadrato  P;  poiché  il  corrispondente  dì  m  in  P^  deve  essere  il 
coniugato  armonico  di  m,  rispetto  ad  m  ,  e,  ossia  dev'  essere  m2. 
Ed  b  tacile  vedere  che  P^  è  la  sola  proiettività,  il  cui  quadra- 
to è  P. 

Dunque,  mia  proiettività  binar  la,  la  cui  involuzione  unita  è 
parabolica j  è  sempre  il  quadrato  di  un^  altra   sola  proiettività, 

h)  In  una  forma  semplice,  se  due  distinte  proiettività  P^ef.. , 
P,  ^of^  .,,  (affile  quali  Vuna  P  almeno  non  è  involutoria)  hanno 
comuìie  un  salo  elemento  unito  (reale)  e,  esse  avranno  sempre 
comune  una  coppia  reale  di  elementi  corrispondenti  distinti 
n  ,  n'  (^),  ed  evidentemente  una  sola. 


^j  K  oYÌd£M)tc  che ,  se  fosse  anche  f j  :=  f ,  o  se  ciascuna  delle  P  ,  P^ 
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Basterà  ragionare  sopra  due  proietti  vita  dì  punti  P  ^  EF,., , 
Pj^E^j,,.,  dì  comune  sostegno  ti. 

Allora,  proiettando  da  due  punti  arbitrari!  S  ^  H^ ,  allineati 
con  Ej  le  due  puutegrgiate  che  costìtuUcono  la  protetti  vita  P  e 
quelle  che  cosfitntscono  P,  ,  si  hanno  due  coppie  di  fasci  pro- 
spettivi. E  Bc  s* indicano  rispctth'amente  con  s  ^  s^  gli  assi  di 
prospettiva  (i  quali  passeranno  ordinatamente  per  JPjF|),  posto 
4r#i^yj  ^  i  punti  SN^  *  u^S%  S^N^  -  w^-V  si  corrisponderanno  in  P 
e  in  P|, — Questa  dimostrazione  regg:e  anelìc,  quando  P  (o  Pj  ha 
rmìico  punto  unito  E. 

i)  Da  h]  segue  che^  in  una  forma  sempì  i  ce,  indicando  e  mi 
e  uno  degli  eU menti  uniti  reali  ( distinti  a  coincide n ti)  di  una 
proifittieitù  binaria  P  non  ineolutf^rla  ^  eatÌÉte  sempre  una  min 
coppia  di  elementi  (reali  e  distinti)  corrispondenti  in  P,  che  sono 
pure  eiementi  coniìiffati  n^iV  involusioue  aimmetrica  ch&  ha  e 
ptr  elemento  doppio  al  finito, 

Jt)  ha  potenza  ennesima  di  una  corrisjjondenza  univoca  C 
è  commutativa  con  C:  poiché  C^  applicata  a  C  successivamente 
H  volt€,  non  Taltera- 

l)  Se  la  corrisjjondcnza  univoca  C^j  è  il  prodotto  di  due  cor- 
riitpOHdenze  uniuoche  ìnvoluiorie  C^  ^  G^  ^  ciascuna  di  queste  ni' 
fi  nifi  dite  mutertì  C^  ìk  Cj'^  In iti  tre  ^  C.(  è  involn  torio  i^olo  quando 
^1  I  ^i  sono  permutabiti\  ed  allora  C^  è  pernuitaùile  con  Cj  e  con 
C^j  e  ciascuna  delle  G^  ^  G^  ^  C^  è  il  prodotto  delle  altre  due. 

Di  verOf  se  è  Cj  ^  !J*  J^ . .  . ,  C.  ^  i  7 .  .  . ,  tenuto  conto  che 
Cj  .  C^  sono  involutortOj  si  ha  Cjj^CjC^^^*  *-  .  ^  *  .  -  ,  e  quindi 

~  3^  3tj  01 

C(  ,  Cg  mutano  ordinatiimente  le  coppie  arbitrane   b^&,  ,  a^a^  di 
G3  nelle  coppie  a^a^  ,  b^li*  di  C-j"*^  ossia  mutano  C^  in  G^"^, 

Itioltre,  se  C^  ,  Cj  sono  ptTmntabili ,  sarà  Cg^C^C^^C2CJ  {1, 
ostìia  Cj  è  ìnvolntoria  ;  e  viceversa  :  ed  allora  dalle  (1  ^ì  trae 
G,=C,C,=C3C,  ,  G^^GjGg^CaCi. 


aTe«5fi  V  unico  elemetito  uuìto  i  ^  1*?  à\m  prò  ietti  vit4  non  potrebbero 
mweirù  in  comune  una  coppia  di  elementi  corrispoadentL  disitìnti,  aensa 
c^oineidere. 

fe  evidente  pnre  che,  se  P  t  Pj  sono  amendtie  iu volutone  ,  ed  Jiauno 
cumano  un  elemento  doppio  •  ,  ùSìsq  non  possono  avere  alcuna  coppia 
eomaiìe,  aen^a  coinciderà* 
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Dunque  il  teorema  è  dimostrato. 

m)  S^j  di  tre  corrispondente  univoche  C  ^  C^  ,  C^  ,  le  ultime 
due  sono  commutative ,  saranno  ancora  comìnuiative  le  corri- 
sponde nze  unwoche  C\  ,  C'^^  nelle  quali  Cj  ,  Cg  sono  trasforma- 
te da  C. 

In  fatti ,  si  ha  (  65  ,  m  )  C'j  ^  Z^Kfi  ,  C^  ^  C^^C^C  \  e  quindi 
C'iC'jj^C"^CiC^C  ,  C^C,  =C"^0_,C^C:  ma  è  per  ipotesi  Q^C^^QX^: 
dunque  sarà  anche  C\Q\^Z*S\* 

n)  Se  ^  ^  TF"-  ^  una  proietti vitù  non  intsQlutoria  tra  due 
punteggiate  sovrapposte^  il  punto  medio  0  del  segmenta  JV  co- 
incide col  punto  centrale  deìV  involuzione  unita  di  P:  poiché^  m- 
feendo  jrOm  un  gruppo  armonico,  sarà  Ox  una  coppia  di  pniiti 
coniugati  ncli'  involuzione  unita  di  P. 

o)  Se  ?  ^     p  ,  ,  ,  ^  una  praiettività  {non  involtttoria)  di 

pnnti  di  sostegno  Uj  la  cui  inuolunone  unita  Ì^\AA^  jììE^]  è 

ellittica j  indicando  con  0  il  punto  medio  di  JV  —  che  è  pure 
[n)]  il  centro  dell'  iniìoluzione  J  —  e  con  0'  il  tuo  corrispondente 
in  Pj  il  luogo  ò  dei  punti  ^  che  proieftmio  P  mediante  rotazio- 
ni j  è  il  circolo,  il  cui  piano  è  J^  ad  n^  e  che  ha  0  per  cèntro 
e  per  raggio  la  media  proporzionale  tra  00'  ed  OJ, 

Di  vero  j  perchè  da  un  punto  U  si  proietti  P  mediante  una 
rotazione  Rj  è  nccessaiio  «  sufficiente  (75,  dj  e)  che  l'involuziotie 
unita  U\AA^jBB^\  dì  R  Bia  la  circolare,  ossia  (71,  a)  che  gli 
A  A  UAj  j  B  UB^  sieno  retti:  e  quindi ,  in  o^ni  piano  q  ài  u ,  i 
soli  punti  U  j  U\  nei  quali  i  cerchi  di  diametri  J.4,  ^  BB^  ne- 
cessariaraente  si  segheranno  (poicliè  le  coppie  AA^  ^  BB^^  sì  se- 
parano)^» apparterranno  al  luogo  in  esame,  E  poiché,  essendo  ?iX^^ 
UU^  (nel  suo  punto  medio  0),  al  raggio  UU*  corrisponderà  nel- 
l'involuzione  circolare  U\AAiy  BB^\  ù  raggio  ||  ad  Wj  ne  segue 
che  0  è  il  centro  di  J^  e  quindi  è  [«)]  il  punto  medio  di  Jl\ 
In  fine,  è  facile  vedere  come  sia  pure  necessario  e  sui!ieicnte 
per  la  effettiva  esistenza  di  f7,  che  gli  A  OJU ^  QUO*  sif^no 
uguali,  ossia  che  sieno  simili  i  v  rettangoli  OJU  ^  0U0\  e  quin- 
di che  017=  C7'0  sia  media  proporzionale  tra  00*  ed  OX  Dun- 
que il  teorema  è  dimostrato. 
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Si  noti  poi  come  dalla  il imos trazinne  risultL  che, 

1/*  il  in  ago  dei  pituti^  t'he  pruuifanù  inaUtinit  iìivolnziofii 
cirtolarl  una  data  involitEioue  elUUica  di  punti  ì^  \A A ^^BB^lj 
è  il  circolo  interazione  delle  »fere  di  cUametri  AA^  ^  BBj: 

2,0  indicando  con  u  t7  sostegno  di  una  data  Involuzione  el- 
littica di  punti  J^]AA^  ,  BBjI,  se  per  Funo  U  dei  punti  d'inter- 
sezione dei  circoli  di  diametri  AA^  /BBj,  descritti  in  un  plano 
arbitrario  G  di  ìi  ^  sì  conducono  in  ex  due  rette  m  ,  m^  tali  che 

k 

sia  r  A  mm|  =  -r- 1^  {dové  kj  h  $ona  numeri  interi  primi  tra  lùrù)f 

i  punti  um  ^  M  ^  unij  ^M^  si  corrisponderanno  in  una  proietti' 
mtà  ciclica  di  ordine  hj  che  ha  ì  per  involuzione  un  il  a  ^  e  che  è 
così  interamente  definita  (12,  a). 

p)  Se  P  é  una  proiettlvità  di  raggi  tra  due  fasci  sov rappo- 
rti (Sj  ^  abc*<*j  (S)'  ^  a'b'c'**.  di  un  piano  g^  la  cui  involuzione 
unita  è  elìltUca^  ^  può  considerarsi^  in  infiniti  modi  ^  come  la 
proiezione  sopra   ù  di  una  rotazione* 

In  fatti,  se  P|  è  la  proiettlvità  dì  punti j  che  P  determina  so- 
pra una  trasv- ergale  u,  e  si  coatraìtìcc  un  punto  Uj  dal  tjualo  P 
sia  proiettata  mediante   una  rotazione  R  ^  è  chiaro   eh  a  P  sarà 
*  la  proieEÌoue  di  R  sopra  0  ,  fatta  da  un  punto   arbitrario  della 
retta  USj  distinto  da  U  e  da  8. 

fSseroizli. 

1.  Assegnato  un  punto  P  sulla  bisettrice  u^  dell'  A  ntf' ,  0  condotta 
per  P  una  trasversale  »,  la  quale  seghi  u,  u  ordinatamente  in  A  ,  A\ 
si  tirino  per  .4,  A'  le  rette  a ,  a'  in  guisa  che,  posto  au^^A^ ,  au^=.A\^ 
uu^^U,  sieno  gli  A  UAA^  ,  UA'A\  uguali  ad  un  dato  A  a:  il  coniu- 
gato armonico  IT  del  punto  U^  rispetto  ad  A^  ,  A\^  sarà  un  punto  fisso, 
al  rotare  di  •  intorno  a  P. 

2.  Se,  iu  àvi^  «quadrangoli  completi  situati  in  un  piano,  due  coppie  di 
lali  opposti  ed  un  quinto  lato  del  primo  sono  perpendicolari  ordinata- 
manie  a  due  coppie  di  lati  opposti  e  ad  un  quinto  lato  del  secondo,  i 
s««U  iati  saranno  puj-e  perpeadicolari  tra  loro. 

3.  Se  due  9  ABC^  ABC\  situati  in  un  piano,  sono  tali  che  le  ±,  a\ 
Ift  c\  condotto  da  A,  B,  C  BiiUe  rette  B'C\  C'A',  AB\  concorrono  in  un 
punto  P\  lo  _L  <>i  ^i  c^  condotte  da  A^  B\  V  sulle  rette  BCj  CAj  AB, 
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crjìjcorrfrranno  pure  in  un  punto  P.  E  so,  assunti  arbitrariamente  in  a\ 
h\  <■  i  punti  ^j,  7ij,  Cj,  si  conducono  da  A\  B',  C  le  J_  a^,  ftp  Cj  alle 
rtìtto  /J,C|,  C'jil^,  A^By  esse  concorreranno  in  un  punto  Pj  tale,  che  la 
retta  Pl\  sarà  _L  all'asse  di  omologia  dei  sj  ABC,  A^B^C^. 

4*  Si  dimostrino  il  teorema  del  n.<*  58,  a) ,  e  il  suo  caso  particolare 
contenuto  nel  n.«  68,  e),  mediante  la  costruzione  di  due  punteggiate 
proiettivo  sovrapposte  ed  il  teorema  del  n.*»  59,  a)  a  sinistra  (vedi  le 
fig,   y.5.a  e  35  a). 

5.  Data  ana  retta  «  nel  piano  di  un  y  assegnato  ABC^  se  da  i4,  I?, 
(7  partono  tre  raggi  luminosi  concorrenti  in  uno  stesso  punto  X)  di  * 
i  raggi  riflessi  segheranno  ordinatamente  le  rette  BC,  CA^  AB  in  tre 
punti  per  diritto. 

6*  Si  dimostrino  i  teoremi  della  stella,  analoghi  a  quelli  contenuti 
nei  Ti}  5&J  a),  61,  a),  62,  b). 

7.  Una  trasversale  *  seghi  i  lati  BC,  CD,  DB  di  un  dato  y  ordinata- 
mente in  Z,  If ,  N]  ed  assunto  arbitrariamente  un  punto  A'  del  piano 
BCDy  si  prendano  sulle  rette  ii'L ,  B'Af ,  C'^V  rispettivamente  i  punti 
arbilmriL  D',  5',  C,  e  si  ponga  B'C  .  *  =  L',  CD' .  »  =  3f',  D'^' .  «=y'. 
Le  rette  i>L' ,  BM\  CN'  concorreranno  in  un  punto  A\  e  se  ,  conser- 
vando i  punti  A'B'C'D'  la  loro  scambievole  posizione,  il  loro  piano  a  rota 
intorno  ad  *,  per  una  posizione  qualunque  di  a\  si  avranno  in  A'BCD  e 
ABC'D\  AB  CD  e  A'BC'D'.ABCD  e  A'BCD',  ABCEf  e  AB' CD  quat- 
tro coppie  di  tetraedri  MObius. 

H,  Assunti  cinque  elementi  abcda'  in  una  forma  semplice,  si  costrui- 
seaao  ì  coniugati  b',  e',  d'  di  a'  ordinatamente  nelle  involuzioni  |ab,  edj 
ao,  db  i  1  [  Ad,  bc  I  ;  saranno  c'd',  db',  b'c'  coppie  di  elementi  coniugati  or- 
dinatamente nelle  stesse  tre  involuzioni. 

BaDterà  osservare  che,  essendo  le  tre  involuzioni  date  armoniche  a 
due  a  duy,  ciascuna  è  il  prodotto  delle  altre  duo. 

9.  Se  ahcd,  ah' ed  sono  due  gruppi  prospettivi  di  raggi,  situati  in  un 
piano  <3  t>  con  l'asse  »  di  prospettiva,  le  seguenti  tre  quaterne  di  rette 

ah' .  ed',     ah  .  ed,     ae  .  hd\     a' e  .  h' d, 

ah  .  d'c,     ah' .  de  ,      he' .  ad',     b'c  .  ad, 

ac  .  db' ,     a' e  .  d'h,     be' .  da',     b'c  .  d'a 
conoonono  ordinatamente  in  tre  punti  di  ». —  Qual  significato  geome- 
trico hanno  questi  tre  punti? 

10.  Se^  da  un  punto  A  del  circolo  circoscritto  ad  un  dato  y  BCD,  si 
conducono  le  rette  h',  e',  d' inclinate  ai  lati  CD,  DB,  BC  sotto  lo  stesso  A 
e  nello  Btei*so  senso  di  rotazione,  h',  e,  d',  formeranno  con  AB=b,  AC^r, 
AD^d  tTf}  coppie  di  raggi  coniugati  in  una  involuzione  simmetrica; 
e  quindi  i  punti  b'.CD,  e  .DB,  d'.BC  giaceranno  sopra  una  stessa  retta 
(che,  quando  l' A  assegnato  è  retto,  si  dice  7'etta  di  Simson,  relativa  al  punto 
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A),  Tice versa,  il  luo;s;o  del  punto  A  (al  finito)  tale  che,  conducendo  per 
A  le  rette  à\  e\  d'  nel  modo  ìndit^ato,  si  abbiano  in  6'.  CD,  e'.  DB^  d\  BC 
tre  punti  per  dritto,  à  il  circolo  BCD, 

Dedurne  ehe^  se  sqUq  corde  AB,  AC^  AD  di  un  circolo  {U)  come 
diametri^  e  noi  piano  dei  circolo  stesso,  si  descrivono  tre  altri  circoli 
(che  battilo  quindi  A  pt^r  punto  comune),  i  secondi  punti  d'intersezione 
di  questi  cercali ^  combinati  a  due  a  due,  giacciono  per  diritto. 

11.  Costruire^  in  una  forma  eiempHce.  una  proietti  vita  P,  conoscendo, 
l.<^  due  elementi  corri  a  pendenti  m,  m',  e  due  involuzioni  J^  ,  J^  armo- 

niclie  a  P: 

2.*  due  coppie  mn  ,  nn'  di  <>Iementi  corrispondenti,  ed  un'  involu- 
zione 1^,  armonica  a  F  e  distinta  dall'  involuzione  |  mn'  ,  m'n  |. 

12.  In  una  forma  semplice, 

1,**  ]a  proietti  vite-  oiisìioa  di  8.**  ordine,  applicata  successivamente 
alla  coppia  mm*  della  sua  invulnziono  unita  J  ed  alla  coppia  che  cosi  si 
dfNluce  da  nim\  produce  le  coppie  nn',  pp'  tali,  che  hanno  luo^o  le  invo- 
sionl  Riin'^nn'.pp',  nim\[ip'.n'p,  mp^nn'.m'p,  mn'.m'n.pp',  delle  quali  le  ultime 
tre  «iono  in  voi  licioni  armoniche  a  J,  anche  quando  m  .  m'  non  sono  con- 
iugati in  J  : 

2,*  la  terza  potenza  di  una  proiettività  ciclica  di  G.*»  ordine,  appli- 
cata agli  elementi  coniugati  m,  m'  della  sua  involuzione  unita,  dà  ordina- 
tamente m',  m: 

3.°  indicando  con  i,  fa.  e  tre  elementi  successivamente  corrispon- 
denti dì  una  proiettività  P,  e  con  a'  il  coniugato  di  a  nell'involuzione 
nnlts  I  di  f  I  se  bcaa'  ò  un  gruppo  armonico,  la  proiettività  P  è  ciclica 
di  S.**  ordine  i 

4,®  data  una  proiettività  P,  gli  elementi  m^  e  m_i,  che  corrispon- 
dono ad  ^no  «tesso  elemento  «  in  P  e  in  P~^,  generano  un'altra  proiet- 
tività, che  ha  con  P  la  stessa  involuzione  unita  (cfr.  es.  1  a  pag.  59): 

b.'*  neUe  infinito  proiettività,  che  hanno  comuni  due  coppie  reali 
miij  ,  119^  dì  elcm<*iiti  corrispondenti,  gli  elementi  uniti  sono  accoppiati 
in  involuzione; 

6."  una  proiettività  P  trasformi  un'altra  proiettività  P^  nella  terza 
P,,  ed  una  quarta  proiettività  R  trasformi  P  ,  P^  ,  P^  ordinatamente  in  P', 
t\  ,  P*^:  dimostrare  r^he  la  prok^ttività  P'  trasforma  ?\  in  P'^ ,  o  dedurne 
che  P  trasforma  la  involuzione  unita  di  Pj  in  quella  di  P^: 

7,**  j*e  due  proiettività  P  *  Pj  hanno  comune  una  coppia  reale  mm' 
di  elementi  corrispondenti  distinti,  esse  avranno  pure  comune  un'altra 
eoppia  reale  di  elementi  corrispondenti  distinti  n  ,  n';  i  quali  però  co- 
incideranno rispettivamente  con  m,  m',  se  questi  sono  coniugati  nell'in- 
Tolti£Ìone  armonica  a  P  e  Pj  (cfr.  n.<>  77,  A,  i): 

8-*  te,  tra  le  n  proiettività  Pj ,  P^  ,...,  P,„  ve  ne  sono  h^  identiche  tra 

BAn^tA  —  Gtomeiria  proiettira.  19* 
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lurO|  liUro  Aj  aiicTie  identiche  tra  loro  ,  e  cosi  %*la,  il  numero  tiei  prò- 
dotti  difl'eroiitl,  qìiq  si  poBsono   formar*»    con    q^ueate    »    proiuttivitlij  è 

^ — ^^—l  e  con  quattro  pruiettività,  delle  quali  due  hanno  uno.    stessa 

involnKione  unita  J  e  le  altro  dua  un' iiltra  ste^^sn  involuzione  unita  i\ 
BÌ  possono  formare  14  prodotti  diftcrRUli; 

9.'  tì©  (1284)  è  un  ciclo  di  una  proiettività  ciclìc-a  di  4.°  ordine, 
il  i^rnppo  1324  è  armonico;  e  se  (12ìi45ti)  è  un  ciclo  di  una  proietti rìt^ 
ciclica  P  *}ì  6*''  ordine,  iaranno  (135),  (246)  due  cicli  di  una  stessa  pro- 
iettività  cit^lica  di  8.<^  ordine,  ahe  tt^rk  con  P  la  stessa  involueione  uiiìtCL 
J^14t^5'36: 

10."  sse  gli  elementi  12S156  formauo  le  quattro  involuzioni  irr24*3lS^ 
l'l'*Ìi)'35,  lrt^25*lì4j  l4'2rr36T  essi  formano  un  ciclo  (162431  j  di  una  prò— 
iettività  ciclica  di  (j.*^  ordina  j  e  vi£:t5\^er3a,  un  tal  ciclo  dà  queste  quat- 
tro involu3£Ìoni  : 

11."  se  di  un  elemento  m  *i{  trovano  i  coniugati  m^  ^  m^  in  due  dato 
involuzioni  J^  ,1^;  indi  di  m^  si  trova  il  conin^ato  n^  in  1^,  e  di  m^  il  caii^ 
iugato  p,  in  J^,  relemeiito  m  ed  il  suo  coniugato  armonico  m\  rispoito 
ad  n^  j  p^,  saranno  coniugati  nell'involuzione  J  armonica  a   Ìi  i  Ji   ('): 

12,*'  se  di  un  elemento  m  ai  trovano  i  coniugati  m^  ,  m^  in  due  date 
involnzioni  armoni  ah  e  J^  ,  'ti  g?^i  elementi  rn^  ,  m^  saranno  coniugati  nel- 
r  involuzione  armonica  a  hth  ^^J' 

18.  ■  gli  elementi  di  un  ciclo  di  una  prò  ietti  vita  ciclica  di  3.*»,  4.»^ 
o  G."  ordine  formano  ciclo  in  due  sole  prò  ietti  vita  cicliche  dello  attìsao 
ordine  ;  queste  ^ono  la  dtita  e  la  ^ua  inver8a  : 

le.**  se  il  prodotto  PjP^  ...  P^  di  «  proiettività  è  V  identità,    posto 

15.»'  nelle  potente  P"* ,  P^"'  dì  una  proietti  vita  ciclica  P  di  ordina 
u  (dove  1/*  t  nt    sono  due  divisorì  di  n]j  se  gli  elemeuti,  che  occupano  lo 

stesso  posto  ili    —r  cicli  di  P^,  formano  uà  ciclo  di  P'"",  gli  elementi, 

M  IP  , 


(^)  In  particolare,  se  ì^^  A^B^^  Ì^^^A^B^  sono  due  itivolnaioni  iper- 
boliche sovrapposte^  ed  M^  ^  M^  i  punti  medìi  di  A^Bj  ,  A^B^^  costruenda 
i  gruppi  armonici  A^BMiA^yA^BiM^B^j  il  punto  medio  di  A^IS^  sarà 
il  punto  centrale  del T  involuzione  [A^B^^A^B^l, 

(',)  lu  partictdare ,  se  quattro  punti  A^B^A^B^  sono  armonici ,  in- 
dicando con  J/j  ,  M^  i  punti  medii  di  A^B^^  t  -^^a^j  t  1^  *>*^  coppie  ^4^^,  ^ 
A^B^j  Jl/|il/^  saranno  in  involuzione;  e  il  punto  centrale  dell*  involu- 
zione stessa  è  coniugato  arnionico  di  Afj  riijpetto  ad  A^B^  e  di  M^  vi- 
«ìipetto  nd  -4jBj, 
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Si   noti    piure   clie,  s©  k*  involuzioni  J^^e^fj  ,  J^^e.^f^    sono  iperboli- 
elìn^   dei    due   fa^ci  d^^term inali  da  queste  involuzioni,  Tuno  è  costituito 
da.ll0    oc   proiettività  che  hanno  comuni  le  coppie  é^é^  ,  1^!, ,  mentre  1'  al- 
tro fascio   è   costituito  dallo  oo  proiettività  che  hanno  comuni  le  coppie 
m^l^  ,  ^i*t'   ^   *^  caao  precedente  di  J^  ,  Jg   paraboliche  potrebbe  seguirne 
ecime  limite^  facendo  coincidere  é^  ,  f^    ordinatamente  con  é^  ,  fj. 

/}  Si>  J^  ì  ìj  coincidono  in  una  involuzione  J  ,  si  ha  che  ,  tutte  le 
jrrQÌ€Ìfiv£tàf  Is  qtmlt  hanno  una  data  involuzione  unita  J,  costituiscono  un 
fn^rio  (cfr.  n.^  7-2,  6,  g}^  munire  tutte  le  involuzioni  armoniche  a  J  costituisco- 
nù  U  /àwmo  armortim  al  primo. 

ff)  I»  una  forma  sémplice^  due  proiettività  distinte  P  ,  Pj  definiscono  un 
y^a^eio  ek^  le  contiene  ;  poiché  P  ,  Pj  hanno  sempre  comune  una  coppia 
Iji^  di  invohiiioni  comspondenti  ,  tale  che  Jj  è  l'involuzione  unita  di 
FPj~^;  e  quando  P  ^  P^  houo  date,  questo  fascio  si  costruisce  [d)]  linear- 
tnente,  moltiplicando  per  P  tutte  le  proiettività  che  hanno  con  PPj"» 
la  ateisti  involii£Ìonc  unita  J^. 

Si  lift  cofij,  p.  e.t  imm odi atam ente  la  proiettività  di  questo  fascio  phe 
lift  ttnft  data  coppia  io  di  elementi  corrispondenti:  poiché,  se  a  o  cor- 
risponde é  in  P"S  basterà  moltiplicare  per  P    la  proiettività  che  ha  j^ 
per  imroluzione  unita  ed  t,  d  per  elementi  corrispondenti.  E  quindi,  mentre 
i!  problema  ■  determinare  una  proiettività  del  sistema  8  — definito  da  due 
d&ie  iniroluziotii  Ip  1^  della  stessa  specie  (iperboliche  o  ellittiche)  —  la 
qtiftle  abbia  una  data  copjjta  ac  di  elementi  corrispondenti  >  è  di  2.o  grado 
IcmsìA,   ^i   sono  (73,  d)  due  proiettività,  che  risolvono  questo  problema]; 
il  probi emft  «tesso  divenla  di  1.®  grado,  se  è  data  una  proiettività  P  del 
f&9cio^   »I   qtiale  il  vtictle  che  la  richiesta  proiettività  appartenga. 

il»    In    una  forma  semplice,  le  proiettività  armoniche  a  due  date  proiet- 
iimiié  P  1  Pt    <^<>'^ "'*"**'*"' ^  *'  fascio  armonico  a  quello  contenente  P  .  Pj. 

jyi  vero,  sia  1,1^  la  coppia  comune  di  involuzioni  corrispondenti  in 
r  ,  Pj,  ta.le  che  PP^^'  abbia  Jj  per  involuzione  unita.  Se  P,  è  una  terza 
proiettivitA  armonica  a  P  r  ^i ,  saranno  PPj""*  ,  P^Pi"*  due  involuzioni. 
Inoltre,  1' inToluzicno  tinita  del  prodotto  PP,"» .  P,Pj-»  ^PP^-»,  la  quale 
è  I  ,  6*tA  (^0,  m)  armonica  ai  due  fattori;  e  quindi  l'involuzione  PP^"» 
trasformerà  1;  in  i^  E  poiché  P  muta  J^  in  J^  ,  lo  stesso  f  cfr.  h)  J  farà 
p  :  e  perciò  fe)J  P^  apparterrà  al  fascio  armonico  a  quello  che  contie- 
ne F  j  Pj- 

ij    ^el    *|jr/^wi<2   S,  definito  da  due  involuzioni  distinte  J^  ,  Jj  della  stessa 

M»ecis   {iperholi*^^*^   o  elliUiehe),  tutte  le  involuzioni  unite  delle  proiettività  di 

mm  f^imcùf    v&no    etntiomche  ad  una  stessa  involuzione    (che   è  V unica  involu- 

-     ^   f£^l   famci&    amionitù  al  primo)]  e  perciò    esse  stesse    costituiscono  un 

jti   D&llA    proprietà  [4)1  che  le  proiettività  di  un  fascio   si  costrui- 

* 
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acono,  molti  plicaiido  per  una  P^  di  e&so  tutte  lo  proietti  vita  ?\  f'\  ?***,.,. 
che  hanno  una  certa  invQluzioB«3  unita  J,,  ne  SGf^ue  cho,  se  si  coxlruhcaiw 
le  coppie  di  ehmenii  t^lij  ,  mjt^  ,  t^b^,  , .  . ,  ,  the  corrttp&udùu&  ad  una  daitt 
coppia  ^rhitifirìa  ab  urtlhiitfamcfite  uffU  prùieftivìié  P^  ,  P^  ,  P^  ,  <*.  di  «*» 
faifcio  quaìuiitjne^  sarà  i^ft^^  .  * ,  A  b^b^b^,*.  e 2  (V,;  e  la  \2  avrà  per  inr&lu- 
ziotie  unita  V  involuzione  Jj ,  che  corrUpoude  a  J^  H€Ìle  proietH^iié  del  fa- 
Mtio  itétso. 

Di  veroi  so  è  PP^r^P^  ,  P^P^JE^P^,  ,  P' 'Pp^P^,.,. ,  e  se  ai  ha  P'^*,J,»., 

P'  =  *>.  ' T  ^''  ^!"'  \*"  '"  ?  *"  '  ^*  **f^  ^"*'^'  *^  ^^  iW"  „. Ab'b'b  "...  (3 

una  proiètti  vita    rhe    ha  1^  per  involujcione  unita,  mentre   dvve  esst>re 

p^^      ^         ^         ^    ■  E  poiché  quest'ultima  proi attività  muta  la  (3  nella 
»-     «i  bi  1,  b,  m^  &a  -^ 

(2  e  J|  in  J^.  sarà  ({i9f  a)  1^  T involuzione  unita  della  \2, 

h  lì  teorema  k)  dà  nna  forma,  più  semplit^e  alla  coàtiiisione  dèlie 
proiettivi  tà  del  fascio^  ch&  conti  one  duo  date  proietti  vita  P,  ,  P^. 

In  fatti j  ee  J^  ò  V  involuzLune  unita  di  PiP^^^S  ^  'a  corrisponde  a  1^ 
nelle  due  date  proiottivitàr  sarà  [d}]  P,P^**  ^i^^*»  u»»  torza  proietti- 
vita  di  qutìato  fascio.  In  con86g"uenKn»  f^e  di  un  elemento  i  bì  dfiftermi* 
nano  ì  eorrìspotidenÈì  »^,a^,aj  in  PiìP^iP^,  e  ai  costruisco  a|  in  guisa 
ehe  «it^aja^^  sia  proiettivo  ad  un  dato  gruppo  fìsso,  a,-  corrisponderà  ad 

m  in  una   proiettività  del  fascio,  che  è  quella  Pg-^     .    . . ,   individuata 

a|bi 

dalla  eoppia  ai^:  poithC^  se  a  b  corrispondono  b^  ,  II,  ,  bj  in  P^  ,  P^  ,  P^j  si 

ha  [/l'>|  a^a^i^a^  /\  b^b^b^b/.  Variandu  a,  si  costruirà  quindi  questa  proiet- 

tività-   e  variando  il  dato  gruppo  fìsaOj  si  ottenga  il  fascio  icfr.  n**^  72^,*^), 

Si  noti  pisrò  che  questa  costruzione  cade  in  difotto^  se  P^ , P^  ^ono  ar- 
moniche; poiché  allora  è  P,  l^i  P|P,"^-P,  ^  P^Pj'*  >  Pj  ^  Pj. 

m)  Dati  due  elemeìtti  a  ^  a^  e  due  pì^oieliwità  P  ,  Pi  in.  unti  /orma  ^tm- 
pUee  ,  €ùiiruif€  una  ttr^^  proiettimlà  P^  ,  antionìca  «  P  ,  Pj  e  e/»*  mhùia 
a  ,  a^  per  eiemfffiii  carrtirpóRdeHiL 

Quando  la  coppia  aa,  non  appartiene  ad  alcuna  delle  proietttvità  P,  P^, 

se  si  ha  P  ^  .,.  ,  Pj^z  .  .  .  ^  sarà  P^  indeterminata,  o  sarà  de- 

finita  dalle  altre  sue  coppie^  bb^  ,  cc^  ,  secondo  che  queste  coppie  coin- 
cidono ^  o  pur  no. 

Quando  poi,  esse&do  ?  ^  ^  ■    »  ♦  '  t  ^  ••!  ^^^^  coppia  di  P^ ,  allora,  se 

é  P]^^  1^  1  sarà  P|  definita   dalie  altre  sue  coppie    bb^  ì^^ii   ^   ae  é 

■i  *i  °i 


(})  Se  sì  suppone  che  le  proietti  vita  del  fascio  sono  involutorier  »i 
ricade  nel  teorema  del  n.^  72,  ì}. 
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'Pj^  *  -  .  .  .  (ioY€'ndy  essere  P^Pi"  '  una  involuzione  J  di  elementi  doppi 

m   ,   b  ,    sarà  W^  —  hf^. 

Quando,  in  fiue,  è  Uj  una  coppia  comune  a  P  e  P^ ,  secondo  che  que- 
ste proietti  vita  sona  tangenti  nella  coppia  aa, ,  o  pur  no,  esisteranno 
ii^fìlto  proiettività  che  soddisfanno  al  problema  (cioè  evidentemente 
I  r)  ]  le  proietti viik  del  faaeìo  armonico  a  quello  contenente  P  ,  Pj  ) ,  o 
uoxi   oe   esisterà  akiina  {^)  —  In  fatti,  se  P  ,  Pi  non   sono    tangenti,    ma 

^   p  :^       ^      '      f ,  ^       .  *  non  può    essere   la   richiesta    proiettività 

F-^^*    ^  ;  perchè  dovrebbero  essere  armonici   i   gruppi    abca  ,  «bda. 

Kè    può    essere    P^  ^      ^   -  •  -  \  poiché,  se  ad  n,  corrispondono  ordinata- 
ci 't 
meuCe  I  ,  g  in  P^S  P,'*i  dovrebbero  gli  elementi  f  ,  g  corrispondere  in 
^,   nd  uiio  stesso  oleraeuto* 

*i  ►  JJoie  tre  pTQi'ettitètà  P  »  Pj  ,  Pj  in  una  forma  semplice,  costruire  una 
quarta  pritieUività  R  arntonicct  alle  tre  date, 

La  H  lieve  appartenere  al  faccio  armonico  a  quello  che  contiene  P,  P^; 
e  perciò ,  ce  l^lj  ù  la  coppia  di  involuzioni  corrispondenti  comuni  a 
p  ,  pj  ,  tapla  ebe  ì^  sia  l'involuzione  unita  di  PPi~S  sarà  [d)]  R  —  Jj^P,  dove 
Jj  è  ack' incognita  involuzione  armonica  a  Jj.  Ma  è  necessario  e  suffi- 
eìeiit£!  obe  I^P  sia  armonica  a  P^  ,  ossia  [moltiplicando  a  dritta  per  P~i 
(atìia  A  pttg.  XOti>j  che  J^  aia  armonica  a  P^P"^  Dunque,  costruendo  Tin- 
Tolnsione  Jj  ,   armonica    a   J,    ed    all'involuzione   unita   di    P,P~*,  sarà 

Il  problema  è  quindi  in  generale  di  1.°  grado.  Ma ,  so  J^  è  anche 
l'iQVoJuxiune  unita  di  P^P^S  ^^  h  ^^^^  indeterminata;  ed  allora,  poiché 
le  tre  date  proiettivilà  appartengono  ad  uno  stesso  fascio ,  tutte  le 
proietti vitÀ  del  fatìcio  armonico  risolvono  il  problema. 

o)  In  un  sistema  8,  deJìnito  da  una  data  coppia  I J^  di  involuzioni 
corrìspoiideittì,  si  a^umaoo  due  proiettività  P  ,  P^  di  uno  stosso  fascio; 
e  liia  II  una  proiettività  non  involutoria  che  abbia  Jj  per  involuzione 
unita.  Ora.  poithò  P^P"^  {(.'Ìì&  ha  pure  J|  per  involuzione  unita)  trasfor- 
ma il  in  B.  ne  i^egue  t:he  P  e  PjP"*P  ^Pj  trasformeranno  R  in  una  stessa 
proiettività  R',  che  avrà  <;H9,  a)  J^  per  involuzione  unita. 

IzioUre  r  ^^  R  1  I*'  souo  due  proiettività  qualunque  che  si  corrispon- 
dono in  P   e  in  P,  ,  siccome  P^P~**P  =  Pj  muta  R  in  R' ,  e    lo  stesso  fa 


(*>  Va  iuteso  che  noi  @s eludiamo  (66,  a)  la  proiettività  degenere  di 
elementi  singolari  a  ,  %  ^  che  soddisferebbe  al  i)roblema  in  amendue  i 
ea«ì  qui  considerati. 
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C)  Si  noti  che   ,^^^  ,  ^^2  *  624    ^     ti42  »  42*i  '  204    ^f>^tJtmBeono    nr.a 

coppi»  delle  suddette  teme  di  proiettici tà. 
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P^  ne  BPj^uo  t'ho  P^P"^  deve  trasformarci  R  in  R^  a  quitidi  R  deve  avere 
per  involuzione  unita  quella  di  PiP'V  asain  J^, 

DuHqu^T  tiitie  le  proiHlirità  dì  ttnfaaria  hanìw  :o  eoppi$  eovtiini  IR'  di 
proUtlivifà  corrUj^oìtdenti:  le  R  ^owo  le  proieiiirUii  che  hanno  J,  per  /«ro- 
tuzione  unila^  é  le  fC  quelle  chn  hanno  J,  p^r  involuzioAt  ttnita. 

p)  Supponendo  poi  in  Tefie  che  P  ^  ^^  appartenj^ano  a  due  fasci  ar^ 
moniciipfiarà  P^P''  un*  involarione  arnioTiica  a  I,,  e  perciò  P,P**  muterà  1 

R  in  R~',  mentre  P  muterà  R~^  in  R'~^  ;  e  quindi  PjP~*-PeeP,   muterà 
R  in  W^K 

Bunqun,  da  una  toppla  RR'  di  proUUUHà  torri» pendenti  comuni  alle 
proUttività  di  un  /astio f  si  of&ieafi  una  coppia  comune  alle  pi^oìettività  dei 
fa»€Ìo  armonicOf  aoslitmndo  ad  una  delle  R  ,  R'   la  sua  iniìérta, 

q)   Ttttlé  le  proiettività  P  ,  Pj, ,  .  .|   che  trasformano  Vrnia  neiraltra  dn^ 
date  proiefliiHlà  proiettive  non  inrolulorie    R  ,  R\  formano    un  faìtr.i&. 

Poif'liò  P,P,  ^.,.,  mutando  R  in  R' ,  debbono  mutare  T  involuzione 
unita  li  di  R  neir  inTol azione  nnita  Jj  di  R'ì  o  perciò  appartengono  al 
sistema  S  determinato  da  Jj  »  J^.  Inoltre,  P  -  P, ,  P*  «-,  i^on  possono  apparte- 
nere a  fasci  differenti;  poiché  allora,  so  P  muta  R  in  R\  Pj  dovrebbe 
mutare  R  in  R'"', 

15.  Con  ^ei  dati  elementi  1^8456  di  una  fornia  semplice  si  possono 
formare  sessanta  proi  etti  vita  ;  e  questo  si  distribuiscono  in  dieci  cop- 
pie di  terne  tftli,  che  le  duo  terne  di  una  coppia  appar  tonico  no  a  dti© 
fasci  armonici  (')> 

16*  In  un»  forma  semplice*  moltiplicando  le  prò  ietti  vita  di  un  fascio 
per  una  proiettività  qualunque  (o  questa  per  quelle),  si  ottengono  le 
proietti  vita  di  un  altro  fascio. 

17,  Dato  due  involuzioni  J^  ,  J^  della  stessa  specie  in  una  forma  sem- 
plice, se  J  è  r  involuzione  armonica  a  Jj ,  1^  ^  esistono  due  sole  proiet- 
tività, che  hanno  J    per  involuzione  imita  e  mntant»  J^  in  J^. 

18,  Se  (t  I  a"  ,  m  sono  due  tangenti  fisse  e  una  tatig:ente  varinbile  di 
un  circolo  (0),  i  punti  ma  ,  ma'  sono  protettati  da!  oentro  O  dal  circolo 
mediante  una  rotazione;  e  questa  è  1*  involuzione  circolarei  se  lo  tan- 
genti £sse  a  ^  a   sono  parali  eie* 


< 
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elie  hanno  ugual  ptato  negli  stesai   — -  cicli,  formano  puro    un    ciclo 

tn 

41   P": 

Hi.«  Se  è  ifaUc  X  «fijb,Ci  A  olfl^b^c^  (o  «•bc  a  «a^b^c^  a  «a^b^c^  ) ,  sarà 
ifaa,!^  A  ttlhjh,  a  "Icc,Cj  (  o  fiaa.a^  7\  «bb.b^  a  «cc^c^). 

Vd.  Se  i  lati  di  duo  triangoli ^  ±iituati  in  un  piano  j,  detenninano  sulla 
retta  air  infinito  di  a  ire  coppie  di  punti  corrispondenti  in  una  prò- 
iettÌYÌtà  elle  ha  per  iuvolu^ione  unita  la  circolare,  i  due  triangoli  sono 
direttaiueute  cimili. 

14.  1»)  E  noto  che,  ìndic&ndo  con  3  il  sistema  delle  oo  proiettività,  in 
eiaacuna  detla  quaU  &i  corrispondono  (78,  d)  due  date  involuzioni  J^  ,  J^ 
dtU*  stessa  specie  (iperboliche  o  ellittiche),  se  P  ,  Pj  sono  due  distinte 
proii'ttivit&  di  S,  il  priidotto  PP^'* — e  quindi  anche  l'inverso  PjP~*  — 
tj  i73f  t)  una  proitùtività  che  Im  Jj  per  involuzione  unita  (*),  o  è  un'in- 
vwJu»iooo  armojiiea  a  J^  i/|. 

Viceversa,  se  é  data  una  proiettività  P  di  8,  e  si  assume  un'altra 
proiettività  P^  tale  tlio  PP^"*  —  e  quindi  anche  PjP"*  —  abbia  con  ìi 
una  dellia  suddette  due  relas^ioiiij  P^  apparterrà  al  sistema  8  ;  poiché, 
siccome  PP,^*  tiasforuia  st'mpie  allora  Jj  in  J^  ,  mentre  P  muta  J,  in 
Jj  t  deve  ]»  P|^^  mutare  J^  in  Jj  ,  o  perciò  Pj  muterà  J^  in  J^. 

fj)  in  CLUiseguenzaj  t*e  P  i  P^  i  P,j  sono  tre  distinte  proiettività  di  S, 
pofi^otiti  prt'scularsi  i  seguenti  tre  casi,  cioè  ,  o  le  proiettività  PPj'S 
P^Pj"*  hanno  ameutìue  J^  per  involuzione  unita,  o  esse  sono  amendue 
itivoItiEionì  armoniche  a  J^,  o  T  una,  p.  e.  PPj"*,  ha  J^  per  involuzione 
unita  e  V  altra  PjP^"  "  à  uu^  Involudone  armonica  a  J^:  ma  nel  l.<*  e  nel 
t*  caso  la  proiettività  PP^"  ^  ^  PPj'^'P^P^"*  avrà  (72,  e  e  70,  a)  J^  per 
involuzione  unita;  ujentre  nel  'ò.^  caso  essa  è  (66,  h)  un'involuzione  ar- 
tuonieii  a  Ij  ^  perc'hò  rinvoluziontj  PjP^"*  è  per  ipotesi  armonica  a  J^ , 
e  qtiindl  è  atiche  armonii^a  a  PPi~S  che  ha  Jj  per  involuzione  unita. 

ei  Dunque,  in  nna  ftirma  semplice  F,  il  sistevia  8  delle  00  proiettività, 
i«  eia^eìina  dille  r/ii^/i  »i  co  n'iti  pò  n  dono  due  date  involuzioni  J^  ,  J^  della 
«lea«a  *pe€Ì&  {ipfrMh-hf  o  eltlttichs}^  si  divide  in  due  sottosistemi  (che  di- 
lanio /atei)  Mi^  che  due  prùietHviià  qualunque  P  ,  Pj  e?*  8  appartengono  ad 
tiìio  steMMo  /astio,  o  a  fuxci  dicersij  iecondo  che  PPj"  *  ha  J^  per  involuzione 
«ji/la  «  o  è  vn^  mr<>luzioHe  armonica  n  J^.  Inoltre,  dando  due  elementi  a,  e 
di  F  (  dei  quaU^  né  a  9Ìa  eUmento  doppio  di  J^ ,  né  o  elemento  doppio  di 
1^),  e»itta  i73,  d)  in  cla^cuH  /aacìa  una  sola  proiettività  ,  che  ha  Si ,  e  per 
elfmffUi  corri tponthntl;  mentre  poi  ciascun  fascio  (73,  d)  contiene  una  sola 


**;  Può  però,  in  tal  caso,  essere  (78,  e)  anche   PPj^^^J^;  ed  allora 
F  ,  P,   saranno  ariuoniche  tra  loro. 

<'j  In  tale   caso  quiudt  P  ,  P^  siiranno  sempre  armoniche  tra  loro. 


Digitized  by 


Google 


—  US  - 

{itVùltizioH^j  e  l^  due  iìivoÌHziQrìi  di  S  nono  armanlche  tra  loro  e  eon  quella 
inroluzlone  che  è  armonìva  a  V^^ì^^  In  fine ,  le  proteilività  di  cioécun  fa- 
scio si  pagiùfio  (73  j  e)  dhlrihtiire  in  coppie  di  proietti  citò  ai-monicÀe  ira 
l&ro^  &  te  proieUività  di  ùiaséttnn  eoppia  a  uno  talij  che  il  prodotto  delVuna 
per  V  inversa  dfll'  altra  coincide  con  1|. 

Questi  due  fa^ei  si  dìraDno  armonici  tra  loro. 

d)  In  una  forma  semplice  f  date  ttnn  proii^ttività  P  ed  una  J  J^  delle 
ttoppie  d^intioluxioni  (  non  paraboliche  )  torriàpondeati  in  f  ,  del  du.e  /atei 
armonici  determinati  dalla  coppia  ÌJ^  ,  quello  che  contiene  P  ai  otliene  nial* 
tiplicandù  per  P  luffe  le  jìroiettività  t;hf.  hanno  J^  per  involuzione  unit&, 
mentre  falira  faàeio  §1  ottiene  moUipUi^ando  per  F  in  ite  le  ìni^oluziom  ar- 
moniche a  Ij, 

In  ftìrtti,  indicando  con  P^  una  proiettività  ^el  primo  (o  del  secondo) 
fitscioT  il  prodotto  PjP~'^:fl  (1  deve  avere  J^  per  invoUiKione  imita  (o 
deT^eisere  un'involuzione  armonica  a  ),  ) ,  mentre  la  (i  dà  Pj  ^  RP  j  e 
viceversa. 

é)  La  costruzione  data  in  d]  si  applica  ancora  al  caso,  in  cui  1g 
involuzinni  Ij^tj  iJ^^t^  sono  paraboliche;  ossia  si  applica  agli  ele- 
menti doppi  B^  ,  ij,  di  queste  involti*ionL  111  questo  caso  ^  escluso  dal 
teorema  e),  le  J|  ,  J^  non  determinano  più  i  due  fasci  armonici:  ma,  dando 
una  proiettività  P  nella  quale  si  eonuspondono  J|  .  1^  (o&:>ia  gli  elem^enti 
»j  T  *j)t  la  eostruzione  indicata  in  d)  dà  un  fascio  contenente  P  ed  t^ 
proiettività  tangenti  (73,  r)  nella  coppia  i^fj,  tra  !oi'0  e  con  P,  ed 
un  fascio  armonico  al  primo  e  t^omposto  di  oc  proiettività  tangenti  solo 
tra  loro  nella  coppia  t^t^*  — Di  veroj  indicando  con  P'j  P'V-  1^  proiettività 
i^he  hanno  J^  per  involuzione  unita^  e  cen  l'^ft^f' ,  i^^ijt'V-  1^  ìdvoIu- 
rionì  armoniche  a  J,^  ciascuna  deli©  proiettività  P'P,  P^P^-.  (1,  iP,  i"Pi...  i2 
ha  evidentemonte  la  coppia  i,i^  di  elementi  corrispondenti  ,  ossìa  mu- 
rji  J,  in  J,.  Ora  il  prodotto  di  una  P'P  delle  (1  per  rinverrà  di  un'al- 
tra P"?  delle  (1|  o  per  p,  è  P'P  '"^  o  P\  ed  il  prodotto  dì  ima  J'P  doli© 
(2  per  rinverrà  di  un*  altra  J"P  delle  ("i  è  l'i"]  osma  ciascuno  di  questi 
tre  prodotti  ha  (72,  ^,  e  70,  a)  I,  per  involutione  unita,  e  quindi  non 
solo  P  e  le  (1  appartentfono  ad  un  fascio  e  sono  (73^  e)  tangenti  a  due 
a  due  nella  coppia  «iS^j  ma  anche  le  (2  appartcng-ono  ad  un  fascio  e 
j^ono  tanf^enti  a  due  a  due  nella  coppia  a^i^j,  Inoltrej  P  ed  una  P  P  delle 
(1,  moltiplicate  per  Tinversa  di  una  J  P  delle  (2,  danno  rinvuluji'Jono  I* 
e  V  involuzione  (Cti,  h)  P'j',  armoniche  amendne  a  J,;  e  perciò  i  due  fasci 
ora  considei^ati  sono  armonici*  in  fine,  il  prodotto  di  P  [o  di  una  P'P 
delle  (1]  per  V  inversa  di  una  j'P  delle  (2  è  l'involuzione  iperbolica  J'^^^f' 
[o  Pi",  che  ò  (GB,  h)  tin*  involuzione  armonica  a  1ì=ì,t  e  perciò  iperbo- 
lica!; ^  q^iiidi  le  (2  non  sono  (73,  e)  tangenti  a  P,  nò  ad  alcuna  delle 
(1.  Dunque  regge  quanto  abbiamo  enunciato. 


Digitized  by 


Google 


—  153  — 

§  IX. 
Forme  di  2.o  ordine. 


LE    PRIME  QUATTRO   FORME   DI   2.0    ORDINE. 
CONICHE   E   CONI    QUADRICI. 


78.  a)  Quando  due  fasci  di 
raggi  {U)=ahc...,{U')^a'b'c'... 
di  un  piano  e  sono  proiettivi, 
ina  non  sovrapposti,  so  un  rag- 
gio descrive  l'intero  fascio  (  U), 
rotando  intomo  ad  U  in  un 
dato  senso,  il  raggio  corrispon- 
dente roterà  con  continuità  in- 
tomo ad  U'  in  uno  stesso  senso 
(36,  a),  descrivendo  l'intero  fa- 
scio (L^);  e  il  punto  d'interse- 
zione dei  due  raggi  corrispon- 
denti genererà  quindi  una  linea. 

Ora,  se  (U)y  {U')  non  sono 
prospettivi  ,  i  punti  aa'^A, 
bb'^B.  cc'^Cy..  saranno  situati 
sopra  una  curva,  la  quale  non 
può  avere  più  di  due  punti 
comuni  con  una  retta  qualun- 
que r  di  o;  poiché,  se  questi 
punti  fossero  più  di  due,  i  fasci 
(  «7)  ,  (  Z7')  sarebbero  (40,  a, 
a  dritta)  prospettivi.  E  perciò 
ABC...  costituiscono  una  curva 
zs,  o  punteggiata  {d)y  che  diremo 
di  2?  OTdine\  mentre  la  punteg- 
giata sino  ad  ora  considerata 
si  dirà  d'  ora  in  poi  punteg- 
giata di  Ifi  ordine  (perchè 
Saxitia  —  Geometria  proiettiva. 


Quando  due  punteggiate  (w)^ 
ABC..,j  {u')^A'B'C\..  di  un  pia- 
no a  sono  proiettive,  ma  non 
sovrapposte,  se  un  punto  descri- 
ve l'intera  punteggiata  (u),  per- 
correndo u  in  un  dato  senso,  il 
punto  corrispondente  percorre- 
rà con  continuità  u'  in  uno  stes- 
so senso  (36,  a),  descrivendo  l'in- 
tera punteggiata  (t^');  e  la  retta 
congiungente  i  due  punti  corri- 
spondenti genererà  quindi  un 
sistema  continuo  di  rette. 

Ora,  se  (u),  (w')  non  sono  pro- 
spettive, il  sistema  costituito  dal- 
le rette  AA'^ajBB'^b,  CC'=Cj... 
(raggi  del  sistema)  non  può  a- 
vere  più  di  due  raggi  che  pas- 
sano per  un  punto  qualunque 
R  di  o;  poiché,  se  più  di  due 
raggi  passassero  per  R,  le  pun- 
teggiate (u)  y  (u')  sarebbero 
(40,  a,  a  sinistra)  prospettive. 
E  perciò  abc,„  costituiscono 
un  fascio  di  raggi  (ca),  che  di- 
remo di  2.0  ordine]  mentre  il 
fascio  di  raggi  fino  ad  ora 
considerato  si  dirà  d'  ora  in 
poi  fascio  di  raggi    di   l.o   or- 

20* 
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questa  lia  un  solo  punto  comune 
con  una  rutta  qualunque  di  o), 
quando  non  risulti  chiaro  dalla 
forma  del  dire,  o  dalla  notazio- 
ne usata,  che  essa  è  di  l.o  or- 
dine (1). 

Poìclie  poi  al  raggio  UU'^l 
di  (U)  cornspomle  in  {U')  un 
raggio  /'  distinto  da  l  (perchè 
i  due  fasci  non  sono  prospetti- 
ci], TI  e  segue  che  IV  ^  U'  b  uu 
punto  di  "j  ed  6  il  solo  punto 
dì  a  situato  sopra  T;  mentre 
ogni  altro  raggio  a'  di  {U')  sega 
t5  nei  due  punti  distinti  U' y 
aa'^^A.  Si  è  ptr  ciò  che  diremo 
essere  t  ìa  Utnyefite  di  w  in  U': 
e  questa  lang^nte  (che  è  il  li- 
mite delle  posizioni  di  una  se- 
gante vari^ibìle  di  zs ,  che  ro- 
ta intorno  ad  f/',  quando  il 
secondo  punro  d'intersezione  si 
avvicitia  indrt) latamente  ad  U') 
suol  dirsi  clìu  V  la  congiungente 
il  pnnto  V  al  punto  di  C3  infi- 
nitamente virino  ad   U', 

Analogamente  si  vedrà,  checs 
eoiìtitMU'  amht'  il  punto  U,  ed 
ha  per  tangt-nir  in  questo  punto 
il  raggio  m  di  (U)  corrispon- 
dente al  raggila  rU'^m' di  (U'). 


dine  (perchè  un  solo  suo  raggio 
passa  per  un  punto  qualunque 
di  a) ,  quando  non  risidti  chia- 
ro dalla  forma  del  dire,  o  dalla 
notazione  usatA,  che  esso  è  di 
l.o  ordine  (^). 

Poiché  poi  al  punto  uu'^l^ 
di  (w)  corrisponde  in  (w')  un 
punto  V  distinto  da  L  (perchè 
le  due  punteggiate  non  sono 
prospettive),  ne  segue  che  LL' 
^w'  è  un  raggio  di  (e),  ed  è 
il  solo  raggio  di  (p)  che  passa 
per  -L';  mentre  per  ogni  altro 
punto  A*  di  (li')  passano  due 
raggi  distinti  u',  AA'^a  di  (c3). 
Si  è  per  ciò  che  si  dirà  essere 
L'  il  punto  di  contatto  di  (p) 
con  w';  e  questo  punto  di  con- 
tatto [che  è  il  limite  del  punto 
d'intersezione  di  m'  con  un  se- 
condo raggio  variabile  di  (a), 
quando  questo  raggio  si  avvi- 
cina indefinitamente  ad  w']  suol 
dirsi  che  è  Tintei'sezione  di  u' 
col  raggio  di  (cs)  infinitamente 
vicino  ad  u\ 

Analogamente  sì  vedrà,  che 
u  è  anche  un  raggio  del  fascio 
(a),  il  quale  ha  per  punto  di 
contatto  con  u  il  punto  M  di 
(u)  corrispondente  al  punto  nu' 
I  ^M'  di  («'). 


l')  Così  ,  su  .si  nomina  il  sostegno  rettiliiieo  «  di  una  punteggiata, 
o  la  si  iudirhi  con  (u),  sMntenderà  che  la  punteggiata  è  di  1.*^  ordine. 

(^)  Cosi,  se  sì  nomina  il  centro  U  di  un  fascio  di  raggi  o  si  indichi 
questo  fascio  con  (.C'j,  s'intenderà  che  esso  è  di  l.o  ordine. 
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b)  Dìinqne^due  fasci  proiet-  j 
ti  vi  di  raggi  (U),  (V')—8Ìttuiti 
in  un  piano  o,  ma  non  sovrap- 
posiij  né  prospettivi — generano 
una  curva  w,  o  punteggiata  (e), 
di  2."  ordine,  la  quale  non  può 
avere  pili  di  due  punti  comu- 
ni con  una  qualunque  pun- 
teggiata di  1,0  ordine  del  pia- 
no o,  contiene  i  punti  U  ,  U' , 
ed  ha  per  tangenti  in  questi 
punti  ordinatamente  i  raggi  di 
(U),  (U')  corrispondenti  ài  co- 
mune raggio  UU'  [ossia  (44,  a,  a 
drìttA)  i  raggi  che  congiungo- 
no  U,U'  al  centro  di  colUnea- 
zione  U"  dei  fasci  (U),  (U')]. 


Dunque,  due  punteggiate  pro- 
iettive (u),  (u')  —  situate  in  tm 
piano  a,  ma  non  sovrapposte , 
né  prospettive  —  generano  un 
fascio  di  raggi  (ca)  di  2,o  or- 
dine j  il  quale  non  può  avere 
pia  di  due  raggi  comuni  con 
un  qualunque  fascio  di  raggi 
di  /.o  ordine  del  piano  e,  e  con- 
tiene i  raggi  vl,  u',  coi  quali  ha 
per  jninti  di  contatto  ordinata- 
mente i  puliti  delle  punteggiate 
(u),  (u')  corrispondenti  al  punto 
comune  uu'  [ossia  (44,  a,  a  sini- 
stra^ i  punti  d*  intersezione  di 
u,  u'  con  tasse  di  collineazione 
u"  delle  punteggiate  (u),  (u')]. 


e)  Affinchè  lo  studioso  acquisti  sin  da  ora  un'idea  chiara 
di  (lucste  due  forme  di  2.^  ordine,  avvertiamo  che  noi  dimostre- 
remo nel  n.o  87,  e)  che  le  curve  di  2.o  ordine  coincidono  con  le 
sezioni  piane  di  un  cono  a  base  circolare  (e  vengono  quindi 
dotte  sezioni  coniche,  o  semplicemente  coniche),  mentre  dimo- 
streremo nel  n.o  80,  b)  a  dritta  che  un  fascio  di  raggi  di  2.o 
ordine  è  il  complesso  di  tutte  le  tangenti  di  una  curva  di  2.o 
ordine. 

Si  è  per  ciò  che,  indicando  con  C3  una  curva  di  2.o  ordine, 
indichiamo  poi  con  (a)  una  punteggiata,  o  un  fascio  di  raggi, 
di  2.0  ordine;  e  consideriamo  C3  come  sostegno,  tanto  della  pun- 
tcgg'iata,  quanto  del  fascio. 

d)  Ragionando  nella  stella  analogamente  a  quanto  si  è 
fatto  [a)]  nel  piano,  si  dedurrà  che, 


due  fasci  proiettivi  di  piarli  (r) 
^«^7. . .,  (r')^a'^'T'-  •  •  —situati 
in  vna  st4tlla  [S],  ma  non  so- 
vrapposti, ne  prospettivi — ,  me- 
diante le  rette  aa',  J^',."  g^^^- 


due  fasci  proiettivi  di  raggi  (0) 
^  a  b  e  . . . ,  (p')^a'b'c'. . .  —  si- 
tuati in  una  stella  [S],  ma  non 
sovrapposti ,  né  prospettivi  — 
mediante  i  piani  aa' ,  bb',...  ge- 
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rano  una  superficie  conica  W, 
o  uìia  serie  di  raggi  (^'),  di 
2.^  ordine,  di  centro  S  (^),  che 
non  può  avere  piii  di  due  raggi 
comuni  con  un  qualunque  fa- 
ccio di  raggi  di  lo  ordine  della 
siella  [S] ,  contiene  i  raggi  r . 
r'j  ed  ha  per  piani  tangenti 
lungo  questi  raggi  ordinatamen- 
te i  piani  di  (r),  (r')  corrispon- 
denti al  comune  piano  rr'  (^). 

e)  D'altronde  ,  proiettando  la  curva  zs  [o  il  fascio  di  raggi 
(a)]  di  2.0  ordine,  che  si  considera  in  6),  da  un  punto  S  non  si- 
tuato nel  piano  della  curva  [o  del  fascio],  si  ottiene  la  superfi- 
cie conica  Y  [o  il  fascio  di  piani  (V)]  di  2.o  ordine:  poiché  i 
fasci  di  raggi  (U),  (f/');  ^^e  generano  C3  [o  le  punteggiate 
(it)j  {u'),  che  generano  (ca)],  si  proiettano  da  S  mediante  due 
fasci  di  piani  (r),  (r'),  che  generano  ^  [o  mediante  due  fasci  di 
raggi  di  1.0  ordine  (^p),  (o'),  che  generano  (T)]  (^). 


nerano  un  fascio  di  piani  (Y) 
di  2.0  ordine,  di  centro  S,  che 
non  può  avere  piti  di  due  piani 
comuni  con  un  fascio  di  piani 
di  i.o  ordine  (^)  della  stella  [S], 
contiene  i  piani  p  ,  f  ' ,  ed  ha 
per  raggi  di  contatto  con  que- 
sti piani  ordinatamente  i  raggi 
di  (p),  (p')  corrispondenti  al  co- 
mune raggio  pò*  (*). 


(*)  I#a  superficie  conica  di  2.*»  ordine  sarà  d'ordinario  chiamata  cono 
qtmdrieo'y  ed  il  sao  centro  si  chiamerà  pure  vertice, 

{'}  Mediante  la  proiezione  da  un  centro  *9,  dal  teorema  del  n.®  44,  a) 
a  dritta,  si  deduce  che,  se  due  fasci  proiettivi  di  piani  (r)^ji^...x>....,  (r')= 
x'fy\.,%\'..,  appartengono  ad  una  siella  [S]  ,  ma  non  sono  sovrapposti ,  i 
piani  analoghi  a  "jf).'.  %\ passano  per  una  retta  fissa  r"  [che  chiameremo 
asse  di  coUineazione  di  (r) ,  (r')],  la  quale  è  V intersezione  dei  piani  dei  due 
fascia  Èorrispondenti  al  piano  comune  rr';  e  se  (r),  (r')  sono  prospettivi,  col 
piano  a  di  prospettiva,  a,  r"  separano  armonicamente  r,  r'. 

(')  Questo  è  il  fascio  di  piani  sino  ad  ora  considerato.  Dicendosi  però 
fascio  (r)  di  piani,  o  nominandosi  l'asse  di  un  fascio  di  piani,  s'inten- 
derà senz'altro  che  il  fascio  è  di  1.°  ordine. 

(■*)  Mediante  la  proiezione  da  un  centro  5,  dal  teorema  del  n.»  44  a) 
a  sinistra,  si  deduce  che,  se  due  fasci  proiettivi  di  raggi  (p)=abc...  kl..., 
(/)^ft  h'c'...k'r...  appartengono  ad  una  stella  [S],  ma  non  sono  sovrapposti^ 
te  rette  analoghe  a  kl'-k'l  giacciono  in  un  piano  fisso  jj"  (che  chiameremo 
piatio  di  coUineazione  di  (p),(()')I,  il  quale  passa  per  i  raggi  di  (p),  (p')  cor- 
rispondenti al  comune  raggio  pp':  e  se  (jj), (/)  sono  prospettivi,  con  l'asse  s 
di  prospettiva,  s,  p"  separano  armonicamente  p^'. 

(*)  Quando  avremo  quindi  dimostrato  che  il  fascio  di  raggi  di  2.®  or- 
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Viceversa^  secando  ^  [o  (¥)]  con  nn  piano  non  appartenente 
al  eentro  dì  ^  [o  di  (T)],  si  ottiene  nna  curva  (o  un  fascio  di 
va^gi)  di  2-"  ordine. 

Ciò  permetterà  di  lasciare  d'ordinario  allo  studioso  la  cura  di 
dedurre,  mediantf  proiezioni  da  un  centro»  uioìtc  proposizioni 
relative  ai  coni  (  o  ai  fasci  di  piani  )  di  2.^  ordine  da  proi^osi- 
zìoni  date  per  le  curve  (o  per  i  fasci  di  raggi)  dì  2.o  ordine:  e 
quindi,  anche  enunciando  alcune  volte  una  proposizione  nella 
stella,  ci  limiteremo  ad  indicare  l'analoga  proposizione  nel  pia- 
no, dalla  quale  si  può  dedurre  mediante  proiezione  da  un  centro . 
f)  È  evidente  poi  il  modo  di  costruire  ciascuna  delle  4  for- 
me di  2.0  ordine  sin  qui  rinvenute:  poiché  esso  si  riduce  a  co- 
struire le  forme  semplici  proiettive  che  la  generano,  e  che  sono 
definite  (39,  6)  da  tre  coppie  di  elementi  corrispondenti. 

79.  a)  Se  una  curva  Cw  di  2.°        Se  un  fascio  di  raggi  (c3)  di 


ordine  è  generata  dai  fasci  pro- 
iettivi (Cr)saòc...,  (?7')=a'&'c'..., 
noi  sappiamo  costruire  il  secon- 
do punto  d' intersezione  di  a , 
non  solo  (78,  f)  con  un  qualun- 
que raggio  di  (?7)  o  di  (U'),  ma 
anche  con  una  trasversale  arbi- 
traria r,  condotta  per  un  dato 
punto  qualunque  aa'^  A  di  a 
nel  suo  piano:  poiché  {U),{IT) 
determinano  sopra  r  una  proiet- 
tività  che  ha  un  punto  unito  ^4; 
e  il  secondo  punto  unito ,  che 
sappiamo  costruire  (43,  e,  a  si- 
nistra), è  il  secondo  punto  d'in- 
tersezione di  C3  con  r. 

b)  Se  poi  nella  curva  n  di 


2.0  ordine  è  generato  dalle  pun- 
teggiate proiettive  {u)=ABC..,, 
{u')^A'B'C^...,sì  sa  costruire 
non  solo  (78,  f)  il  secondo  rag- 
gio di  (c3)  che  passa  per  un  pun- 
to qualunque  di  (u)  o  di  (m')  , 
ma  anche  il  secondo  raggio  che 
passa  per  un  punto  arbitrario 
R  di  un  dato  raggio  qualunque 
AA*^a  di  (e):  poiché  a  é  un 
raggio  unito  dei  fasci  proiettivi 
i?(u),  R{u')  (^);  e  il  secondo  rag- 
gio unito,  che  si  sa  costruire 
(43,  e,  a  dritta),  è  il  secondo 
raggio  di  (o)  che  passa  per  R. 

Se  poi  nel  fascio  di  raggi  (c3)  di 


"2,")  ordine,  generata   dai  fasci  !2.o  ordine,  generato  dalle  pun- 

dine  è  il  complesso  delle  tangenti  di  una  curva  di  2.®  ordine,  avremo 
pure  dimostrato  che  il  fascio  di  piani  di  2.<*  ordine  è  il  complesso  dei 
piani  tangenti  di  un  cono  di  2.<>  ordine. 

•  '»  Spesso  introdurremo  novelli  simboli,  senza  prima  definirli,  quando 
il  loro  significato  risulta  chiaro  dalla  forma  del  dire. 
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proiettivi  di  rapfgi  (lf)j{U^j 
si  assmiiorio  4  punti  arbitrari! 
ABCDj  siccome  è  U(AB€D) 
A  V\ABCD\  sarù,  (4^,  d,  a  si- 
nistra) A(UWaD)  A  BiUU'CD) 
e  U{V'HCD)7:A{irBCD%  Ma, 
se  si  suppongono  iissi  i  punti 
AHCy  mentre  D  si  muove  eopra 
c3,  restano  fìsse  le  prime  tre 
coppie  di  raggi  corrispondenti 
che  deHniscono  ciascuna  delle 
tre  proiettivi tàj  e  in  i]Ueste  si 
corrispondono  i  quarti  raggi 
varia l)in  che  proiettano  !>• 

Dunque^  Mono  proiettivi  i  fa- 
Bei  di  ragt/ij  cha  proiefiano  una 
curva  B  ff  f  2,0  ordine  (  ossia  cia- 
scun punto  di  a)  da  €lu€  punti 
arbitraTii  della  cnrva  »tmsa, 

e)  Dai  teoremi  del  n.*^  76^ 

per  ogni  punio  di  una  curva 
:3  dì  2.^  ordine  p^^^a  min  tan- 
gente di  ^  ^  e  sappiamo  co- 
^truirla. 

d)  Una  curva  a  di  2.^  or- 
dine è  individuata  da  6  stiot 
punti UU^ABC,  oda 4  &uoi punii 
UU'AB  e  dalla  tangente  1'  in 
U'j  o  da  S  Huoi  punti  UU'A  e 
dai  le  tangenti  I',   m  in  U',U* 

Di  verOj  in  ciascuno  dei  tre 
casi  j  ì  dati  elementi  non  pos- 
sono appartenere  anche  ad  una 
altra   curva   s'  di  2**»  ordine , 


teggiate  proiettive  (u)  ,  (^fQ,  si 
as8umono4  raggi  arili  trarli  (tòed 
siccome  è  u  (ahcd)  a  u*  (abcd)  , 
sarà  (42,  rf,  a  dritta)  a(nu*€d)  a 
h(  u  u  'ed)  e  ?/  f  u  'òcd)  K  a{ti  'hcd  ) , 
Ma,  se  si  suppongono  fìssi  i  rag- 
ade j  mentre  d  genera  il  fascio 
(a),  restano  fisse  le  prime  tre 
coppie  di  punti  corrispondenti 
che  definiscono  ciascuna  delle 
tre  proiettività,  e  in  queste  si 
corrispondono  i  quarti  punti  va- 
riabili la  cui  congi ungente  è  d. 

Dunque  j  f^ono  proiettive  le 
punteggiatf\  secondo  cui  un  fa- 
scio di  raggi  (e)  di  2,^  ordine 
\  ossia  ciascun  raggio  di  (a)  | 
hega  due  raggi  arbitrar ii  del 
fascio  stesso* 

6)  segue  \h}]  che^ 

!  sopra  ogni  raggio  di  un  fa  se  io 
(vi)  di  2,^  ordine  esitate  un  puntu 
di  contatto  con  (a),  e  sappia" 
fno  costruir  lo. 

Un  fascio  di  raggi  (e)  di  2*<* 
ordine  è  iudiridnato  da  5  mwi 
raggi  un'abCj  0  dn  4  suoi  raggi 
nu'ab  e  dal  punto  di  contatto 
U  con  u\  0  da  3  suoi  raggi 
uu'a  e  dai  pìfnti  di  contatto  L'^M 
con  u\u. 

Di  vero,  in  eiascuno  dei  tre 
casi  ,  i  dati  elementi  non  pos- 
sono  appartenere  anche  ad  un 
altro  fascio  di  raggi  (a')  di  2,<* 
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distinta  da  cs;  poiché  la  proiet- 
tività  tra  i  fasci  di  raggi  che 
proiettano  C3  da  UjU\  e  quella 
esistente  tra  i  fasci  di  raggi  che 
proiettano  e' da  U^U',  coincido- 
no, avendo  comuni  tre  coppie 
di  raggi  corrispondenti  (le  quali 
sono  UÀ  e  U'Ay  UB  e  U'B,  UC 
e  U'O  nel  primo  caso,  UÀ  e 
WA,  UB  e  U'B,  UU'  e  V  nel 
secondo  caso,  UÀ  e  U'A,  UU' 
e  /',  m  e  U'U  nel  terzo).  Inol- 
tre, questa  3  coppie  sono  ne- 
cessarie e  sufficienti  a  definire 
la  proiettività  tra  i  fasci  di  rag- 
gi che  generano  ». 
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ordine,  distinto  da  (p):  poiché 
la  proiettività  tra  le  punteggia- 
te secondo  cui  u,u*  segano  (cs), 
e  quella  tra  le  punteggiate 
secondo  cui  u ,  u*  segano  (c3')> 
coincidi)no,  avendo  comuni  tre 
coppie  di  punti  corrispondenti 
(le  quali  sono  uà  e  w'a,  tib  e 
u%  «e  e  w'c  nel  primo  caso, 
uà  e  w'a,  ub  e  t*'6,  uu^  e  Z/'  nel 
secondo  caso,  uà  e  u'a,  uu'  e 
L',  M  e  u'u  nel  terzo).  Inoltre, 
queste  3  coppie  sono  necessa- 
rie e  sufficienti  a  definire  la 
proiettività  tra  le  punteggiate 
che  generano  (e). 


e)  Si  possono  quindi  risolvere  i  seguenti  problemi: 
1.0  dati,  in  un  piano  e,  5  punti        date ,  in  un  piano  o,  5  rette 


riTABC  y  dei  quali  mai  3  per 
diritto,  costruire  la  curva  di  2.o 
ordine  che  passa  per  questi  5 
punti: 

2.0  dati,  in  un  piano  (i,  un  qua- 
drangolo UUAB  ed  una  retta 
/'  di  U*  (che  non  passa  per  al- 
cuno dei  punti  UAB),  costrui- 
re la  curva  di  2.®  ordine  che 
passa  per  i  punti  UUAB  ed  ha 
V  per  tangente: 

3.0  dati ,  in  un  piano  a ,  un 
triangolo  UU'A  e  due  rette  T, 
m  (che  passano  rispettivamente 
per  Uy  Uy  senza  coincidere  con 
alcun  lato  del  triangolo),  co- 
struire la  curva  di  2.o  ordine 
che  contiene  i  punti  UUA  ed 
ha  V  y  m  per   tangenti. 


uu'abc,  delle  quali  mai  tre  con- 
correnti in  uno  stesso  punto , 
costruire  il  fascio  di  raggi  di 
2.0  ordine  che  contiene  i  5  rag- 
gi uu'abc: 

dati,  in  un  piano  e,  un  qua- 
drilatero uu'ab  ed  un  punto  L' 
di  tt'  (che  non  appartiene  ad 
alcuna  delle  rette  unb),  costrui- 
re il  fascio  di  raggi  dì  2.o  or- 
dine che  contiene  i  raggi  uu'ab 
ed  ha  Z/'  per  punto  di  contatto: 

dati,  in  un  piano  e,  un  trila- 
tero uu'a  e  due  punti  L'yM  (che 
giacciono  rispettivamente  inw', 
tij  senza  coincidere  con  alcun 
vertice  del  trilatero),  costruire 
il  fascio  di  2.0  ordine  che  con- 
tiene i  raggi  uu'a  ed  ha  L'yM 
per  punti  di  contatto. 


Digitized  by 


Google 


—  IGO  — 

In  fsLìtìf  è  facile  vedere  [e)] 
quali  sono  le  tra  coppie  dì  raggi 
corrìspondenti,  necessarie  e  suf- 
ficienti per  costruire  i  due  fa- 
sci proiettivi  di  L^  oi'dine,  ge- 
neratori della  richiesta  curva  di 
2,0  ordine. 


80,  a)  In  ogni  quadrangolo 
Mmplice  ACDB  (fig.66/'),  iscritti} 
in  una  curva  e  di  2y  ordine,  i 
punti  d'iiiiersezione  dei  lati  op- 


In  fattij  è  facile  vedere  [e]] 
quali  sono  le  tre  coppie  di  punti 
corrlspandeuti,  necessarie  e  suf- 
fìcieuti  per  costruire  le  due  puti- 
tegfg^iate  proiettive  di  L^  or- 
dine,  generatrici  del  riehieBto 
fascio  di  raggi  di  2-"  ordine. 


III  ogni  quadrilatero  9empìicB 
acdb  (tìg.  156.**},  i"  cui  lati  sono 
raggi  di  un  fascio  (cs)  di  2.  *■  or- 
dine ,    le    rette    congiungenti  i 


posti  sono  aUineatt  coi  punti  di   punti  di  confetto  dei  tati  oppo- 
interseH&tie  delle   tangenti    nei  |  sti  passano  pel  punto  (Vinterie- 


vertici  opposti^  e  li  separano  ar- 
monie amente. 

Di  veroj  indicando  con  acdb 
le  tangenti  di  a  ordinatamente 
in  AODBf  siccome  i  fasci,  che 
proiettano  C3  dai  punti  A,  D , 
sono  proiettivi  ed  hanno  (44,  a 
e  78^  &}  il  punto  ad^.L  per  cen- 


zione  delle  diagonali j  e  le  sepa- 
ra n 0  a r mo n ica men te. 

Di  vero,  indicando  con  ACDB 
l  pund  di  contatto  dì  (n)  ordi- 
natamente con  acdb ,  siccome 
le  punteggi atCj  secondo  coi  (a) 
è  segalo  da  a^d^  sono  proiet- 
tive ed  hanno  { 44,  a  e  78,  b) 
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mr  iji  coìiineazìonc  ,  ne  se^e  j  la  rclt*a  ÀD'^Ì  pfìr  asse  dì  e  ol- 
i-i, aj  che  i  punti  ACDB^^\  liiieazioiie,  ne  segue  (4 1^  a)  che 
Q,  JE-DC  ^  Il  sono  allineati  la  retta  ì  passa  per  il  punto  di 
con  L.  Similmente  ,  ricoiTendo  )  intersezione  desile  rette  ac  ■  d/>= 


ai  faacl  che  proiettano  s  da  C, 
R  Èì  vedrà  che  i  punti  G',  // 
%mù  pure  ali  meati  eoi  punto 
rh^L\  e  quiudi  1  punti  GIILL* 
gkuciono  per  diritto. 


Inoltrej  posto  ac=M,  €lb^M\ 
uÌì:^X,  cd^N\  ADHO^Fj  ed 
ft[>fTlìciiiido  ai  quadrandoli  sem- 
inici AHCD,  ADBChi  parte  del 
ti^^R^ma  già  dimostrata  ,  si  li  a 
che  U^  diagonali  MAF  ,  NX' 
del  quadrilatero  completo  abcd 
ìuentre  passano  per  F)  segano 
onliiatamcute  in  ffjG  la  terza 
Jiai^onale  LU\  e  perciò  il  grup- 
po GIHJJ  è  (25,  a  sinistra)  ar* 
mfjQieo. 

li)  Ora,  polche  (tig*  m^)  il 
ponto  ÀDBC^-zF  gfìaee  sulle 
r^-itt  MM\  XX\  ne  segue  e  li  e, 
supponendo  fissi  i  punti  BCD 
I  e  quindi  fisse  anche  le  tan- 
genti òcrf),  mentre  il  ptmto  A 
tk^crive  la  curva  zs  dì  2.^  or- 
dine^ le  rette  J/Jf,  NX'  roteran- 
no intorno  ai  punti  fìssi  M'j  X*, 
«leserivondo  due  fasci  prospet- 
tivi iMyx')  di  asse  BC  di  pro- 
spettiva. In  conseguenza  i  pun- 
ti }L\rc  =  M,  XX*  b^N  ge- 


g^  ab*dc^=h.  Similmentej  ricor- 
rendo alle  punteggiate  secoiido 
cui  (a)  è  segato  da  c,bj  si  ve- 
drà che  anche  la  retta  CB^t' 
passa  pel  punto  yh^  e  quindi  ie 
rette  ghlV  concorrono  in  uno 
stesso  punto. 

Inoltre^  applicando  ai  quadri- 
lateri semplici  abcdj  adbc  la  par- 
te del  teorema  già  dimostrata 
si  ha  che  i  punti  diagonali  AC- 
BD=G,  AB^ CD  =  II  dei  qua- 
drangolo  completo  j4^C/>  (men- 
tre giacciono  sulla  retta  ad-bc 
^/^;  sono  proiettati  dal  tento 
punto  diagonale  AD-BC^  Fy 
raediaute  le  retto  h^g,  le  quali 
separano  armonie  amento  (25,  a 
diitta)  i  lati  /,  V  dei  quadran- 
golo che  passano  per  i\ 

Ora,  poiché  (tìg.  66.«)  la  rotta 
(id'b^^f  contiene  i  punti  fV,//, 
ne  segue  che,  supponendo  tlssi  i 
raggi  bcd  (e  quindi  iissi  anche 
i  punti  di  contatto  BCD)f  men- 
tre il  raggio  a  descrive  il  fa- 
scio (p)  di  2.0  ordine,  i  punii 
(j^j/ìT percorreranno  le  rette  tisse 
BD.CDj  descrivendo  due  pun- 
teggiate prospettive  di  centro 
Oc  di  prospettiva.  In  conseguen- 
za, le  rette  CG=CAj  BH^BA\ 
che  proiettano  da  C^B  il  pun- 
upreriìnno  due  punteggiate  prò- ,  to  di  contatto  A  del  raggio  va- 
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iettivc  ('^),(^)^  f^  perciò  la  tan- 
gt'iitu  Of  L*he  con -giunge  i  punti 
i/j  *V,  deferir  era  un  fascio  di  rag- 
gi dì  2.0  ordine  j  al  quale  appar- 
toTìgono  i  raggi  bcd  [  i  primi 
dac%  perchè  sostegni  delle  pun- 
teggiate proiettive  (e) ,  (ò) ,  e 
il  terzo ,  perche  coincide  col 
raggio  unito  M'N'  dei  fasci 
{.!/'),  {A^')]-  Inoltre,  M'C  ed 
N'C.M'n  ed  y'i?  sono  due 
coppin  di  raggi  corrisponden- 
ti in  (M'),(N%  e  quindi  C  e 
Zr',  L'  c  i?  Bono  due  coppie 
di  punii  corrispondenti  in  (e) , 
(l/);  ossia,  C  j  Ji  sono  i  punti  di 
contatto  de!  fascio  di  2.»  ordi- 
ne j  generato  da  a ,  coi  raggi 
e  y  bj  [  quali  aono  duC  tangenti 
arbitrarie  di  C3. 


riabile  a,  genereranno  due  fn- 
sci  j-ro  ietti  vi  dì  centri  (\ii;  p 
perciò  il  punto  A  descriverà  una 
curva  di  2,o  ordine^  alla  quale 
app^irtengono  i  punti  JJCD  [ì 
prinji  duGj  pere  li  è  centri  dei  fa- 
sci prò  ietti  vi  (C) ,  (B%  e  il  ter- 
zo^ pere  li  6  punto  unito  delle  pun- 
teggiale prospettive  di  suste* 
gni  lìD  ,  Cl>],  Inoltre,  IW-cv^ 
C  j  B  e  CD'b  8ono  coppie  di 
punii  corrispondenti  in  queste 
punteggia  te  j  e  quindi  e  e  l\V  e 
b  sono  coppie  dì  raggi  corri- 
spondenti in  {€)  y  {B);  osda,  e, 
b  sono  tangenti  alla  curva  di 
2.0  ordine,  generata  da  A,  nei 
punti  C ,  /l ,  i  quali  sono  dm€ 
punti  di  contatto  arbitrarli  di  \jz  u 


e)  Dunque,  /e  tangenti  di  una  curva  di  2.°  ordine^  e  i  loro 
punii  di  coutatto  con  la  curva ,  sono  i  raggi  di  un  fascio  €li 
2."^  ordinej  é  i  loro  puliti  di  contatto  col  fa»cio:   e  viceversa, 

d)  Tenendo  poi  conto  di  quanto  è  detto  nel  n.»  78,  a)  a 
dritta,  jsì  può  conchiudere  che  il  punto  dì  contatto  A  dì  una 
curva  a  di  2;<j  ordine  con  una  sua  tangente  a  ò  il  lìmite  dei 
punto  dMntersezione  di  a  con  un'altra  tangente  variabile  di  e 
chti  si  avvicina  indefinitamente  ad  o]  o,  come  suol  dirsi ,  .4  6 
il  punto  d' intersezione  di  a  con  la  tangente  di  z:  inlinìtamentc 
vicina 

h)  Siccome  poi,  in  b)  a  sinistra ,  al  muoversi  del  punto  A 
[fi^*  (30»a)  sulla  curva  C3  di  2.o  ordine,  la  retta  CA  rota  intomo  a 
Cj  descrìvendo  un  fascio  prospettivo  a  quello  generato  dalla 
retta  NN'  intorno  al  punto  N'  (con  l'asse  BD  di  prospettiva)^  i* 
i  tu  ìndi  proicttiv<ì  alla  punteggiata  d< -.se  ritta  dal  punto  y^abj 
nv]  quale  la  tangente  variabile  a  sega  Ja  tangente  lissa  &,  pos* 
siamo  enunciare  il  seguente  teorema: 
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lì  fascio  di  raf/fft\  vhe  proietta  i punti  AAjA^  ...  di  tina  curva 
z^  rfi  2,"  ordine  da  un  punto  arbitrario  C  della  curva  stessa,  è 
prùiettivìO  alia  punteggiataj  che  le  tangenti  in  AA^Ag...  determi- 
nano Àopra  una  tangente  arbitraria  b  di  C3. 

81-  Poiché  le  tangenti  di  una  curva  di  2.o  ordine  costituiscono 
f 80,  r)  un  fascio  di  2.^  ordine,  e  viceversa,  daremo  in  questo 
numero  forme  differenti  ligli  enunciati  di  alcuni  teoremi  in- 
nanzi diinostratij  ed  aggiungeremo  altre  proposizioni  che  si  de- 
ducono immediatamente  (78,  e)  dalle  già  note,  anche  come  norma 
per  lo  studioso  in  casi  simiglianti. 

a)  Sono  jjroiettive  (cfr.  79,  &,  a  dritta)  le  punteggiatej  die 
una  tangente  tjartablle  di  nna  conica  C3  (^)  determina  sopita  due 
tangenti  fisse  u  >  u';  e  t  punti  di  contatto  di  a  con  u  ,  u'  sono 
I  punti  delle  punfegglntti  (vi)  ,  (u^)  corrispondenti  al  punto  uu'. 

b)  Una  cfjfiica  è  individuata  (cfr.  79,  d^  a  dritta)  da  5  tan- 
g€ntiy  o  da  4  tangenti  e  dal  punto  di  contatto  con  una  di  esse, 
4t  da  3  iiìngenti  e  dai  puliti  di  contatto  con  due  di  esse, 

e)  Se  nn  quadrilatero  semplice  è  circoscritto  ad  una  conica, 
fé  rette  co  ìì  ginn  genti  i  punti  di  contatto  dei  lati  opposti  pas- 
«fiao  (efi*-  80j  a,  a  destra)  per  V  intersezione  delle  diagonali,  e 
le  separano  armonicamente. 

d)  Tenendo  presente  la  dimostrazione  del  teorema  ripor- 
lato  nel  n°  80,  a]  a  sinistra,  si  ha  quindi  il  seguente  enunciato: 

Se  ABCD  (lìg.  6G.«)  sono  quattro  punti  di  una  conica  cs^  ed 
abcd  4ono  ùrdinatamente  le  tangenti  in  ABCD^  il  triangolo  dia- 
tjtmnìe  ilei  quadrangolo  completo  ABCD  coincide  col  trilatero 
diagonale  dpi  quadrilatero  completo  abcd:  e  considerando  uno 
ABCD  dtu  qfiadrangQÌi  semplici  contenuti  nel  quadrangolo  com- 
piuto e  il  qnadrilatero  semplice  abcd,  le  diagonali  di  ABCD 
pnM$aììO  per  la  intersezione  delle  diagonali  di  abcd  e  le  separano 
tirmùmeaììientiì  ;  ìnen^re  i  punti  d*  intersezione  dei  lati  opposti 
di  ABCD  sona  allineati  coi  punti  d'intersezione  dei  lati  opposti 
di  ^bcd  e  U  separano  armonicamente, 

e)  Da  d)  si  deduce  poi  che ,  l.o  dati  4  punti  ABCD  (fig. 

f^i  D'ora  in  poi  Tisoromo  (78,  e)  quasi  sempre  la  parola  conica  in  luo- 
go di  curvu  di   2.^  oi'dute. 
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J56.0)  di  una  conica  zz  e  la  tangente  a  la  A,  m  n  fftsfntiitce  iì 
triangolo  diagonale  FGH=ffgh  del  quadrangfìio  ABCU,  le  reftfi 
ah'B  ,  agC  ,  af  D  saranno  le  tangenti  b  ,  e  j  d  di  zs  ordinata- 
mente in  B  ,  C  ,  D  ;  2.o  date  4  tangenti  abcd  dì  una  conica  g 
e  il  punto  di  contatto  A  di  a,  se  si  coiftniisce  il  trilalei^o  dia- 
gonale fgh  =  FGH  del  quadrilatero  abcd,  «i  avranno  in  Aìl-h^ 
AG* e,  AF«d  i  punti  di  contatto  B  ,  C  ,  D  dì  zz  ordiuatam^fik 
con  b  ,  e  ,  d. 

f)  I  inani  tangenti  di  un  cono  ^*  rfi  2,t*  ùvdmé  ,  e  i  loro 
raggi  di  contatto  col  cono,  sono  (cfr.  80  ^  e)  i  piani  di  un  fa- 
scio di  2.0  ordine,  e  i  loro  raggi  di  contatto  col  fascio:  e  mce- 
versa.  Inoltre,  il  fascio  di  piani,  che  proietta  i  raggi  ^h^b.^  . . . 
del  cono  T  da  un  raggio  arbitrario  del  conOf  è  prott'ltivo  al  fa- 
scio di  raggi,  secondo  cui  i  piani  tangnifi  di  T  ìungiy  aa^a^* . . 
segano  un  piano  tangente  arbitrario  di  T, 


g)  Sono  proiettivi  (cfr.  79, 
b,  8L  sinistra)  i  fasci  di  piani, 
che  proiettano  un  cono  quadri- 
co  ^  {  ossia  i  raggi  ài  ^  )  da 
due  raggi  arbitrarii  del  cono 
stesso. 


Sono  jìvoiMivì  (cfr.  81,  a)  i 
fasci  di  raggij  che  i  piani  tati- 
genti  di  un  cono  qitadrtco  T 
determinano  sopra  due  jnanl 
tangenti  arbitrarii  del  cono 
stesso. 


h)  Un  cono  quadrico  è  individuato,  1 .»  da  5  suoi  raggi  io 
da  5  piani  tangenti)'.,  2.o  da  4  suoi  raggi  abcd  e  dal  piano  tan- 
gente Oi  lungo  a  (  o  da  4:  piani  tangenti  ^^yo  e  dal  raggio  di 
contatto  a  di  a);  3.o  da  3  suoi  raggi  abc  e  dai  piani  tangenti 
a ,  ^  luogo  8L ,  h  (o  da  3  piani  tangenti  ajy  *  ^^^  ^^90'^  ***  coii- 
fatto  2i  ,\)  di  a  ,  fi). 

i)  Se  abcd  sono  4  raggi  di  un  cono  qnadrico  ed  a^^o  sano 
i  piani  tangenti  lungo  abcd,  il  trispigolo  diagonale  delf  A  qtin- 
drispigolo  completo  abcd  coincide  col  triedro  diagonale  dell*  ^ 
tetraedro  completo  ag^o:  e  considerando  uno  abcd  diagli  A  qua- 
drispigoU  semplici  contenuti  nelV  a  quadrispigolo  eompMo  e 
/'a  tetraedro  semplice  ol^^ò,  i  piani  diagonali  di  t\hQi\  panmaff 
per  V  intersezione  dei  piani  diagonali  di  a^y^  e  li  Bepnrann  or- 
conicamente,  e  le  rette  intersezioni  delU  facce  opposte  di  abcd 
ijiacciono  in  uno  stesso  piano  con  le  rette  Intersezioni  delU  fafcf 
opposte  di  apYO  e  le  separano  armonicamente. 
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se, ft)  Se  due  9  AB'C^  A^DE  |      Se  due  y  AB'CS  A 'DE  nom 
»onQ  iscritti  iti  una  conica  vZj    circQ9critti  ad  una  conica   s'^ 


^»st  $ono  circoscritii  ad  un'al- 
tra conica  C3\ 


essi  sono   iscritti    in   un'  altra 
conica  GS, 


Posto  DEAB'^B,  DEAC'^C,  B'C'A'D^D\  B*C'.A'E=E\ 


ì  j^mppi  proiettivi  di  rag:gì 
ÀiBCDE) ,  AXB%'DE\sczìo^ 
nati  ordiuatamcnte  dalie  rette 
UE f  B*C\  danno  i  gruppi  pro- 
iettivi di  pmitì  BCDEj  B'C'n*E', 
«  ^iuind!  le  sei  rette  DE,  BV\ 
nE'^ÀB\CC'=AC\DD'^A'D, 
££=j4'Esoiio  tangenti  ad  una 
stessa  conica  n'. 

b)  In  conseguenza,  se  dui? 
V  mnò  ìitcritH  in  una  conica^ 
la  fonica  tangente  a  5  dei  loro 
ioli  è  tangente  pttre  al  sesto 
iato. 


!  ì  gruppi  proiettivi  di  punti 
BCDE  ,  BX*D'E^  sono  proiet- 
tati ordìnataiTiente  da  A,  A^  me- 
diante ì  due  gruppi  proiettivi  di 
raggi    A  (  BCDE)  ^  A(B'C  *DE% 

A'iB'C'jrE')^Ayrc'DE)\  o 

quindi  i  sei  punti  Ay  A\  B\  C", 
Dj  E  appartengono  ad  una  stes- 
sa coniea  z:. 

In  conseguenza,  se  due  y 
sono  circoscntti  ad  una  conica^ 
la  conica^  cJie  passa  per  6  del 
loro  V ertici j  passerà  pure  pel 
sesto  vertice. 


«)  Se  due  coniche  Zi  ,  tz'  sono  tali  che  esiste  un  y  ABC 
hmito  nelt  una  m  e  cìycoscritto  all'altra  a' ,  esistono  in  fluiti 
(iHn  9  che  godono  della  stessa  proprietà  :  poiché ,  assunto  un 
patito  D  di  C3  esterno  a  g%  se  le  tangenti  a  C3'  condotte  per 
D  segano  di  nuovo  ^  in  E  ^  F ,  i  due  v  ABC  ^  DEF^  iscritti 
in  s,  hanno  cinque  dei  loro  iati  tangenti  Sk  u\  b  perciò  anclie 
il  sello  lato  EF  sarà  tangente  a  ca'. 

83.  a)  Se  una  vpÀta  U  sega  (fig.  67»*)  i  lati  di  un  triangolo 
EPUsefg    ordinatamente    nei  fig.  67.« 

pmH  distinti  E%  F%  G\  eseU 
^  un  punto  arbitrario  di  u  non 
ititmiù  mpra  alcun  lato  del  9 
i^huo,uha  E'F'G'MyvM(EFGu). 
Di  vmj^  posto  EM*FG=Eij 
rì§ulu  E'F ' G rM7\E (E'FG'M) 
l^FJGFE^  A  E^FGE'aMìE^FGE")  =M{EFGu). 
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Ò)  Dal  teorema  precedento  si  trae  la  seguente   costrnzio^ 
ne    della    conica   a ,    individuata    da  ciiniuo 


sue  tang^enri  ahcde. 

Sopra  d  si  assuma  un  punto 
arbitrario  .If,  che  non  appar- 
tenga ad  aJcuiia  delle  rette  abr, 
o  posto  bv^Àj  €a^li,aò^Cj 
9Ì  costruisca  la  retta  it  dì  3/  in 
^ulsa  che  Bla  e{abcd)KM{ABCii): 
sarà  II  la  Bcconda  laii^fcute 
condotta  da  Jf  alla  conica 
ahcde. 

In  fattij  essendo  [a)]  M(^ABCti}A 
u(abcd)j  risulta  e(abcd)Au(nbcdr, 
e  quindi  le  sei  rette  abcdeu  sono 
tangenti  ad  una  stessa  conica. 


suoi  punti  ABCDE. 

Assunta  una  retta  arbitraria 
ì(  di  I)^  la  quale  seghi  le  rette 
B(\  CAy  AB  rispettivamente  nei 
punti  distinti  A',B'yC',  si  co- 
struisca il  punto  il/ di  Uj  in  guissa 
che  .sia  E{ABCD)7\A'B^CM\ 
sarà  M  il  secondo  punto  d'inter- 
sezione della  conica  ABCDE 
con  la  retta  u. 

In  fatti,e8sendo[a)]^'J?'(7'3/A 
M{ABOD\  risulta  E{ABCD)a 
M{  ABCD  );  e  perciò  i  punti 
J/?C7>^ A/ appartengono  aduna 
stessa  conica. 

e)  Se  un  piano  e,  condotÌQ  pH  vertice  S  di  un  triedro  t^^  = 
efg  ,  sef/a  le  facce  scpy  ordinatamente  secondo  le  rette  distinte 
e'f'g' ,  e  se  m  è  una  retta  ài  g  »  vhe  passa  per  S  mn  non  è  ^i- 
ittùta  sopra  alcuna  faccia  dd  triedro^  si  ha  e'f'g'm  A  ni(efg(?J* 

Si  applichi  questo  teorema  alla  costruzione  di  un  cono  qua- 
drieo  individuato  da  5  suoi  niggi  abcdej  o  da  5  suoi  piani  tan- 
genti af^Y^s. 

d)  Dal  teorema  [a)]  si  trae  il  seguente:  se  una  retta  u  sef/a 
(^^.  68.^)  le  facce  6*57  di  un  tetraedro  DFàFG^òizy  ordintita' 
mente  nei  punti  distinti  D'E'F'G%  si  ha   B^EFKV  A  uiDEFO}. 

In  fatti,  proiettando  da  D  ì  punti  lyE^F'G*  sopra  ò ,  si  ot- 
terranno i  punti  D'E^F^G^  di  una  retta  « ^ ,  e  mentre  E^  ^  Fi^ 
G^  giaceranno  rispettivamente 


sulle  rette  FG  ,  GÈ  ,  EFy  sarà 
D'E'FUVaD'E^F^G^.  Ma,  se- 
gando col  piano  0  il  gruppo  dì 
piani  uiDEFG)  j  si  ottiene  il 
gruppo  di  raggi  D' (u^EFO) 
prosjiGttivo  al  gruppo  di  piani* 
ed  è  [a)]  D'Ej^F.G^aDXu^EFG), 
Dunque  ò  anche  D'E'F'G* 
A  miii  EFG)  a  u{DEFG). 


fìg.  68,^ 
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GRUrrl    AKMONICr. 


84.  a)  Potc^hò,  proiettaiidn  4 
punti  ABCD  di  una  conica  da 
un  quinto  ptiuto  S  della  curvarsi 
bftiin gnippo  dì raffgi 8{ABCD)j 
cìie  riiRane  proiettivo  a  sé  stes- 
^  (i%  (})  al  variare  di  S  ^  dì- 
rt^ino  che  i  punti  ABCD  tono 
fjntìonkì ,  quando  6  armonico 
il  gruppo  di  ra^gi  S(AJ}CD)^ 


Poiché  4  tangenti  ahcd  di 
una  conica  segano  una  quinta 
tangente  s  della  curva  secon- 
do un  gruppo  di  punti  8{ahcd)j 
il  quale  rimane  proiettivo  a  sé 
^stesso  (81 ,  a)  al  variare  di  s, 
diremo  che  le  tangenti  ahcd 
atnio  armoìiichej  quando  è  armo- 
nico il  gruppo  di  punti  8(abcd). 


b)  Se  4  punti  ABCD  (e  4  tangenti  abcd)  di  una  conica  C3 
fermano  tm  gruppo  ar mimico j  tnìe  sarà  pure  (80^  e)  il  gruppo 
Mh  iatig^uti  di  e  ih  ABCD  (a  dei  punti  di  contatto  di  C3  con 

e)  La  condizione  necessaria  e  sufficiente j  affinchè 
ptÉttro  punti    ABCD    di  una    quattro  tangenti    abcd  di  una 


tfmkft  q  siano  armonici^  è  che 
H  imntQ  S  d' interseziané  ddle 
Umqtnii  a  j  b  in  due  punti  con- 
iitijati  A  j  B  sìa  allineato    con 


conica  C3  sieno  armoniche^  è  che 
la  retta  s,  congiungente  i punti 
di  contatto  A  ,  B  di  due  tan- 
genti coniugate  a  ,  b,  passi  j^d 


gli  allri  due  j^unti    coniugati   punto  d'  intersezione   delle   al- 
<- 1  D.  I  tre,  due  tangenti  coniugate  c^  d. 


Di  venij  i gruppi  armonici  [<f }] 
^iTi^0.À{ABCD),  B{BACD){^) 
mm  proiettivi,  ed  hanno  il  rag- 


Di  vero ,  i  gruppi  armonici 
[a]]  di  punti  a{ahcd)y  b{bacd){^) 
sono  proiettivi^  ed  hanno  il  pun- 


gici unito  AB.  In  conseguenza  '  to  unito  a&.In  conseguenza  essi 
rm  sono   prospettivi  ;   ossia  i    sono  prospettivi;  ossia  le  rette 


punti  ab  =  S^  C  ^  D  sono  alli- 
neati. 

Viceversa,  se  questi  tre  punti 
mn allineati,  si  ha  A{ABCD)7\ 
BiBACD):   ma  è  B{BACI)) 


AB  =  s  j  Cyd  concorrono  in  un 
punto. 

Viceversa^  se  questi  raggi 
concorrono  in  un  punto,  si  ha 
a{ahcd)  a  h{bacd):  ma  è  b{bacd) 


0»  Lo  rette  ,  clie  dai  punti  A  ^  B  àì  ^  proiettano  ordinatamente  i 
punti  A  ^  B,  SODO  la  tangenti  u  ^  h  ài  ^  iii  A  ^  B. 

\h  I  punti j  secondo  oin  It*  tangenti  a  ,  &  di  ttf  segano  ordinatamente 
a ,  4.  ftotio  i  punti  di  contatto  A  ^  B  ài  ^  con  a  ,  i. 
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A  A  (BACD)  1  dunque  sarà 
A{ABCD)A  A{BACD\  e  perciò 
il  gruppo  ^C^BCX?)  è  armonico, 
d]  Poiché  4  raggi  abcd  dì 
un  cono  quadri  co  W  sono  pro- 
iettati da  un  quinto  raggio  * 
dì  W  mediante  un  gruppo  di 
pi  lini  if(abcd}j  clic  rimane  pro- 
it^ttivo  a  sé  st-esso  (81,  g)  al 
variare  di  Sj  diremo  che  i  rag- 
gì  abcd  sono  armnnicly  quando 
ti  armonico  il  f,^ruppo  di  piani 
${€tbc^. 


K  ti(bacd)i  dunque  sarli  fi[ubcd) 
Aff(bacd)^  e  perciò  ìi  gruppo 
a{ab€d)  è  armonico. 

Poiché  4  piani  tangenti  a';^^ 
di  un  cono  qundrico  T  sogaiio 
un  quinto  piano  tangente  e  di 
W  secondo  un  grui)po  di  Tn^'/i 
c(a^^G)  ,  che  ri  nume  proiettivo 
a  60  stesso  (Bi,  g)  al  variare  di 
e,  diremo  che  i  piani  taugentì 
af^o  sono  armomci^  quando  v 
armonico    il    gruppo    di  rag^d 


e)  Si  enUQCiino  i  teoremi  sul  cono  quadrico  analoghi  fJSj 
e)  a  quelli  contenuti  in  b)  ,  e)  (*), 


85.  a)  Se  un  7  ABC  (flg. 
G9.^)  è  circoscritto  ad  una  co- 
nica  c3  j  dite  vertici  B,  C  sono 
tUuui  annouicamente  dal  punto 


Dm  lati  A'B'jA'C  (fig.  69^) 
di  ini  v-^'B^C  hcritto  in  una 
cmiica  p  sono  separa  ti  anno' 
ìncamente    dalia    tangente    BC 


fig.  6rP*^ 


di  contatto  A'  del  lato  BC  con  la  1  delia  conica    nel  vèrtice    A'    e 

conica  e   dalla   retta   congiun-  I  dalla  retta  congiungente  A'  al 


(^)  Lo  studioso  dove  sempre  dedurre  (78|  e)  dalle  propoBÌiioni  dimo- 
E^trate  ^uIIe^  coniche  le  analoghe  per  1  coni  quadriri,  da  noi  quaai  Bem- 
pre  omesse. 
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HÌin  duM  ìalL 

Di  vcroj  sieno  B\  C^  ì  punti 
di  contatto  di  o  eoi  lati  CÀj 
AB;  e  si  pon^ija  BCB'C'^L. 
Proienaiido  sa  da  €',  B*  si  ot- 
tt^ogono   due  fasci    proiettivi  , 
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punto  tV  ìHterspzhne  A  delle 
tannanti  negli  altri  due  vertici. 
Di  vero,  proiett^indo  da  .4'  lo 
pulite  ergiate  proiettive,  eli  e  ona 
tangente  variabile  di  zz  deter- 
mina sulle  tangenti  iisne  AC, 
AB  p    si    ottengono    due    fasci 


ebe  dctemiìn  a  no  sulla  retta //C'  proiettivi,    che    liatrno    runico 


una  proietti  vita,  che  li  a  ^4^  per 
unire  punto  unito  e  BLO  per 
[mtiti  Buccesgivamcnte  corri- 
spondenti; e  (juindi  il  j^ruppo 
HVtVL  è  armonico. 


raggio  unito  A'B  ed  A'B\  A* A, 
J'C  por  raggi  successivamente 
corrispondenti  ■  e  perciò  il  grup- 
po di  raggi  AyrC'AB)  è  ar- 
monico* 


Il  teorema  a  sinistra  può  dimostrarsi  ancora  semplicemente 
cosi:  le  tangenti  BA^AC^CBj  e  la  seconda  tangente  condotta 
pvT  L  alla  conica,  forniauo  (84,  e)  un  gruppo  armonico;  e  quindi 
^)no  segate  (Bi^  a)  dalla  tangente  OB  secondo  il  gruppo  armoni- 
co dì  punti  BCA*L, — Analoga  dimostrazione  pel  teorema  a  drittap 
b]  Se  i  iati  BC  j  CA  ,  AB  cjfÉ  nn  y  cirroscrilto  ad  una  co- 
ma u  (tìg,^*9o)  la  toccano  ordiuatamentt  in  A',  B',  C\  i  due 
V  ABC  ,  A'B'C  smio  omolocficL 

In  fmìj  posto  BCn'C'^L,  CA^C'A'^M,  AB-A'B'^N, 
&<>no  armonici  [ti,  a  sinistra]  i  ginippi  BCA*Lj  CAB*Mj  ABC* Ni 
nja,  tessendo  i  punti  IJi^V  ])cr  diritto,  sono  pure  (28^  h,  2p)  per 
àìriitt»  i  punti  LMXi  dunque^  ABC  ^  A*B*C*  sono  due  trilateri 
lirospettivi,  e  perciò  anche  omologici. 


r)  Se  quindi  sono  dati  (fig, 
'j*Vf  tre  punti  -17/ 'C"  dì  una 
conica  e  e  le  sue  tangenti  B^Aj 
C*A  in  B\€\  potrà  costruirsi 
li*  ttìDgenle  nel  terzo  punto  A\ 
»^  come  coniugata  armonica 
della  retta  A'A  rispetto  alle  ret- 
te à'H\  A%*%  e  come  retta  con- 
pun^cnte  il  punto  A*  al  punto 
^  tid  C|uale  la  retta  B'C*  è  se- 
gata da  quella  che  eongiunge 
*^i- C M'  -  M con  AB'  A*B*~  .V. 

i^AMiA  —  Geometra  prmdihff. 


Se  quindi  sono  date  (fìg.fj,9.«) 
tre  tangenti  BO^CAj  AB  dì  una 
conica  ts  e  i  punti  di  contatto 
B',  C*  dì  CA  ,ABj  11  punto 
di  contatto  A*  della  terza  tan- 
gente BC  potrà  costruirsi  j  e 
come  coniugato  armonico  del 
punto  BC*B*C^  =  L  rispetto  a 
Bj  Cf  e  come  intersezione  della 
retta  BC  con  la  retta  congiuu- 
gente  i  punti  .4  e  BB'-CC'^P, 

22* 
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COPPIE    DI    ELEI^IENTI    IMMAGÌNABlL 


86.  a)  Data  una  retta  v  nel 
pianò  di  una  conica  Cj  i  fasci 


Dato  un  punto  H  nel  piano 
di  una  et  mica  c^j  »€  sì  proiet- 


sarà  P  = 


di  raggia  che  proiettano  questa  '  timo  da  R  ìe  pìtìdef/(jiate  joro- 
curr  a  da  d  u  e  «w  or  puni  i  a  r  hi-  ie  1 1  i  v  e,  nec  oh  do  cui  ì  e  fa  n  (/e  n  t  i  di 
irarii  S,  Sj,  déterminajio  sopra  C3  sct/auo  due  tangenti  arlìitra- 
r  tma  prolettività  di  punti  ?  ^^  rie  e  j  la,  di  questa  curva  ^  sì 
la  quale  varia  ingenerale  al  va-  ottiene  una  proiettit'ità  di  mg- 
ria  re  di  S  ^  Sj  j  ma  ha  »einpre  I  (fi  P%  ìa  qualii  varia  in  gene- 
una  stessa  involuzione  unita ,  rale  al  variare  dis^B^jmahn 
che  diremo  involuzione  (r)  di  ^.  \  s€m2>re  una  stessa  inrohtzione 

unita  j  che  diremo  invùluzioim 

(R)  di  s. 

Dì  veroj  scambiando  tra  loro  Sf*Sy,  si  ottiene  la  proiettivilà 
P"^,  che  ha  (08^  ft)  con  P  la  stessa  involuzione  unita. 

Inoltre,  assunti  in  t3  4  altri  punti  arbitrarii  S.2*%AIÌ,  e  posto 
r -  SS^^L j  r ■  SA^M^  r -  SB^N^  r - ,S\*%=L^  ^  r <  S^Ae^M^  ,  r -  iS^^-.V,, 

L   M  n'*^  ^^^^^  r-SS^^K,  r  S^A~M^^  r,%B=^N^,  sarà 

Pj  s  j    Af  V   '^  proiettività  determinata  sopra  r  dai  fasci  che 

proiertano  a  da  S^S^,  Ma  1  quadrangoli  SS^,%Ay  StSiJS^B, 
sej^atì  da  r,  danno  le  involuzioni  evidentemente  distìnte 
l~IiM^LM^*L^Mj  y=KA\- LX^' L^N^l^  quali  sono  amendue  ar- 
niMTuehe  (*59,  e)  airiiivoluzione  unita  di  ciascuna  delle  proietti vit& 
P  ,  Pp  Dunque  queste  involugionl  unite  debbono  (70,  a)  coin- 
cidere; e  perciò  il  teorema  a  sinistra  è  dimostrato  j  quando  in 
vece  di  S  ^  S^ ,  si  considerano  i  centri  di  proiezione  jS^  ,  B^ ,  o 
(per  quanto  si  è  notato  nel  principio  di  questa  dimostraziotie) 

In  conseg-uenza  j  il  te  or  era  a  regf^erà  pure,  quando  invece  di 
S^j  S  si  sostituiscono  ì  centri  di  proiezione  jS'g  ^  jS^^;  eO  teorema 
a  sinistra  è  cosi  dimostrata» 

Il  teorema  a  dritta  si  dimostrerà  analogamente^  assumendo 
4  altre  tangenti  arbitrarie  s^a^ab  della  conica  n,  proiettando  da 
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AMe  due  copi>ìo  di  punteggiate  proiettive  che  le  tanj^ontl  dì  s: 
dcicrminano  sopra  le  due  coppie  fU  tangenti  m^  ?*!«*?  e  ricor- 
rendo alle  due  rnvoluziom  di  rag^i  che  proiettano  da  iZ  le  tre 
coppie  di  vertici  opposti    di  ciascuno  dei  quadri!ateri  bs^»^u  3 


b)  Evidentemente  poi,  se- 
condo che  r  sega  e  in  due 
pumi  reali  e  distinti  E^Fj  o 
le  è  tangente  in  nn  punto  E^  Tìn- 
voluzione  (r)di  n  6  iperbolica  di 
punti  doppi  Ej  Ff  o  parabolica  di 
punto  doppio  E;  e  viceversa. 
In  conseguenza,  quando  n  non 
B^YTk  alcun  punto  reale  comune 
con  r,  diremo  che  e  ha  comit- 
m  con  t  la  copjnn  di  punii  im- 
maffiiiarii  ,  rappresentata  dal- 
r  ia^olusioue  (r)  di  C3 ,  e  così 
avremo  definito  h  coppie  di 
P^nti  immaginarti   di  una  co- 

a)  Dunque,  ima  coniai  sa 
ha  sempre  dar.  punti  {reali  e 
dhi  in  fi  ^  e  n  i  tic  ide  nfi^  o  Im  m  a  - 
^ìHfinij  situati  sopra  una  retta 
fpialunque  r  del  suo  piano  \  e 
i^ccondo  che  questi  punti  sono 
ruiiti  e  dìiftiuiij  o  immagiiianij 
diremo  che  r  è  una  negante 
della  conica  o ,  o  è  una  retta 
uterna  alla  conica  stessa. 


Evidentemente  poi,  secondo 
che  per  ^  passano  due  tangenti 
e^f  di  t5  reali  e  distinte,  0  una 
sola  e  (e  quindi  R  apimrtiene 
a  E3)j  1'  involuzione  {/l'j  di  a 
i*  iperbolica  di  raggi  doppi  tì,  f^ 
o  parabolica  di  raggio  doppio 
e;  e  viceversa*  In  conseguenza, 
quando  per  R  non  passa  al- 
cuna tangente  reale  di  p,  di- 
remo che  per  R  passa  una  cop- 
pia di  tangenti  immatjinarie^ 
rappm^entafa  dall'  involnzioìm 
(R)  ili  ~  ;  e  cosi  avremo  de- 
finito le  coppie  ili  tangenti  im- 
mafjinari^  dì  unn  conica^ 

Dunque  ,  ^^er  un  punto  qua- 
lunque E  del  piano  di  una  co- 
nica^ poma  no  sempres  due  tan- 
genti {reali  e  distìnte ^  coinci- 
dentif  0  immaginurie)  di  s;  e 
secondo  che  queste  tangenti  so- 
no rcidi  e  distinte ,  o  immagi- 
narie, diremo  che  R  è  esternOf 
0  interno^  alla  conica  cs. 


dj  La  proprietà  rilevata  in  e)  a  sinistra  è  quella  che  pro- 
priamente fa  dire  che  una  conica  ò  una  curva  di  2.''  ordine^ 
mpntre  quella  rilevata  in  r)  a  dritta  la  fa  chiamare  curva  di 
2.«  dass€\  e  per  questa  doppia  proprietà  si  dice  pure  che  una 
conica  è  una  curva  di  2,^  grado. 
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e)    Se  V   passa  pel  punto  i      aSo  K  f/t'ace  sitila  rdta  u  cM 

coìiffiìuige  i  p liuti  di  conMlo 
di  a  con  e  j  S|  ^ —  retta  che  6 
(78^  bj  a  sinistra)  Tasse  dì  col- 
lineazione  delie  punteggiate  se- 
condo cai  ic  t allibenti  di  n  se- 
gano 9  ,  s,  --  la  proi  otti  vita  P' 
ò  (57,  a,  n  ahìistra)  invahiiorìjì, 
e  ([nìndi  cchhcìcIo  (  I18,  g)  con 
la  sna  involuzione  unita;  ossia 
P'  è  [a)]  V  invùlmione  (lì)  dì 
C3  :  e  tnceversa  (57  ,  cij  a  fiiui- 
stra). 

DnnqiiCj  indicando  conU  un 
punto  del  piano  di  ftn  frUafero 
sa8^  circoscritto  ad  una  conicn 
C3,  g  p09tQ  E>as=in,  R-aSi^mj, 
se  K  f/iace  sulla  retta  u  che  con' 
giunge  t  punti  di  contatto  della 
curva  con  s  ^  a^  ^  le  rfJts  ni^ni, 
sono  [e)]  raggi  coniugati  nd~ 
Vinvnìuzimié  (K)  di  xz:  e  mcf- 
verf^a. 

Per  dimostrare  la  proposizione  invor^sa  a  sinistra,  si  osservi 
clic  M  ^  M^  sona  punti  corrispondenti  nella  proiettività  P,  de- 
tonninata  sopra  r  dai  fasci  che  proiettano  ca  da  S ,  S^,  Ma  3A 
3/^  sono  punti  coniugati  per  ipotest  ncJl'  involuzione  (r)  die:, 
la  quale  è  [a)j  a  sinistra]  Tinvoluzione  unita  di  P  ,  e  quindi  P 
(T2^  a)  coincide  con  questa  involujiione.  Dunque  (57j  a,  a  drit- 
ta) r  passa  per  U* 

Analogamente  tìi  dimostra  la  proposizione  in%'crsa  a  dritta. 
g)  Posto  in  f)  a   sinistra   SS^^tt  ,^  ru^R^   l'involuzione 
(/)  di  C3  è  \UIljMMi\==\^,  E  poiché  lo  rette  AS,AS^  penetrano 
amendue  nel  y  SAS\  o  ninna  di  esse  vi  penetra  (*J,  evidente- 
mente le  coppie  UH^  AIM^  non  si  separano  j  o  si  separano,  se- 


d*  intersezione  U  delle  tangenti 
a  C3  in  S  j  Sj  ^  punto  che  è 
f78j  bj  a  dritta)  il  centro  di  col- 
lin eazione  dei  fasci  che  proiet- 
tano C3  da  S ,  Si  —  la  proietti- 
ti vita  P  è  (57  j  ^,  a  dritta)  in- 
voluìoria,  r  quindi  coincide  (68, 
g)  con  la  sua  involuzione  uni- 
ta; ossia  P  è  \a)\  f involuzione 
(r)  di  a:  e  vicecersa  (57 ,  a,  a 
drlttii)* 

f)  Dunque^  indicando  con 

Y  una  retta  del  piano  di  un 
triangolo  SAS^  iscritto  in  una 
conica  U3  f  e  posto  r'AS  =  M, 
r»  ASj  =  Mj  j  m  r  passa  per  Vin- 
tt'rsezione  U  ddit  tangenti  s,  s^ 
alla  conica  in  S  ^  S^ ,  i  punti 
M  ,  M^  sono  \e)]  coniugati  nel- 

V  involuzione  (r)  di  zs  :  e  vice- 
versai 


{h  Per  V^'^^t  s'intende  qui  la  parte   del  suo   piano  compreita   tra 
SA  ,  AS^  ,  S^S. 
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i'oiido  che  V  giace  in  quello  doi  duiti  ^  completi  formati  da 
i ,  ij  che  comprendo  il  punto  Aj  o  giace  neir  altro  A  completo. 
In  consiegiienza ,  i  punti  i^a  (doè  i  punti  comuni  ad  r  e  s  )^ 
che  soiìo  i  punti  doppi  di  J^ ,  separano  sempre  armonicamente 
r,J?.  e  sono  reali  e  distinti  nel  primo  caso  ed  ini  marinari  i 
net  secondo. 

Dunque,  una  coìiica  ts  è  tutta  compre fia  in  uno  solo  dei  due 
nnpAi  completi ,  formati  da  due  site  tangenti  reali  qufilunque 
s,Si  (*);  ed  emstono  nel  pian q  di  una  contea  oo  rette  esterne 
\cj  a  sinistra]  ad  essa. 

h)  Da  quanto  è  detto  in  questo  n,o  si  trae  (78j  é)  che, 


indhando  con  p  un  piano  qua- 
ÌHnq^te  }  condotto  pel  centro  S 
di  un  cono  quadrico  Wj 

1,0  ìa  proietti D ita  di  raggia 
the  $i  determina  sopra  p  dai 
fmci  di  piani  che  prò  leti  fino  T 
da  due  §uoi  raggi  arò i trarli 
§,8jT  varia  in  generale  ai  va- 
rkre  di  b  ^  s^  ^  ma  ha  sempre 
ma  sietsa  involuzione  unita  , 
ebesidirà  invohczione  (p)  di  ¥: 

2.0  siccome  questa  involu- 
zione è  iperbolica  d!  raggi  dop- 
pi e,f,  o  parabolica  di  raggio 
doppio  e ,  secondo  che  T  ha 
eotmuii  con  g  i  raggi  e  j  f ,  o 
^  tangente  a  p  lungo  €  ^  e  t1- 
ceTersa,  cosìj  quando  ¥  non  ha 
cornane  con  p  alcun  raggio  rea- 
le (ossìa  quando  p  ha  comune 
con  T  il  solo  punto  reale  S)  j 
*Uremo  che  ¥  ha  comune  con 
^  la  Còppia    di  raggi  immagi- 


indir  andò  con  r  una  retta  qua- 
lunque ^  condotta  pd  centro  S 
di  un  cono  quadrico  ^\ 

1.0  se  81  proiettano  da  r  i 
fas<7i  di  raggi  determinati  dai 
piani  tangenti  di  T  gojrra  due 
jyiani  tangenti  arbitrarli  o  ,  u^, 
ni  ottiene  una  proiettivltà  di 
piani,  che  varia  in  generale  al 
variare  di  5  j  «Jj  j  ma  ha  sempre 
una  stessa  involuzione  unita^ 
che  si  dirà  involuzione  (r)  di  ¥: 

2,®  siccome  questa  involu- 
zione È  Iperbolica  di  piani  dop- 
pi £  ,  ^,  o  parabolica  di  piano 
doppio  E ,  secondo  che  ¥  ha 
due  piani  tangenti  i  ^  ^  reali 
e  disrinte  che  passano  per  r,  o 
è  tangente  ad  un  piano  E  lun- 
go r,  e  viceversa^  così,  quando 
per  r  non  passa  alcun  piano 
reale  tangente  a  T,  diremo  che 
per  r  jtasita  una  coppia  imma- 
gina ria  dì  plani  tangenti  a  T^ 


fy  Se  *  ,  tj  sono  ||  ,  «f  è  compresa  in  una  deìlc  dii©  atriaecj  che  que- 
sti if  delfina  in  ano  nel  loro  piano. 


Digitized  by 


Google 


—  174  — 


naril  rappresentata  dàW  invo- 
htzione  (p)  dl^%  ed  avremo  in 
tal  modo  definito  le  coppie  dì 
raggi  imm^aginarii  di  un  cono 
qua  tiri  co: 

B*^  W  ha  quindi  Bemprt  co- 
muni con  p  rfwfi  raggi  {rr.aìi  e 
diètintij  roincLdt^nU\  o  immagì' 
7iarii)  \  e  secondo  e  ho  questi 
rnggì  sono   reali   e   distinti ,   o 


immaginarii,  si  dirà  che  p  è 
un  piano  segante  ^\  o  esterno 
a  T; 


ed  avremo  in  tal  modo  definito 
le  coppia  di  piani  tangenti  im- 
magi narii  di  un  cono  quadrico' 


3,«»  per  T  pasiiano  quindi 
gempre  due  piani  tangenti  a  W 
(reali  e  distinti^  coincidenti,  o 
immaginarii  )  ;  e  secondo  che 
questi  piani  tangenti  sono  reali 
e  distinti,  o  immaginarii,  si  dirà 
che  r  è  mia  retta  esterìia ,  a 
interna^  a  ^\ 

i)  La  proprietà  dì  un  cono  quadrico^  rilevata  in  A),  Z.%  a 
sinistra^  li  quella  che  propriamente  fa  dire  che  il  cono  quadrico 
e  una  superfìcie  conica  di  2.**  ordine^  mentre  quella  rilevata  in 
h)^  3.^,  a  dritta  fa  dire  che  esso  è  una  superficie  conica  dì  2." 
classe;  e  per  la  duplice  proprietà  j  sì  dico  pure  che  un  cono 
quadrico  è  una  superfìcie  coiitea  di  2*^  grado. 

ìc)  Un  cono  quadrico  T  è  compreso  interamente  In  uno  solo 
dei  due  a  diedri  completi,  formati  da  due  suoi  piani  tangenti 
qualunque;  e  pel  vertice  di  W  passano  infiniti  piani  esterni  a  'F, 

87,  a)  Pi*oìcttando  tutt'i  punti  ABCD  •  .  *  (tip!;*  70.^)  di  un  cir- 
colo C3  da  due  punti  arlutrarir 
U  j  U'  del  circolo  stesso^  si  ot- 
tengono due  fasci  dì  raggi  (U)? 
(U')  direttamente  ugnali;  e  le 
tangenti  U'L'  =  r/UM  =  m  di 
a  in  U'jU  sono  ordinatamente 
i  raggi  di  (\j^)  ,  (U)  corrispon- 
de nti  al  co m u  n  e  raggio  U U  ';  pò i- 
che  daila  geometria  elementare 
sì  ha  che  i?li  A  AUB,  AUC, 
A UD, ...^  A UU\  A UMj  sono  ri- 
spettivamente uguali  agli  A 
AU'B,  AU'C,  if/'y,...,  AU*L\ 
AUK,  ù  nello  stess^o  senso  di  rotazione. 
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h)     ZJ^x    circolo  è  una  curva  di  2.°  ordine^  e  passa  per  i  punti 
ciclici    dtcl    stco  piano  a. 

Tu   fatti,    1X11    circolo  qualunque  C3  può  immag^inarsi  [a)]  gene- 
rato dai    fasci    {U}y{V^)  direttamente  uguali  (e  quindi  proiettivi), 
che  lo    proiettano  da  due  suoi  punti  U^U''^  g  a  è  perciò  (78,  h) 
una   CUI  va   di   2.°  ordine.  Inoltre,  indicando  con  (L^)^  il  fascio 
{ r*)   trasportato  parallelamente  a  sé  stesso  sino  a  che  U^  coin- 
cida con    I7j   i  fasci  (U)y(U)i  costituiscono  una  rotazione  R  ;  e 
l  fasci   (L")  ,  U')   determinano   sulla  retta  air  infinito  r^  di  e  la 
stessa  proiettività    P^^  determinata  sopra  r^^  da  R,  e  perciò  P^ 
ha  (75,  d,  /i)  per  involuzione  unita  la  circolare.  In  conseguenza 
:8G,  a,  a  sinistra),  l'involuzione  (r^)  di  c3  è  la  circolare,  ossia 
i     punti  ciclici   (75 ,  h)  del  piano  e   appartengono    (8G,   e,  a  si- 
nistra) a  S5. 

e)  r>ne  fasci  di  raggi  direttamente  uguali  (fig.  70.«)  (U) 
==a'bcd  -  .  .  ,  (U')  —  a'b'c'd'. . .  di  un  piano  g,  che  non  sono  pro- 
spettivi o  sovrapposti,  generano  un  circolo  n,  che  passa  per  U,U' 
ed  ha  per  tangenti  in  U ,  U'  i  raggi  UM=m,  U'L'^1'  dei  fasci 
(TJ)  ,  (U^  corrispondenti  al  comune  raggio  UU'. 

Di  vero,  se  da  U,  U'  si  proietta  il  circolo  C3,  individuato  dai 
tre  punti  U ,  U\  aa'  =  ^4 ,  si  ottengono  [«)]  due  fasci  di  raggi 
direttamente  uguali:  e  questi  coincidono  coi  fasci  {U)  =  al)c.,,, 
iU'j^  a'b*c\..  y  perchè  due  fasci  direttamente  uguali  sono  evi- 
dentemente definiti  da  una  sola  coppia  di  raggi  corrispondenti. 
Dunque  [a)]  il  teorema  è  dimostrato. 

d)  Ogni  curva  C3  di  2.o  ordine^  che  passa  per  i  jmnti  ci- 
clici del  suo  piano  e,  è  un  circolo:  poiché  i  fasci  di  raggi,  che 
proiettano  C3  da  due  suoi  punti  U ,  U',  determinano  sulla  retta 
air  infinito  dì  g  una  proiettività,  che  per  ipotesi  ha  per  involu- 
zione unita  la  circolare;  e  quindi  questi  fasci  sono  (75,  g,  h)  di- 
rettamente uguali,  e  perciò  [e)]  »  è  un  circolo. 

^)   Ogni  curva  a  di  2.o  ordine  può  considerarsi  come  la  se- 
zione piana  di  un  cono  a  base  circolare, 
Siena   (l/)  =  abc  .  ..,  (U')  =  a'b'c'  ...  ì  fasci  di  raggi  gene- 
ratori  di   csi   ed  assunta  (86,  e,  2.o)  una  retta  s  del  piano  a  di  C3, 
la  quale   nan   abbia  con  C3  alcun  punto  reale  comune,  si  ponga 

s(aùc..  0s^^C..v<a'&'c^..)=^'5'(7^..:saràP=^,^,J,..^ 
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proietti  vita,  la*  cui  involuzione  unita  è  ellittica.  Se  quindi  S  è 
(77,  o)  un  punto,  dal  quale  si  proietta  P  mediante  una  rotazione 
R,  ìiroiottando  dii  S  ì  punti  U ,  U'  in  U^  ,  U\  sopra  un  piano 
c^  ';  al  piano  Ss,  i  rag:gi  a,  ò,  e, . . .  di  (C7)  si  proietteranno  so- 
pra Gj  net  raggi  («^ ,  (;,  ,  c^ ,  .  .  .  di  (f/J  ||  rispettivamente  ad 
SA  ,  *S7/ ,  se ,  .  .  . ,  mentre  i  raggi  a' ,  ^' ,  e' ,  .  .  .  di  {U')  si 
proietteranno  nei  raggi  a\ ,  b\,  c\  ,  .  .  .  di  {U\)  \\  rispettiva- 
mente a  SA*  f  Sii'  j  se  y  ....  In  conseguenza,  i  fasci  di  raggi 
(f y)  =  fi,?>jfj  .  .  «,  (^'i)  =  «'i^'i^'i  •  •  •  saranno  direttamente  u- 
gualii  e  genen-ranno  un  cerchio  cSj ,  che  passa  per  U^  ,  U\, 
Duiique  il  cono  T,  che  da  S  proietta  il  circolo  C3i ,  sarà  sezio- 
nato ti  al  piano  g  t*econdo  la  curva  C3. 

88.  a)  Bb  {U)^abc...y  (U')=a'b'c\..  sono  i  fasci  proiettivi  di 
raggij  coi  centri  V y  U'  al  finito,  che  generano  una  conica  », 
le  retti*  a^b^c^..,  di  U,  parallele  rispettivamente  ad  a^b'c',., ,  co- 
stituiscono un  faifcio  direttamente  uguale  ad  (f/')>  ^  quindi  pro- 

b  e 


ietti vo  ad  (U):  e  Ti nvoluzione  unita  J  della  proiettività  P= 


«1  ^  e, 


può  essere  iperbolica  di  raggi  doppi  e  y  f,  o  parabolica  di  rag- 
gio   doppio  e  ,  o  ellittica. 

Ora,  se  1  e  ìi)t  rbolica,  ai  raggi  e  ^  f  di  (U)  corrisponderanno 
in  (U')  ì  raggi  e'  jf  ordinatamente  |  j  ad  e  ,  ^;  e  quindi  a  ha 
i  due  soli  punti  all'infinito  ee'^E^,ff'=F^y  e  si  chiama  i^eròo- 
k\  Sicconitì  jtui  questa  curva  sega  la  retta  all'infinito  r^  del 
suo  piano  uri  piuUi  reali  e  distinti  E^  ,  F^y  le  tangenti  in  que- 
sti punti  f  coni  e  in  tutti  gli  altri  punti  di  a)  sono  rette  al  finito, 
e  dk'onsi  ntii<tntoiÌ  deir  iperbole.  Inoltre,  un'iperbole  è  tutta  con- 
tunuìa  (Hi;,  *f}  in  uno  solo  dei  due  a  completi  formati  dai  suoi 
asì^ì litoti:  e  (lucslo  A  è  quello  che  chiameremo  a/i^o^o  de^Zi  a«- 
mìuMì. 

Se  J  *"'  ]>arabolica,  a  ha  un  solo  punto  all'infinito,  cioè  quello 
E^  di  dìnzione  ^;  e  la  retta  all'infinito  r^  è  tangente  in  E^ 
alla  curva  zz.  la  q\xsiìe  riceve  il  nome  di  parabola, 

Si%  in  liiì(%  1  ì!  ellittica,  a  non  ha  alcun  suo  punto  reale  al- 
l'inlìnito,  e  pniHle  il  nome  di  ellisse. 

b)  Dunque  le  coniche  si  suddividono  in  tre  specie,  iperboli, 
parabole  ,  ellissi  ;  ed  una  conica  appartiene  alla  1.»,  alla  2.»,  o 
alla  :\,i^  H|>Lcif%  secondo  che  i  due  punti,  che  essa  ha  in  comune 
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ccm  la  rviiSL  airiufliiita  ilei  suo  piano,  sono  reali  e  distinti,  co- 
incidenti, o  ìmmagìnarii. 
Tra  lo  ellissi  vanno  annoverati  (87,  b)  ì  cerchi. 
Una  iperbole  poi  ^i  dice  oì*logonaley  o  equilatera,  quando  gli 
iisslutoti  sono  X  tra  loro;  ossia  (75,  h),  quando  i  punti  air  in- 
finito dell'  iperbole  separano  armonicamente  i  punti  ciclici  del 
mo  piano, 

r)  Be  l  centri  di  due  fnMci  proiettivi  dì  raggi  (U) ,  (U')  di 
un  piano  o  sono  punti  all'  infinito  di  direzioni  differenti,  e  i 
fmci  non  »ùno  prospettivi  (ossia,  la  retta  all'  infinito  di  a  non 
è  un  raggio  unito),  la  conica  generata  da  (U)  ,  (U')  è  un'  iper- 
Imk  [perchè  deve  passare  (78^  b)  per  U,  £7'],  i  cui  assintoti 
itimi  ^i   alle  direzioni  di  U  ,  U'. 

d}  Se  è  all'  infimto  il  mio  centro  U'  dei  fasci  proiettivi 
di  raggi  (U)  ^  abc»,  (U')^  a^b'c\  . .  di  un  piano  e,  e  i  fasci 
non  9tmo  proxpettitH  ,  la  conica  cs  da  essi  generata  sarà  una 
parabola^  o  un'  iperlìole^  secondo  che  il  raggio  V  di  (U'),  corri- 
spondente al  raggio  1  di  (U)  ||  ad  a'b'c'...,  è  alV  infinito,  o  al  fi- 
nita (*)*  perchè  /'  è  (78,  b)  la  tangente  di  a  nel  suo  punto  al- 
rinfinito  U\ 

t)  Data  una  tangente  al  finito  a  di  una  conica  a,  se  que- 
fia  è  ìtn'eUi^iie  o  un'  iperbole,  e  se,  essendo  un'  iperbole,  non  è 
li  un  m0  assintotOf  esiste  un  altra  tangente  b  al  finito  parai- 
Ma  ad  a  (che  è  la  seconda  tangente  condotta  a  C3  dal  punto  al- 
l' iaflnilo  dì  a);  ma^  se  a  è  un  assintoto  dell'iperbole  C3 ,  b  coin- 
n<krù  con  &,  e  se  vs  è  una  parabola ,  b  sarà  la  retta  all' in- 
finitQ  del  suo  piano. 

f)  Secando  un  cono  quadrico  V  (p.  e.  un  cono  a  base  cir- 
colare) di  centro  al  Anito  ,%  con  piani  non  appartenenti  ad  S, 
si  possono  ottenere  le  suddette  tre  specie  di  coniche. 

In  fatii,  un  piano  q  di  iS  può  segare  V  secondo  due  raggi 
f^s\l  e  distinti  a,b,  o  può  essere  tangente  a  V  lungo  un  rag- 
00  it,  0  può  avere  (86,  A;)  con  ^  il  solo  punto  reale  comune  S 
*imm  pnò  avere  comuni  con  ¥  due  raggi  immaginarii). 

Ora  y  conducendo  un  \nsLuo  qualunque  p  1 1  a  o ,  la  sezione 
f^sc  è  (78^  e)  una  conica,  la  quale,  nel  primo  caso,  contiene 


(M  Oiaia,  secondo  clie  le  rette,  ab'  ,(t'b  ,  ac  .ac  sono  ||,  o  pur  no. 
SAftMu^Oectmr/Ha  praitttiva.  23* 
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i  punti  fiir  infinito  ap,  ftp;  ed  è  quindi  un'  iperbole ,  i  cui  assin- 
toti  fjfj  (Il  ad  ajb)  sono  le  intersezioni  di  p  coi  piani  tan- 
gt^nti  ti  W  lungo  a ,  b.  Inoltre ,  siccome  p  sega  le  due  falde  di 
^(e  propriamente  quelle  porzioni  delle  due  falde  che  stanno 
da  uiKi  stessa  parte  del  piano  ab),  ne  segue  che  V  iperbole  a 
costii  di  due  rami,  i  quali  si  ricongiungono  nei  punti  airinfinito 
di#,#j,  e  sono  compresi  rispettivamente  nei  due  A  semplici  che 
costituiscono  l'angolo  degli  assintoti  tyt^. 

Nel  secondo  caso  è  ap  il  solo  punto  air  infinito  della  sezione 
pW,  hi  quale  è  perciò  una  parabola. 

Ni'l  tvTzo  caso  il  piano  p  sega  tutt'i  raggi  di  T  in  punti  al  fi- 
nito, e  la  sezione  è  quindi  un'ellisse. 

Notiamo,  in  fine,  che  noi  consideriamo  l'iperbole — al  pari  del- 
l'ellisse  e  della  parabola  —  come  una  curva  chiusa  (rientrante 
in  sé  stessa),  perchè  la  superficie  conica  di  2.»  ordine,  che  la 
proietta  da  un  punto  al  finito  S  non  appartenente  al  piano  del- 
l' ijuThole,  L  una  superficie  rientrante  in  sé  stessa. 

g)  Il  cono,  che  proietta  una  conica  a  da  un  punto  all'  in- 
finito S^  non  situato  sul  piano  di  C3,  si  chiama  propriamente 
cilindro  di  2.o  ordine  (o  cilindro  quadrico)\  e  può  essere  ge- 
nerato da  due  fasci  proiettivi  di  piani  con  assi  |1,  che  non  sieno 
però  prospettivi  o  sovrapposti. 

Un  cilindro  quadrico  poi  si  dirà  iperbolico^  parabolico,  o  eh 
litticOf  secondo  che  la  sua  sezione  con  un  piano  non  apparte- 
nente ad  S^  è  una  iperbole,  una  parabola,  o  una  ellisse;  ossia 
(ciò  che  è  lo  stesso),  secondo  che  i  due  raggi  del  cilindro  si- 
tuati nel  piano  all'  infinito  sono  reali  e  distinti ,  coincidenti ,  o 
inniiMginarii. 

89,  a  I  Da  quanto  è  detto  nel  n.o  88,  a),  e),  d)  si  rileva  il  modo 
di  giudicare  immediatamente,  quale  sia  la  specie  di  una  conica 
C5 ,  quando  sono  dati  i  fasci  di  raggi  proiettivi  che  la  gene- 
rano; e  quindi  anche  quando  sono  dati  elementi  sufficienti  per 
rinvenire  tali  fasci  generatori  di  a  (cfr.  79,  e,  a  sinistra). 

b)  Cosi,  p.  e.,  si  ha  che,  due  fasci  di  raggi  inversamente  uguali 
(U)  ^  abc  . . . ,  (U')  ^  a'b'c'. . . ,  situati  in  un  piano  e,  ma  non 
mvrappostij  generano  un'  iperbole  equilatera  zi,  le  cui  tangenti 
in  Ij  jU'  sono  \\. 
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In  fatti,  la  proietti  vita  P^     ,      . . .,  considerata  nel  n.»  88,  a), 

è  un'involuzione  simmetrica;  e  quindi  i  suoi  raggi  doppi  Cjf 
sono  J_  tra  loro,  ossia  a  è  un'  iperbole,  i  cui  assintoti  sono  J_. 
Inoltre,  se  6  6 ^  UU' ^ a',  sarà  a^^b ,  e  quindi  b^^a ,b^\\  a\ 
ossia  le  tangenti  a,ò'  di  C3  in   U ,  U^  sono  parallele. 

e)  In  seguito  mostreremo,  come  si  possa  giudicare  della 
specie  di  una  conica  C3,  individuata  mediante  tangenti,  ossia  me- 
diante due  punteggiate  proiettive  (u) ,  (u'),  le  quali  generano  il 
fascio  di  raggi  di  2.o  ordine  che  inviluppa  p  (80,  e). 

Diremo  solo  per  ora  che,  la  condizione  necessaria  e  sufflcien- 
tf,  affinchè  dice  punteggiate  proiettive  (u)  ,  (u')  di  un  piano  o, 
i  cui  sostegni  sono  rette  al  flnitOj  generino  una  parabola^  è  che 
le  due  punteggiate  sieno  simili,  ma  non  prospettive^  né  sovrap- 
poste; poiché  solo  allora  la  retta  all'infinito  è  tangente  alla  curva 
jrenerata  da  {u)  ,  (w'). 

d)  Ma,  se  u*  è  la  retta  all'  infinito  di  o\  ossia,  se  in  un  pia- 
m  0  sono  dati  un  fascio  di  raggi  (U')^  a'b'c'...,  ed  una  pun- 
teggiata al  finito  (u)  ^  ABC...  j^f'oiettiva  al  fascio  (U'),  le  rette 
abc...,,  che  passano  per  ABC...  e  sono  \\  ordinatamente  ad  a'b'c'..., 
0  concorrono  in  uno  stesso  punto,  o  inviluppano  una  parabola: 
perchè,  nel  secondo  caso,  la  retta  ali'  infinito  di  o  è  tangente 
alla  conica  inviluppata  dalle  rette  abc..,. 

90.  a)  Nel  considerare  sino  ad  ora  le  forme  di  2.o  ordine 
generate  da  due  forme  semplici ,  proiettive  ed  omonime,  di  un 
piano  e  (o  di  una  stella  [S])y  abbiamo  supposto  che  le  due  for- 
me generatrici  non  sieno  prospettive,  né  sovrapposte. 


Ora,  se  due  fasci  di  raggi 
^r),([7')  di  un  piano  a  sono 
prospettivi,  il  luogo  del  punto 
d'intersezione  di  due  raggi  cor- 
rispondenti costa  di  due  rette, 
che  sono  UU'  ^  e  e  l' asse  di 
prospettiva  f. 


Ora,  se  due  punteggiate  (w), 
(u')  di  un  piano  e  sono  pro- 
spettive, le  rette  congiungenti 
i  punti  corrispondenti  formano 
due  fasci  di  raggi  di  l.»  ordi- 
ne, i  cui  centri  sono  il  punto 
uu'  ^  ^  e  il  centro  di  prospet- 
tiva F,  o,  come  suol  dirsi,  invi- 
luppano (cfr.  89,  e)  i  punti  E,F. 
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Se  poi  (U)JU*}  sono  due  fa- 
sci di  raggi  proiettivi  e  sovrap- 
posti, la  cui  involuzione  unita  I  è 
iperbolica  di  ra*jgi  doppi  e ,  f, 
o  paralioJica  di  raggio  doppio 
/»,  il  luogo  del  punto  d'  inter- 
sezione dì  due  raggi  corrispon- 
denti costa  delle  due  l'ette  di- 
stinte e^fj  r>  della  retta  e  con- 
siderata conìc  rena  doppia  ;  e 
quindi,  90  j  e  ellìttiea,  diremo 
che  questo  lungo  e  osta  della 
coppia  J  di  rette  immaginarie. 

Dunque  possiamo  dire  che, 
*7  luogo  dd  pinifo  d' ìntersezio- 
nc  ili  due  raggi  corrispondenti 
in  diti:  fanti  proiettivi  di  1,^  or- 
dine di  un  piano  a,  prospettivi 
o  sovrapjjostì^  è  una  f  unica  de- 
generej  comtituita  da  due  rette 
(reali  e.  ditti  iute,  coincidenti^  o 
immaginarie). 


Se  poi  (u) ,  (w')  sono  due  pun- 
teggiate proiettive  e  sovrappo- 
ste, la  cui  involuzione  unita  V  è 
iperbolica  di  punti  doppi  E^F, 
o  parabolica  di  punto  doppio 
Ef  le  rette  congiungenti  i  pun- 
ti corrispondenti  inviluppano  i 
punti  distinti  E  j  F,  o  il  punto 
E  considerato  come  punto  daj)- 
pio\  e  quindi,  se  J'  è  ellittica, 
diremo  che  questo  inviluppo 
costa  della  coppia  1'  di  punti 
immaginarli. 

Dunque  possiamo  dire  che, 
le  rette  congiungenti  i  punti 
corrispondenti  di  due  punteg- 
giate proiettive  di  1,^  ordine 
di  un  piano  e,  prospettive  o  so- 
vrapposte, inviluppano  una  co- 
nica degenere,  la  quale  costa  di 
due  punti  (reali  e  distintij  coin- 
cidenti, 0  immaginarii). 


Buoi  dirsi  anche  che,  se  sono  prospettive  o  sovrapposte  le 
forme  proiettive  ehe  generano  una  curva  di  2.o  ordine,  questa 
degenera  (o  si  spezza)  in  due  rette,  quando  le  forme  generatrici 
sono  due  fasci  di  raggi,  e  in  due  punti,  quando  le  forme  ge- 
neratrici MOTin  due  punteggiate  (*). 


h)  Similnieute  [latremo  dire 
die»  il  in  ago  dfUe  uiter  sezio- 
ni d4'l  piani  curri i< pendenti  di 
duffatiiipruieftirì  dì  l.^  ordine 
di  una  stella  [S3],  pruspettivi  o 
sovrapposti, è  un  ctma  quadrico 


Similmente  potremo  dire  che, 
Vinviluppo  dei  piani  che  passa- 
no per  due  raggi  corrispondenti 
di  due  fasci  proiettivi  di  1.^  or- 
dine di  una  stella  [S],  prospet- 
tivi 0  sovrapposti ,   è   un  cono 


^V)  Cofiì,  p.  e.,  ne  dnf  punteggiate^  protpettive  o  8ovrappo9te^  aono  simili^ 
le  retta  ronfjlanff^nll  i  punii  corrispondenti  inviluppano  una  parabola,  che 
iti  itpcxza  in  dut  punti,  dei  qnali  uno  almeno  è  alV  infinito» 
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degenere.  eoèiUuito  da  dm'  pia- 
ni {reali  e  dùUnUf  coincidenti j 
i>  ìmmaginarit}. 


quadrico  degenere^  co«*ifm7o  da 
due  rette  {reali  e  distinte^  coin- 
cldentiy  o  immaginarie). 


E  »tiol  dirsi  ancora  cìit^ ,  se  sono  prospettive  o  sovrapposte 
h  forme  proiettive  che  ^^enerano  un  cono  quadrico,  questo  de- 
gemrn  (o  si  ^pesza)  in  due  piani,  quando  le  forme  generatrici 
PORO  fasci  di  piani,  e  in  ri  uè  rette^  quando  le  forme  generatrici 
sono  fasci  di  raggi. 

<•)  Noi  p(TÒ  intenderemo  di  escludere  sempre  tutte  queste 
fiirmc  degeneri  di  'i/^  ordine,  a  meno  che  il  contrario  non  ri- 
salti dalla  forma  del  dire. 

TEOREMI    DI    PASCAL   E   DI   BRIANCHON. 


n.  a)  ^e  123456  »ono  /  ver- 
Hrl  mr.cegnvi  di  un  ettagono 
fftnpìke  iscritto  hi  una  e f mica 
e,  f  pittiti  12  - 45=L,  23  ^  56=M, 
:il"fil=N,  nei  quali  d  mgano 
i  hdi  ttppoHij  giacciono  in  una 
mt^dmma  retta  p  (o**i«,  123456 
è  UH  tingono   Rtscal), 


Se  l'2'3'4'5'6'  sono  i  lati  suc- 
cessivi di  un  seilatero  semplice 
circoscritto  ad  una  conica  zs  , 
7e  refill '2'. 4'5'=l,2'3'-5'6 '=m, 
3'4'-6'l  =n,  c7ie  congiungono  i 
vertici  opposti  {}) ,  concorrono 
in  uno  stesso  punto  B  (ossia , 
l'2'3'4'5'6'  è  un  seilatero  Brian- 
chon). 


Questi  due  teoremi  sono  evidenti,  in  virtù  di  quelli  riportati 
m\  fì.o  42,  e)  e  nel  n,»  44,  e):  poiché  (79,  &,  a  sinistra),  proiet- 
tindo  quattro  qualunque  dei  punti  123456  di  C3  dagli  altri  due, 
si  tiaiino  due  gruppi  proiettivi  di  raggi,  e  segando  (81,  a)  due 
palumiue  delle  tangenti  l'2'3'4'5'6'  di  C3  mediante  le  rimanenti 
qu«4trOj  si  ottengono  due  gruppi  proiettivi  di  punti. 
^\  Possiamo  quindi  conchiudere  (cfr.  42,  e)  che, 


m  punii  arbitrarli  di  una  co- 
ffif'n  C3  MfMo  i  rertii^i  di  sesi^anta 
^n^ont  Pascal^  e  quindi  danno 


sei  tangenti  arbitrarie  di  una 
conica  C3  sono  i  lati  di  sessan- 
ta seilateri  Brianchon,  e  quindi 


'^^  Qin*5tc  tre  rette  /,  m^  «  si  sogliono  chiamare    diagonali  principali 
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luogo  a  sessanta  corrispondenti 
rÉtte  RtscaL 

e)  8ì  aoti  poi  che  il  teore- 
ma di  Pascal,  relativo  ai  sei  lati 
di  un  epigono  semplice  iscritta 
in  una  conica  C3,  si  applica  an- 
cora ai  cinque  lati  di  un  pen- 
tagono aempHce  iscritto  in  ca 
ed  alla  tjuigentc  in  uno  dei  suoi 
vertici,  non  che  ai  quattro  lati 
di  un  quadrali f^olo  semplice  i- 
scrìtto  Àn  tz  ijisieme  alle  tan- 
genti in  due  dei  suoi  vertici,  ed 
ai  tre  Iati  dì  un  triangolo  iscrit- 
to in  cj  insiienie  alle  tangenti 
nei  8uoi  tre  vertici,  purché  cia- 
scuna tangente  venga  conside- 
rata come  un  lato,  inserito  tra 
i  due  lati  che  passano  pel  pun- 
to di  contatto  della  stessa  tan- 
gente. 


danno  luogo    a  sessanta  corri* 
sponde nti  punti  Brìauchon. 

Si  noti  poi  che  il  teorema  di 
Brianchon,  relativo  ai  sei  ver- 
tici di  un  seilatero  semplice 
circoscritto  ad  una  conica  e,  si 
applica  ancora  ai  cinque  ver 
tici  di  un  cinqui  latoro  se  ni  plico 
circoscrìtto  a  cs  ed  al  punt»  di 
contatto  di  uno  dei  suoi  lati , 
non  clic  ai  quattro  vertici  di 
un  quadrilatero  semplice  circo- 
scritta a  C3  insieme  ai  punti  di 
contatto  di  due  dei  suoi  lati,  ed 
ai  tre  vertici  di  un  irilatero  cir- 
coscrìtto a  o  insieme  ai  punti 
di  contatto  dei  suoi  tre  lati, 
purcliè  ciascun  punto  di  con- 
fatto veTiga  considerato  come 
un  vertice  j  inserito  tra  i  duo 
vertici  che  stanno  con  esso  so- 
pra uno  stesso  lato. 


Andiamo  ora  a  dimostrare  direttamente  quanto  abbiamo  qui 
enunciato. 


d)  Supponendo  6=^1  in  a) 
a  sinistra  ,  ossia ,  supponendo 
che  ai  lati  56,  61  dell'esagono 
semplice  12fU56  si  sostituisca- 
no ordinatamente  il  lato  51  del 
pentagono  Bcmplice  12345  e  la 
tangente  t  di  o  nel  vertice  1, 
si  trae  [  e)  a  sinistra  ]  che ,  se 
12345  è  un  iMtitagono  seìnplice 
hcritto  in  mia  conica  zSj  il  pxui- 
to  N  d' interine zione  della  tan- 
gentu nel  vertice  1  col  lato  op* 
posto  34^  e  i  punti   12«45^L, 


Supponendo  G'^1'  in  ft\  ii 
destra  j  os^ia^  supponendo  chi- 
ai  vertici  5'iVj6'l'  del  seilatero 
semplice  l'2'3'4'5'6'  si  sostitui- 
scano ordinatamente  il  vertice 
5'!'  del  cinquilatcro  aenipliee 
1 '2 '3 '4^5^  e  il  punto  di  contatto 
T  di  £3  col  lato  1',  si  trae  \c)  a 
dritta]  che,  se  r2'3'4'5'  è  un 
cinquilaiero  semplice  circoscritto 
ad  il  na  con  tea  us ,  ìn  retta  n  , 
che  congi tinge  U  jmnto  dì  con- 
tatto   T   del  lato    V  col  vtrtice 
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23»51^M,   giacciono    in    una 


stessa  retta. 


opposto  3'4',  e  le  rette  l'2'.4'5'=l, 
2'3'»5'1  =m,  concorrono  in  uno 
stesso  punto. 


In  fatti,  pel  teorema  a  sinistra  [ripetendo  in  sostanza  la  di- 
mostrazione del  n.o  42,  e)]  si  osserverà  che,  essendo  proiettivi 
i  grappi  di  raggi  1  (524  t) ,  3  (5241),  questi,  segati  ordinatamente 
dalle  rette  45,  51,  danno  i  gruppi  prospettivi  òLiH,  òMKl  (do- 
ve è  ^=45-f ,  A'=34.51):  sicché  le  rette  Lilf,  K4=SA  ,  m=t 
concorrono  in  uno  stesso  punto;  ossia,  i  tre  punti  L^12-45, 
3f=23-51,  N^Si't  sono  allineati. 

Similmente,  pel  teorema  a  dritta,  posto  h^i'ò''  T,  A:^3'4'«5'l', 
si  ha  che  i  gruppi  proiettivi  di  punti  l'(5'2'4'T),  3'(5'2'4l')  sono 
proiettati  ordinatamente  dai  punti  4'5' ,  5'1'  mediante  i  gruppi 
prospettivi  di  raggi  574'^  ,  5'wA:l';  e  quindi  sono  allineati  i  punti 
K;-4'=3'4',M'=r;  ossia,  le  rette  /=1'2'.4'5' ,  m=2'3'.5'l' , 
rt=3'4''r  concorrono  in  un  medesimo  punto.- 

Si  noti  poi  che,  dando  i  punti  12345  di  C3  e  la  tangente  t  in 
1  (o  le  tangenti  l'2'3'4'5'  di  C3  e  il  punto  di  contatto  T  di  1'), 
si  ottengono  dodici  rette  Pascal  (o  dodici  punti  Brianchon),  per- 
mutando in  tutt'  i  modi  possibili  i  punti  2345  (  o  le  tangenti 
2'3'4'5'). 


e)  Supponendo  6^1 ,  3^2 
in  o)  a  sinistra ,  ed  indicando 
con  <j ,  t^  le  tangenti  di  C3  in 
1,  2,  si  trae  [e)  a  sinistra]  che, 
ne  un  quadrangolo  semplice  1245 
<^  iscritto  in  una  conica  g  ,  le 
tangenti  tj  ,  t^  nei  vertici  1  ,  2 
negano  ordinatamente  i  lati  24, 
i»l  in  punti  N  ,  M  allineati  col 
punto  12.45=L. 


Qnesto  teorema  si  dimostra, 
segando  i  gruppi  proiettivi  di 
raggi  1(V245) ,  2(1^^45)  ordina- 
tamente con  le  trasversali  45,51. 


Supponendo  6'=l',3'=2'  in 
a)  a  dritta,  ed  indicando  con 
7\  ,  7\  ì  punti  di  contatto  di  C3 
con  1' ,  2',  si  trae  [e)  a  dritta] 
che ,  se  un  quadrilatero  sem- 
plice l'2'4'5'  è  circoscritto  ad 
una  conica  C3,  le  rette  ìì,  ni,  che 
congiungono  ordinatamente  i 
punti  di  contatto  T^  ,  Tg  dei 
lati  V  ,  2'  ai  vertici  2'4' ,  5'1', 
e  la  retta  7^1'2'-4'5',  concor- 
rono in  uno  stesso  punto. 

Questo  teorema  si  dimostra, 
proiettando  dai  punti  4 '5',  5'1' 
ordinatamente  i  gruppi  pro- 
iettivi di  punti  l'(  7\2'4'5'), 
2'(1'2',4'5'). 
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f  )  Buppotiendo  in  vece  2=1, 
6  =  4  in  a)  a  sinistra,  si  lia  [e) 
a  sinistra]  che  ^  se  1346  è  un 
quadnmgolo  semjylice  iscritto  in 
ttìin  conica  e,  i  punti  13  «46^ 
'i4  Tilj  nei  quaìi  si  segano  i  lati 
apposti j  sono  allineati  col  punto 
tVi}ìtsrite::Hjne  delle  tangenti  in 
dttf^  i^èrtlrt  opposti  1,4:  teorema 
compreso  in  quello  del  n.»  80, 
a)  a  sinistra. 
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Supponendo  in  vece  2'  =  1', 
5  =4'  in  a)  a  dritta,  si  ha  [e)  a 
dritta]  dir,  se  r3'4'ri'  è  un  qua- 
drilatero semplire  circostrifio 
ad  una  conica  zz^  la  retta  coìt- 
giungente  i  punti  di  contatto 
di  due  lati  opposti  V,  A'  passa 
pel  j>M7ifc>  d'  infersezione  deih 
diagonali  l'^'-  4'0^:J'4'-G1':  tco* 
rema  compreso  in  quello  del  n.*> 
81,  e). 


Sono  due  le  rette  Pascal  (o  i  punti  Brianchon),  quando,  co- 
me qui  ed  ìb  e),  si  danno  quattro  punti  di  una  conica  o  e  le 
tangenti  In  due  di  essi  (o  quando  si  danno  quattro  tangenH  di 
zs  e  i  |ìunti  di  contatto  con  due  di  esse)- 


g)  Supponendo,  in  fine,  2=1, 
4  =  3,  6  E=  5  in  a)  a  •  sinistra,  si 
ottiene  [e)  a  sinistra]  che,  se  un 
friungolo  135  è  iscritto  in  una- 
eonira  C3,  le  tangenti  nei  ver- 
tici 1  ,3^5  piegano  i  lati  oppo- 
sti 35  ,51  ,13  ni  tre  punti  per 
diritto^ 


Supponendo,  in  fine,  2'i^r, 
4' =  3'  ,  G'  =  5'  in  fi)  a  drit- 
ta, si  ottiene  [e)  a  dritta]  cht\ 
se  un  triialero  l'3'5'  è  eirc(^ 
scritto  ad  nna  conica  ^,  ìfi  ret- 
te, congi a  n gè n 1 1  i  ve rtit' i  1  '3 ' , 
3'5',5'1'  al  punti  di  t*onttittfi 
dei  lati  opposti  5'  ,  1%  3-,  con- 
corrono in  uno  »tcHi<o  pmiUì. 


Questi  teoremi  sono  riuniti  in  uno  nel  n.^  85 ,  i!^}  ;  ed  è 
cliiaru  che  tii  lia  qui  una  sola  retta  Pascal  ed  un  sol  puntn 
BrianchoiL 


h)  Se  123456  è  un  esagono 
Panetti  ,  /  a  noi  sei  vertici  ap- 
partengono ad  una  conica,  o  a 
due  rette  (eoiiiea  degenere). 


Se  l'2^^'4'5'G'  è  un  seiMcra 
Brianchtìnj  i  suoi  sei  iati  sontt 
tangenti  ad  una  conica  ,  o  ith 
viluppano  due  punti  (  conicn 
degenere). 


Dì  vero,  la  dimostrazione  del  teorema  del  n.^  42,/*)  a  sini- 
stra prova  eh<^  se  12345G  è  un  esagono  Pascal,  sono  proiettivi 
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i  pTtppi  d!  raggi  1  (5246),  3  (5MG);  donde  segue  che  i  punti 
123I5S  appartengono  in  generale  ad  una  conica.  Ma,  se  i  ver- 
tici Vàò  giacciono  sopra  una  retta,  ì  Buddetti  gruppi  proiettivi 
saranno  prospettivi,  e  i  vertici  246  giaceranno  quindi  sopra 
un'altra  retta. 

Sirailmeiite  la  dLniostrazione  dei  u.^  4:2,  f)  a  dritta  provereb- 
be il  teorema  qni  enunciato  sul  seilatero  Brìanchon  l'2'3'4'5'6^ 


i)  Dati  j  in  un  piano  ,  un 
pfntagoRO  12345  ed  una  retta 
idei  punto  1,  tali  che  i  punti 
1-34,  12-45,  23-51  giacciano 
ìa  Hfta  retta  p,  la  retta  t  sarà 
tfmgmt^  atta  cùnicn  ìndiisiduata 
àtn  $mi  punti   12345. 


Dati ,  in  un  jnatio ,  un  cùi- 

flitiìatero  l'2'3'4^5'  €d  un  punto 
T  della  retta  ì\  tali  che  le  rette 
T-a'4^  1^2'^4'5S2^3''51'  con- 
corrano in  im  pimto  B,  la  co- 
nica individuata  dalle  sue  tan- 
genti l'2'3'4'5'  sarà  tangente  ad 
V  in  T, 


Ciy  è  evidente,  in  virtù  dei  teoremi  rf). 


h  Daflf  in  un  piano  ,  un 
i^UQdmnfjph  1234,  e  due  rette 
1 1 1  '  ^ppa  riénenti  ord  in  a  tamen- 

^  fii  punti  1,2,  ma  tali  cìie 
fjtnmm^  per  diritto  i  punti 
»'*i^^,t'41,  12-34  (o  i  punti 
tt\  13*21,  1*3-41),  la  carnea, 
ititìmduata  da  i  s no i  p n  n  ti  1 234 
^  thiìla  ma  tangente  t  ^  sarà 
pVTe  tangente  a  t^ 


Datiy  in  un  piano ^  un  quadri- 
latero l'2'3'4',  e  due  punti  T,  T' 
appartenenti  ordiuatamentn  alle 
rette  V ,2%  ma  tali  che  concor- 
rmio  in  uno  gtesf^o  punto  le  rette 
T-2^3',T'.4'r  ,  r2'.3^4'  (o  le 
réité  TT' ,  l'3'  2'4'  ,2'3^4'l'), 
la  conica  ^  individuata  dalle  4 
tangenti  l'2^3'4'  e  dal  suo  punto 
r  T,  conterrà  pure  il  punto  TK 


Evidente,  in  virtù  dei  teoremi  e)  ,/)» 
l)  8ff  di  due  y  omologici  ABC  ,  A^B'C,  il  primo  è  iitcritto 
w  me^ndOf  esiste  una  conica,  ed  una  solaj  circoscritta  ad  ABC 
'rf  imUta  in  A'hV\ 
Evidente,  In  vii'tù  dei  teoremi  g). 
Jti]  Dati  f    in    un   piano  ^   due    y    onvdogici    ABC  ^  alle, 
A*B'C'sa'b'c'j  che  non  hanno  ah  un  vertice,  o  latOy  comune^  i 
^*ì  punii,  nei  quali  ciascun  lato  dtlV  uno  sega  i  lati  non  cor- 
mpQnàmti  deìV altro,  appartengono  ad  una  conica  a^;  e  le  sei 

^^^  lA  ^  O  e^nì  et  ria  p  roi  eiiiva .  4é* 
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rat  iti,  che  congiungono  ciascun  vertice  dell*  uno  ai  vertici  non 
corrispondenti  delValtro,  sono  tangenti  ad  un'altra  conica  zz\  (^). 
Di  vero,  se  Z>,  ci  sono  il  centro  e  l'asse  di  omologia  dei  due 
V ,  nb'ca'bc^  sono  i  lati  successivi  di  un  esagono  Pascal  (perchè 
i  punti  aa'  y  bb' ,  ce'  giacciono  sulla  retta  d)j  e  AB'CA'BC  sono 
i  ventici  successivi  di  un  seilatero  Brianchon  (perchè  le  rette 
AA\  BB\  ce  passano  per  il  punto  D). 

92.  a)  Per  mezzo  dei  teoremi  del  n.o  91,  a),  d)  si  risolvono 
ì  so^uenti  problemi: 


Dati  cinqi^e  punti  12345  di 
una  cronica  C3,  l.o  descrivere  la 
t!<Hiiea  per  punti;  2.o  costruire 
la  tangente  nel  punto  1. 

Volendo  descrivere  C3  per 
punti,  basterà  sapere  costrui- 
rei il  secondo  punto  6^  comune 
alia  amica  e  aduna  trasversale 
f(  riti  fi-aria  r  condotta  pel  punto 

fig.  7/.« 


\'-' 


Date  cinque  tangenti  1 '2 '3 '4 '5' 
di  una  conica  C3 ,  l.<>  descri- 
vere la  conica  per  tangenti;  2.» 
costruire  il  punto  di  contratto 
della  tangente  1'. 

Volendo  descrivere  za  per  tan- 
genti, basterà  sapere  costruire  la 
seconda  tangente  G' ,  condotta 
alla  conica  da  un  punto  arbi- 
trario R  della  tangeìite  1'.  Ora, 

fig.  72.« 


•'A 


■J? 


-M 


1.  Ora, posto (fig.7/«)  12 •  45=L,  I  posto  (ftg.  72.«)  l'2'.4'5'  =  /, 
:n  l'.l  =  34.r  =  N,  LX^  p  ,  1  3'4'.G'l'=3'4'.i?=7i,  Z?i=fi,2'3'. 
2:h/r,^M ,  sarà  JJf5-r^G  il  se-  j  5^/;i,sarà  7?i5''/?^6'  la  secon- 
cdìmIm  punto  comune  a  e  ed  r.  !  da  tangente  condotta  da  J?  a  e. 
Poito  in  vece  (fig.  73.»)  12-  |  Posto  in  vece  (  fig.  74.«  ) 
45  =L,  23'51=M,LM=p,   la  '  l'2'.4'5'=^,2'3''5'r=m,?w=7?, 


iU  In  sostanza  questi  teoremi  non  sono,  che  quelli  contenuti  noi  n.*> 
ÌH ,  AJt  diversamente  enunciati. 
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la  retta  n ,   che   con^ìun^n   i 

punti  B^  ;)'4'  segherà  l'  uel  pun- 

j  lo  1\  in  cui  1'  tocca  la  cooica. 


hj  Mediante  i  teoremi  del 
pieliti  problemi: 

Dati  quattro  punti  1234  di 
mm  fniuea  ac  la  sua  tan^^ente  t 
ì"  1 1  1.»  descrivere  la  conica 
p^T  pmili;  2.0  costruire  la  tan- 
gente nel  punto  2. 

Cuudotta   (  Hg.  75.»  )   j*cr   4 
fìg.  75,a 


i/'  1»!  ,  ci) ,  /)  si  risolvono  i  se- 
Date  quattro  tangenti  l'2'S'4' 
di  una  conica  a  e  il  suo  punto 
di  contatto  T  con  T,  L<>  descri- 
vere la  conica  per  tangenti^  2,^ 
costruire  il  punto  di  contatto 
della  tangente  2'. 

Assunto  (li^.  76'.o)  nella  retta 

fl^,  76\« 


f    ? 


i»  tmsTersale  arbitraria  r ,  e 
m^  t  *  34^A'j  12  ■  r=L,  Z- A^=2>, 
/^3feJ/,  sarà  r-Af  1=5  il  pun- 
to, in  cui  r  sega  di  nuovo  la 
mnktL 

Pi  r  costruire  in  vece  la  tan- 
piiif^nel  punto  2,  Sì  considererai 
il«madrangolii  semplice  1324;  e 
Nio  13.24^L,  14-2a  =  itf, 


4'  un  punto  arbitrario  M  ^  e 
posto    r>3'4^  =  ji,    i2-l'2'^«, 

In^B,  B  *  2 %*~m ,  sarà  B  ■  m  1  's5' 
la  seconda  tangente  condotta  da 
R  alla  conica. 

Per  costruire  in  vece  il  punto 
di  contatto  della  tan^^'Ut*.^  2',  si 


■  considererà  il  quadrilatero  sem- 
Iplice  l'3'2'4';  e   posto  l'a'-2'4' 
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LM^p,  la  mta  tp2  aarà  la  J  =1 ,  Ve' '2'3'=m  ylm=B ,  sarà 


tangente  f  dì  a  nel  punto  2* 


71B.2'  il  punto  di  contatto  T' 
di  C3  con  2'. 


e)  Per  mezzo  dei  teoremi  del  n.»  91^  f) ,  g)  sì  risolvono  i 
seguenti  problemi: 


Dati  tre  punti  125  di  mia  co- 
nica 53  j  e  le  sue  tangenti  1', 
3*  in  lj3,  L^  descrìvere  la  co- 
nica per  punti;  2.^  costraire  la 
tangente  2'  in  2, 

Condotta  per  1  una  trasver- 
salo arhitraria  i-,  e  posto  r  23^£., 
L ^  1  ':j '  =p  f  p'i 2  E=^  il/ ,  sarà 
M:\^r  ^£  4  il  punto j  in  cui  r  se- 
ga di  nuovo  CT. 

Posto  in  vece  I'-2:3^L, 
3'  12=M,  LM=p,  p  n^N, 
sarà  m=2'. 


Date  tre  tangenti  l'2'3'  di 
una  conica  a,  e  i  suoi  punti  di 
contatto  1 ,  3  con  1' ,  3' ,  l.^ 
descrivere  la  conica  per  tan- 
genti; 2.0  costruire  il  punto  di 
contatto  2  con  2'. 

Assunto  in  1'  un  punto  ar- 
bitrario Rj  e  posto  i?-2'3'^ 
i,  M3  =  J5,  B'V2'=ìn,  sarà 
7/i3''i?^4'  la  seconda  tangente 
condotta  da  12  a  a. 

Posto  in  vece  1 .2'3'  =  / , 
3-l'2'=m,  lm=B  ,  B'SV=n, 
sarà  «2  =2. 


d)  È  cliiarn  che,  nelle  quistioni  ora  risolute,  alcuni  elementi 

possono  essere  anche  airinfìnito.  Andiamo  a  darne  alcuni  esempi. 

i,^  Essendo   una  parabola  zz  (lig.  77.«)  individuata  da  quattro 

fig,  77.« 


sue  tangenti  2':i'4'5'  (la  quinta  1'  è  la  retta  all'infinito  del  suo 
pianQ)j  si  pun  determinare  il  punto  di  contatto  della  parabola 
stessa  con  L^nel  seguente  modo.— Posto  [a)  a  dritta]  l'2'«4'5  =/, 
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,        -"^'^yv^m^lm^Bj  il  punto   allMntìnito  delln  retta  3'4^/?=^^. 
B^rh  il  richiesto  punto  di  contatto. 

Volendosi  poi  la  tang^entc  6'  perpendicolare  a  d,  ossia  la  se- 
miì^K  tiiugentc  condotta  dal  punto  E^  di  1'  di  direzione  X  ^^ 
<  si  condurrà  [b)  a  sinistra]  la  retta  E^-lVV  (ossia  la  X  ?»■'  ^ 
rf  nel  plinto  3'4');  e  la  retta  l'2^4'5'=;  secherà  n'  nel  punto 
ii*  Me  che,  posto  2*"ò**B*^m\  la  1  a  d^  condotta  pe[  punto  m'6'j 
^fà  la  richiesta  tanig^ente  G'. 

Se  si  vuolcj  in  lìne^  il  punto  di  contatto  r  di  3  con  Ct\  con- 
siderando il  quadrilatero  semplice  l'S'G'S'  circoscritto  alla  pa- 
rabobj  nel  quale  si  conosce  il  punto  di  contatto  di  1',  bì  ha 
f^he,  detenuinate  le  diagonali  Vr-Ù^B'^r ,  Vd'*2%'=m'\  e  po- 
sto l"m**^B'\  la  II  ad  pel  punto  J5"  segherà  6'  noi  ricliicsto 
punto  K 

2.«  So  ^i  dimanda  il  secondo  punto  all' infinito  dì  ima  conica 
3t  individuata  dai  sucn  punti  al  finito  2345  e  dal  suo  punto  al* 
l'iniìniÉo  1  di  direìsione  s^  basterà  supporre  nel  primo  problc- 
M»a  risolato  in  a)  a  sinistra  che  r  sìa  la  retta  air  infinito  del 
piano  di  o.  Allora  L=r2-45  sarà  il  punto,  in  cui  45  sega  la  jl 
"^(I  »  condotta  per  2\N  sarfi  il  punto  air  infinito  di  34;  e  quindi 
/'sarà  la  ||  a  34  condotta  per  L,  Sicché^  posto  23 •p  =  ilf,  il 
punin  air  infinito  di  .¥5  sarà  il  ricliicsto;  e  e  sarà  nna  pì\ra- 
bfsla,  0  un' iperbole  j  secondo   che   è  Mò   ||    ad  ^r  ^  o  pur  no- 

&3.  a)  Se  ij  f  j  sono  gli  assintoti  di  tiu'ipcrbolc  c5,  ed  1,3  sono  due 
fUìì  al  finito  della  curva,  indicando  con  2^j4^.  i  punti  all'inti- 
f  sito  di  tyt^j  nel  quadrangolo  semplice  12^34^^  iscritto  in  e?, 
É  ì  pimti  12^  -  34^=  M ,  14„  ■  32^si*ir ,  U^  =0  giacciono  (91,  f)  per 
tiiritto.  Dunque  j  #e  sopra  mia  corda  13  dell' iperbole  ct,  co?ae 
àkifourtle^  si  costruisce  il  a  c^e  al^òm  i  suoi  lati  \\  agli  as- 
*Ì^Ui  dsil'  iperbole j  la  sua  seconda  diagonale  passerà  pel  punto 
d'inkrsezioìie  degli  assititoti  (*). 

b)  iSe,  da  dite  punti  arbitrarii  A  ,  A,  Uf istinti  0  coincidenti} 
di  uft'  iperbole  ta,  si  tirano  le  ||  ordiuatameut&  ai  suoi  assintoti 

(h  Dì  qni  s^gne  una  costruzione  sempìicissiraa  degli  assintoti 
iì  nna  iperbole,  imiividiiata  da  tre  suoi  punti  al  finito  e  dalie  di- 
radooi  dei  suoi  assintoti» 
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t ,  t^ ,  h  f/Httìt  seghino  rispettivamente   t,  ,  t  in  L^ ,  L ,  la  retta 
LLj   sarà    '    t\ììa  retta  AAj. 

Dì  vero,  nidicando  con  r^  la  retta  air  infinito  del  piano  del- 
l'iperbole,  e  oonsiderando  Y  esai^ono  semplice  iscritto  in  essa,  i 
cui  lati  successivi  sono  AL^  >  *  ?  ^'«,7  ^  ?  -^^-^i  ?  ^\^j  si  ha  (  91,  e  ) 
che  i  plinti  AL^^t^—Jj^  yt-LA^-^L ^r^-Ay^A  sono  allineati;  ossia 
de V*  essere  /.L,  j|  AAj. 

V)  Posto  in  h)  AA^'t^M ,  AA^'t^^M^,  risulta  evidentemente 
AM ^  LJ.^-  M^A^{^)\  e  ciò  anche  quando  è  A^^A,  ossia  quan- 
do zi.^j  è  la  tangente  a  di  C3  in  A.  Dunque, 

L'^  se  ìtua  trasversale  sega  un  iperbole  nei  punti  A  j  A^j  e 
i  snoì  (issiìifoti  nei  imnti  M,  M,  ,  sarà  AM^M,Aj: 

2."  il  sfijmento  di  una  tangente  di  un'  iperbole,  intercetto 
fra  i  sifoi  fi^shifotif  è  bisecato  dal  punto   di  contatto  (^), 

TEOREMI  DI  MACLAURIN  E  DI  PONCELET. 


94,  a)  Ihifij  in  un  piano  p, 
tre  punti  P  ,  S  ,  S'  e  due  rette 
\\  j  \Vj  m  Hit  triangolo  variabile 
AA'.M  iif  fftftfnaa  in  modo,  che 
i  iati  A  A'  j  \M  ,  A'M  passino 
ordinata  mente  per  i  punti  P  , 
S  ,  S'^  mentrv  i  vertici  A  ,  A' 
percorroiìo  ritipettiv amente  le 
rette  n  ,  u',  //  tèrzo  vertice  M  de- 
,^r riavrà  itìnt  conica j  la  quale 
ptfKsera  per  i punti SjS',\x\x'^M^j 
rS^u^sM^,  PS'  u=M3. 


Dati,  in  un  piano  f,  due 
punti  U,  U'  e  tre  rette  p  ,  s  ,  s', 
se  un  trilatero  variabile  aa'm 
si  deforma  in  modo,  che  i  ver- 
tici aa' ,  am  ,  a'm  percorrano 
ordinatamente  le  rette  p  ,  s  ,  s', 
mentre  i  lati  a  ,  a'  rotano  ri- 
spettivamente intorno  ai  punti 
U,  U',  il  terzo  lato  m  invilup- 
perà una  conica  tangente  alle 
rette  s  ,  s',  UU  =mp  ps-U  =nu, 
ps'-U^mg. 


(')  Due  segmenti  rettilinei  si  dicono  C(7Wipo//ert^i,  se  sono  uguali, 
Il  ,  e  dello  stesso  senso;  e  ^  sarà  il  seguo  delP equipollenza.  Cosi, 
p,  e.,  in  UQ  uABCD  è  AB^DC ,  AD  ^  BC, 

(-)  Dai  teoremi  e)  si  ha  un  modo  semplicissimo,  l.o  di  costruire 
per  punti  un'iperbole,  conoscendone  un  punto  al  finito  e  gli  as- 
siiitiUi^  e  fli  condurre  la  tangente  alla  iperbole  in  uno  dei  suoi 
punti;  2.'^  di  costruire  il  secondo  assintoto  di  un'iperbole,  couo- 
scendoue  un  assintoto  e  tre  punti. 
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faru,  ruUiuilt*  il  lato  A  A'  iiitunu*  a  P,  i  punti  A  ,  A*  de- 
„i  /^i*auiKi  Uae  puniegn^iate  pros[)etiivt^;  e  perciò  ìn  rette  SA, 
j  ^*nercraniio  due  fasci  proieMìvi,  o  il  punto  SA*S*A^^M 
iif  ^^^^  *'"^*  eonica,  che  passerà  per  S  ed  iS".  Dando  poi  ad 
i^*-  ire  posizioni  P*hu\,  PS,  PS*  si  hanno  }Hir  M  \p  riv  pt>- 
aiVoTìi  wf/^l/j ,  P.s'.«'^J/,  ,  PS'^u^M^  (\l 

Del  resto  ^  basterà  purr  osservare ,  che  3lSM^MiJ[^S  '  è  un 
e4jip>rio  Pascal,  la  tnii  reità  Pascal  ò  AtJ';  e  che  quindi  la 
wiit%  individuata  dai  punti  SMMiM^S*,  contiene  il  punto  MC'), 

Lp  analoghe  dimostrazioiu  del  teorema  a  dritta  sono  lasciale 
ali»*  studioso,  il  quale  ha  ^ìà  avuto  numerosi  esempi  del  modo, 
t'<m  cai  si  passa  dal  runa  dimostrazinne  air  altra. 

Si  noti  i>erò  ,  che  noi  abbianuj  su{»poslo  i  <iati  dei  due  teo- 
remi nella  h^ro  niaiÈjgiore  indipendenza,  laseianrlo  allo  studioso 
rt'saruc  dei  ea&i  particolari,  nei  quali  la  conica  può  dej^renerare 
in  iln».'  rette  o  in  due  punii:  conje,  p,  e,,  (pielli,  in  cui  sono  al- 
linedtl  i  punti  S j  S* ,  tiu\  o  ì  punti  S  ^  S\  P,  o  quelh',  in  cui 
eimcorrono  in  uno  stesso  punto  le  reite  ^  ,  ^''  ,  (Jfj\  u  le  rette 


A^.jA,  f.d  u— l  rette  tigne  bibg. .. 
ti^.|b^^,  di  tiii  pi  fi  no  f  ,  ne  / 
tati  icnrct*»n ivi  ^'ì^/':r*^^H-ì**tt  *^' ' 
w«  fanuffono  tieìnplira  lutriabìle 
Mano  nrft {natamene'  intorno 
m  punti  AjAjA,  .  .  .  A^^,  A^  , 
mtnire  i  natici  c^Cj  ,  C^c.,  , .  »  . , 


I>ail  n-1  puìifi  /issi  B^Bj,... 
^H-'*^n-ì  '''^  '*  retti'  flsife  a^ajja,... 
a„_ja^^  di  tifi  pittìta  p,  Sii  i  ver ' 


tiri   tyv-t 


*  '  ^'nì^n     ^'      «'* 


il  II  il  iì alerò  .sciupi ice  va  riabìlt* 
percorrono  ordinatitmente  Ì6  reti- 
tff  a^iìM^  ,  ,  .  Skf^_^tl^,   mentre    i 


(*t  Qnesto  teorema^  dafct>  da  Maelanriti  e  Braikenridge,  serve 
fun  a  descrivere  per  punti  la  conica  zz  ,  individuata  da  cìnquf^ 
"Urti  jniiui  1234Ó.— Di  vero,  posto  12^// ,  2:J=f<',  ;j-l- 15^/',  sarà 
z  gcnenittt  dal  ter^o  vertice  M  di  un  v  variabile  AA^M,  m\  ritiale 
»  venici  .4  ,  .1'  perc^irrono  le  rette  //.«',  mentre  ì  suoi  luti  ^1/t', 
*iS! ,A*M  rotano  iutorno  ai  punti  /^,  4  ,  5.  —  Aualoganiente,  me- 
«iiwitt  il  teoreum  n  dritta,  si  descrive  la  conica  individuata  da 
Ciii«ioe  Huo  tangenti. 

0  E  chiaro  quindi  i!  modo,  nnl  quale  Maclainin  deilnsse  dal 
tttn  t«orfiiaa  qnelhi  di  Pascal. 
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c„_iC„  81  muovono  rispettiva- 
mente  sulle  rette  bj ,  bg , ... ,  b^^j, 
il  luogo  descritto  dalV ultimo  ver- 
tice CjC^  è  una  conica^  che  passa 
per  Aj  ,  A„  ,  e  che  può  degene- 
rare in  due  rette  (come,  p.  e.,  ac- 
cade, se  i  punti  A^A^A^,„Af^_^A^ 
sono  allineati). 

Quale  è  il  luogo  dell'interse- 
zione di  due  lati  non  conse- 
cutivi deir  ennagono   semplice 

C,C^C%i  ...  C„_|C. 
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tano  rispettivamente  intorno  ai 
punti  B^B^...  B„_i  ,  V  inviluppo 
delV  ultimo  lato  CiC,^  è  una  co- 
nica, tangente  ad  a^  ,  a^ ,  e  che 
può  degenerare  in  due  punti 
(come,  p.  e.,  avviene,  se  le  rette 


i-lt2t3 


^w-i  all- 


uno stesso  punto). 

Quale    è    V  inviluppo    della 
retta    congiungente     due    ver- 
tici non  consecutivi  dell'  enni- 
latero  semplice  C^C^C^...  C^^iC^  ? 
Il  teorema  ò)   a    sinistra    appartiene    anche    a    Maclaurin    e 
Braikenridge,  mentre  i  teoremi  a) ,  6)   a   dritta   si   debbono   a 
Poncelet;  e  le  facili  dimostrazioni  dei  teoremi  b),  che  sono  una 
generalizzazione  dei  teoremi  a),  si  lasciano  allo  studioso. 

e)  I  teoremi  b  )  possono    ancora  generalizzarsi ,   sostituen- 


do, in  b)  a  sinistra,  a  ft^ò^ 


1  coniche  cSiCS^ .  .  .  c:^ 


che  passano  ordinatamente  per  le  coppie  di  punti  ^1-4^,  A^A^, 
. . . ,  Af^_^A^'^  e  sostituendo,  in  b)  a  dritta,  ai  punti  B^B^  , , ,  J?„_, 
71  —  1  coniche  cSj  ,  n^  .  .  .  ^n-i  tangenti  ordinatamente  alle  cop- 
pie di  rette  a^a^ ,  a^a^,  .  .  .,  rtj|_irt„,  ed  obbligando  i  lati  CjC^, 
CgCg,  .  .  . ,  C„_^C^  dell'  ennilatero  ad  essere  tangenti  ordinata- 


mente  a  zs^a^ 


Teoremi  di  Desaroues  e  di  Sturm. 


95.  a)  Una  retta  arbitraria 
r  del  piano  di  una  conica  zs 
sega  questa  conica  e  le  due  cop- 
pie di  lati  opposti  di  un  qua- 
drangolo semplice  \BGT>  iscritto 
in  C3  in  tre  coppie  di  punti  con- 
iugati di  tuia  stessa  involu- 
zione {}), 


La  coppia  di  tangenti  con- 
dotte ad  una  conica  C3  da  un 
punto  arbitrario  R  del  suo  pia- 
nOy  e  le  coppie  di  rette  che  pro- 
iettano da  R  le  due  coppie  di 
vertici  opposti  di  un  quadrila- 
tero semplice  abcd  circoscritto 
a  C3,  sono  tre  coppie  di  raggi 
coniugati  in  una  stessa  invo- 
luzione (^). 


(')  Si  suppone  che  r  non  sia  un  lato  del  quadrangolo  ABCD  (cfr.  64,  e) 
(*)  Si  suppone  che  R  non  sia  un  vertice  del  quadrilatero  ahcd. 
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m  vero  (fig,  i8.«),  posto  i^AIÌ,  CD,  AD,  BC)^L,  L\  M,  M' 


t  hsei  di 


che   da  vi  ,  C 


Èg,  7^.« 


raggi, 
proiettano  a,  deteniiinano  sopra 
rtifiaprniiHiì  vita  Pdi  punti,  nella 
quale   sì   hanBo   le  caiTÌspon- 

tleiixtt  ^^^,t  y,;  e  quindi  rinvo- 

IttJrione  unita  di  P  -  che  è  (8G, 

»i,ftj  a  ministra)  T  involuzione 

(f)di53,e  rappresrpnta  Ja  eoppia  ^  H    M  S  ì*   l 

«H  pimil  rc3  ircalj  e  distinti,  coincidenti,  o  immagìnarii)  -è  ar- 

m^iuea  air  involuzione  J^  ^  |  LZ,' ,  MM'\  ;  ossia  rcr  ,  LL'  ^  MM* 

fono  coppfo  dì  punti  c(aiiugati  io  una  Rte?*9a  involuzione  Jj.  Dun- 

quo,  il  teorema  a  sinistra,  dovuto  a  Desargues,  è  dimostrato. 

K  posto  ifAC,  BD)  =  N  ,N',  sarà  NN'  (59,  a,  a  sinistra) 
i»*i'«;frn  coppia  di  punti  coniugati  nelV  involuzione  Jj* 

Ponendo  poi  If(ah  ,  ed  ,  ftd  ,  òr  ,  ne  ,  bd)  ^  / ,  /' ,  m  ,  m' ,  n  ,  n', 
0  ragionando  analogamente,  si  ha  che  la  coppia  di  tangenti  l^a 
(reali  e  distinte,  ooincidentiy  o  immaginarie)  —  rappresentata 
dair involuzione  fi?)  di  zs  —  t^d  il*  ^  vim^  y  nn*  sono  coppie  di 
figgi  coniugati  in  una  stessa  involuzione  ì\\  ossia  si  dimostra 
fi  teorema  a  dritta,  che  Chasle»  attribuiBce  a  Sturm  (*). 

^;  Dunque,  se  r  tocca  C3  nel  I  Duntjue,  se  7?  è  un  punto  di 
[fwniti  /?,  «urii  7^  uno  dei  punti!  zzj  la  tangente  r  ili  :=  ìn  Iit 
tlopjil  di  I,;  e  se  r  sega  In  eo- 1  sarà  uno  dei  raggi  doppi   del- 


'i  Ogni  tùnica  C5j  ,  che  passa 
ftr  ABC  <!  per  dttf.  punti  cùnìu' 
^i  i reali  a  immaginarii)  di  Jp 
patMtrà  anch^  per  D, 


Otjui  conica  ^^ ,  tangente  ad 
abc  e  a  due  raggi  coniugati  {reali 
0  immagiìiarii)  di  ì\y  ttarà  anche 
tangente  a  d. 


la  fatti,  indicando  con  jy  il  secondo  punto  d'intersezione  di 
Sj  eoa  la  retta  CD^  il  punto  AD^'V  è  coniugato  di  M*  uPiìr  in* 
Tolaaione  definita  dalle  coppie  di  punti  coniugati  LU  ,  r^^  ,  os- 
*ia  ndriuvcduxioue  l^;  e  perciò  dev'essere  AD'*r^=^M,  e  qniii- 
Hii>'^/>. 

Analoga  dimostrazione  pel  teorema  a  dritta. 

^^XMìA^Oeùtnetria  proUUiva,  35* 
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A  dei   vertici   del    V  involuzione  J'i^  !  IV  ,  wm'j; 


nica  in  uno 

quadrangolo,  sarà  A  uno  dei 
punti  doppi  dell'involuzione  i- 
perbolica  (r)  di  o,  la  quale  è 
perciò  armonica  airinvoluzione 
parabolica  jj,  che  ha  A  per  suo 
punto  doppio.  Ma,  se  r  tocca 
e  in  A,  le  involuzioni  (r),  J^ 
saranno  coincidenti,  perchè  pa- 
raboliche e  con  lo  stesso  punto 
doppio  A, 

e)  So.  D  coincide  con  C 
(flg,  79.f^],  noi  fasci  proiettivi 
(A) ,  iC)j  che  da  ^  ,  C  proiet- 
tano e,  al  raggio  AD  ^  AC  dì 
(A)  corrisponderà  in  (C)  la  tan- 
gente r  di  z;  nel  punto  C  Ora, 
posto  rc^L\  il  ragionamento 
fatto  in  a),  pei  teorema  a  si- 
nistra, rogge  anche  in   questo 

caso.  Dunque,  facendo  in  a)  a  dritta  T  ipotesi  rf^c,  e   ragio- 
iiantìo  analogamente,  possiamo  conchiudere  che, 


e  se  jB  è  un  punto  di  uno  a 
dei  lati  del  quadrilatero,  sarà 
a  uno  dei  raggi  doppi  dell'in- 
voluzione (i?)  di  C3,  la  quale  è 
perciò  armonica  air  involuzione 
parabolica  l'j,  che  ha  a  per  suo 
raggio  doppio.  Ma,  se  è  i?  il 
punto  di  contatto  di  C3  con  a, 
le  involuzioni  (i?),  ì\  coincide- 
ranno, perchè  paraboliche  e  con 
lo  stesso  raggio  doppio  a. 
fig.  7P.« 


Se  ABC  /  un  triangolo  i- 
Hrritto  iti  mia  conica  zz ,  una 
retta  (H'hitraria  r ,  assegnata 
nel  punto  della  conica  y  sega 
ts,  dite  lati  (fpJ  triangolo,  e  il 
ferzo  lato  coti  la  tangente  nel 
vertice  opposto j  in  tre  coppie  di 
punti  coniugati  di  iena  stessa 
involuzione  f^:. 


Se  abc  è  un  trilatero  circo- 
scritto ad  una  conica  C3,  ed  R  è 
un  punto  del  jnano  di  zs,  le  tan- 
genti condotte  da  lì  a  C3,  le 
rette  che  proiettano  da  R  due 
vertici  del  trilatero,  e  quelle  che 
proiettano  da  R  il  terzo  vertice 
e  il  punto  di  confatto  del  lato 
opposto^  sono  tre  coppie  di  rag- 
gi coniugati  in  una  stessa  in- 
voluzione (*). 

(V)  Si  suppune  che  r  non  coincida  con  la  retta  e,  né  con  un  lato  del 
triangLilo  ABC. 

(*)  Si  suppone  che  R  non  coincìda  con  O,  né  con  un  vertice  del  trila- 
tero ahi\ 
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Si  possono  poi  ripetere,  in  questi  casi  particolari  dei  teoremi 
a),  osservazioni  analoghe  a  quelle  fatte  in  6). 

d)  Se  sì  suppone,  in  fine,  D^C ,  B^A  (flg.  50.«),  le  tan- 
genti a  ,  e  di  C3  in  ^  ,  C  sono  i 
raggi  dei  fasci  proiettivi  {A),  {C)  ^^-  ^^•'' 

corrispondenti  al  comune  rag- 
gio u4C;  e  quindi  nella  proiet- 
ti vitli  P  8i  hanno  [a\  a  sinistra] 


le    corrispondenze   j^  y  ji }    ® 

1'  inTolnzione    unita   di    P    sa- 
rà    armonica    all'  involuzione 
1,  ^  !  LL' ,  And\.   Dunque  ,   fa- 
cendo in  a)  a  dritta  le  ipotesi  rf  ^  e  ,  6  ^  a ,  e  ragionando  a- 
nalogamente,  si  ha  che, 

Se  le  rette  a  ,  p  sono  tangenti  ad  una  conica  o  in  A  ,  C  , 


ed  è  V  una  retta  arbitraria  as- 
segnata nel  piano  della  conica, 
la  coppia  di  punti  rc3  appar- 
tiene alV involuzione  Jj,  indivi- 
duata dal  suo  punto  doppio 
r-AC  e  dai  suoi  punti  coniu- 
gati r(a,  ,  e)  (i). 

e)  Il  teorema  a)  a  sinistra 
può  servire  a  costruire  per  pun- 
ti la  conica  a,  individuata  da 
cinque  suoi  punti  ABCDE:  poi- 
cht\    conducendo   per    E   una 
trasversale    arbitraria   r,    che 
seghi  due   coppie  di  lati  oppo- 
sti del    quadrangolo   completo 
ABCn   nelle    coppie   di   punti 
LV  j  3£M' ,  il  coniugato  di  E 
nell'in voltizione  jLL',  MM\  sa- 
rà un   altro  punto  della  conica. 


ed  è  R  un  punto  arbitrario  as- 
segnato nel  piano  della  conica, 
la  coppia  di  tangenti  Ro  ap- 
partiene alV involuzione  ì\,  in- 
dividuata dal  suo  raggio  dop- 
pio R  •  ac  e  dai  suoi  raggi  con^ 
lugati  R(A  ,  C)  («). 

11  teorema  a)  a  dritta  può 
servire  a  costruire  per  tangenti 
la  conica  n,  individuata  da 
cinque  sue  tangenti  abcde:  poi- 
ché, proiettando  da  un  punto 
arbitrario  jB  di  e  due  coppie 
di  vertici  opposti  del  quadri- 
latero completo  abcdj  mediante 
le  coppie  di  raggi  W ,  mm',  il 
coniugato  di  e  neirinvoluzionc 
[  IV  ,  mw'l  sarà  un'  altra  tan- 
gente della  conica. 


{')  Si    «uppone  che  r  non  coincida  con  alcuna  delle  rette  a  ,  e  ,  AC, 
I  ^)  Si   8U,pp<y^0Le  che  R  non  coincida  con  alcuno  dei  punti  A  ^  C ,  ac. 
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È  ora  evidente  pure  come  si 
possa ,  mediante  il  teorema  e) 
[o  d}]  a  sinistra,  eostriiire  per 
punti  la  conica,  individuata  da 
4  suoi  punti  AB  CE  e  dalla  tan- 
gente e  in  C  [o  da  tre  suoi 
punti  ACE  e  dalle  tangenti  a, 
e  in  A  ^  C]. 


E  ora  evidente  pure  come  si 
possa  costruire  per  tangenti^ 
mediante  il  teorema  e)  [o  ^)1 
a  dritta,  la  conica  individuata 
da  4  sue  tangenti  abce  e  dal 
punto  di  contatto  C  di  e  [o  da 
tre  sue  tangenti  ace  e  dai  punti 
di  contatto  A  ,  V  di  a  ,  e]. 


f)  I  teoremi  r),  d)  possono  anche  servire  a  risolvere  i  se- 
guenti problemi.  ' 


Costruire  la  tangente  in  uno 
dei  cinque  punti,  che  indivi- 
duano una  conica. 

Dati  Ljuattro  punti  ABCE  dì 
una  conica  e  la  tangente  e  in 
C,  costruire  la  tangente  in  A, 


Costruire  il  punto  di  contatto 
di  una  delle  cinque  tangenti^ 
che  individuano  una  conica. 

Date    quattro    tangenti   abeti 
di  una  conica  e  il  punto  di  con- 
tatto C  di  Cj  costruire  il  punto 
di  contatto  di  a. 
g)  Se  in  d)  a  sinistra  si  suppone  che  r   eia  tangente   alla 
conica  US,  e  se  in  d)  a  dritta  si  suppone  eli  e  E  già   un   punto 
di  ss,  si  hanno  di  nuovo  i  teoremi  contenuti  nel  n,o  85,  ai 

h)  Se  in  d)  si  suppone  che  zs  sia  un'  iperbole,  e  che  a  j  e 
ne  sieno  gli  assìntoti^  mentre  per  r  si  assumono  successivamente 
una  segante  e  una  tangente  di  C3,  si  hanno  di  nuovo  i  teore- 
mi del  n»o  03,  e). 

i)  Dai  teoremi  ^7)  risulta  pure  che: 


Se  un  quadrangolo  semplice 
ABCD  (fig.  7^/')  81  deforma  in 
modo  che,  senza  cessare  di  es- 
tiere  iscritto  ìit  una  data  co- 
rnea t3;  frf  HNoi  fati  BA  ,  AD, 
DC  rotano  iti  forno  a  tre  punti 
fissi  L  ,  M  ,  L'  dì  nnn  punteg- 
giata (r),  il  quarto  lato  CB  ro- 
terà intorno  ad  un  quarto  punto 


Se  un  quadriìatero  sempìice 
abcd  si  d(^fonna  in  modo  che^ 
senza  cessare  di  esmere  circo- 
scritto ad  nna  data  coniva  e:; 
tre  suoi  wrtiri  hn,  ad,  de  per- 
corrono  tre  raggi  fi^sl  I  ,  m  ,  T 
di  un  fascio  (R),  il  quarto  ver- 
lice  cb  percorrerà  un  quaHf^ 
raggio  fisso  m'  del  fascio   (E). 


fisso  M'  di  (r). 

Di  vero,  .¥'  è  il  coniugato  di  if  neir  involuzione,  che  ha  re:, 
LIJ  per  coppie  dì  punti  coniugati. 
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Aiialo^ampiite  fiì  ragiona  pel  teorema  a  dritta. 
k)  Dai  tooreini  e)  sì  hanno  poi  ì  seguenti: 


^S^  wii  iriangolQ  ABC(ftg.7fl^«} 
jti  difwnm  in  guwa  chef  senza 
fe^iare  di  f^^sere  txcrUio  in  una 
dilla  conica  e,  due  sutn  iati  ro- 
tano intorno  a  due  punti  fi  siti 
di  una  punteggiata  (r),  t7  terzo 
Ifiio  €  la  tangente  di  a  nel  ver- 
tke  apposto  segheranno  r  in 
punti  €ùnÌHgati  di  vna  stessa 
imtìtuziùne. 


Se  un  trilaiero  B^yc  si  deforma 
in  guisa  che^  senza  eessare  di 
essere  circoscritto  ad  una  data 
conica  m,  due  suoi  mriici  per- 
corrono due  raggi  fissi  di  un 
fascio  {R)y  il  terzo  vertice  e  il 
punto  di  contatto  di  o  col 
lato  opposto  saranno  proiet' 
fati  da  R  secondo  raggi  con- 
in  gali  dì  una  stessa  involu- 
zione. 


08»  *i)  Ogni  conica  cSj  ctrcoscrittu  ad  un  quadrangolo  orto- 
^tinaie  [nota  (*)  a  pa^r-  113^1  ABCD,  è  un  iperbole  equilatera,  E 
meversay  ogni  iperbole  fquilattra^  che  passa  per  tre  vertici  ABC 
di  UT!  quadrangolo  ortogonale  ABCD,  passerà  ancora  pel  quarto 
rtrtice  D. 

Iq  fatti^  la  retta  all'infinito  r^  rtel  piano  e  rlel  quadrangolo 
^e^%  55  e  le  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  in  coppie 
di  punti  coniugati  di  una  stessa  involuzione  I.  Ma,  essendo  or- 
toi^onale  il  quadrangolo  ABCD,  F involuzione  J  è  l'involuzione 
circolare  (75,  h)  del  piano  c^  e  quindi  è  ellittiua.  Uanqiie  ì  punti 
airittJìmto  r^Cj  coniugati  neirinvoluzione  ì,  sono  reali  (tì7,  f^  L^*) 
p  dì  direzioni  j_  tra  loro;   ossìa  cs    è  un'iperbole  equilatera, 

Viceversa,  sia  Sj  una  iperbole  equilatera,  individuata  dai  tre 
àuoi  punti  ABC  e  dai  punti  ali  ^infinito  dei  sutd  assìntoti  f  ,  fj. 
indicando  con  a^  V  iperbole  equilatera,  ludividuata  dai  punti 
ABCì)  e  dal  punto  air  infinito  di  f  ,  a^  passerà  anclie  pel  punto 
air  iafìnito  di  f ,  ;  e  quindi  a^  conici derà  con  s:^  [perch^-i  ha  co- 
jmsiì  con  questa  ì  punti  ABC  e  i  punti  air  inUnito  di  e ,  tj,  e 
perciò  passerà  per  jD  (*)- 
/')  Si  osservi  però  che  la  seconda  parte  del  teorema  a\  non  è 
che  un  caso  particolare  del  primo  dei  due  teoranii  contenuti  nella 
Hot*  a  pag,  193» 
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h)  L1uvLn*sa  ora  dìmostraf-ft  può  euuneiarsi  puro^  diceiid^k 
in  ogni  V  ABCj  iscritto  in  un  iperbole  equilatera  n,  ,  il  punte 
D  delie  altezze  npparfiene  all'iperbole  stessa:  e  anche  altrimenti 
t'oslj  se  due  corde.  AB  ^  CD  di  uji  iperbole  equilatera  sono  ± 
trft  lorOf  il  quadrnngfjlo  ABCD  è  ortogoìiale. 

e)  E  poichèj  se  è  retto  V  f\  A  del  "^ABCj  il  punto  D  coincidi' 
con  Ay  e  perciò  V  altezza  relativa  al  vertice  A  è  la  tangentr 
di  p^  in  A,  può  affermarsi  cbe,  in  ogni  sj  rettangolo^  iscritta 
ili  una  iperbole  equilatera^  la  tangente  alla  cur^a  nel  verticr 
dell'  ^   retto  è  J_  alla  ipotenuia. 

il)  E  di  qui  ^ì  vede  pure  che,  *e  n  è  la  normaU  (^)  di  unn 
ijierbùle  equilatera  c^j^  in  un  suo  j}unto  A,  ogni  corda  di  v^^  pa- 
rallela ad  n  è  veduta  dal  punto  A  sotto  un   a   retto, 

e)  ò*e  ABCD  è  un  quadrangolo  piano  non  ortogonale^  è  in- 
dividuata f  iperbole  equilatera  circoicrltta  ^^  ABCD;  poiché  ad 
essa  appartengono  anche  i  punti  delle  altezze  dei  4  y  conte- 
nuti nel  quadrangoh*  ABCD]  e  iiuando  ABCD  fosse  un  reti&n- 
golOj  bì  conoscerebbero  le  taugeiiti  della  curva  in  ABCD. 

Sì  noti  però  che,  se  ABCD  è  un  quadrato^  V  iperbole  equila- 
tera circoacritta  ad  ABCD^  degenera  nelle  due  diagonali  dei 
quadrato. 

Poli  e  tolari  kihfettu  ad  lka  oojjjca. 


97.  a)  6'éj  nel  piano  a  di  un 

è  dato  un  punto  tì  nùn  appar- 
tenente alla  conica^  il  luogo  del 
punto  S',  separato  armonica- 
mente da  S  mediante  la  conica 
f  ossia  mediante  i  due  punti  di  o, 
reali  o  ìinmagiuarìi,  situati  auUa 
retta  SS*E=r)^  è  una  retta  b, 
che  si  dirà  polare  di  8j  rispet- 
to a  C3, 


'  assegnata  conica  e  (tìg«  SL^ji 

è  data  una  retta  s  non  ^rt- 
gente  alla  conica  ^  l' inviluppa 
della  retta  s' ,  separata  nrnw^ 
uicamente  da  s  mediante  la  cf>- 
trica  (ossia  mediante  le  due  taa- 
genti  di  ^,  reali  o  ininiagìnarii^j 
che  passano  pei  punto  ss'^ii)jè 
un  punto  S,  che  si  dirà  poto  di  s, 
rispetto  a  ra. 


(1)  La  retta  n,  X  ad  «na  tangente  a  di  una  conica  «  nel  duo  puntw 
di  co  &  tatto  A  G  BLiuAta  nel  piano  della  conica  ,  si  chiama  n<frmaU  di 
«r  in  A,  ^. 
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Imliì'€y  1.^  ìa  polare  s  di  S 
tontkm  il  punto  d'interguzione 
delle  tangenti  a ,  a'  ìji  tlue  punti 
^Hfdttnqut  A,A'  allintati  con  S, 
(ti  i'  sparata  armmucmnente  da 
?5  niediautf.  a  ,  a': 
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Inoltre j  l.o  i7  j^oZo  S  rf«  s  è 
allineato  coi  punti  di  contatto 
A  j  A'  di  due  tangenti  qualun- 
que a ,  a'  concorrenti  in  un  pun- 
to di  s,  ed  è  separato  armoni- 
camente  da  s  nìediante  A  ,  A': 


fig.  SI: 


2.«  /^sr  ogni  quadra  a  t/olo 
ABA'B'  iscritto  in  c^ ,  i7  cui 
^Mufó  diagonale  AA'-BB'  eoin- 
déé  tm  9t  ,  gli  altri  due 
fnniì  diagfìnali  AB  -  A'B'  ^  H, 
AB'^A'B^K  appartengono  ad  s: 
3,0  Sé  H  è  esterno  fi  a  ,  s 
*''ghfrà  s  nei  punti  di  contatto 
K  I F  c/^//rt  conica  con  le  tan- 
ir^n^i  ^jtad e»sa  condotte  da  S. 
DÌTerOj  posto  ra^Q,  ra'^QJy 
»  fasci,  proiettanti  a  da  .1 ,  A\ 
^letenninano  sopra  r  mia  pro- 
ìettìrità  p  che  lia  QSQ!  per  punti 
s'itrc^fisivamente  corrisponden- 


2.0  per  o/yni  quadrilatero 
aba'b'  circoscritto  a  C3,  ?a  cui 
diagonale  aa'»bb'  coincide  con 
8,  le  altre  due  diagonali  ah' Si'h' 
=  h  ,  ab'-a'b  =  k  passano  per 
S: 

3.0  «e  s  sega  zs  nei  punti 
reali  e  distinti  E  ,  F ,  le  tan- 
genti e  ,  f  alla  conica  in  E  ,  F 
passano  per  S. 

Di  vero,  posto  RA=q,  RA'^q\ 
i  fasci  di  raggi,  che  proiettano 
da  R  le  punteggiate  determina- 
te sopra  a,a^  da  tutte  le  tangenti 
di  C3,  costituiscono  una  proietti- 
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tlj  mentre  8*  h  il  coniugato  ;ir- 
mouioo  di  S  rispetto  ai  punti 
ro ,  e  perciò  ò  il  con  lucrato 
di  S  (  8t)j  6  )  ncir  involuzione 
(r)  di  n  j  ossia  (  8tì  ,  a  )  nel- 
l'involuzione unita  di  P.  Dun- 
C|tte  .(  68  ,  &  )  è  8*  il  coaiug^ato 
annonico  di  S  rispetto  a  Q,(2'; 
e  quindi  il  luogo  del  piuito  S' 
è  la  retta  Sj  separata  armonica- 
jneuto  da  S  mediaute  a  j  a',  la 
quale  passa  pel  punto  aa*. 


Indicando  poi    con  b  j  5'  le 
tangenti    alia  conica  in  B  ^  B' 


vita  P'  clic  ha  qsq'  per  ràggi 
suc<ìe8sivamente  corri&ponden- 
ti,  mentre  s'  è  il  coniugato  ar- 
monico di  »  rispetto  alle  tangenti 
Rzs,  e  perciò  è  il  coniugato  di  f 
(86,  b)  ne  ir  involuzione  (//)  di 
C3,  ossia  (86,  a)  nelF  involuzione 
unita  di  P'*  Dunque  (68,  6)  è 
«'  il  coniugato  arnionico  dì  n 
rispetto  a  f/jf/^  e  t|uindi  V  in- 
viluppo di  ^'  è  il  punto  Sj  se- 
parato armonicamente  da  s  me- 
diante A  j  A*  j  il  quale  giace 
sulla  retta  ^4^', 

Indicando  poi  con   B  ^  B^  ì 
punti  di  contatto   della  conica 


(le  quali  si  segano  in  un  punto    con  le  tangeuti    b  j  b'  ^  i  qual 


M  di  9%  i  pimti  S  j  Kj  nei  quali 
si  segaTio  i  lati  opposti  del  qua- 
drangolo bempìicGABA'B^.  giac- 
ciono sulla  retta  ^j  perchè  sono 
allineati  (80,  a,  a  eìnistraj  coi 
punti  aa'^L  j  bb'^M  di  #» 

In  fine,  se  8  è  esterno  a  a, 
le  tangenti  e  j  f^  condotte  per 
8  alla  conica^  debbono  toccar- 
la in  punti  E  ^  F^  ciascuno  dei 


giacciono  la  un  raggio  m  del 
fascio  {8  j  a%  le  diagonalt  h,  k 
del  quadrilatero  semplice  abaV 
passano  per  8i  perchè  debbono 
(81,  e)  concorrere  in  uno  stesso 
punto  con  le  rette  AA*~ljBB^=mf 
e  queste  passano  per  8. 

In  fine,  se  »  sega  s  nei  punii 
reali  e  distinti  E  ^  F,  ciascunit 
delle  tangenti  e  ,  f  alla  conica 
in  questi  punti  deve  (85,  a)  se- 
quali  deve  (85j  a)  essere  scpa-    gare  l  nel  punto  8,  che  è  ae- 


rato armonicanientc  da  S  me- 
diante a  j  a\  B  perciò  deve  gia- 
cere sulla  retta  *  (i). 


parato  armonicamente  da  Ef  e 
da  F,  mediante  a ,  a'  (■}. 


{^)  D'altronde,  quando  è  r  =  e  (o  =/) ,  i  punti  rn  coincidoatì 
nel  punto  E  (o  ^J;   e   quindi  è  anche  8'  =  E  (o  ^  F). 

(*}  D'altronde,  quando  è  N  =  E  {o  F),  le  tangenti  Ru  ootnci- 
dono  nella  retta  p  fo  /),  e  quindi  è  anche  *'  =  e  (o  =/)* 
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h)  La  definizione  della  po- 
lare *  d!  un  punto  /^j  e  i  teo- 
mni  a) ,  L*>,  2/*  e  3,*J  j  dfinno 
mcltcplici  modi  per  detenai- 
TiATi"  due  punti  dì  ^^  ossìa  |>er 
tojitrnirp  #;  aneliti  *iuniido  n  ò 
individuata  da  5  punti  .1 BCDG, 
0  da  4  punti  ABCD  e  dalla  tan- 
iJfiiK'  (j  in  *4jO  da  tre  punti  ABC 
V  dalle  tangenti  a,b  in  .4,  i?.  In 
futti,  noi  sappiamo  costruire, 
p.  a,,  il  secondo  punto  d' inter- 
^mne  i'  di  a  con  la  retta  fi  A, 
I'  la  tangente  a*  in  A*\  e  quindi 
sappiamo  determinare  (tìg.8y.«) 
i  pnnti  ÌIKL^MJ.M ,  due  dei 
^Mìì  individuano  ». 

^  poi  B  è  ìndividaatii  da  5 
tangenti,  o  da  4  tangenti  <-  dal 
puma  di  contatto  dì  una  di  esse, 
*>  da  tre  tangenti  e  dai  punti 
di  contatto  di  due  di  esse»  pos- 
tino sempre  ridurci  al  caso 
fimanzi  esaminato ,  costruendo 
altri  ptiiitì  di  contatto,  in  modo 
♦b  iivpme  tir;  poiché  conosce- 
ivmo  tre  punti  di  a  e  le  t^n- 
senri  in  due  di  essi. 

r]  Siccome,  in  a)  a  sinistra  (tig.  81.^),  il  punto  S  è  sepa- 
rato annonicamentc  da  »,  non  solo  mediante  ciascuna  coppia 
<U  punti  A,  A*  di  —  allineati  con  S,  ma  ancora  mediante  le 
tangenti  a ,  a'  di  tz  in  A  ,  .4',  le  quali  concorrono  in  un  punto 
dì  $,  ne  seirne  che,  «e  In  retta  s,  data  in  a)  a  dritta,  coincide 
^m  la  retta  m  ottenuta  in  a)  a  sinistra,  e  la  conica,  considerata 
ìu  a  a  sinistra  ed  in  a)  a  dritta,  è  la  stessa,  il  polo  di  «  coln- 
eiiierà  col  punto  S  dato  in  a)  a  sinistra. 

SAixu-ffVrtfrtffHci  proìettira.  26* 


La  definizione  del  polo  ;S^di 
una  retta  «,  e  i  teoremi  a),  l.o, 
2.0  e  3.0,  danno  molteplici  modi 
per  determinare  due  rette  con- 
correnti in  Sf  ossia  per  costrui- 
re S'^  anche  quando  zs  è  indi- 
viduata da  5  tangenti  alj^dg,  o 
da  4  tangenti  abcd  e  dal  punto 
di  contatto  A  di  a,  o  da  tre 
tangenti  abc  e  dai  punti  di  con- 
tatto i4,  JB  di  a,  6.  In  fatti,  noi 
sappiamo  costruire,  p.  e.,  la 
seconda  tangente  a',  condotta 
a  C3  dal  punto  as,  e  il  punto  di 
contatto  A'  di  a';  e  quindi  sap- 
piamo determinare  {^g.  ^i.«)  le 
rette  hkl^mj^m,  due  delle  quali 
individuano  S. 

Se  poi  zs  è  individuata  da  5 
punti,  0  da  4  punti  e  dalla  tan- 
gente in  uno  di  essi,  o  da  tre 
punti  e  dalle  tangenti  in  due 
di  essi,  possiamo  sempre  ridurci 
al  caso  innanzi  esaminato,  co- 
struendo altre  tangenti,  in  mo- 
do da  averne  tre  ;  poiché  così 
conosceremo  tre  tangenti  e  i 
punti  di  contatto  di  due  di  esse. 
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Dilli quó,  r lupetto  ad  un' assegnata  conica  a,  se  una  retta  s 
è  la  polare  di  un  dato  punto  S,  questo  punto  è  il  polo  di  s* 

d)  So  S  è  un  punto  di  una  conica  o,  la  cui  tangente  in  S 
h  Sf  siccome  »  ha  comuni  con  zs  due  punti  coincidenti  in  &\ 
pel  con  laicato  armonico  ^'  di  iS^  rispetto  a  questi  due  punti  co- 
incidenti  si  può  assumere  (36,  d)  qualunque  punto  di  «  ;  e  se 
una  retta  arbitraila  r  dì  S  sega  di  nuovo  a  in  D ,  il  punto 
d'intersezione  delle  tangenti  alla  conica  in  SyD  è  sempre 
un  punto  di  j*  ,  mentre  è  sempre  S  il  coniugato  armonico  di 
S  rispetto  ai  due  punti  ra^S,  A.  Inoltre,  è  sempre  s  (36,  dy 
il  raggio  coniugato  armonico  di  s  rispetto  alle  due  tangenti  alla 
conica  condotte  per  un  punto  arbitrario  L  di  s\  ma,  se  L  co- 
incide con  Sj  si  può  assumere  per  questo  coniugato  armonico 
qualuTniuc  retta  di  S  die  giaccia  nel  piano  della  conica. 

Dunque  »  possiamo  dire  che,  se  ^S^  è  un  punto  di  una  conica 
p,  la  tangente  s  delbi  conica  in  S  è  la  polare  di  S^  ed  S  è  «7 
paio  di  jf, 

e)  E  poiché  [a) ,  r) ,  d)],  secondo  che  una  retta  s  del  piano 
G  di  uiYa  conica  e  sega  la  conica,  o  le  è  tangente^  il  polo  S  di 
s  è  un  punto  esterno  a  C3,  o  appartenente  alla  conica^  e  vicc- 
versaj  ne  segue  e  li**,  se  s  è  esterna  a  zSjS  è  un  punto  internv 
a  ^,  e  viceversa;  e  tpnndi  esistono  oo  punti  interni' ad  una  co- 
nlra^  perchè  esistono  (86,  g)  oo  rette  esterne  ad  essa. 

f)  Dalle  definizitjni  stesse  di  polare  e  di  polo,  date  in  a], 
e  da  quanto  è  dt'ttu  in  c) ,  d)^  risulta  evidentemente  che, 

se  i^  è  li  polo  di  ttìta  retta  s  rispetto  ad  una  conica  o, 
la  polare  s'  di  un  pmito  qua-  \  il  polo  S'  di  una  rett-a  qualun 
(rnique-  K'  di  s  pagina  per  S.        que  s',  condotta  per  S  nel  pia- 

no  di  a,  giace  sulla  retta  s. 

g)  Dai  teoremi  f)  segue  che  la  polare  di  un  punto  ;8^si  può 
costruire  come  retta  eongiungente  i  poli  di  due  rette  di  S,  e 
che  il  polo  di  una  retta  s  può  costruirsi  come  intersezione  delle 
polari  di  dut-  punri  ili  s. 

Sicché,  p,  e.,  se  una  conica  C3  è  individuata  da  5  suoi  punti 
ABC  DE,  e  si  voglia  il  polo  4^  di  una  retta  s  del  piano  di  », 
posto  S'AB^L^  V  costruito  il  secondo  punto  d*  intersezione  C 
di  C3  con  la    retta  IX\  la  retta  congiungente  i  punti -4C--WCVj 
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AC'-BC^KTk  la  polare  l  di  L*  Costruita  similmente  la  polare  m 
(ÌH  punto  9-DE^M ,  sarà  hn  il  polo  H  di  m. 

Atidogamente  si  procederebbe  per  coatrulrc  la  polare  di  un 
punto  rispetto  ad  una  cottica  individuata  da  5  tangenti. 


h)  Due  punti  B  ^  S*  sì  chia- 
mano reciproci  {coniugati}  ad 
ana  clinica  a  ^  so  la  polare  # 
deiruno  8  passa  par  l'altro  8l\ 

r»  quindi  allora  [f)]  anclie  la 
polare  $*  ài  S*  passerà  per  S. 
f)  Dunque^  uti  iruntn  B  dpJ 
///«Ilio  0  e?»"  nua  conica  C5  è  r^- 
rìproco  a  ciaicnn  punto  delia 
atta  polare  s  (ìnchtìio  lo  stesso  S^ 
*e  S  apparitane  ad  s);  cc^  È  re- 
€iprfì€€t  ai  jto/o  pnnto  sa  rft  «ufi 
r^/to  arbitraria  a  di'  e,  distin- 
ta da  s. 


Due  rette  « ,  «'  si  chiamano 
reciproche  (coniugate)  ad  una 
conica  Cj  se  il  polo  iS'  del  Tona 
#  ^ìace  suir altra  ^^:  e  quindi 
allora  \f)]  aneli  e  il  polo  S*  di 
^^  g-iacerà  sopra  ». 

Dunque,  una  retta  s  del  pia- 
no G  di  una  conica  o  è  reci- 
proca a  eia  Senna  retta  di  €  che 
passa  pel  polo  S  di  s  (includa 
In  »iema  Sj  sB  s  appartiene  ad 
8);  ed  è  reciproca  alla  sola  retta 
SA    di  nn  punto    arhitrarìo  A 


rf*  e,  digit  nto  da  S* 

Fi  è  poi  un^  unica  retta  h  di  <j  recìproca  ed  ortogonaìe  ad 
ttn'  altra  data  retta  a  di  o,  quando  il  pnlo  A  di  n  è  al  finito^ 
ma  xe  A  è  alt  influito j  secondo  che  la  direzione  di  A  è  ±  ad 
a,  0  pur  noj  tri  sono  oc  rette  reciproche  ed  ortogonali  ad  u,  ^  ù 
mn  té  ne  è  alcuna^ 

k)  Se  S  è  il  polo  di  una  retta  s  rispetto  ad  una  conicfir  c^ 

1.»  mentre  un  punto  L  descrìve  la  punteggiata  (s),  la  pò- 

hre  \  éi  L  descriverà  il  famio  (8)  proiettivo  alla  punteggiata 

^H  (ì  in  iniolnzione  (63,  ^i)  con  (s),  secondo  che  S  appartiene 

tfd  s,  o  pur  no: 

2."  r  Involuzione  (a)  di"  Cj  *  cui  punti  coniugati  sono  reci' 
pntd  alla  conica,  e  l'  involuzione  (S)  di  o,  i  cui  raggi  coniu- 
(fftU  sono  rètte  reciprocJie  alla  conica^  &oao  sempre  della  stessa 
f/woiV;  e  quanilo  8,8  non  si  appartengono  ,  la  prima  inrfolu- 
*iòn«  è  una  sezione  della  seconda  j  e  noi  diremo  perciò  allora 
che  le  involuzioni  {s\  (S)  sono  prospettive. 

In  ftttti,  quando  àS  non  appartiene  [aj]  alla  conica.  La  iiolare 
/  tli  un  punto  ^aalumiue  L  di  x  (fig.  8i.")  passerà  [/)]  pel  polo 
^"^  di  *^  ed  h=L^  sarà  [A)]  un  punto  reciproco  di  L\  mentre  la 
polare  di  L^  j  dovendo  passare  per  i   poli    L  j  S  di  ^ ,  s^  sarà 
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LS=Ì^  j  e  quindi  /  ,  l^  saranno  due  vmtv  rei^iprocbe.  In  conse- 
guenza, L  j  Li  sono  punti  coniugati  nell'involuzione  (*)  di  ss, 
che  rappresenta  i  punti  «cs,  ed  1,1^  sono  raggi  coniugati  nel* 
1*  involuzione  [iS')  di  C3 ,  che  rappresenta  Iti  tau^'enti  iS's  ;  e  la 
involuzione  («)  di  punti  reciproci  è  prospettiva  all'  involuzione 
(S)  dì  rette  reciproche.  Inoltre^  poìcliò  ì  punti  L^^Ì^L^  ge- 
nerano un'involuzione,  il  lascio  (-V)  generato  dii  /  è  in  involu- 
xione  (tìHj  a)  con  la  punteggiata  (*)  generata  dal  polo  L  eli  /. 
8g  poi  S  è  un  punto  della  conica»  e  quindi  la  polare  *  di  S 
è  [d)]  la  sua  tangente  in  &\  condncendo  dai  punti  L^  M^  X, .  • . 
di  ^  le  seconde  tangenti  alla  conica ,  v^d  indicando  ordinata- 
niente  con  //i  j  M^  j  ^\  ,  .  .  .  ì  punii  di  contatto,  saranno  ì^L^'bì^ 
SM^^m  ,  ^^1  ^  *ì, , . .  le  polari  rispettivamente  di  L,  Mj  AV-; 
o  perciò  (80,  d)  0  fascio  (S)^ìmn..*  t  proiettivo  <*ìlla  punteg- 
giata {8)e=LMN*..,  In  fìnUj  poiché  *t  b  reciproca  a  aè  stessa 
ed  a  ciascuna  delle  rette  imn , . , ,  mentre  *S'  è  reciprr>co  a  sé 
stesso  ed  a  ciascuno  dei  punti  LMN.  *  *,  le  due  involuzioni  {S], 
(*)  di  a  sono  paraboliche* 

/)  Spesso  noi  diremo  clic,  U*  involussioni  (a)  ,  {B)  di  una  co- 
nica ::  sono  ie  innoliizioìii  rhé  p  determina  (86  ,  a)  ri^ettit-n- 
mmite  ndla  reMa  a  e  nel  punto  R  del  ntio  plaìio^  e  le  indiche- 
remo pure  ordinatamente  coi  simboli  n^j ,  cjb  :  sicché  »„  ò  [k],  tfi] 
l'involuzione  costituita  dalle  coppie  di  punti  reciproci  a  C3^  si- 
tuate sulla  retta  «i,  mentre  c=h  è  V  involuzione  costituita  dalle 
coppie  di  rette  reciproche   a  s,  appanenenti  al  [muto  B. 

m)  E  poiché  in  un'  involuzione  di  raggi,  che  ha  il  centro  ài 
finitO;  esiste  sempre  (71,  a]  almeno  una  coppia  di  raggi  criniu- 
gati  ortogonali ,  ne  segue  che  ,  per  ur  punto  qmiluuqvn  B  al 
fifiitù  del  pia  HO  di  una  conica  a  pasiiauo  tfemprn  due  sole,  rdlr 
reciproche  ed  ortogonali,  m  On   non  è  vii'  invoìtizwné  cireolare 


n)  Indicando  con  A  ,  B  due 
punti  distinti,  non  reciproci^  del 
piano  di  una  conica  a,  sono 
protettivi  i  fctvcì  di  raggi  ^A)= 
Imn,,,,  B^l'm'n'.,,,  riferiti  uni- 
vocamente  in  modo  che  i  raggi 
corrispondenti  ^icjio  rette  reci- 


Indicando  con  a  ^  1»  due  rettr 
dìMntef  non  reciprocJie^  del  pift- 
no  di  una  conica  zSySono  proief- 
tire  le  punteggiate  (a)^TjMN.*-t 
(b)=L'irK',..,  riferite  unirocn- 
mente  la  modo  che  i  punti  (^"f'^ 
rispondenti     aie  no      reciproci  ; 
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p$'ueke;  perchè  1»    punteggiata  ]  perchè  il  fascio  di  L^    ordine  , 
di    i-^   ordine ,    cobtitoita    dai  1  costituita   dalle  poltiri  Imn...  ài 


poli  LMN .  -  -  di  Imìi  *„,  è  pro- 
»petti%"a  at  fascio  (li)^l*m*H\.^j 
eiì  6  proiettiva  [k)j  l,»]  al  fa* 
«do  (J;=/m7i.». 


LMy,-,f  è  prospettivo  alla  pun- 
tegi^iata  (6)^/AV^V^..,  ed  è 
proiettivo  [kìfl,"]  alla  punteiEf- 
p:iata  (a)  ^  L3/*V".... 


Se  i  pnnti  J  j  ff  [  o  le  rette  a  j  ù]  soin)  elementi  reciproci, 
la  proicttività  tra  ì  fasci  (A)  ,  (i?)  [  o  quella  tra  le  punteggiate 
{^ì  j  (W  ]  è  degenere. 


08.  a)  Un  quadrangolo  com- 
pierò ABCD  st  dirà  armonico 
ad  nna  conica  C3,  se  le  sue  tre 
ciippie  di  lati  opposti  sono  tre 
coppie  di  rette  reciproche. 

b\  tSe  due  eoppie  di  tati 
fippoiti  di  UH  quadrangolo  com- 
pleto ABCD  goHù  due  coppie  di 
ntte  reciproche  ad  una  corn- 
ea Sj  ABCD  è  vn  quadrangùlQ 
ttf  Mimico. 


Un  quadrilatero  completo  abcd 
si  dirà  armonico  ad  una  coni- 
ca e  se  le  sue  tre  coppie  di 
vertici  opposti  sono  tre  coppii* 
di  punti  recìproci* 

Se  due  coppin  dì  vertici  op~ 
ponti  di  un  quadriìatero  coni- 
pleto  abcd  sono  due  coppie  dì 
punti  reciproci  ad  una  conica 
s ,  abcd  è  un  quadrUutem  ar- 
monico. 


Di  due  punti  arbitrarli  L,Mde\  piano  e  di  n  (t\^.H2.«\  si  custrui- 
srano  le  rispettivo  polari  h  tn , 
p  per  Lj  M  ai  conducano  ordi- 
natamente le  rette  arbitrarie 
V  j  m' di  a.  Posto  Im^A ,  Vvi^Bf 
Iw  =(7,  Vm'^^Dj  le  due  coppie 
AB  e  CD,  AC  e  DB  di  lati 
opposti  del  quadrangolo  ABCD 
saranno  evidentt'uientedue  cop- 
pie dirette  reciprocliej  mentre 
^arà  Im  —  A  il  polo  della  retta 
fJ(  =  u.  Ma  L  e  Va  =  V  ,  M  e 

ni'a^  M*  j  AD'a  =  2i  e  BC'Um  N*  nono  (59,  ci,  a  muistra)  tre 
coppie  di  punti  coniugati  in  una  stessa  involuzione,  mentre  le 
l^Hnie  due  É?ono  coppie  di  piuiti  reciproci.  Dunt|tie,  anche  .V,  X' 
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sono  punti  reciproci;  e  la  polare  di  *V',  dovendo  passare  peT 
N  e  pel  polo  A  di  a,  è  AD^  ossia  sono  rette  reciproche  anche 
i  lati  opposti  AD  j  BC  del  quadrangolo  A  BOI). 

Analoga  di  ni  nitrazione  pel  teorema  a  destra. 

e)  Due  "^  ABC  j  A'B'C*  f5Ì  cliiainano  r^ciprucÀ  (cQuittgati)^ 
rispetto  ad  una  conica  »,  se  i  vertici  A  ^  B  ^  C  dell'  uno  mm^ 
ordinat^iniente  \  poli  dei  lati  B^C\  C\A*  ^  A'B^  den\altro;  e 
(|uindi  aneli  e  i  vertici  A^ ,  B* ,  C  del  secondo  v  sono  rìsiiet- 
tivamente  i  poli  dei  lati  BC  ^  CA  ^  AB  del  primo. 

E  tìi  noti  che ,  quando  riferiremo  tra  loro  due  V  reciproci 
ABC  ^  A'B*C\  considereremo  come  corrispondenti  i  vertici  ^  e 
i  Lati,  omonimi. 

d)  Due  vABCj  A'B'C,  recìproci  ad  una  couic€t  c^ ,  mna 
fìmolofficij  e  il  centro  D  di  omolngia  è  fi  j^olo  delf  ame  d  di 
omologia. 

Posto  AA*-BB*^D  (fig.  S3.»)j  nel    quadranj^olo    complein 

AB  CD  ì  lati  AD,  BD  passano 
rispettivamente  per  i  poli  .4', 
B*  dei  lati  BC,  CA,  ossia  Kono 
rette  reciproche  ordinatamente 
a  BC  j  CA,  e  perciò  [6)  a  sini- 
stra] anclie  CD  dev'essere  re- 
ciiu*oca  ad  AB,  ossia  deve  pas- 
sare    pel    polo    TM    di   Afì>   In 

conseguenza,  i  \;ABC,A'B'C* 

^'B  gouo  prospettivi  j  e  quindi  an- 

che omologici. 
Inoltre,  essendo  A  ,  A'  rispettivamente  i  poli  di  B'C*  j  BC  v 
AA'  hi  polare  di  DVBC^L;  e  similmente  si  vede  che  BB\ 
ce  sono  le  polari  di  C'A'-CA^U,  A'B'AB^N.  Dunque,  Tasse 
di  omologia  rf,  che  contiene  i  punti  L  ,  M ,  N,  è  la  polare  del 
punto  D^  nel  quale  concorrono  le  rette  A  A*  ,  BB'  j  CO'. 

e)  Un  V  FGJl^gh  si  denomina  autoreciproco  (comugato, 
poiare)j  rispetta  ad  una  conica  e,  tiuando  ciaseun  suo  vertice 
6  il  polo  del  lato  opposto. 

È  cliiaro  ehe  ì  punti  FGB,  ed  un  punto  arhi trarlo  del  pinno 
a  di  ^  j  sono  i  vertici  di  un  quadrangolo  armonico  [ci}],  men- 
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irò  le  rette  fijh,  ed  una  retta  £ii*Litrana  di  rs,  ecmo  ì  Iati  di  un 
quadrìlatero  arraoDÌco  [a)]. 


f)  SÉtin^uadranffolo  ABCD 
^  iMcriito  in  una  conica  e  (fìg, 
^fi,^),  il  frinni/olo  diagonale 
FGH  di  ABCD  è  un  v  autore- 
ciproco:  perchè  evidentemente 
(07j  Gj  a  sinistra)  ciaseun  lato 
del  V  FON  è  la  polare  del  ver- 
tice opposto. 


Se  un  quadrilatero  abcd  i^ 
circoacrUto  ad  una  conica  C3 
(fig.  S6\^)f  il  trilatero  diagonale 
fgh  di  abed  ^  un  v  autoreri- 
proco  :  perchè  evidentemouti^ 
(iì7,  af  a  deatra)  ciascim  vertice 
dei  trilatero  fgh  è  ti  polo    del 


lato  opposto, 
^}  8ej  nel  piano  a  di  una  co^iica  e;, 


è  nsseguato  un  punto  F  non 
iippartentfìt^  a  e,  esiatonQ  oc  v 
autorectprocij  che  hanno  Fper 
t€ftiCé  comune ,  e  che  hanno 
quindi  anche  la  polare  f  di  F 
j>er  comtine  lato:  potè  li  e,  oltre  a 
riaaufo  è  detto  inf)  a  sìiustra,  se 
<li  im  punto  arbitrario  G  di  /*,  ma 
mn  appartenente  a  C3 ,  si  co- 
stniìsce  la  polare  g^  ifuesta  pas- 
fterii  per  Fj  e  segherà  f  nei 
punto  jy,  che  sarà  il  polo  della 


è  assegnata  una  retta  f  non 
tangente  a  a  ,  es^islono  od  y  au- 
toreciproctj  che  hanno  f  per  lato 
eomiinef  e  chi;  hanno  quindi  an- 
che il  polo  F  di  f  per  comune 
vertice:  poiché,  oltre  a  quanto  è 
detto  uìf)  a  destra,  se  di  una 
retta  arbitraria  <5f  del  fascio  (Fj 
e),  non  tangente  a  h^  si  costrui- 
sce il  polo  G  j  questo  giacerà 
in  ft  0  il  punto  gf^B  sarà  il 
polo  della  retta  FG^hj    os- 


retta  FG^h;  ossia  sarà  /Y//f  i  sia  sarà  fgh  uno  degli  007  in 
uno  degli  oov  in  esame.  esame. 

ft)  Se  F  è  un  punto  di  una  coniea  n ,  e  quindi  la  tangente 
t  della  conica  in  F  è  la  polare  di  F,  assuiueudo  in  f  un  punto 
arbitrario  G^  e  c<mtruendo  !a  polare  g  di  G  (la  quale  passerà 
per  F)j  ehiamerenio  \j  autoreriproco  degenere  T  insieme  delle 
coppie  Ffj  Gg  di  poli  e  polari,  e  lo  diremo  di  i,"  specie,  o  di 
l^«  $pecie,  secondo  che  è  G  distinto  da  F  {e  allora  anche  gh 
distinta  da  Z'),  o  è  G~F  fé  allora  è  anche  g  =  f), 

i)  Osservando  poi  che,  se  tm  V  J^^^=A?/i  è  autoreciproeo 
ad  una  conica  m  ,  due  suol  vertici^  o  lati,  sono  sempre  elementi 
recìpniei,  potremo  dire  che  il  r;  FGH^gh  è  rinsierae  del  punto 
F,  della  polare  f  di  F,  e  delle  due  involuzioni  ir  =  gh  ,  ìf^GN 
armoniche  ordinatamenic  alio  involuzioni  p,  j  m^  (97^  ìk 
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GeneralizEando  quindi  j  chiameremo  v  <^titoreciproco  ad  una 
conica  o  di  un  piano  ^^  T insieme  di  un  punto  F  di  a,  della 
polare  /  di  F,  e  di  due  ìnToluzIoni  1^ ,  ì^  delia  stessa  si>ecie, 
armoniche  rispettivamente  a  Cr  ,  t?^  e  prospettive  tra  loro  (^)  : 

e  spesso  lo  indicheremo  Cf»l  sbnbolo  \  fp  dando  inoltre  le  dnc* 

involuEioni  h  ?  1^ 

k}  Se  FGH^ff^h  è  vn  y  (intoreciproen  ad  una  cornea  m  {^}f 
fhlle  tre  involuzioni  C3^  ^  c^^  ,  n^, ,  che  s  iletermina  (97,  /)  n- 
Hpettivmnente  in  f,g,h,  due  smio  iperboliche  ed  una  è  elHUica/ 
f^  q^ìiiTidi,  dei  le  tre  invohizioììf  a^  j  -a  ,  vsn  ,  che  e  dffiermiìia  iìf 
F  j  G  ,  H  e  che  sono  prospettive  (97jArj2/')  ordinatamente  n  Cp 
CT^  j  iSft  j  dwe  tfojio  iperboliche  ed  una  è  Hìiffica, 

In  fattij  se  J  è  un  punto  di  cs,  non  Bituato  sopra  alcuna  delle 
rette  /,  ^  ,  A,  ed  è  «  la  tangente  della  conica  in  A,  dei  punti 
af^L  j  ag  ^  J/  ^  ah^N due  giacciono  sopra  due  lati  (propria- 
mente detti)  del  V  FGH  ed  il  terzo  giace  sul  prolun|3:amento  del 
terzo  latD|  o  tutti  tre  giacciono  sui  prol andamenti  dei  lati;  mentre^ 
dei  punti  AF'f^V^A(T-g^^M\AHh^N\  che  ^ono  reci- 
proci rispettivamente  ad  L  ^  M  j  N^  due  giacciono  sui  prolunga- 
menti di  due  lati  del  V  FGH  e  il  terzo  giace  sul  terzo  lato,  o 
tutti  tre  giacciono  sui  lati.  Ora  è  facile  vedere  che  ,  delle  tre 
involuzioni  t3f  =  \GH,LL'\ ,  o^  =  \HF,  MM*^ ,  o^  =  FG  ,  XN*\ 
duo  sono  iperboliche  ed  una  è  ellittica, 

t)  àSiccome  poi  o^,  a^  ,  ra/^  rappresentano  (8fìJ>ì  le  coppie 
di  punti  (reali  o  immaginarie)  che  f^g^h  hanno  comuni  con 
la  conica  a,  mentre  d? ,  Pa  ^  c^  rappresentano  le  coppie  di  tan- 
genti (reali  o  immaginarie)  condotte  d^  F  ^  G  ^  R  alla  conica, 
ne  segue  che  il  teorema  k)  può  enunciarsi  pure  dicendo:  in  uu 
y  FGH^fgh  autoreciprocQ  ad  una  conica  n,  un  vertice^  p.  i\ 
Yy  è  ititerno  alla  conica  e  gli  altri  due  Bono  esteifii  ad  esga, 
mentre  il  lato  fj  opposto  ad  F^  è  esterno  a  e  e  gii  altri  rfi/# 
lati  sono  rette  seganti  (SU,  e,  a  sinistra)  la  conica^ 


(1)  Con  questa  defiBÌBÌon6  ai  esclude  iì  ^  autoreciproco  degenere  di 
2.*  specie. 

(*)  Si  noti  che  quando  diremo  che  FQIf^fgli  è  un  triangolo  auta- 
recEproco,  intenderemo  che  esso  sia  reale  e  non  degenere,  a  meno  i^he 
il   eaiì trarlo  non  risulti  dalla  forma  del  dire. 
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7w)    Poicliè   un  punto  e  la  sua  polare  (,o  due  elementi  omo- 
nimi reciproci)  possono  considerarsi  come  due  elementi  oppo- 
sti  <o   come    iiixe  elementi  omonimi)  di  un  V  autoreciproco,  ri- 
sulta,  quanto    se^e. 

I>ufa   un.€M.    conica  e  di  un  piano  a, 

1  .o   se   F    è  un  punto  di  o  interno  a  ts  y  e  quindi  la  polare  ^ 
i  di  P   é   esterna  alla  conica ,  ogni  raggio  g  del  fascio  (F  ,  o) 
è  una   segante  di  zs^  ed  ogni  punto  G  di  f  è  esterno  a  a: 

2.0   se   due  rette  reciproche   f ,  g  passano  per  un  punto  li 
esteràio   a   zs  ,   V  una  è  esterna  alla  conica  e  V  altra  è  una  sua 
j  segante;   e   se  due  2>unti  reciproci  H  ,  F  appartengono  ad    una 

segante   g   di  C3,  V  uno  è  un  punto  interno  alla  conica  e  V altro 
è  esterno   ad  essa: 

3.0  V  intersezione  di  due  rette  reciproche  è  un  punto  in- 
temo, o  esterno,  a  C3,  secondo  che  le  due  rette  sono  seganti  la 
conica,  o  l' una  è  segante  e  l'altra  è  esterna;  eia  retta  congiun- 
gente due  punti  reciproci  è  esterna  alla  conica,  o  la  sega,  se- 
condo che  i  due  punti  sono  esterni  a  V3 ,  o  V  uno  è  interno  e 
V  altro    è  esterno: 

4-0  due  punti  distinti  A  ,  C  di  zs  determinano  sulla  retta 
AC  ^=  g  due  segmenti,  dei  quali  V  uno  contiene  solo  punti  in- 
terni alla  conica,  e  V  altro  solo  punti  esterni;  poiché,  se  G  ò 
il  polo  della  retta  AC,  indicando  con  h  ,f  due  rette  variabili 
di  O  e  reciproche  a  C3,  delle  quali  h  giaccia  in  quello  dei  due 
A  completi,  formati  dalle  rette  AG  ,CG,  che  contiene  la  coni- 
ca {S^y  g),  il  punto  hg^F  sark  [3.o]  sempre  interno  alia  conica 
e  r  altro  fg^H  ssltìì  sempre  estemo,  ossia  uno  dei  segmenti 
AO  contiene  solo  punti  interni  e  V  altro  contiene  solo  punti 
esterni: 

5-®  la  conica  C3  divide  il  suo  piano  e  in  due  regioni,  delle 
quali  V  una  contiene  solo  punti  interni  a  zs  {le  cui  polari  sono 
rette  esterne  alla  conica),  e  V  altra  contiene  solo  punti  esterni 
a  zs  (le  cui  polari  sono  seganti  della  conicd)\  come  si  vede  [l.o 
e  4-oJ  considerando  tutti  i  raggi  di  un  fascio  (F,  o),  che  ha  per 
centro  un  punto  F  intemo  a  C3. 

n)  Se  >i9  è  un  punto  interno  ad  una  conica  C3  di  un  piano 
c>  ogni  retta  del  fascio  {8,  o)  sega  C3  \yn),  !.<>].  Ma  quando  S  e 
un  punto   esterno  a  cs,  esistono  (86,  g)  oo  rette  r  del  fascio  (8,  a) 
Sjlnnia.  —  Cfeontetria  proiettiva.  27* 
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tali  che  rinvoluKionc  n^  è  ellittica  ;  e  il  polo  II  di  r  è  qoindf 
m\  punto  interno  a  :r,  e  ptM'Ciò  l'invohizionc  c^a  h  pure  ellittica, 
mentre  è  prospettiva  a  o^.  Ora  c^jCSb  rappresentano  i  punti 
rn  e  le  tangenti  Rzz-^  e  noi  possiamo  dire  che  /-e  sono  i  punti 
di  contatto  (invnuighuirii)  di  p  con  le  tanf^enti  (  immaginarie  j 
ii'c3^  chiamando  poi  r  rorrf«  rf^/  contatto  dì  queste  tangenti.  Dun- 
que, ì  teoremi  del  n/*  97^  a),  1."  reggono  anche  quando  AA\  aa* 
sono  coppie  di  clementi  ìmmaginarii. 

09.  a)  Poiché,  se  li'  ,  r  nono  nn  punto  od  una  retta  del  piano 
di  una  conica  e:,  gli  elementi  coniut^ati  nella  involuzione  (/?), 
a  (r),  di  o  sono  elementi  reciproci  a  c^  i  teoremi  del  n.<>  86^  f) 
possono  enunciarsi  come  segue. 


Se  nntriaufjfiìo  ABCi>  iscritto 
in  una  contea  m,  ogni  retta  r,  re- 
ciproca al  lato  AB  h^  e  (e  che 
quindi  passa  pel  polo  C  di  e), 
Bfiya  gli  altri  due  lati  AC ,  BC 
in  jjinift  reciproci;  e  viceversa. 

b)  Se  A  ,  B  sono  dv e  punti 
t^aii  e  distinti  di  una  conica 
C5|  ed  M  j  Mj  sono  due  punti 
reciproci  allineati  col  polo  C* 
della  retta  AB  ^  Cj  ma  non  ù- 
tnati  sulle  tangenti  di  zz  in  A^B, 
l  punti  AM  BMi  ,  AMiBM  ap- 
part^ngono  alla  conica:  poiché 
so  è,  p.  e.,  C  il  secondo  punto 
d' intersezione  di  ^  con  la  retta 
AM,  la  retta  BC  deve  [a)]  pas- 
sare per  ii/^ ,  che  è  il  solo  pun- 
to della  retta  C*M  reciproco 
ad  3/. 

f)  Dunque^  se  una  retta  r 
è  reciproca  alla  corda  AB  di 
una  roniea  zi  ,  proiettando  da 


Se  un  trilatero  nhc  è  circoscrit- 
to ad  una  conica  c^  ogni  inttUa 
R,  reciproco  al  vertice  ab  ^  C 
(e  che  quindi  giace  sulla  pò* 
lare  e'  di  0}^  proietta  gli  altri 
due  vertici  ac^  bc  jnediante  rette 
reciproche;  e  riceversa. 

Se  a  j  b  sono  due  tangenti 
reali  e  distinte  di  ttna  conica 
o,  ed  m  ,  nij  sono  due  rette  re- 
ciproche coìicorrenii  in  un  pun- 
to il  ella  polare  e'  del  jiunt^ 
ab^^Cj  ma  non  appartenenti 
ai  punti  di  contatto  di  xs  con 
a  j  b^  le  rette  àm-bmi  ^  am|-bm 
sono  dìfG  tangenti  della  conica: 
poiché  se  è^  p.  e,  e  la  seconda 
tangente  a  e  condotta  dal  pun- 
to am,  il  punto  he  deve  [a)]  gia- 
cere sulla  retta  t?Jj,  che  è  la  sola 
retta  del  punfo  c*m  reciproca 
ad  m. 

Dmiquej  se  a^  b  sono  due  tan- 
genti dì  una  conica  zs  di  un 
piano  Q  ^  ed  R  è  nn  punt^j  re- 
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A  *  punti  dieìla  punteggiata  {v) 
e  da  B  i  coniugati  di  questi 
punti  nelV  involuzione  C3^,  si 
hanno  €iue  fasci  proiettivi  di 
^^9ff^f   che  generano  o. 


d)  Indicando  con  C  il  polo 
di  una  retta  c^  esterna  ad  una 
conica  C3,  e  con  \  Vinvoluzione 
che  proietta  zs^  da  un  punto  C 
d^lla  conica  ,  ogni  retta  r,  re- 
ciproca a  e ,  seziona  J  secon- 
do un*  involuzione  rJ,  che  rap- 
presenta due  punti  reciproci  a 
S3;  e  viceversa  (^). 


ciproco  al  punto  ab ,  segando 
con  a  i  raggi  del  fascio  (R,  o) 
e  con  b  i  coniu^gati  di  questi 
nelV  involuzione  C3b  ,  si  hanno 
due  punteggiate  proiettive,  che 
generano  ca. 

Indicando  con  e'  la  polare 
di  UH  punto  C  interno  ad  una 
conica  C3,  e  con  ì'  Vinvoluzione 
sezione  di  ts^  con  una  tangente  e 
di  o ,  ogni  punto  R,  reciproco 
a  C,  proietta  V  mediante  un'in- 
voluzione Ri',  che  rappresenta 
due  rette  reciproche  a  tz]  e  vi- 
ceversa (^). 


Di  vero,  se  r  è  reciproca  a  e,  e  quindi  passa  per  C",  essa 
sega  (OSj  m,  l.o)  la  conica  in  due  punti  reali  e  distinti  L  ,  L',  e  sa- 
ranno [a)  SL  sinistra]  CL-c,  CU -e  due  punti  coniugati  in  cs^ ', 
e  perciò  T^  ,  L'  saranno  coniugati  nella  involuzione  ri ,  ossia 
qacsta  involuzione  rappresenterà  due  punti  armonici  ad  L,U 
e  quindi  reciproci  a  o.  —  Viceversa,  se  ri  rappresenta  due  punti 
recìproci  (immaginarii),  e  quindi  armonici  alla  coppia  (necessa- 
riamente reale  )  dei  punti  rts^L  ,  IJ,  saranno  CL ,  CL^  due 
raggi  coniugati  in  J,  i  quali  segheranno  e  in  punti  reciproci  a  «; 
e  perciò  r  passerà  [a)  a  sinistra]  pel  polo  C  di  e. 

x\nalo^a   dimostrazione  pel  teorema  a  destra. 


lOO.  a)   Se  FGH^fgh  è  un  v  autoreciproco  ad  una  conica  a, 

esistono  co  V  ABC  iscritti  nella 
conica  C3  e  circoscritti  al  trian- 
golo FGH ,  ed  co  quadrangoli 
iscritti  in  ts  e  che  hanno  FGH 
per  triangolo  diagonale. 


esistono  oo  trilateri  abc  circo- 
scritti alla  conica  C3  ed  iscritti 
nel  trilatero  fgh,  ed  oo  quadri- 
lateri circoscritti  avs  e  che  han- 
no fgh  per  trilatero  diagonale. 


(*)  Sìccliè  C,  e,  tSf.  definiscono  un  triangolo  immaginario  iscritto 
nella  conica,   al   quale  è  applicato  il  teorema  a)  a  sinistra. 

{*)  Sicché  e,  C,  Qc  definiscono  un  trilatero  immaginario  circo- 
scritto alla   conica,  al  quale  è  applicato  il  teorema  a)  a  dritta. 
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Di  vero  {f^g,  ^ifK*^\  assiiiito  nella  conica  un  punto  arliitrario  A,  e 
costruiti  ì  secondi  punti  d'intersezione  7^,0,/^  ^'-'Jl^'i  ("^^i^ica  onlì- 
natamente  con  le  rette  HA  ,  FB  y  FA  y  il  punto  AB-CD  'ima 
giacere  sulla  polar-e  Gif  di  F,  e  perciò  <leve  coincidere  col 
punto  //  jtel  ([uale  passa  AB.  In  conseguenza  poi  (08,  /,  a  sinistra), 
il  punto  AV'BD  eoineiden\  col  terzo  vertice  G  del  V  autoreci- 
proco ÌJFG\  e  quindi  eìascuno  dei  y  ABC  ^  ABI)  ,  ACD  ,  BCIì 
sarà  iscrìtto  in  a  e  circoscritto  al  \jFGì!j  mentre  ^l/i(7^sarà 
un    quadrangolo  iseritto  in  C3  che  ba  FGH  per  v  d [agonale. 

Analoga  dimostrazione  pel  teorema  a  dritta. 

h)  Si  noti  chCj  ìe  atipie  di  punti  AW  ,  AC  ,  Al)  (a  le  cop- 
pie di  rette  ab  ,  ac  ,  ad)  Kono  armoniche  ovéimitamnnte  alh  vop- 
pie  Uh  ,  Hg  ,  Ff  di  poli  e  polari, 

e)  I*a  prima  parte  del  teorema  a)  a  sin  ir  tra  può  enunci  arsi 
die  ondo  :  m  dm'  ìtttl  AB  ,  BC  di  un  y  iscrìtto  in  una  co  ai  e  a 
zz  palesano  ^xr  dftf^  punti  reciproci  IT  ,  F  ,  //  terzo  info  CA 
passe rf't  pai  polo  (f  de/ìa  retta  HP. 

Analoga  osservazione  sulla  prima  pane  tlel  teorema  a  )  .i 
destra. 

d)  La  seconda  parte  poi  dei  teoremi  a)  dimostra  (28,  e)  che, 
ititte  le  ctmirhej  che  hainìo  in  comune  ìin^  auto  ree  i pr  net  tVi}l\=^g\\ 
ed  un  punto  A  non  aituato  sopra  alcuna  detle  rette  fgli  (o  una 
tangente  a  che  nou  pitima  per  alcuno  dei  punii  FGH)  ^  hanno 
pure  ut  comvue  tre  altri  punti  reali  BCl)  (o  tre  (ti tre  tantjenti 
reati  bcd). 

e)  Una  co  aita  3  r  individuata,  se,  oltre  ad  un  *hho  u  af(- 

totecipnH'O  i  .   \  —  reale  e  non  degenere ^  o  degenere  di  7,'*  ^7^^- 

cie^  o  immaginario^  —  i^ono  dati,  l.o  due  suoi  punti  reali  Aj  Annoti 
aliiueati  con  aìeun  ceri  ice  del  sj,  e  dei  quali  niun  fi  giaccia  sopra 
un  lato  del  y;  2.'^  due  sue  tangenti  reali  a^  a',  non  coneorrenil 
sopra  alcuu  iato  dei  y,  e  delle  quali  ninna  2^^^^^  P^'^'  '^'^  ^^*'^' 
lice  dei  y;  3.'^  un  suo  punto  A,  non  situato  sopra  alcun  lato 
del  y,  e  ìa  tangente  a  in  A,  la  quale  nou  pffò  patata  re  prr  n/- 
cun  vertice  del  y. 
In  fiìttt  ,  quando  1  ,   \  non  è  immaginario,  è  evidente  [6),<f)] 

corno   si  possano   costruire  i  punti,  0  le  tangenti,  die  indivi- 
duano C3. 
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QnADdo   poi  (;  )  t5  imraag-lnurio— e  quindi  sono  date,  oltre 

tu  punto  //  ed  alla  sua  polare  h  (die  non  si  appartengono),  an- 
che i^Sj  i)  le  involuzioni  ellìtticlicì  prospettive  i/,  ,  Jh  ,  armoniche 
ris|icUivameTite  a  o^  ^  au  — ,  nel  primo  caso  considerato  ncire- 
nmicìario,  se  si  costruiscono  i  punti  B,  B'  tali  che  le  coppie  AB, 
AlV  »ìono  separate  nniionlcamonte  mediante  H^h,  saranno 
B  ,  B*  due  altri  punti  cH  c3  ,  mentre  i  punti  ^B* ^'7?'^  L, 
ÀìVA*B^  V  apparterranno  ad  /i  e  saranno  reciproci  a  cr. 
Nel  secondo  c^so,  se  si  costruiscono  le  rette  h  ,  h'  tali  che  le 
fhppìfì  itb  y  fi'h*  siouQ  separate  armonicamente  mediante  II  ,h^ 
i^iiranno  h  ,  b'  dm}  altre  tauffetitì  fli  o,  mentre  le  rette  aba'b'^lj 
(ih^'a'h^ì*  apparterranno  ad  //  e  saranno  reciproche  a  c3. 
Noi  ter^o  ctmo,  il  punto  Bj  separato  armonicamente  da  A  me- 
diante /fj  A,  apparterrai  a  ^,  mentre  i  punti  ah^L ,  AH-h^L' 
saranno  recìproci  a  ci. 

Tu  fine,  nel  primo  e  nel  terzo  caso,  costruendo  C3/, ,  come  in- 
voluzione armonica  alle  involuzioni  J,^ ,  I/L',  se  M,  M'  sono  due 
punti  qualunque  coniuijratì  in  C3^ ,  i  punti  AM-  A^M\  AM' •  A'M 
Apparterranno  (99,  h^  a  sinistra)  a  a.  —  Nel  secondo  caso  poi , 
coetrocndo  Hu  ,  come  involuzione  armonica  alle  involuzioni  Ih  ? 
lt\  se  m,  m*  gono  due  raggi  qualunque  coniugati  in  csh  ,  le  rette 
nm-a'm\  am*-a*m  saranno  tanjtrenti  (99,  &,  a  dritta)  a  C3. 


f)  SeABCD,  A3'GD'#oiio 

d il f.  qu adran go ìij  cM  hanno  n n o 

fle/tm  trùiìigrtio  dia(/tmaì e  FGll, 
gii  S  loro  vertici  (fiftceranno  a 
4  a  4  iopra  da  e  rette  ^  o  appar- 
fi^rraunQ  tutti  ad  una  stessa  co- 


Se  abcd  ,  a'b'c'd'  sono  due 
quadrilateri j  che  hanno  uno  stes- 
so trilatero  diagonale  fgh,  gii  8 
loro  iati  passeranno  a  4  a  4 
per  due  punti,  o  saranno  tutti 
tangenti  ad  una  stessa  conica. 


Supponiamo  che  sia  AfiCD  ~II=  A'B' CD' ,  AC'Dn=G 
^AC'D'B' ,ADiìC=F=À'irirC\  Ora,  se,  p.  e.,  il  punto 
*V  (e  quindi  pure  B')  giace  sulla  retta  AB,  anche  i  punti  C^  j  D' 
j^aeeninno  sulla  retta  CD;  perchè  HF ,  JIG  separano  armoni- 
camente le  retto  AB  ,  CD  e  le  rette  A' B'  ,  C'jD' ,  mentre  .47/' 
coincide  con  AB. 
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Se  poi  A*  non  è  mai  per  diritto  con  due  dei  punti  ABCD,  è 
indivIdimU  ht  conica  53,  che  passa  per  ABCDA'\  e  poiché  e 
hii  FGIf  j)t3V  V  autoreciproco,  essa  conterrà  [d)]  anche  i  punti 

Analoga  dimostrazione  pel  teorema  a  dritta. 


101,  n)  Il  polo  0  della  retta  air  infinito  0^  del  piano  e  di 
una  coiiicn  a  si  chiama  centro  della  conica;  e  la  polare  8  di 
un  punto  *|ualunque  S^  di  o^  si  chiama  diametro  della  conica, 
ed  è  conìug'ato  (97,  ^r)  alla  direzione  «^  di  S^, 

b)  Dun<]ue,  tutti  i  diametri  di  o  passano  pel  stia  centro  0; 
fd  oifìii  raggio  del  fascio  (0  ,  e)  è  un  diametro  di  a. 

r)  8e  CT  ò  una  parabola ,  il  suo  centro  è  il  punto  all'  infi- 
tiitn,  In  cui  essa  tocca  o^. 

Socuudu  poi  che  o  è  un'  iperbole,  o  una  ellisse,  il  centro  0 
(elle  ò  semiire  un  punto  al  finito)  è  un  punto  esterno,  0  interno, 
alfa  curva;  poiché  0^  sega  V  iperbole  a  in  punti  reali  e  distinti 
E^  ^  blj.,  mi  è  esterna  all' ellisse  C3. 

Le  iperboli  e  le  ellissi  si  chiamano ,  con  nome  comune ,  co- 
niehù  a  mntro\  e  suole  dirsi  che  la  parabola  è  priva  di  centro. 

d)  Nfiìf  iperbole  C3,  le  coppie  di  diametri  coniugati  (cioè 
inli  clic  \\  polo—  air  infinito  —  dell'  uno  giaccia  sull'  altro)  co- 
MtiiltiConQ  {^l,m,  a  sinistra)  V  involuzione  iperbolica  t3o,  che 
ha  per  raggi  doppi  gli  assintoti  t^OE^  ,  tj  ^  OF^^  dell^  iper- 
btjìe;  V  gli  assi  a,a'  (71,  a)  dell'involuzione  C3^  (ossia  i  due  soli 
raggi  eonmgati  di  c3o,  che  sono  J_  tra  loro)  si  chiamano  assi 
ÙPiìV  iperbole, 

E  poiché  aa'tt^y  è  un  gruppo  armonico  (55,  b),  ne  segue  (27, 
b)  che  gii  fissi  a  ,  a'  dell*  iperbole  zs  bisecano  gli  a  completi 
formati  dagli  assintoti  t  ,  t^, 

Inoltrcj  di  due  diametri  coniugati  qualunque  b  ,  b'  delViper- 
bole  S3  {e  quindi  anche  dei  due  suoi  assi  a ,  a'),  uno  ha  (98,  m, 
2,^)  comuni  ron  V iperbole  due  punti  reali  e  distinti,  e  V altro  è 
eMe ritti  ad  t^ssa. 

Se  r  iperljole  è  equilatera,  l'involuzione  c3o  è  simmetrica;  os- 
sia, gii  assintoti  di  un'  iperbole  equilatera  bisecano  gli  A  com- 
pì di  di  due  diametri  coniugati  qualunque, 

*')  Xeìl' ellisse  C3,  V  involuzione  Oo  dei  diametri  coniugati  è 
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eUittim^  ed  oyiìì  diametro  h  deìV  ellisse  (passando  pel  centro  0, 
cLe  è  interno  alla  curva)  ha  comuni  con  C3  due  punti  reali  e 
dhthìti:  mentre  può  dìm  poi  che  c3o  rappresenta  ^li  assintotì 
(ìinnìa^naniì  di  a:  perdio  no  rappresenta  la  coppia  delle  tan- 
genti nei  punti  fiinma^inarii)  air  infinito  dell' ellisse. 

Inoltre,  gli  assi  di  c3o  bì  dicono  assi  deirellìsse  e;,  e  sono  due 
soli 

Ma  se  c3o  è  un'involuzione  circolare,  c3  passa  per  i  punti  ci- 
clici di  Cj  ed  è  perciò  un  cerchio,  e  viceversa.  Dunque,  ogni 
diametrù  di  un  cerchio  è  un  cwe«;  e  se  una  conica  ha  pili  di  due 
assij  essa  è  un  cerchio  (*)* 

f)  la  ogni  conica  s  a  centro  j  la  polare  m  di  un  punto 
^iialunque  M  di  ^  è  \  al  diametro  b',  coniugato  al  diametro  b 
eM  passa  per  M  (perchè  m  deve  passare  pel  polo  di  ò,  che  è  il 
^unto  all'  infinito  di  b%^ln  particolare^  la  tangente  in  un  punto 
tit  finittì  M  di  w  è  II  a^  diametro  coniugato  di  quello  che  passa 
per  M, 

S€  M  è  ftn  punto  quahinque  di  un  asse  a  di  e:,  sarà  m  per- 
pendicolare a  ci  a;  e  vie  e  ver  sa, 

g)  Dunqnci  se  zs  è  un  cerchio  di  centro  0,  la  polare  m  di 
UH  immto  arbitrario  M  del  suo  piano  è  ±  ad  OM;  e  viceversa, 
$t  ciò  m  verifica  per  tre  punti  ^  dei  quali  mai  due  sieno  ani- 
mati col  centro  0  di  una  coniva  (o  per  due  puliti  M,N  non 
allineati  con  O  e  tali  che  OM  non  sia  _L  ad  ON  )  ^  questa  co- 
nica  è  un  cerchio. 

h\  Se  c  è  una  para^jolUf  !,*>  i  suoi  diametri  sono  tutti  \\  tra 
Im'ù  (perchè  passano  pel  suo  centro  0,  che  è  il  punto  air  infi- 
nito della  curva):  2,^  questi  diametri  sono  tutti  coniugati  alla 
retta  all'infinito  o„  del  piano  ^  della  parabola,  e  V  involu- 
zhnc  Su  è  parabolica  di  ragtjio  doppio  o^  :  3.o  la  polare  m 
di  un  punto  arbitrano  M  di  o  è  \\  alla  tangente  nel  punto  al 
finito^  in  cui  la  parabola  è  segata  dal  diametro  condotto  per  M  (^); 
4.t^  chiameremo  asse  della  parabola  C3  Tunico  diametro  a,  il  cui 

{')  Quando  diremo  che  una  conica  è  un'  ellisse ,  intenderemo 
che  mm  non  sìa  un  circolo,  a  meno  che  il  contrario  non  risulti 
dalla  forma  del  dire. 

i^  Da  /)  segue  che  questa  proprietà  regge  pure  per  una  conica 
a  centro  C3,  se  il  diametro,  che  passa  per  M,  è  una  segante  di  e 
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polo  6  iiirìiitinito  in  direzione  J_  ad  «;  e  quindi  la  polare  m  di 
uìè  punto  quaiuNque  M  di  a  è  ±  ad  a^  e  viceversa. 

i)  Due  diametri  coniugati  qualunque  b  ^h^  dì  una  conica  », 
e  la  retta  air  infinito  o^  del  suo  piano,  costitaiseono  un  ^  au- 
toreciproeo  ;  ma  se  cs  è  una  parabola,  siccome  allora  uno  dei 
diametri  bjb*  coinckle  [A),  2.o]  con  o^,  questo  y  autoreciproco 
sarà  degenere  di  l.«*  specie. 

102.  a)  Assunta  una  retta  arbitraria  r  nei  plano  e  di  una 
conica  c3|  se  T  involuzione  C3,.  è  iperbolica,  supponendo  dappri- 
ma clic  C3^  non  sia  .simmetrica,  essa  sivrti  al  finito  i  suoi  jmntì 
doiipi  A  ,  A^  ;  ed  avrà  il  suo  punto  centrale  nel  punto  medio 
M  del  Segménto  Unito  AA^^y  che  è  la  eorda  determinata  da  := 
in  r.  Mi\j  se  ì3^  b  simmetrica ,  dei  due  punti  A  ,  A^  ,  l'  uno  A^ 
coinciderà  air  intìnìto  con  Mj  e  la  confa  AA^  sarà  infinita;  il 
che  avviene  solo  quando  C3  è  un'  iperbole  con  un  assìntoto  || 
ad  )' ,  0  una  iiaraljolaj  i  cui  diametri  s^mo  j'  ad  r. 

Se  poi  r involuzione  C3^  è  ellittica,  di  punto  centrale  Jfy  es&a 
avrà  scmi^re  (iu,  h,  /)  una  sola  coppia  .LI,  di  punti  coniugati  equi- 
distanti da  3/j  cioè  quella  armonica  alla  coppia  3/^0  :  e  noi  di- 
remo allora  che  il  se<,^mento  finito  ^.1,  è  in  corda  ideale,  che 
zz  th-knnina  in  r,  dando  ora  alla  parola  corda  un  significato 
diverso  da  quello  dato  nel  n.o  98,  n). 

Scj  in  fini' j  r  0  tangente  a  C3  nel  punto  M,  sarà  M  T  unico 
punto  do|q»io  drir  involuzione  parabolica  determinata  da  p  in 
r;  e  diremo  quindi  in  tal  caso,  che  la  corda  determinata  da" 
in  rè  utftÌ4t\ 

In  tutti  i  casi  ptrù  il  punto  3/ giacerà  sulla  polare  del  punto 
air  infiniti)  di  r. 

Duntiue  ,  data  una  retta  v  nel  piano  o  di  una  conica  n,  e 
Htijtpoattp  citi!  il  pHiiio  alV  influito  di  r  non  appartcììga  a  e3j  ti 
Inoijo  drl  ptiuto  medio  M  delle  corde  (reali  o  ideali)  di  w,  (  ad 
r,  è  il  diamcfro  s^  di  C3  coniugato  (lOlj  a)  ati  r  (*), 

f/k  Evidentemente  s*  è  anche  il  luogo  dei  poli  di  queste  corde 
parallele  ad  r. 

Inoltre,  se  e  è  un'  i]>erbole  con  un  aasiutoto  \\  ad  r  (o  una  pa- 
rabola di  diametri  Ij  ad  r) ,  per  tutte  le  corde  di  ct  j  |  ad  r,  d 
punto  M  è  il  punto  all'infinito  di  r;  ma  i  poli  delle  corde  etesse 
generano  Tassintoto  ^^  ad  r  (o  la  retta  all' infinito  di  a). 
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£)  Se  a  è  una  conica  a  centro  0,  ed  r  passa  per  O  (ma 
non  coincide  con  un  aasintoto  della  conica,  se  questa  ò  una 
iperbole)^  il  ponto  M  coiiifiderfi  cou  0,  e  la  corda  AA^,  reale 
0  ideale  j  clic  e  determina  in  r,  diecsi  diametro,  reale  o  idea- 
kf  di  Or  situato  iu  r;  mentre  A^A^  si  chiamano  vertici^  reali 
u  tàmii f  del  diamftro  rl/lj, 

Si  noti  però  che,  con  la  parola  diametro  j  noi  intenderemo 
alle  volte  la  polare  r  di  un  punto  air  infinito  (101,  a) ,  ed  al- 
tre volte  la  lungliezza  AA^  della  corda,  reale  o  ideale,  situata 
iJi  r;  ma  la  forma  del  dire  farà  distinguere  di  quale  dei  due 
cosi  si  tratta. 

Dunque,  in  una  ellisse ,  i  diametri  sono  (101,  e)  tutti  reali, 
rmntrej  di  due  diametri  coniugati  di  un'iperbole,  uno  è  (101,  d) 
rtak  e  l'  altro  è  ideale. 

S*?  S3  è  poi  una  parabola,  che  ha  r  per  uno  dei  suoi  diame- 
tri, dei  due  punti  r&^A,  A^ ,  V  uno  Aj^  sta  air  infinito;  e  quin- 
di, mentre  la  lunghezza  del  diametro  AA^  è  infinita ,  il  punto 
al  finito  A  è  quello  che  di  e  osi  vertice  di  tale  diametro. 

e)  Dal  teorema  a)  si  deduce  quanto  segue. 

1,^  Se  m  è  la  polare  di  uh  punto  M,  rispetto  ad  una  co- 
nica Uj  il  diametro  r,  condotto  per  M,  biseca  la  corda,  reale  o 
ideale,  che  p  determtHa  in  ni.  E  questa  corda  è  quella  che  chia- 
meremo corda  del  contatto,  reale  o  idtfUe,  rispetto  alle  tangenti, 
reali  o  imniaginarìe,  condotte  per  M  (}). 

2.*>  Se  C3  è  itna  parabola^  ed  è  K  il  vertice  di  un  suo  dia- 
metri^ r,  la  polare  m  di  un  punto  M  di  r  sega  (97,  a,  a  sini- 
stra) ?  nel  punto  mr  simmetrico  di  M  rispetto  ad  R. 

3.**  Se  BOBj  j  COC^  sono  due  corde,  reali  o  ideali,  di  una 
contea  o,  che  si  bisecano  scambievolmente  in  0,  sarà  0  il  cen- 
tro dtUa  conica  \  perchè  O  deve  giacere  sui  due  diametri  di- 
itinti,  coniugati  rispettivamente  aHe  rette  BOB^ ,  COO^. 

d)  Se  h  è  la  tangente  in  un  punto  B  al  finito  di  una  co- 
nica a  centroj  la  tangente  \  nell'altro  vertice  B^  del  diametro 
BB^  sarà  \\  a  h  (perchè  bh^  deve  essere  il  polo— all'  infinito  — 
del  diametro  BB^)\  e  viceì^ersa* 

(*)  Si  noti  però  che  nel  n,o  98,  n)  fu  chiamata  corda  del  con- 
tatto la  polare  di  un  punto  rispetto  ad  una  conica. 

Saxxeìi — Geometria  j/ruidiit-a.  28* 
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e)  DanquCj  nelV  iperbole  equilatera^  generata  (89,^)  da  due 
fasci  di  raggi  inversamente  uguali  (U),  (U'),  i  punti  U  j  U'  «ony 
1  vertici  di  un  ^uo  diametro. 

103.  a)  Se  xm  Qabcd  è  circo&critfo  ad  una  eonica  xs  n  reti- 
tro  Oj  ie  «ne  diagomtii  sonò  due  dia  metri  coniugati  della  coni- 
ca: 6  se  ABCD  è  un  □  iscritto  iti  o,  ie  sue  diagonali  passnìio 
per  0,  e  i  suoi  iati  sono  \\  a  due  diametri  coìiiugati. 

In  fattij  ac  j  bd  sono  due  coppie  di  tangenti  f  di  a  j  mentre 
le  diagonali  ab-cd  ^  ad^bc  dèi  a  abcd  (  considm'aio  come  un 
quadrilatero  completo),  insieme  alla  retta  airinHiiito  ae^bd^Q^^ 
costituiscojio  (ys,  f,  a  drìttii)  un  v  autoreciiìroco  \  e  perciò  le 
diagonali  ab* ed  ^  ad^bc  passano  pel  polo  0  di  o^,  e  gono  reitc 
reciproclie* 

Inoltre,  mentre  due  diametri  reali  di  p  sono  diagonali  di  ut} 
a  iscritto  nella  conica,  nt*l  p  ABCD  (considerato  come  mi  qua- 
drangolo completo  iscritto  in  cs),  due  punti  dia^i^onali  gÌMCciono 
air  infinito  nelle  direzioni  delle  rette  .4 B,  £C  Dunque,  il  terzo 
punto  dia*^onale  AC-BD  sarà  (08, fj  n  sinifeitraj  il  polo  (Ideila 
rena  all' infinito  del  piano  di  e,  e  le  '  ad  AB  ^  lìC  eondotle 
yrv  (K  saranno  due  diaincrn  coniugati. 

b)  La  seconda  parte  del  teorema  a)  si  eimncia  pure  di- 
cendo: sfj  dai  r ertici  A  ,  C  dì  un  diametro  reale  in  una  coni- 
ca m  a  ceutroj  si  proietta  uh  punto  arbitrario  B  di  s,  le  reih 
AB ,  CB  »ùHO  \ I  ei  dns  diametri  eoniugaii, 

r)  Se  dai  vertici  A  ,  C  di  nn  diaiìtefro  reale  in  una  couicn 
53  a  centro  (o  da  un  punto  arbitrario  B  di  pj  si  conducono  if 
I'  a  due  diametri  coniugaiij  quente  »i  segheranno  nei  tyertici  B^H 
di  un  altro  diametro  (  o  segtieranno  di  nuom  n  nei  vertici  ffi 
un  diametro). 

Di  questi  due  teoremi,  evidenti  per  quanto  si  è  detto  in  a)  * 
b),  il  secondo  si  può  pure  deflurre  dal  n.^^  100  ^  c)j  e  il  primo 
dai  numeri  90,  b)  e  KX),  e). 

d)  Be  t  j  f,  (iìg.  B4.«)  sono  gli  assiutoti  di  ttna  iperbole  e, 
ed  è  AW,  il  segmento  di  una  tangente  deiriperbole  intercetto 
ti-a  gli  assiutoti  (*),  il  punto  medio  A  di  NX^  è  il  punto  di  con- 

(*)  La  iperbole  ^,  individuata  dai  suoi  assiutoti  t  j  ii,  b  da  unw 
Rna  tangente    che  seghi  t^t^  ordina taiiien te  in  A'',  A",  {fig,84.i*j, 
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mio  dì  C3  con  NXy  Inoltre  (lOl,/'),  posto  ti^^O^  al  diametro 
OA^i  è  coniugato  il  diametro  *'  parallelo  ad  NN^. 


Bkcome  poi  ONXi  è  un  7  cireoscritlo  all' iperbole  a  ^  ne 
ij«.^e(99|ii,  a  destra)  che  le  jt  ad  s,  condotte  per  A^^iSTj,  sono 
rette  reciproche;  e  queste  passano  pel  polo  di  *'  (che  è  il  punto 
jiiriniinito  di  s).  In  conBQ^nvnzti  (97,A*,  2.«)j  osse  segano  k'  in 
due  punti  recìproci  A' ,  A\  ,  i  quali  sono  equidistanti  da  Ofper- 
rho  si  ha  DA' ^- AX^  N^A  ^- A\0}if  ossia  A'OA^  è  il  diametro 
ì<Me  coniugato   ni   diametro  reale   AOA^  ,  ed  ò  A' A  ^;  t^. 

Dunque,  m  goprtt  dut*  ssfniidiametvl  conùtffatt  OA  j  OA'  di 
Hniptìfìrnh  a  ifi  tostì'tihee  i!  n,  nna  Btra  diagormle  coineidevfì 
tm  nn  itmtnfoto  t  di  ^^  e  ì'  altra  sarà   y   ali*  aìtm  amìuMo  i^, 

Ot  altrimenti ,  la  retta ^  vhe  cOìi(/itmge  i  vertici  tìi  dun  semi- 
àmmtln  ctmiugaii  di  lui  iperbole.  ^  ,  è  \\  ad  un  fhHHtnfoto  i^  di 
3.  *'d  è  hi  Me  e  (ita  dnìV  alfrrt  aì^a^nttùto   t, 

e)  Se  ^di  assintoti  t  ,V^  di  ^  sono  orto^'onali,  ossia  se  V'U 
pt^rbole  s  è  equilatera,  il  D  OANA'  (iig.  84 ^v)  sarà  una  losanga, 

Danque,  1»  un'iperbole  eqniìatera j  i  semidiametri  ermiugati 

mm  uguali  ('), 

_  * 

fiuù  costruirsi    per  tangenti  ,  come   segue. — Condotte    per  N  ^  A\ 
ì<^     arbitrarie   / ,  /|  ,  la  cougì ungente  i  punti  It^  ,  IJ^  sarà  (9H|  b^ 
a  destra)  un*  altra  tangente  deir  iperbole,  perchè  ijli  fciooo  rette 
reciproche. 
(*)  Secondo  che  V  a  A"0A\  (%  SJ,"*)  degli  Ekìsìutoti  OAT ,  OA^j 
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/)  Di  qui  [o  dal  n.»  101,  d)]  B  da  b)  soguc  che,  ie  rette, 
condoUe  ad  im  punto  qualunque  di  un'  iperbole  equilatera  e 
ila*  vertici  di  un  muo  diametro  reale ^  sono  ugualmeute  indi* 
nate  a  ciascuno  degli  assintoti  di  e ,  ma  in  seuifi  contrarit 

g)  Neil'  iperbole  m  hanno  due  soli  assi  (101^  d)  ^  e  di  essi 
(come  per  ogni  altra  coppia  di  diametri  coniugati  dell'  iper- 
bole) Tuno  è  reale,  e  denominasi  fi^Mpnwi^rìO,  Faltro  è  ideale, 
0  dici!iii  uBse  u'rmìdtmoi  e  i  venici  delTasse  primario  j  o  se- 
condariOj  si  cliìamano  vertici  reaii^  o  ideali^  deli'  ij^erbole. 

In  lina  ellisse  us  esistono  pure  due  soli  assi  (101  j  e),  amenduo 
reali;  e  i  vortici  di  questi  assi  si  dicono  verÈici  di  n, 

ìt)  Tre  diametri  di  una  ellì^ne  p  non  posmno  es»*?re  uguali 
tra  loro. 

In  fatti^  sc!  C3  avesse  !  ire  diametri  uguali  AOA^,BOB^jCOC\j 
indieaudo  eoii  M  ^  N  ì  punti  medìi  delle  cordo  AB^BC^  e  con 
r  j  M  le  II  ad  AH  ,  BC  condotte  per  Oj  sarebbero  OM  ed  r/AV 
ed  s  due  coppie  di  diametri  coniugati;  ed  evidentemente  si  a- 
vrebbe  OM±r/}S"±»^  per  T  ipotesi  fatta.  Dunque,  si  otterrebbe 
in  Co  un'  invol unione  circolare ,  e  perciò  (101  j  e)  cs  sarebbe 
tia  circolo* 

i\  In  una  eUijim  e  gli  ansi  non  sono  uguali;  e  noi  ehia- 
mercmo  primario  Ìl  maggiore  dì  Cì^si,  e  secondario  il  minore. 

Inoltre  ,  ^  hn  due  mqU  diametri  coniugati  uguali ,  e  questi 
^ttno  \\  alle  contjimtgenti  i  vertici  di  un  asse  di  c5  col  vertici 
dell'altro  a»se. 

Di  vero,  se  gli  assi  AOA^  j  A*OA\  di  C3  fossero  uguali^  T  in- 
voluzione wo  avrebbe  due  coppie  di  raggi  coniugati  ortogona- 
li [cioè  le  rette  AOA^  ,  A'OA\j  e  le  |1  per  O  \h)]  alle  rette 
AA*  f  A^A^],  e  sarebbe  circolare  5  e  quindi  a  sarebbt?  un  cer- 
chio. 


dì  una  iperbole  vs  è  acuto,  rettoj  o  ottuso,  il  punto  0  sarà  estimo 
al  cìrcolo  di  diametro  ÀWj  (desicrjtto  nel  piano  di  cs),  giacerà  sa 
t|uesto  circolo,  o  sarà  intemo  ad  esso.  Dunque,  poiché  è  AX=OÀ^ 
può  affermarsi  chej  Sfcondo  che  V  A  degli  amatoti  di  un'  iper- 
bah  è  acuto^  retto ^  o  ottuso,  Ciascun  diametro  reale  sard  maggio- 
re ^  uguale t  0  minore  del  suo  coniugato  ideale'  e  riceve rsa. 


Digitized  by 


Google 


I 


—  221  — 

SI  Ila  poi  che  due  diamrtrì  dell'  ellisse  j  sinniietrici  rispetta 
ad  un  asse  A^A\  (e  quiudi  anche  simmotrici  mpetto  all'  altro 
&m^\  sono  eTidcn temente  uguali  :  e  due  diametri,  non  sim  mi- 
rrici rispetto  ad  A*A\j  non  possono  essere  uguali;  altrimenti 
qnesd  dacj  e  il  fiìmmetrico  di  uno  dì  essi*  rispetto  ad  A'A\  , 
sarebbero  tre  diametri  uguali:  assui'do  [A)]. 

Ma  due  diametri  coniugati  sono  \\  alle  corde  ^  che  eongìun- 
gono  un  punto  ài  ^  fid  A  ,  A^;  e  di  queste  corde  solo  quelle, 
che  passano  per  A*  {o  A\)  sono  simmetriche  rispetto  ad  A*A\. 
Donque,  i  diametri  [|  a  queste  ultime  due  corde  sono  isoli  dia- 
metri coniugati  uguali. 

k)  La  parabola  ha  nn   solo   asjse  {lOtj /ij  4*»),   e  il    vertice 
deirassc  dicesi  vertice  della  parabola  {^y 

1}  Una  conica  a  centro  is  è  individuata  da  due  suoi  dia- 
raetri  coniugati   AOA^  ,  A^OA\^ 
miciie  quando  l'  uno  A'OA\  è  ^^^  ^'^-" 

ideale;  poiché  si  può  costruire 
per  pumi,  e  per  tangenti,  nel 
Bpgiienie  modo. 

Nella  involuzione  (fig.  85.^), 
eho  ff  determina  sulla  retta  JM'j 
f  iiiTohizione  individuata  dal 
punto  centrale  O  e  da  uno  .4' 
dei  punti  doppi ,  o  dal  punto 
eentrale  0  e  dai  punti  coniu- 
gati A* ,  A\  j  secondo  che  A*A\ 
deve  essere  un  diametro  reale^ 

0  ideale),  si  assumano  due  punti  coniugati  arbitrarli  M^M% 
saranno  (39,  6j  a  sinistra)  AMAyM'^K\AM^'A^M^N'  due 
punti  di  =:. 

Inoltre,  conduccndo  per  A  ^  A^  le  rette  a,  a^  \\  ad  A'A\^  che 
sono  tangenti  a  e  in  ^  ,  Ji  ,  e  per  O  le  «  ,  s'  []  ordinatamente 
^À^N.AN,  questo  !|  sono    due    diametri    coniugati    [6)],   e 

(*)  Nel  problema  risoluto  al  n»o  92,  d),  1.^^  rektivamente  ad  una 
parabola  z:  individuata  da  4  tangenti^  la  retta  d  è  un  diametro  di 
n,  la  retta  tì^  è  la  tangente  al  vertice,  e  V  è  il  vertice  delia  pa- 
rabola atesBa.  Sicché  la  X  «  a  6'  «el  punto    V  è  l'asse  di  :5, 


Digitized  by 


Google 


2/Ì2  

jl^atio  rt  j  nfj  rispettivamente  noi  paliti  L,  L^  tali,  elit^  la  retta 
LL^  è  tangento  a  £3  (99.  h,  a  destra).  Ed  LL^  toccherà  la  eo- 
nica  in  N^  perchè  *f  biseca  la  corda  AN  della  conica,  e  quiiKÌi 
AN  h  (102,  Cf  \y)  la  corda  del  enntalta  per  le  tangenti  condotte 
da  L  a  n* 

In  fine,  essendo  evidentemente  ì  v  OAL  ,  L^OA^  uguali  al  y 
AyOM\  MAO,  sarà  AL^OM'  ,  AJj^^OM\  e  quindi  LM'  ,  h,M 
sono  rette  |'  ad  .1.4 j ,  condotto  per  i  punti  reciproci  M\  3/.  Ma 
il  punto  airintinito  di  AA^  è  il  polo  drlla  retta  M'M\  e  perciò 
LM\  L^M  ìkùwQ  due  rette  reciproclie»  Dunque,  conduccndo  per 
M,  yV  le  l^  ad  AOA^,  queste  formeranno  con  a  ^  n^  un  Dj  le 
cui  diagonali  sono  le  due  tangenti  di  zz  in  N ,  N\ 

lO-lr,  ft)  Dati  5  punti  AììCDK  dì  una  conica  rr  ,  se  ne  può 
deterniìnare  il  centro  (  ossia  il  polo  della  retta  all'  intìniio  o^ 
dv]  suo  ])iano)  nel  Beguentc  modo  (cfr.  1*7,  g). 

8i  determini  la  seconda  intersezione  C"  di  m  con  la  ì^  ad  AB 
condotta  per  C\  e  la  retta  /,  che  congiunge  i  punti  AC'B(  ', 
AC* *BC  (e  che  biseca  le  corde  i  AB  j  CO,  sarà  la  polare  dil 
punto  AH  (ì^j  ostìia  sarà  un  diametro  di  C3*  Similmente^  dcter- 
niìnaudo  il  secorulo  punto  d' interst^zione  £'  di  s  con  la  \\  a 
f  VJ  condotta  per  £,  si  avrà  nn  altro  diametro  m  della  conica 
nella  retta  coupriungentc  ì  punti  CEDE\  CE'-DE;  e  quindi  il 
]>unto  ìm  sarà  ii  richiesto  eetìiro. 

S<'  risulta  tu  [  ij  s  ò  una  parabola. — In  contrario,  condiicenfìo 
pid  eentro  Im^B  0  le  rette  /' ,  m*  rispettivanieivte  ;|  ad  AU,  CD, 
si  avranno  in  //' ,  mm'  due  coppie  di  diametri  coniu^^'lti;  e  jier- 
cìò,  secondo  che  ^i^^Ur  ,  mm*^  è  un*  jiivohiisione  iperbolica,  e 
ellittica,  la  conica  c3  è  un'iperbole,  o  una  cllis?se:  ma,  se  r^o  è 
un'involuzione  simmetrica,  o  eìreobire  ,  l'iperbole  C3  ò  e(|UÌla- 
t<:t\'i,  o  r  ellisse  s  è  un  circolo. 

b;  8c  poi  si  vuole  determinare  il  centro  di  una  conica  s 
individuata  da  5  tangenti  abede  —  esclusa  V  ipotesi  che  e,  d.  e 
determinino  sopra  a,  b  punteggiate  simili^  nel  quale  caso  è  noto 
che  C3  ^  una  parabola—,  si  può  applicare  la  costruzione  data 
in  *i),  costruendo  i)rima  i  ijuiuì  di  contatto  di  tre  delie  tan- 
genti abcde. 

Ma  si  possono  invece  costruire  [92,  a)  le  tangenti  a^  ,  b*  |'  ri- 
spetti v  amen  te  ad  Hj  è,  e  il  centro  del  P  aba*ò*  sarà  il  centro  di  n. 
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t)  Una  costruzione  però  più  semplice  del  centro  della  co- 
mra  u^ahede  è  contenuta  nella  soluzione  della  quistione,  che 
si  tratterà  nel  sedente  numero* 

105.  ti)  Andiamo  ora  ad  assolvere  la  promessa  fatta  nel  n.o 
B%  cj  fli  mostrare,  come  si  possa  f^iudicare  della  specie  di  una 
conica  ^f  individuata  mediante  5  tangenti,  ossia  mediante  due 
imntegtfiatc  proiettive  C'^)  ?('*')?  1*^  quali  generano  il  fascio  di 
f^ggi  di  2.^  ordine  che  inviluppa  r:* 

Maj  avendo  ^ik  trattato  ('89^  Cj  d)  lì  caso  di  (u)  ,  (w')  simili 
e  con  sostegni  al  fìnito,  e  quello  in  cui  uno  dei  sostegni  è  al- 
l'intìnìtOj  supporremo  qui  cfie  (w) ,  (n*)  sieno  due  punteggiate 
proiettive  di  un  piano  a  (non  sovrapposte  né  prospettive)  che 
abMano  al  finito  i  punti  limiti  Jjl^ 

lì)  È  (luasì  inutile  08ser%^are  che^  se  l'  uno  J  dei  due  punti 
liinitì  J,  /'  coincide  col  punto  mi' ^  la  conica  cs  ò  un'iperbole 
ili  assintoto  u';  mentre^  se  è  J^I'^uu'  ,zz  è  un'  iperbole  di 
ctmtro  mi'  e  di  assiutoli  u  ,  n*. 

B[  noti  perù  che  nel  1.^  cuso  il  punto  medio  O  del  segmento 
Jl*  e  il  centro  di  c3  (perchè  0  deve  giacere  suir  assintoto  it', 
t*  la  •  ad  ti  condotta  per  I*  è  un'altra  tangente  deiriperbole); 
*'  ehe^  costruito  il  punto  .1  di  (it)  corrispondente  al  punto  un' 
di  {h%  e  prendendo  AL  ^  JA,  sarà  OL  V  altro  assintoto  di  C3. 
f)  Sé  poi  ninno  dei  punii  J ^  V  coincide  col  punto  uu'=i4', 
fìì  quaì^  corriitponde  in  (u)  ti  ptmto  A  (necessariamente  distinto 
(111  J),  ut  arni  nei  punto  médi0  0  dd  mgmento  JV  il  centro  della 
fmim  xz^  ìa  quale  mira  un' iperboli' j  n  nn' ellisse  y  secondo  che 
J  ifiamrà  nel  segmeutù  finito  A'A^  n  pur  no  {}), 

Di  xmvùj  il  UJA^VL  è  circoscritto  a  n;  e  perciò  JI^ ,  A^L  sono 
<lae  diametri  coniugati  della  conica,  mentre  OA  e  la  ||  a'  ad 
*/,  condotta  per  Oj  sono  due  altri  diametri  coniugati.  Ora  è  evi- 
(leme  cfìe  questue  duo  coppie  di  diametri  coniugati  apparten- 
gono ad  un*  involuzione   iperbolica  j  o  ellittica,  secondo   die  J 


y^)  *^i  noti  che,  se  al  punto  nu*^^B  di  in)  corrisponde  B  in  (i*'),  ò 
AB  Tasse  di  coniiiea.:ione  di  (a)  ^\u')^  e  perciò  le  rette  JI\  qd'oo  si 
5«ffano  eopra  -IB*,  ossia  JV  ^  AB'  Hono  rette  pLirallele.  Dunque,  7'  giace 
rts|wÉiD  a  BB\  ct>me  J  risipetto  ad  A' A. 
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griace  nel  segmento  fluito  A'A^  o  pur  no:  e  se  quest*  mvolu^h' 
ne  è  simmetrica,  o  circolare,  V  iperbole  P  è  equilatera  j  o  V  tì- 
lime  Q  è  un  cerchio, 

d)  Sé  è  n*\\Uf  ed  A,  A'  j*owa  dite  punti  cfìrrinpondenH  di 
(u)  j  {u')j  ^«  cQuicn  C3  awrd  /^er  centro  il  puufù  medtfj  0  rf/  JF; 
e  ponto  A'0-U^^^B,  sarà  e:  nn' ellÌHse,  o  itua  iperboh^^  arcando 
che  J  giace  nel  segmento  finito  AB ,  o  pur  no:  poiché ,  posto 
AO-u^^B\  è  AA'B^B  un  D  circoscritto  a  C5;  e  quindi  si  può 
ragionare  corno  in  e),  deducendo  anche  quando  l'ellisse  C3  è  un 
circolo^  e  quando  V  iperbole  C3  è  equilatera. 

100-  a)  Conducendo  in  due  punti  arbitrarii  M ,  Mj  di  una 
conica  c3  le  tangenti  MR  ,  MjR  ,  e  le  normali  che  seghino  in 
N  ,  Nj  un  usM  a  di  C3,  i  segmenti  MN ,  MjN^  di  queste  normali 
sono  proporzionali  ai  segmenti  MR  ,  MjR  delle  tangenti. 

Di  %^6ro,  poBto  MM^^r  ,ra^  Pj  la  _L  JiQ  ad  a  sarà  la  po- 
lare di  P  rispetto  a  C3.  In  conseguenza,  le  rette  ortogonali  Q/?, 
QP  saranno  raf^«^i  coniugati  nel  gruppo  armonico  Q{MMiRP)j 
e  perciò  saranno  uguali  gli  a  MQR,  PQM^,  Ma  i  cerchi  di  dia- 
metri NR^  A\R  mno  circoscritti  ai  quadrangoli  MNQR,  RNiQM^; 
e  perciò  ^li  a  M^R  ,  RN^M^  sono  rispettivamente  eguali  agli 
A  -1/Q/?  ì  RQi%  j  e  quindi  uguali  tra  loro.  Dunque  i  y  rettan- 
ggli  J/.VAV,  RN^Mj^  sono  simili;  e  si  ha  MN.M^N^^MR\M^R. 
h)  Se  C3  è  a  centro  ,  e  V  altro  suo  asse  a'  sega  3/iV,  ^VjA'i 
ordinatamente  in  N\  N\^  si  avrà  pure  [a)]  MN'  :  M^N\-MR: 
M^R:  e  quindi  sarà  MN  :  MN'  •=  M^N^i  M^N\.  Dunque,  se  C3  <^. 
una  conica  a,  centro,  il  rapporto  dei  segmenti  della  normale  in 
un  punto  M  di  a  ,  intercetti  tra  il  punto  M  e  gli  assi  a ,  a' 
deìla  conica^  è  costante  al  variare  di  M. 

e)  Di  qui  segue  ancora  che,  se  tz  è  una  conica  a  centro^ 
le  normali  in  due  punti  M  ,  M|  della  conica,  i  suoi  assi  a ,  a', 
e  la  retta  MMj  ,  sono  (89,  e)  cinque  tangenti  di  una  stessa  pa- 
rabola, 

RAGGI   E   PIANI  POLARI  RISPETTO    AD   UN   CONO   QUADRICO. 

lOT.  a)  Indicando  con  Y  un  cono  quadrico  di  vertice  U  (78 
Sé  B  è  UH  dato  raggio  della  stella  \  se  oè  un  dato  piano  della  stella 


\ 
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[U]j  //  luogo  del  raggio  s'  di 
fU]j  if eparato  armoni romente  da 
&  mediante  T  (ossia  mediante  i 
(lue  raggi  di  ^\  reali  o  irama- 
guìarii^  sltnatì  nei  piano  A's'f^p), 
r  un  piano  ^,  chi?  diremo  pia- 
wo  polare  di  s»  rispetto  a  ^\ 


[U],  r  inviluppo  del  plano  e'  ff( 
[U],  separato  arinonicamente  da 
G  mediante  Y  (ossia  mediante  i 
due  piani  tangenti  di  T,  reali 
0  immaginarii,  condor  ri  per  la 
retta  oc'^r),  è  una  retta  s, 
che  diremo  raggio  pf  ila  re  dì  c^ 
rispetto  a  Y. 


b)  Rifìpetio  ad  hiì  cono  quadrico  Y  di  vertice  U^  sr  a  *'  // 
piano  polanf  di  un  raggio  s  della  stella  [U] ,  sarà  s  il  raggio 
pi>ìar€  di  e;  e  se  ^  è  un  raggio  di  ^  ,<j  sarà  il  piano  tangente 
di  ¥  Imtffo  s. 

Inoltre,  1.^  e  conitene  V intersezione  di  due  piani  fangenii 
tputlunque  di  Y,  reali  o  immaginarii ,  i  cui  raggi  di  contatto 
giacciono  con  s  in  uno  stesso  piano*^  e  per  ^  passano  i piani  se- 
parati armonicamenfe  da  e  mediante  tali  coppie  di  piani  tan- 
genti : 

2.0  per  ogni  a  quadrispigolo  iscritto  in  Y  ,  che  ha  una 
reHa  diagonale  coincidente  con  s ,  le  altre  due  rette  diogonidi 
appartengono  a  e;  e  per  ogni  A  tetraedro  circoscritto  a  ¥,  che 
ha  un  piano  diagonale  coincidente  con  e ,  gli  altri  due  piani 
tfìagtynaii  passano  per  s  : 

3»o  se  per  s  passano  due  piani  tangenti  ideali  di  T^  /  raggi 
di  contatto  giacriono  in  e;  e  viceversa  : 

4.0  il  piano  polare  di  un  raggio  qualunque  del  fascio  (U,  a) 
passa  j^er  s,  e  il  raggio  polare  di  un  piano  qualunque  dei  fa- 
scio (tìj  giace  in  a. 

f)  Rispetto  ad  nn  cono  quadrico  W  di  vertice  Uj 


due  ra^gi  s  j  s*  della  stella  [U] 
SI  cldamaiio  reciproci  {coniu- 
gati), se  il  piano  polare  delFuno 


due  piani  o  ,  g'  della  stella  [U] 
si  chiamano  reciproci  {cmiiuga- 
ti\  se  il  raggio  poKnre  dr-ll'uiio 


*  passa  per  r  altro  s*\  e  quindi!  o  giace  sull'altro  g'  \  e  quindi 
allora  anche  il  piano  polare  di  |  allora  anche  il  raggio  polare  di 
*f'  passa  per  s.  •  e'  giace  in  e. 

d)  Se   il  vertice  U  di  un  cono  quadrico  è  al  finttn^  esistonrì 
X  raggi  (tì  piani)  della  stella  [U]  ortogonali  e  reciproci  ad  un 
fixh^iA^  O^ùmefr'ta  proiettiva.  29* 


I 
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ìflaff§iù  8  ^{l  piano  e)  di  [irj^  o  ne  tstittt 
che  s  (o  cj  è  ±   (ti  mio  piano  (o  raggh)  polare,  o  pur  iio. 

e)  Se  s  /^  /7  raggio  polare  di  un  piano  o  rispetto  ad  un 
cono  quadrico  "*!'  dì  verticB  U, 

1,^  mentre  un  piano  X  descriva  il  /'nuclo  (s),  il  raggìf*  polari 
\  di  A  descriverà  il  fastcio  (L%  e)  proiettivo  ad  fs),  o  in  involu- 
zione (^on  (s),  sécondù  chf'  1  ,  X  si  appartengono,  o  pur  no: 

2/'  Vinvuliiziùne  (%)  di  piani  reciproci^  e  Vinrohizione  (C,oi 
di  raggi  n-riprody  nono  della  stessa  specie;  nui»  se  s  ,  o  non  ti 
appartengono j  la  seconda  inviduzlone  è  una  Mzione  dulia  pri- 
maf  e  noi  diremo  allora  che  queste  involuzioni  sono  proapettUéi 
tra  loro, 

f)  Vìi  triedro  Z(^^^éfg  si  dice  autoreciproco^  rispetto  ad 
nn  cono  (juadrìco  ^\  se  ciascuna  faecin  ^ll  piano  polare  dello 
spig^nlo  (apposto, 

(/)  r^a&eianio  allo  studioso  (78,  e)  la  detìnìzione  del  triedro 
autoreciproeo  degenere  (di  !♦«  e  di  2,*  specie),  o  ìmniai^inarhK 
non  die  Io  altre  delinizioni  e  ic^li  altri  teoremi  relativi  ai  coni 
quadrici  ed  analoi^lii  a  quelli  relativi  alle  coniche. 


108.  a)  Abbiamo  ottenuto  4  forme  di  2/»  ordine ^  generato 
med lauto  due  fVu^m*^  semplici  prtnettive  fi  cui  elementi  eraiir^ 
delbi  stt^ssa  natura,  e  che  apparti  ti  e  vano  amendue  ad  un  piain' 
Q  o  ad  una  stella  [S]);  e  ciascun  elemento  tlella  nuova  forni  ' 
fu  iìidividuato  come  elemento  comune  a  due  elementi  corri- 
spondenti delle  forme  semplici  che  la  generavano. 

Esaminiamo  ora,  se  due  forme  semplici  proiettive,  non  assog- 
gettate a  tutte  le  condizioni  ora  indicate,  dàuiio  luogo  a  no- 
velle forme  geometriche. 


b)  Una  imuteggiata  (s)  ^ 
ABC ,  .  t  ed  un  fascio  di  raggi 
(S\  o')^a'6V' ... ,  proiettivi  tra 
loro  ma  non  situati  in  uno  stes- 
so piati  o  ,  se  s  non  passa  per 
S\  generano  il  medesimo  fascio 
di  piani  dì  1.'^  o  di  2.»  ordine, 
elio  8i  otterrebbe  dai  fasci  pro- 
iettivi di    raggi    S'(AJiC..,), 


Un  fascio  di  pì;ini  {s^^7.^^^„• 
ed  un  fascio  di  raggi  (S\^*]^ 
a*b*c\.. ,  proiettivi  tra  loro  mn 
non  appartenenti  ad  una  mede- 
sima stella,  se  ir  non  giace  in 
fj\  generano  la  stessa  punteg- 
giata dì  l.f»  o  di  "i.*'  ordino.  c)h 
si  ott(^rrebbe  dai  fasci  proiet- 
tivi dì  raggi  c'iajY"-''  '  ^"  -^^  = 


Digitized  by  VjOOQIC 


f 


imrtengono  alla  stella  [S']\  q  se 
8  passa  per  S\  generano  il  fa- 
telo di  plaiii  s(a*b'c\..), 
f)  Se  poi  le  forme  proietlive 

appartctigoiio  al  piano  o',  esse 
uon  ^onerano  alcuna  forma  ; 
p«3icljè,  anche  quando  sono  pro- 
spettive, o  s  paB&a  per  8%  due 
elementi  corrispondenti  qual an- 
nue AjG*  Ai  (*)  j  (6"j  e')  non  in- 
éh-iduano  un  terzo  elemento 
eoinune  ad  A  ed  a\ 


>27  

a'h'c'  .  .  . ,  i  quali  appartengono 
al  piano  e';  e  se  s  giace  in  g',  ge- 
nerano la  punteggiata  8(a'ò'c'...). 

Se    poi    le    forme    proiettive 

appartengono  alla  stella  [8% 
etìse  non  generano  alcuna  for- 
ma; poiché,  anche  quando  sono 
prospettive,  o  e'  passa  per  s^ 
due  elementi  corrispondenti  qua- 
lunque a  ,  a'  di  (s) .  {S',  o')  non 
individuano  un  terzo  elemento 
comune  ad  a  ed  a\ 


d)  Si niU mente  bì  ha  che,  una  punteggiata  (w)  ed  un  fascio 
di  piani  (ei%  proiettivi  tra  loro,  non  generano  alcuna  forma. 

e)  Due  fasci  di  raggi  proiettivi  18,  o)^abc...,  (8',  G')^a'b'c'„., 
die  non  appartengono  amendae  ad  uno  stesso  piano  o  ad  una 
medesima  stella,  se  non  sono  prospettivi,  non  generano  alcuna, 
forma;  perchè  esistono  al  piti  due  piani  (  e  quindi  due  punti  ) 
comuni  a  coppie  di  raggi  corrispondenti  nei  due  fasci.  Se  poi 
esistono  tre  di  tali  piani ,  ossia  se  i  fasci  sono  prospettivi , 
e*si  generano  il  fascio  di  piani  di  asse  >S'>S"  e  la  punteggiata 
di  sostegno  oa', 

f)  Dunque,  non  potranno  ottenersi  novelle  forme ,  se  non 
cousidenmdo  due  punteggiate  proiettive,  o  due  fasci  proiettivi 
rii  piani^  ì  cui  sostegni  rettilinei    sono  sghembi. 

QUINTA    FfUniA    DI    2.0    ORDINE. 


109,  a)  Due  punteggiate  proiet- 
tive («j^. 4  Ba,,,  0*')=4'B'C'.„, 
i  cui  ìsfìstegni  ri,  «'  j*ono  sghem- 
h%  generano  la  serie  delle  rette 
AÀ\  BB\  CCV"i  Cile  congiun- 
gono i  loro  punti  corrispondenti, 
*i  che  seno  sghembe  a  due  a 
duej  perchè,  se  due  qualunque 


Due  fasci  proiettivi  di  piani 

(M)sa?Y...,  (w')='^'?'y'-.7  i  cui 
assi  u  ,  n*  sono  sghembi,  gene- 
rano la  serie   delle  rette   aa'  , 


3V 


YYS—7  secondo  cui  si  se- 


gano i  loro  piani  corrispondenti, 
e  che  sono  sghembe  a  due  a 
due;  perchè,  se  due  qualunque 
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j4*4% />^' fifiace.sscro  m  un  pia- 
no a  (cbe  conterrà  li  he  quindi  i 
4  punti  AA'BB%  le  rette  u^ABj 
ti*^À^Ìi*  giacerebbero  in  e,  men- 
tre sono  sg^liembe  per  ipotm. 
Inoltre,  le  rette  AA\BB\CC\.,. 
sono  anche  le  ìntei-sezioni  degli 
elementi  corrispondenti  nei  fasci 
proiettivi  di  i>mni  n^ABC^,.)  j 
u(ArBV',..\ 
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aa'j  p^'  paBsaaiero  pertinptinin 
iS  (pel  quale  passerebbero  qtiin- 

di  i  4  ptJini  aa'ys') ,  le  rette 
?/^i^,tf  =^^^^  si  secherebbero 
in  Sj  mentre  sono  sghembe  per 


ipotesi.  Inoltre ,  le  rette  ai'  j 
PP^  TTS—  sono  anche  le  con- 
giungenti  i  punti  eorrisponden- 
ti  nelle    punteggiate   proiettive 


Dunque,  due  pHuteggiate  proietUve y  ì  etU  sostegni  rettilinei 
sono  sghembi j  generano  una  forma  Z^abe,„  dì  rette  sghembe  rt 
due  a  duEj  la  quale  è  unente  geometrico  non  diverso  da  quello 
generato  mediante  due  fasci  proiettivi  di  pianif  i  cui  a^ si  sono 
sghembi;  e  noi  daremo  a  questa  novella  forma  l^ahc*..  il  nome 
di  schiera  rigata^  e  chiameremo  raggi,  o  generatrici,  dì  Z  le 
rette  abc...j  ehe  sono  gli  eie  mentì  di  I. 

Si  diranno  poi  divettrici  della  schiera  rigata  il  i  sostegni  delle 
due  puntef^giatc  (o  dei  due  fasci  di  piani)  ehe  la  generano. 

h)  Date  tre  rette  a'b'e'j  sghembe  a  due  a  due,  tutte  le  rette 
ahc.„,  tali  che  viaacuna  sega  le  tre  rette  a'b'c'  (Oj  come  suol 
dirsi,  si  apptiggla  ad  a'b'c%  costituiscoìto  una  schiera  rigata  -, 
la  quale  ha  un  raggio  air  infinito  solo  quando  a'b'c'  sono  tre 
rette  ||  ad  uno  stesso  piano. 

In  fatti  j  le  rette  abc  , ,  ,  possono  costnnrsi  come  eongiun- 
^euti  i  punti  corri.spondenti  delle  punteggiate  proiettive^  che  il 
fascio  di  piani  [e*)  determina  sopra  a' ,  &'  [o  anche  come  le  in- 
tersezioni degli  elementi  corrispondenti  nei  fasci  di  piani  pro- 
spettivi alla  punteggiata  {c%  che  hanno  a%¥  per  assi]:  e  se 
tì'ò'e'  sono  Ij  ad  uno  stesso  piano^  e  solo  allora,  esìste  un  pia- 
no del  lìascio  (r')  ]>arallelo  ad  a^  e  b\ 

e)  Tutte  le  retU-  a'b'c'...  ,  che!^  si  appoggiauo  a  tre  raggi 
qualunque  abe  di  una  schiera  rigata  -  —  e  chej  insieme  alle 
direttrici  u  ,  u'  di  ì^,  sono  [h)]  i  raggi  di  un  altra  schiera  ri- 
gata 1*  —- si  appoggiano  a  fntti  gli  altri  raggi  di  -  (  e  perciù 
diremo  che  I  j  V  sono  schiere  rigate  incideìiti). 

Dì  vcrOj  i  fasci  di  piani  ^  clic  da  un  raggio  arbitrario  a*  dì 
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S'  pmmtrAno  le  piint^^go^iate  proiottire  u{abc...) ,  ti\abc„,) ,  co- 
stimiscono  ana  proiettività  che  ha  i  tro  piani  uniti  a'a,  a'b,  a'c, 
ossia  costituiscono  un  identità*  In  conseguenza,  indicando  con 
d  un  altro  ruggìo  qualunque  dì  -,  coincideranno  i  piani  che  da 
a*  proiettano  i  punti  currispondenti  trd  ,  u'd  delle  punteggiate 
proiettive  n(ei6c>„)j  w'(aòc...);  e  perciò  le  rette  a\  d  giaceranno 
in  uno  stesso  piano. 

E  siccome  quindi,  se  una  retta  qualunque  r  non  è  un  raggio 
di  1\  non  può  r  appoggiarsi  a  piti  di  due  raggi  di  I,  diremo 
che  una  schiera  rigata  Z  è  una  forma  di  2.o  ordine, 

ti)  Da  e)  segue  che,  ogni  punto^  o  piano,  che  appartiene  ad 
tm  raggio  di  iiiia  schiera  rigata^  appartiene  anche  ad  un  rag- 
ghi delia  schiera  iticidente. 

e)  Abbiamo  veduto  [e)]  che,  tre  raggi  arbitrarii  di  una 
«ichifira  rigata  3^  fanno  eostruire  tuff  i  raggi  della  schiera  ri- 
gata incidente  *',  e  quindi  anclie  tutti  gli  altri  raggi  di  I. 

Inoltre,  se  da  due  raggi  arbitrari!  a'  ,  ?/  deli'  una  I'  di  due 
schiere  rigate  incidenti  si  proietta  T  altra  £  (ossia  si  proiettano 
i  TJiggi  ahc...  di  I)  j  si  ottengono  due  fasci  proiettivi  di  piani 
a^ìa^c,..)  j  lf\aòc,.^) ,  perchè  prospettici  alla  punteggiata  che  1 
determina  sopra  un  raggio  qnatunque  e'  di  -'  (ossia  che  i  raggi 
nbt...  di  I  detenninano  sopra  f',;  mentre  le  punteggiate  h\abc,.,), 
u^itibc,,.]  sono  prospettive  ordinntameute  ai  fasci  di  piani  a '(afte...), 
h\abc,..)  ed  in  conseguenza  esse  sono  proiettive  tra  loro. 
Dunque , 

1*"  tre  rette  abe^  aghemhe  a  dite  a  due,  definiscono  la  schiera 
rhjnta  Z  (di  rAii  abc  sono  tre  raggi)  e  la  schiera  incidente  a  I: 
2,o  date  due  schiere  rigate  iucidenti  2,  1',  i  fasci  di  piani, 
rhf  proiHfano  Vunu  -  da  due  raggi  arbitrarii  dell'  altra  ,  e  le 
punteggiate  che  ì,  determiua  sopra  dite  raggi  qualunque  di  2', 
tono  4  forme  proiettive  a  due  a  due;  e  potendosi  quindi  con- 
siderare due  generatrici  arbitrarie  di  una  delle  due  schiere  in- 
ddenti  come  direttrici  dell*altra,  una  qualunque  delle  due  schiere 
SI  dirà  direttrice  dell'  altra. 

f)  Se  ima  schiera  rigata  I^abc...  è  generata  da  due  pun- 
^M'^^h  nmlU  (a'j  ,  (b')  [n ,  ciò  che  torna  allo  stesso ,  da  due 
^^n  proiettivi  di  piani  {a*),(J/)^  che  hanno  due  piani  corri- 
spondenti '  ^  ]t  i  raggi  abc.p>  sono  evidentemente  \  \  ad  un  piano 
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p^  tid  uno  di  esai  va  aìV  infinito^  e  viceversa.  Inoltre ,  anche  i 
raggi  a'b^c'.„  (Mìa  schiera  incidente  I'  sono  \\  ad  un  piano  ^' 
(perchè  sì  appoggiano  al  raggio  air  infinito  di  5),  che  sarà  quindi 
la  retta  air  infìiiito  di  p%  ed  uno  di  essi  va  all'  infinito  (e  sarà 
la  rtitta  air  infinito  di  p)  (^). 

ÒRirpPl    ARMONICI   DI    RAGGI   IN    UNA    SCHIERA   RIGATA. 

110.  a)  Polche  4  dati  raggi  abcd  di  una  schiera  rigata  2!  ed 
mi  raggio  arljìtrario  a'  della  schiera  incidente  £'  danno  un 
gruppo  di  punti  —  o  di  piani  —  a'  (abcd),  che  rimane  (109^  e,  2.o) 
proiettivo  a  ^ò  stesso  al  variare  di  a',  diremo  che  i  raggi  abcd 
sono  armonici ,,  quando  è  armonico  il  gruppo  di  punti  —  odi 
plani  —  a*  (abcd). 

b)  Dmiquci  date  tre  rette  abc^  sghembe  a  due  a  due,  te  so- 
pra una  retta  qualunque  a',  che  sega  abc  in  ABC  ,  si  costrui- 
sce il  gruppo  armonico  ABCD,  il  luogo  del  punto  D,  al  variare 
di  a',  è  il  quarto  raggio  della  schiera  rigata  I^abc,  che  è  con- 
iugato armonico  di  e  rispetto  ad  a  ,  b. 

e)  Ikiti    due  punti  reali  e        Dati    due   piani    reali  e  di- 


dtttfinii  A,  Bt  e  due  rette  sghem- 
be e  ,  d,  dellp  quali  niuna  giac- 
cia con  A  f^  B  in  uno  stesso 
pia  no  j  A  indi  tìdtif  ita  una  schie- 
ra rigata  I,  tale  che  e ,  d  ,  e  i 
ruggì  a  ^  b  di  -  appartenenti 
rispetti immerite  ad  A  ,  B,  costi- 
tHiscoHO  un  gruppo  armonico 
di  raggi  di  Z. 


stinti  a,  ^,  e  due  rette  sghembe 
e,  d,  delle  quali  ninna  seghi  ol^ 
p  in  uno  stesso  punto,  è  indi- 
viduata una  schiera  rigata  I, 
tale  che  e,  d,  e  i  raggi  a,  b  di 
essa  appartenenti  rispettivamen- 
te ad  a  ,  ^  ,  costituiscono  un 
gruppo  armonico  di  raggi  di  1. 


Di  vero,  se  a^  è  la  retta  di  .4  che  sega  e-,  d,  posto  a*c  =  C^ 
a^d^D,  e  costruito  il  ginippo  armonico   AB^CD,^   è  definita 


ìM  t^i  osservi  che  tutto  ciò,  che  è  detto  in/"),  può  dodursi  immedia- 
tamente da  d}\  poiché  se  il  piano  all'infinito  to^  contiene  un  raggio 
di  una  delle  due  schiere  incidenti ,  il  piano  w^^  deve  [d)\  contenere 
anche  un  raf^i^io  deir  altra  schiera. 
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dui   suoi    tre    rag-gi  B^B^h^  e,  d;  ed  a  sarà  il  raggio  di  S  che 
passa  per  ^4- 

Analo^a    diniostrazione  pel  teorema  a  destra, 

d)  I  teoremi  e)  possono  generalizzarsi  dicendo ,  dati  due 
punii  (o  pifxtìi)  Tealie  dhiinti  A  ,  B  (o  a ,  P),  e  due  rette  sghembe 
e,  d^  delle  quali  nimm  (fiat eia  con  A  e  B  in  uno  stesso  piano 
<u  seghi  a.  e  ^  in  uno  stsftgo  puntojj  è  individuata  una  schiera 
rigata  ^  ,  tale,  che  e  ,  d  ^  e  i  raggi  a  ,  b  di  essa  appartenenti 
risfpettivamffnte  ad  A^B  (o  ad  a ,  ^),  costituiscono  un  gruppo 
fti  rfìggi   dì    ZI  proiettifo  mi  un  dato  gruppo  di  elementi  di  una 

QUADRIGHE   RIGATE. 

Ili-  a)  I  rajsT^i  di  una  schiera  rigata  2  ricoprono  una  saper- 
ti eie  corva  Q,  cIh^  riceve  il  nome  di  ipiadrica  gobha^  o  quadrica 
riijafa  ^  e  clie  è  pure  ricoperta  dai  raggi  della  schiera  rigata 
ini'idoiito  2^'  (')*  Sicché.;  la  ijiiadrica  gobba  Q  può  essere  gene- 
rara  in  due  modi  da  una  retta  variabile,  obbligando  cioè  que- 
T^tii  ad   appo^É^ì'^i'si  ^  tre  dati  raggi  di  1 ,  o  di  S'. 

Dii'eiiio  ancora  che  I  ^  V  appartengono  a  ft,  e  che  Q  è  il  so- 
stegno di  queste  due  schiere  rigate;  ed  applicheremo  alla  qua- 
drica ri^atii  le  varie  denominazioni  usate  nelle  schiere  rigate, 
come,   p-   c-j,    l'aggi j  gonerardci,  direttrici. 

b\  Se  tinct  reità  r  hn  piti  di  due  punti  comuni  con  una  qua- 
drici gobba  Siy  i^ssa  è  vaa  generatrice  delia  quadrica:  poiché 
^i  appog-g^ìa  ^  più  dì  due  rnggi  di  una  schiera  rigata  della  qua- 
drica j  e  quindi  è  (109,  e)  un  raggio  della  schiera  rigata  inci- 
d**nte- 

c)  S^  t^J^  piano  ò  pama  per  una  generatrice  a  dì  una  qua- 
dri€€i  gnbì>ri.  ft?  ^  quindi  anche  (109,  d)  per  una  sua  direttrice  a', 
£i  pinìi^t  o  7^on  può  asere  con  la  quadrica  alcun  punto  comune 
J\  rhe  7éOìi  appartenga  ad  n  o  ad  a':  poiché,  in  contrario,  ogni 
retta  r,  condotta  per  P  in  e,  avendo  comuni  con  la  quadrica  i 
tre  punti  I^^  raj  ra\  giacerebbe  [b)]  tutta  intera  su  questa  su- 
perficie,  mentre  sega  a  ed  «';  assurdo. 

i')  Ogni  superfìcie  generata  da  una  linea  retta,  dìcesi  superficie  rigata. 
L«   f|riadricà    ^oBbii  v  doppiamente  rigata. 
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Or  siccome,  se  una  retta  arbitrarla  r  di  e  non  passa  pel  punto 
aa*^Af  essa  sega  Q  nei  dae  punti  disitinti  ra  ,  ra\,  mentre,  i^ 
r  passa  per  .4,  essa  ha  comune  con  Q  il  solo  punto  I-I;  e  hc* 
come,  se  r  6  una  retta  di  A  nou  situata  nel  piana  e,  il  piam» 
raj  distinto  da  c^aa^j  contiene  una  direttrice  ò'  distinta  da  a^ 
e  perciò  b*  sega  r  in  un  punto  dì  Q  distinto  da  A^ra\  diremo 
che  ogni  retta  condotta  pel  punto  ^  nel  piano  o  è  una  tangenh 
di  Q  in  Af  a  ciie  il  piano  e,  il  quale  contiene  tutte  le  tangenti 
di  A  in  Aj  è  il  piano  tangeuU  di  fl  in  A. 

d\  I  piani  ctf  Y—  ^'  **^*^  geueratrìre  a  di  una  quadrira  gobba  fl. 
che  conUngono  quindi  ordinatmnente  le  direttrici  a'bV',„  dfUti 
quadrica  e  sono  tangenti  ad  esga  nei  punti  «^a- ^A  ^  bb'^B. 
ccfeCj.„j  costituiscono  un  fascio  proiettivo  (109,  e^  É.^)  alla  pun- 
teggiata ABC\»  dei  loro  ^;w7i//  di  contatto^ 

e)  Se  par  una  retta  r  passano  piit  di  due  piani  tangetiH 
ad  una  quadrica  gobba  Q,r  e  una  geìieraince  ddla  quadrica: 
poiché^  indicando  con  a^^  tre  di  questi  piani  tangenti^  e  con 
a^ò'c*  ie  direttrici  d!  CI  che  giacciono  ordinatamente  in  a^Y 
e  che  sono  rette  sgheinbe  a  due  a  due,  sanumo  ra\  rò' .  r<^ 
tre  punti  distinti  comuni  ad  r  e  H;  e  perciò  [b)]  è  r  una  gene- 
ratrice della  quadrica. 

f)  Ma  se  r  non  è  una  retta  di  H,  e  ad  r  appaitiene  mi 
piano  tangente,  questo  contiene  una  gcneratriee  e  una  diiTf- 
triee  di  Q^  che  segano  r  in  due  punti,  distinti  o  coincidenti,  i 
quali  sono  quindi  comuni  ad  r  e  fl.  Inoltre  ,  se  per  r  passati^ 
due  piani  a,  J  tangenti  alla  quadrica,  indicando  con  a  ^b  k 
generatrici  di  questa  situate  rispettivamente  in  a  ,  ^ ,  e  con 
a'  ,  b'  le  direttrici  situate  ordinatamente  in  a  e  ^ ,  sarainn^ 
ab*  j  a*b  due  punti  comuni  ad  r  e  fl.  E  %iceversaj  se  r  sega  il 
in  tino  punti  j  pel  primo  dei  quali  pitssano  una  generatrice  ft 
ed  una  direttrice  b\  mentre  pel  secondo  passano  una  genera- 
trfce  b  ed  una  direttrice  a\  i  piani  aa\b¥  passano  per  r  e  &oiii» 
tangenti  a  Q.  In  conseguenze^  se  per  r  passa  un  solo  piano  tan- 
gente alla  quadrica,  r  deve  essere  una  tangente  di  fl. 

Dunque^  se  v  non  è  mi  raggio  di  una  quadrica  gobba  Jl  nu- 
mero dei  piani  tangenti  ^  che  per  r  si  possono  condurre  aìki 
quadrica  ,  è  uguale  al  nuìuero  dei  punti^  che  questa  ha  in  f^ 
mnne  con  i\ 
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g)  Indicando  con  - ,  a' ,  h^  la  schiera  delle  generatrici  e 
due  direttrici  di  una  quadrica  gobba  Q,  e  con  e  un  piano  non 
Ungente  alla  quadrica,  i  fasci  proiettivi  di  piani  (109,  e,  2.o), 
che  proiettano  -  da  a' ,  6' ,  sono  segati  da  o  secondo  due  fa- 
sci proiettivi  di  raggi  (  che  non  sono  però  prospettivi ,  nò  so- 
vrapposti), i  quali  generano  una  conica  appartenente  alla  qua- 
drica. Inoltre,  proiettando  da  un  punto  S ^  non  appartenente 
alla  quadrica,  le  punteggiate  proiettive  (109,  e,  2.o)  che  2)  deter- 
mina sopra  «',  6',  si  ottengono  due  fasci  proiettivi  di  raggi  di 
comune  centro  8  (che  non  sono  però  prospettivi,  né  sovrappo- 
sti), i  quali  generano  un  fascio  di  2.o  ordine  di  piani  tangenti 
alla  quadrica,  il  cui  inviluppo  è  un  cono  quadrico,che  si  dirà  cir- 
coscritto a  Q.  Dunque, 

ogni  piano  a,  non  tangente  ad  1  ogni  punto  S,  non  appartenente 
Hìui  quadrica  gobba  Q,  la  sega  ad  una  quadrica  gobba  Q,  è  ver- 
secondo  una  conica  Z3,  tice  di  un  cono  quadrico  Y  cir- 

coscritto alla  quadrica, 

h)  Ma  questi  teoremi  possono  completarsi,  aggiungendo, 


E  i  piani  tangenti  a  Q  nei  punti 
di  a  inviluppano  un  cono  qua- 
drico V. 

Di  vero,  indicando  con  ABC 
tre  punti  di  C3,  con  al^  i  piani 
tiingenti  a  ft  in  questi  tre  punti, 
e  con  ;8'  il   punto  agv^  n  cono 


E  i  punti  di  contatto  di  Q  coi 
2>ianl  tangenti  a  Y  generano 
una  conica  a. 

Di  vero,  indicando  con  agy 
tre  piani  tangenti  a  Y,  e  con 
ABC  i  loro  punti  di  contatto 
con  Q,  la  conica,  secondo  cui 


lUiidrico  [g)  a  dritta]  circoscrit-    il  piano  ABC=g  sega  Q  [g)  a 


sinistra],  coincide  con  quella  se- 
condo cui  G  sega  Y ,  con  la 
quale  ha  comuni  i  punti  ABC 
e  le  tangenti  c(a^7). 


to  a  Q  e  di  vertice  ^S^  coinci- 
de con  quello  che  proietta  C3  da 
Sj  col  quale  ha  comuni  i  piani 
tangenti  a^v  e  i  raggi  di  con- 
tatto S{ABC). 

i)  Indicando  con  I ,  a' ,  b'  la  schiera  delle  generatrici 
e  due  direttrici  arbitrarie  di  una  quadrica  rigata  Q ,  se  una 
retta  r  non  è  un  raggio  della  quadrica , 


/  fasci  i>roiettioi  (109,  e,  2.o)  di 
piani  a'i),b'D,  che   da   a',b' 


le  punteggiate  2^roiettive  (iOdj  <?, 
2.0)  a'2] ,  b'i) ,  che  1'  determina 


proiettano  ^,  dete^'minano  sopra*  sopita  &,*  y  h^  ^  proiettate   dar, 
Saskia — Geometria  protettiva.  30* 
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r  una  proieAtività  di  punti  P,  la 
quale  varia  in  generala  al  va- 
riare di  a' ,  b',  ma  ha  sempre 
una  stessa  involuzione  unitay 
che  diremo  involuzione  di  pun- 
ti Hr 

In  fatti,  conducendo  per  r  un 
piano  e  non  tangente  alla  qua- 
drica  ft,  esso  [<7)]la  sega  secondo 
una  conica  esche  passa  per  i  punti 
ca'=i4'  ,  cb'—fì',  e  sega  i  fasci 
proiettivi  di  piani  al  ,  6'I  se- 
condo i  due  fasci  proiettivi  di 
raggi  che  da  A' ^  B'  proietta- 
no C3.  Ma  questi  fasci  di  rag- 
gi determinano  sopra  r  la  stes- 
sa proiettività  di  punti  P  che 
determinavano  i  fasci  di  piani 
a'S  ,  b'X,  e  la  involuzione  unita 
di  P  non  varia  (86,  a,  a  sini- 
stra) al  variare  di  ^',  B\  Dun- 
que il  teorema  è  dimostrato. 


k)  Evidentemente  poi,  se- 
condo che  r  sega  Q  in  due  punti 
reali  e  distinti  E^F,  o  le  è 
tangente  in  un  punto  E,  r in- 
voluzione di  punti  Hr  è  iperbo- 
lica di  punti  doppi  E,Fj  o 
parabolica  di  punto  doppio  -E; 
e  viceversa.  In  conseguenza , 
quando  r  non  ha  alcun  punto 
reale  comune  con  ft,  diremo 
che  Q  ha  comune  con  r  la  cop- 


dànno  una  proiettività  di  pia- 
ni P'f  la  quale  varia  in  gene- 
rale al  variare  di  a' ,  b' ,  ma 
ha  sempre  una  stessa  involuzio- 
ne unita,  che  diremo  involuzio- 
ne di  piani  ft^. 

In  fatti,  assunto  in  r  un  punto 
8  non  appartenente  alla  quadri- 
caQ,  sarà  [</)]  ^il  vertice  di  un 
cono  quadrico  ^  circoscritto  ad 
essa  e  tangente  ai  piani  Sa^^7.\ 
Sb'=yi  ed  iS^  proietta  le  punteg- 
giate proiettive  a' 1,6'-  mediante 
i  due  fasci  proiettivi  di  raggi  se- 
condo cui  a',^'  sono  sezionati  da 
tutt'  i  piani  tangenti  a  Y.  Ma, 
proiettando  da  r  questi  fasci  di 
raggi,  si  ottiene  la  stessa  proiet- 
tività di  piani  P'  che  si  ha  pro- 
iettando darle  punteggiate  a% 
b'Z,  e  la  involuzione  unita  di  P' 
non  varia  (86,  h,  l.o,  a  destra)  al 
variare  di  a',^'.  Dunque  il  teo- 
rema è  dimostrato. 

Evidentemente  poi ,  secondo 
che  per  r  possono  condursi  a  Q 
due  piani  tangenti  reali  e  distinti 
s,9,  o  uno  solo  £,  V  involuzione 
di  piani  ft^  è  iperbolica  di  piani 
doppi  €,?,  o  parabolica  di  pia- 
no doppio  e;  e  viceversa.  In  con- 
seguenza, quando  per  r  non  si 
può  condurre  a  Q  alcun  piano 
tangente  reale,  diremo  che  per 
r  passa  la  coppia  immaginaria 


pia  di  punti  immaginarii,  rap-  .  di  piani  tangenti  a  Q,  rappn^esen- 
pr esentata  dall'  involuzione  di  '  tata  dalV  involuzione  di  piani 
punti  fty  ;  e  così  avremo  defini-  1 H,.  ;  e  così   avremo  definito  le 
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lo  li  t^ppie  di  punit  immafjma^ 
rii  di  Htm  q^tf idrica  rigata^ 

fi  Dunque,  una  retta  qnahtìi- 
qiiit  Vj  gf'  ìiQH  è  UH  raggio  di 
tmaquadrica  gobba  %  la  »ega 
mmpre  in  due  punti  (  rmtll  e 
distinti,  coincidenti  j  o  immagi- 
narii);  e  tutte  le  coniche  ,  se- 
zioni della  quadrica  coi  piani  del 
fascio  (r),  passano  per  questi  due 
punti. 


coppie  di  piani  tangenti  imma- 
ginar ii  di  una  quadrica  rigatn. 
Dunque,  per  una  qualiinqu* 
retta  r,  che  non  è  un  raggio  dì 
una  quadrica  gobba  d  j  passa- 
no sempre  due  piani  tangenti 
(reali  e  distinti j  coincidenti^  tf 
immaginar ii);  e  tutti  i  coni  qua- 
drici circoscritti  alla  quadrica, 
che  hanno  i  loro  centri  in  r,  hh- 
no  tangenti  a  questi  piani. 


m)  Una  quadrica  gobba  Q  si  dice  superficie  rigata  di  2j' 
ordine ,  perchè  una  retta  qualunque  r  ha  sempre  due  punti  co- 
muni con  essa  ;  e  si  dice  superficie  rigata  di  2.«  classe,  perche 
per  r  passano  sempre  due  piani  tangenti  a  Q.— Inoltre,  per  In 
doppia  proprietà,  si  dice  che  Q  è  una  superficie  rigata  di  l^" 
grado, 

112.  a)  Se  una  delle  schiere  rigate  di  una  quadrica  gobba, 
e  quindi  (  109  ,  f  )  anche  V  altra,  ha  un  raggio  nel  piano  uf- 
V infinito  io ^,  questo  piano  sarà  tangente  alla  quadrica,  laqualt* 
prende  allora  il  nome  di  paraboloide  iperbolico  (paraboloidi' 
gobbo,  o  rigato). 

b)  Nel  paraboloide  gobbo,  le  generatrici  e  le  direttrici  sofi't 
(109,  f)  \  I  rispettivamente  a  dice  piani  ? ,  p'  (  che  chiameremu 
piani  diretiori)\  ossia,  una  qualunque  delle  due  schiere  rigatr, 
appartenenti  ad  un  paraboloide  gobbo,  determina  sopra  due  rag- 
gi arbitrarii  dell'  altra  due  punteggiate  simili, 

e)  La  sezione  di  un  paraboloide  rigato  con  un  piano  o  , 
non  tangente  ad  esso,  è  una  parabola,  o  un'iperbole,  secondo  chr 
e  è  i!  alV  intersezione  d  dei  piani  direttori,  o  pur  no:  poich*'\ 
nel  1.0  caso,  la  sezione  contiene  un  solo  punto  air  infinito— quellr> 
di  direzione  d — ,  e  nel  2.o  caso  contiene  due  punti  distinti  al- 
l'infinito, cioè  quelli  nei  quali  a  sega  i  due  raggi  air  infinito 
del  paraboloide. 

d)  Il  paraboloide  iperbolico  è  pure  generato  da  una  retdf 
variabih  r,  che  si  appoggia  a  due  rette  fisse  sghembe  a,  b,  man- 
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tenendosi  parallela  ad  un  dato  j^iano  p  che  sega  a  ,  b  in  punti 
al  finito:  perchè  r  si  appog<^ia  cosi  alla  retta  all'  infinito  di  p. 

e)  Se  i  piani  direttori  sono  j_  tra  loro,  il  paraboloide  iper- 
bolico si  dice  ortogonale,  o  equilatero;  ed  ò  chiaro  che,  in  ognu- 
na delle  due  schiere  rigate  di  un  2>aràboloide  iperbolico  equila- 
tero esiste  un  raggio  ±_  a  tutt'  i  raggi  deW altra  schiera  rigata. 

f)  Se  niuna  delle  schiere  rigate  S^a2>c... ,  -'^a'ò'c'...  di 
una  quadrica  gobba  ha  (lOi),  f)  un  raggio  airinfinito,  il  piano 
air  infinito  to^  non  è  tangente  alla  quadrica,  la  quale  riceve 
allora  il  nome  di  iperboloide  gobbo  (rigato,  o  ad  una  falda), 

g)  In  conseguenza,  la  generatrice  e  la  direttrice,  che  pas- 
sano per  ciascun  punto  all'infinito  di  un  iperboloide  gobbo,  sono 
rette  al  finito;  ossia,  le  generatrici  abc...  e  le  direttrici  a'b'c'...  di 
un  iperboloide  rigato  si  distribuiscono  in  coppie  esl*  ,  hh' ,.. .  di 
rette  H;  e  il  luogo  dei  punti  all'infinito  aa'^A^ybb'^B^,..,  si 
dirà  che  è  la  conica  zs^,  secondo  cui  l'iperboloide  rigato  è  se- 
zionato dal  piano  all'  infinito. 

I  piani  aa*  ^a,  bb'^  g,...,  tangenti  all'  iperboloide  nei  punti 
A^  ,  7i^,... ,  diconsi  piani  assintotici,  ed  inviluppano  un  cono 
quadrico,  che  si  chiama  co7io  assintotico^  e  che  è  toccato  dai  piani 
a  ,  ^,...  lungo  i  raggi  a^ ,  b^,.,.  rispettivamente  ||  ad  a,  6,.... 

h)  La  sezione  di  un  iperboloide  rigato  con  un  piano  o, 
non  tangente  alV  iperboloide  ,  è  un'  ij^erbole ,  una  parabola , 
0  un'  ellisse,  secondo  che  i  punti  comuni  a  o  e  alla  conica  al- 
Vinfinito  rz^  dell'iperboloide  sono  reali  e  distinti,  coincidenti,  o 
immaginarii\  ossia,  secondo  che  il  piano  o\  condotto  parallelamente 
a  a  pel  centro  del  cono  assintotico  delV  iperboloide,  ha  comuni 
con  questo  cono  due  rette  reali  e  distinte ,  coincidenti ,  o  im- 
maginarie. 

i)  Le  II  alle  rette  di  una  quadrica  gobba,  condotte  per  un 
punto  al  finito ,  costituiscono  un  cono  quadHco]  m,a  questo  cono 
degenera  in  due  piani ,  se  la  quadrica  è  un  paraboloide  iper- 
bolico. 


113.  a)  Dato  un  punto  S  , 
non  appartenente  ad  un'  asse- 
gnata quadrica' gobba  Q,  il  luo- 
go del  punto  S' ,  separato  ar- 
monicameute  da  S  mediante  la 


Dato  un  piano  a, 
gente  ad  un'  assegnata  quadri- 
ca gobba  Q,  Vinviluppo  del  pia- 
no a',  separato  armonicamente 
da  0  mediante  la  quadrica  (os- 
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quadrica  (ossia  mediante  i  due 
suoi  punti ,  reali  o  immagina- 
rli, situati  sulla  retta  SS'^r), 
è  un  piano  a  —  che  diremo  pia- 
no polare  di  S  rispetto  a  Q— ; 
*'  il  cono  quadrico  SQ  ^  ^j  di 
vertice  S  e  circoscritto  a  Q^  toc- 
ca questa  superficie  lungo  la 
conica  cQ.  Inoltre,  il  piano  po- 
lare G  contiene  V  intersezione 
dei  piani  ol  ,  a'  tangenti  in 
due  punti  qualunque  A ,  A'  al- 
lineati con  S,  ed  è  separato  ar^ 
monicamente  da  S  mediante  a,  a'. 


sia  mediante  i  due  piani  tan- 
genti, reali  o  immaginarii,  con- 
dotti per  la  retta  ce' ^?-),  è  un 
punto  /S'—che  diremo  polo  di 
0  rispetto  a  Q  —  \e  il  cono  qua- 
drico "^,  circoscritto  a  Q  lungo 
la  conica  cQ,  ha  ^  per  vertice. 
Inoltre^  il  j^olo  S  è  allineato  coi 
punti  di  contatto  A,  A'  di  due 
piani  tangenti  qualunque  o.,oJ 
che  si  segano  sul  piano  o,  ed  è 
separato  armonicamente  da  S 
mediante  A  ,  A'. 


Di  vero,  indicando  con  p  un 
plano  variabile  della  retta  ^.4', 
f"  posto  pQ^s3,  pa^«,  o'x'^^a'j 
saranno  a^a*  le  tangenti  in  A^A' 
alla  conica  C3.  Inoltre,  i  punti 
separati  armonicamente  da  S 
mediante  s  (  ossia  i  punti  della 
polare  s  dì  S  rispetto  a  zs)  sa- 
ranno (111,/,  a  sinistra)  i  punti 
del  luogo  in  esame  situati   nel 


Di  vero,  indicando  con  7^  un 
punto  variabile  della  retta  aa'^ 
e  posto  /?Q=Y',  RA=ajRA'=a'^ 
saranno  a, a*  ì  raggi  di  contatto 
di  a  ,  a'  col  cono  quadrico  ^", 
Inoltre,  i  piani  separati  armoni- 
camente da  0  mediante  V(ossia 
i  piani  del  niggio  polare  *  di  e 
rispetto  a  W)  saranno  (111,  Z,  a 
dritta)  i  piani  dell'  inviluppo  in 
piano  p;  ed  s  appartiene  al  pia-  j  esame  appartenenti  ad  It;  ed  s 


no  e ,  separato  armonicamen- 
te da  S  mediante  a,a',  il  quale 
contiene  la  retta  aa'.  Ma,  in- 
dicando con  E  il  punto  di  con- 
tatto della  quadrica  con  un  piano 
tangente  condotto  per  a%  se  si 
suppone  r^SE ,  si  ha  S'^E'^ 
<*  quindi  ^  è  un  punto  di  e. 
Dunque  il  teorema  è  intera- 
mente dimostrato. 


passa  pel  punto  ^S',  separato  ar- 
monicamente da  e  mediante 
^1 ,  A%  il  quale  giace  sulla  retta 
AA'.  Ma,  indicando  con  e  il 
piano  tangente  a  Q  in  un  punto 
della  conica  cQ ,  se  si  suppone 
r^GZ,  si  ha  c'^-;  e  quindi  £ 
è  un  piano  di  ^S.  Dunque  ,  il 
teorema  è  interamente  dimo- 
strato. 


6)  È  chiaro  (cfr.  97,  d)  che,  se  un  punto  ^S'  appartiene  ad 
una    data  quadrica    rigata ,  si    dovrà    assumere    il   piano  tan- 
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ginitc  a  dì  questa  superficie  in  aS'  coinè  piano  polare  di  S,  ed  S 
come  poio  di  e. 

e)  Se  e  è  il  piano  polare  di  un  punto  8  rispetto  ad  una 
ifìtadrkft   rif]ata, 

l/>  //  pHuto  8  è  (cfr.  1)7,  c)  il  2)olo  di  e: 

2/*  il  piano  polare  di  un  punto  qualunque  di  G  passa  (cfr. 
l>7j  f)  per  S,  e  il  polo  di  un  piano  qualunque  di  S  giace  in  e. 

d)  ì/i tipetto  ad  una  quadrica  rigata  Q,  /  piani  polari  dei 
punti  di  una  retta  r,  e  i  jwli  dei  piani  di  r,  appartengono  ad 
una  stesila  retta  v\  mentre  i  piani  indarì  dei  punti  di  r',  e  i 
poli  dei  piani  di  v',  appartengono  ad  r:  e  noi  diremo  che  r  j  r* 
sono  polari,     V  una  dcJl'  altra,  rispetto  a  Q. 

Di  vero,  indicando  con  .4  ,  i^  i  poli  di  due  piani  a  ,  ^  di  r, 
siccome  i  punti  CD' E',.,  di  ;•  giacciono  sui  piani  a  e  ^,  i  loro 
]iìiinL  i)«>lMri  7'ò'i'...  passano  tutti  [e),  2.»]  per  i  poli  i4,Z^  di  a,^; 
t^i>i5Ìii  pai^tìaiio  per  la  retta  AJì^r'.  Inoltre,  siccome  i  piani  X'ix''^'— 
di  /*'  passano  per  ^l  e  B,  i  loro  poli  L'M^N'. ,  .  giacciono  tutti 
[ci,  2/^]  sui  piani  a  e  ?,  ossia  sulla  retta  a3  ^  r. 

e)  Se  vi-  Hu  raggio  di  Q,  i  piani  polari '^Jò'i\„  dei  punti  C'D'E'... 
di  V  i  piani  tangenti  in  C'D'E' . . .  )  costituiscono  [b)]  un  fascv» 
di  a^sHc  Y  proiettivo  (llìjd)  alla  punteggiata  C'D'FJ,..  ]  e  quindi 
la  poli  tri'  (fi  V  è  allora  la  stessa  r. 

Vietavi' rn(i,  se  una  retta  r  è  polare  di  se  stessa  rispetto  ad  una 
qttttdìfva  rigata  (e  perchè  ciò  avvenga  basta  che  i  j^oli  di  din- 
piani  di  v  giacciano  sopra  r),  è  r  un  raggio  della  quadrica; 
jx (ielle  i  punti  di  r  appartengono  alla  quadrica. 

/')  Se  le  due  rette  polari  r,  r'  sono  distinte,  ma  non  sghembe,  il 
jNfttttt  vr'  i=S  è  il  polo  del  piano  rr' ^  g  (perchè  il  piano  \^o- 
lan-  di  N  d<'ve  passare  per  r  ed  r'),  mentre  S,o  sono  un  puntn 
dilla  fftftttfrirtt  rigata  e  il  relativo  piano  tangente:  ed  r^  di- 
cmihi  allora  anche  tangenti  coniugate. 

Vietrersu  ,  se  r  è  una  tangente  di  Q  in  un  punto  8  ,  la  pò- 
lare  r'  di  r  passerà  per  8  e  giacerà  nel  piano  tangente  o  in  8; 
perchè  i  ]>ianì  polari  e,  \k'  dei  punti  aS',  M'  di  r  debbono  pas- 
hàre  per  N  ed  appartenere  ad  r\ 

Inoltre,  Hr  V  ,  r'  sono  due  tangenti  coniugate  (  che  passano 
quindi  ]H'Ì  jamto  rr' ^  S  di  Q  e  giacciono  nel  piano  tangente 
rr'^=^,a  in  N ',  /  7>/rt?t/  polari  af^. . .  dei  punti  ABC...  dell'una 
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r*fm^nmìw  un  fanci**  dì  as^e  r,  pnnetìivfj  afìa  punteggiata  ABC...; 
fd  r  ,  r'  »ona  ragt/i  etHtutgafi  in  ìtntt  involuzione  ^  che  ha  jìer 
fftfffft  doppi    Ift    ff^iwrfffricfi    i*    e  la  direttrice    f,   che  passano 

In  fatti,  un  piano  o'  di  r\  tlìstinio  chi  e,  se^a  Q  (112,  </)  sc- 
c(HNla  una  ctfiiii-M  e:  tinip'nti*  ad  /  in  N,  e  sega  a^Y—  [^)]  ^^*" 
t'OiHÌo  le  polari  alfi\..  dì  AIK\..  mpt-tto  a  C3,  le  quali  costitui- 
Monn  ^80  j  ej  un  fascio  di  ruggì  in'oiettivo  alla  punteggiata 
.4/^t\*.,— Consìdennida  poi  una  retta  m  di  e,  che  non  passi  per 
.V.  ì  punii  mr^^  M\  mr*  z^  M  sono  separati  armonicamente  da 
^  nf  ipercliè  M  glaee  gul  piano  prdare  di  M\  ed  ni  sega  Q  nei 
punti  file  ,  Vìf)  ;  osaìa  tfrr*  è  un  grupjjo  armonico. 

g}  Se  r  Jio^i  ^  itii  raggio^  m  tuia  tangente,  di  Q  ,  la  polare 
1'^  di  r  ««r<V  [e 3^  f  ))]  sghemba  ad  \\  E  «p  v  sega  Q  /;t  punti  reali 
f  distinti  L'  ,  M'j  /^er  r  pm^seraìiìio  fili,  fj  d?6«  piani  tangenti 
rmìi  e  distinti,  ì  cni  pnnti  di  contatto  .saranno  i  punti  r'ft;  e 
(pf  in  rf  t  j  ite  T  ^ga  la  t/ua(  ^  rie  a  tu  p  u  n  t  i  i  n  t  m  agin  arii,  anche  r  '  la 
negherà  in  punti  immaginarti, 

Im)tire^  l .^*  i piani  polari  dei  punti  dell'una  v  delle  polari 
r,r'  [armanti  un  fascio  di  atf^f  r'  in  involuzione  con  la  punteg- 
ijintiì  del  pnìi  : 

2,«  h  int'oitìzionl  di  puìiti  (o  di  piani)  Q^^  Q,.»  sono  della 
^ih^mt  specie  ;  e  le  involuzioni  di  pìtnti  Q^ ,  ft,»  sono  sezioni 
rijspdtivaménfe  delle  invuluzioni  di  piani  Q^» ,  Q^  (e  noi  diremo 
che  le  prime  due  involuzioni  sono  ordinatamente  prosiìcttive  alle 
M^coodej. 

Di  veroy  se  a'J'..,  sono  i  piani  polari  dei  punti  A'H'...  di  r  (piani 
che  paiano  per  r'}.  .4'  e  %*r^^A\,ìV  o  ^V  = /?/ ,...  sono  [a)] 
eopple  di  punti  coniugati  armouìei  rii^petto  ai  punti  rQ  (reali  o 
immaginani),  omm  eoningnti  iieir  involuzione  di  punti  Q^.  Dun- 
que (dV.  *J7j  h)  è  dimostrato  quanto  è  detto  in   l.»  e  2.o. 

A)  He  mi  raggio  a  di  una  quadnca  rigata  Q  si  app>oggia 
nd  una  retta  i\  easa  m  appoggia  anche  alla  polare  r'  di  r  (per- 
rhf*  il  piano  polare  del  punto  va  passa  per  i*'  e  per  a)'^  e  i 
punti  ra  ,  v'a  soììo  i  poli  ordinatami' nie  dei  piani  r'a ,  ra  ri- 
vpttto  a  8^  metitre  ttn  piano  qnaluufjne  p  delVuna  r  delle  polari 
f.v*  sttjfi  f altra  r'  tnd  p(*ln  di  V  rispetto  alla  conica  fQ. 
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/)  Rispetto  ad  una  quadriea  rigata,  si  dicono  clementi  re- 
tiproci  [coniugati) 

fine    punti    >S',  S* j  se    il  piano!  due  piani  o,  e',  se  il  polo  del- 


l>olarc  deiruno  S  passa  per 
l'altro  /S":  e  quindi  allora  [e), 
L\o]  anche  il  piano  polare  di  >V' 
l)asserà  per  S: 

lina  retta  a  ed  un  punto  B,  se 
*i  giace  nel  piano  polare  f  di  B, 
0  se  B  giace  sulla  polare  a'  di  a\ 
e  ,  di  queste  due  condizioni , 
runa  ò  conseguenza  dell'altra: 


r  uno  e  giace  nell'  altro  e'  ;  e 
quindi  allora  [e) ,  2.o]  anche  il 
polo  di  e'  giacerà  in  e  : 

una  retta  a  ed  un  piano  ?,  se 
a  passa  pel  polo  J5  di  f,  o  se 
g  contiene  la  polare  a'  di  a;  e, 
di  queste  due  condizioni,  l'una 
ò  conseguenza  dell*  altra: 


due  rette  a  ,  h,  se  l'una  a  si  appoggia  alla  polare  6'  dell'altra 
/;  ;  ed  allora  anche  b  si  appoggerà  alla  polare  a'  di  a ,  ed  i 
punti  ab' ,  a'b  saranno  i  poli  ordinatamente  dei  piani  a'b  ,  ab'. 

k)  Dunque,  rispetto  ad  una  quadriea  gobba  j 


fin  punto  A  è  reciproco  a  tutti 
i  punti  ed  a  tutte  le  rette  del 
suo  piano  polare  a  (incluso  il 
punto  A  stesso^  se  A  y  a  si  ap- 
partengono); ed  è  reciproco  al 
nolo  punto  ba  di  una  retta  b 
non  appartenente  ad  a,  ed  alla 
sola  retta  fa  di  un  piano  f  di- 
stinto da  a: 


un  piano  a  è  reciproco  a  tutti 
i  piani  e  a  tutte  le  rette  del 
suo  polo  A  (incluso  il  piano  a 
stesso,  se  OL  ,  A  si  appartengo- 
no); ed  è  reciproco  al  solo  pia- 
no bA  di  una  rettn  b  non  ap- 
partenente ad  A,  ed  alla  sola 
retta  BA  di  un  punto  B  distin- 
to da  A  : 


una  retta  a  è  reciproca  a  ciascun  punto,  o  piano,  appaHenenie 
alla  polare  a'  di  a  (ed  a  ciascun  punto,  o  piano,  di  a,  «6  a  é 
un  raggio  della  quadriea) ,  ed  a  tutte  le  rette  che  si  appoggiano 
ad  a'  (inclusa  la  stessa  a,  «e  a  è  un  raggio  della  quadriea ,  o 
i^e  a ,  a'  giacciono  in  un  piano). 

l)  Indicando  con  A ,  A'  due  punti  distinti  reciproci  ad  una 
fiuadrica  rigata  e  con  a  ,  a'  i  rispettivi  piani  polari,  ai  raggi 
ìmn...  del  fascio  (A  ,  a')  corrispondono  proiettivamente  le  loro 
rette  polari  l'm'n'... ,  che  sono  raggi  del  fascio  (A',  a):  poiché 
la  retta  aa'EE^r  è  polare  della  retta  AA'^r',  e  la  punteggiata 
r(lmn...)  è  proiettiva  [g,  l.*^]  al  fascio  di  piani  r'Q'm'n'.,.), 
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m)  Si^  li ,  U  Hont}  due.  rrtte  ìtnn  polari  uè  reciproche  rispetta 
mi  una  qumlricu  rigata  Q.  i  fasci  di  piani  (a) ,  (b)  —  e  le  putì- 
tergiate  (a)  ,  (b)  —  saranìm  pn/iettivi,  se  si  riferiscono  in  guisa 
che  gli  elementi  corri:^l2JOìì^ìenti  sieno  reciproci  (*). 

Di  vero^  iudicaudo  con  o'  la  polare  di  a  (la  quale  può  coiii- 
cidere  con  a,  quando  a  e  h  sono  sghembe),  si  ha,  p.  e.,  olir 
il  fascio  di  piani  (a)  è  proiettivo  alla  punteggiata  dei  poli^  f* 
qnestìj  proiettati  da  hj  danno  i  piani  corrispondenti  del  fascio  {b  \. 

114,  a)  Un  tetraedro  ABCD^OL^{,yj  si  dirà  autoreciproco,  ri 
»pttto  ad  una  quadrica  rigata  Q,  se  i  vertici  ABCD  sono  i  polì 
iirdìnat-auiente  delle  faecc  opposte  a^y^. 

h)  È  cliiaro  che ,  esit^tuno  infiniti  tetraedri  antoreciproei 
cA*  hanno  un  comune  vertice  A,  e  che  hanno  quindi  anche  il 
piano  polare  a  di  A  per  comum'  faccia. 

Di  vero»  supposto  che  A  non  sia  un  punto  di  Q,  di  un  puntu 
B  di  fltj  non  appartenente  alla  <)uadrica,  si  costniisca  il  piano 
polare  f,  il  quale  passerà  per  A:  ìndi,  assunto  nella  retta  a^^h 
un  punto  C  non  appartenente  a  Q ,  si  costruisca  il  suo  piano 
jHilare  ^j  il  quale  passerà  per  ^4 ,  B,  e  segherà  a  secondo  vlììiì 
retta  e  di  B  e  la  retta  //  in  un  punto  D  distinto  da  B  :  sarà 
ABCD  uno  degli  infiniti  tetraedri  in  esame. 

Se  poi  solo  per  B  si  assume  un  punto  di  a  situato  in  Q , 
il  piano  ^  psisserà  per  B  e  segherà  a  secondo  una  retta  b  di  B: 
b\  otterrà  cosi  un  tetraedro  auto  reciproco  degenere  di  1,^  spt- 
ci>,  il  quale  ha  3  vertici  -4  ^  B ,  C,  tre  facce  a^f,7  e  4  spigoli 
h^  e,  AB,  AC.  Ma,  se  per  f^  si  prende  il  punto  B,  si  ottiene  \m 
tetraedro  autoreeiproco  degenere  di  2.^  specie,  che  ha  due  vertici 
/tji?j  due  facce  at ,  ^  e  tliie  spìgoli  AB^b. 

He,  in  fine,  ^  è  un  punto  di  Q,  oltre  ai  due  tetraedri  de- 
f^oneri  ora  ottenuti^  la  etessa  costruzione  fornirà  un  tetraedro 
atuoreeìproco  degenere  di  3.«  specie j  che  ha  il  solo  vertice  A  e 
la  sola  faccia  a< 

f)  Si  osservi  ancora  che,  in  un  tetraedro  autoreciproco  non 


♦  h  He  è  h  =  a^  \e  proiptttvità   in  psame  diventano  le  involuzioni  ci» 
piani  ^  e  di  punti  ,  chi»  0  doterniitm   in  a. 
He  «  ,  fr  sono  reciproche  ,  o  polari  ? 

S\Kni\-Otomrtr ta  p rmft t rpa ,  3 1 * 
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degenere  ABCD^^af^i^  ^  dae  spigoli  opposti  sono  rette  polari 
stfbembe,  mentre  due  spigoli  clie  passano  per  uno  stesso  ver- 
tice, e  «lue  verlicì  (o  facce)  qualumpie,  sono  coppie  di  elementi 
reciproci  (*)• 

In  conseguenza  un  tale  tetraedro  è  definito  aiieora  da  due 
rette  polari  8gliembe  AB^  CD^  e  dalle  coppie  AB^  CD  (oa%^^^) 
di  punti  (o  piani)  reciproelì  ossia,  da  due  rette  polari  sghembo, 
e  da  fine  involuzioni  iperboliche  di  punti  (o  piani),  armonichr 
onìinatauiente  alio  involuzioni  di  punti  (o  di  piani)  che  Q  de^ 
termina   sulle  rette  polari  AB  ^  CD. 

Generalizzando  diremo  che^  un  tetraedro  autoreci  prò  co  non  de- 
genere è  riusìeiiic  di  due  rette  polari  sghembe  r  ,  s^  e  di  éiw 
involazionij  amendue  di  pnntì  (o  di  piani),  armoniche  ordinata- 
mente alle  involuzioni  Q,-,Q^  di  punti  (o  di  piani)  e  non  paraboli- 
che (^);  e  lo  indicheremo  col  simbolo     *"  1, 

Secondo  che  le  involuziimi  armoniche  assunte  sotio  amendue 
iperboliche,  o  Tuna  ellittica  e  l'altra  iperbolica,  o  amendue  el- 
littiche j  il  tetraedro  auto  re  ci  prò  co  Burh  reale  e  non  de  gè  uè  re, 
immmjlnarhì  di  /.«*  specie^  o  iiiimaginario  di  2.^  specie. 

d)  Sii  ABCD^^iLp^^  è  un  tetrap-dro  aittoreclproco,  reale  e  non 
degenere^  le  iuvoluEionì  di  punti^  f.  dì  pkutìj  reciproci  che  (a  qua- 
drica  rigata  ft  determina  sopra  una  cojìpia  di  spigoli  oppmti 
dd  tviraedro  mno  vìììHiche  ,  e  qudU  rhe  determitta  sopra  tjìl 
altri  tjuattro  spigùli  mno  iperlfOÌkhe  :  ossia  l  puliti  comuni  a 
Il  e  a  due  spigoU  oppoBti  de!  tetraedro^  e  i  piani  taìigeutl  cott- 
ilotli  per  questi  spìgoli^  souo  ìmmag/narli  ^  e  sono  reaìi  e  di- 
stinti  i  punti  ànm(ni  a  Q  ed  agli  altri  quattro  spigoli^  e  i  piniil 
tangenti  condotti  per  essi. 

Di  vero,  poiché  una  qualunque  delle  facce  del  tetraedrOj  p* 
e,  a^  sega  Q  seconda  una  conica  cs,  due  soli  lati,  p.  e.  BC,  BD. 
segano  n,  e  quindi  (iUJ,  ^,2,»)  questi  spigoli  e  gii  spigoli  op- 
posti del  tetraedro  sono  solo  quelli  che  segano  Q, 

(*)  È  evidejito  chs  ,  «s  due.  coppie  di  Rpigoli  oppùÉii  di  an  tetraedra 
AB  CD  BORO  coppie  di  rette  potar  l^  gli  altri  upigoti  opp^»tÌ  sono  purè  rdte 
potarla  ed  il  Utranlro  è  ^ntoreriproro, 

(*)  Le  involuzioni  di  piani  (J^ ,  0^  sono  prospettive  [118,  ^,  2,*)]  ordina- 
t amento  aHe  involnzioni  di  punti  0^, ,  0^  :  e  perciò  ,  data  1'  ntia  eoppìft 
d^  iuvoluziuni,  è  £Ìata  puro  1^  altra. 
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116.  a)  11  polo  0  del  piano  air  infinito  to^  ,  rispetto  ad  una 
quadrica  rigata  Q^  si  chiama  centro  della  quadrica  stessa;  men- 
tre il  piano  polare  e  di  un  punto  S^  di  to^  e  la  polare  r  di 
una  retta  r'^  di  w^  si  chiamano  piano  diametrale  (  coniugato 
ad    ogni  retta  di   S^  )  e  diametro  (  coniugato  ad   ogni    piano 

b)  Dunque^  tutti  i  piani  diametrali ,  e  ttUti  i  diametri  di 
11}  paesano  pei  eentro  0  di  Q;  ed  ogni  piano  (o  retta),  che  passa 
per  Of  è  un  piano  diametrale  (o  un  diametro)  di  Q. 

e)  Sé  Q  é  w«  iperbùìoide  gobbo,  il  suo  centro  0  è  (112,  f/ 
e  113,  a)  il  vertice  del  suo  cono  assintotico, 

d)  Kehttìvaniento  ad  un  iperboloide  gobbo,  se  a  è  un  dia- 
metro ,  il  piano  polare  a  del  punto  air  infinito  ato^  è  [a)]  il 
piano  diametrale  coniugato  ad  a,  e  la  retta  airinfinito  aw^^zaV. 
l'  (11^,  d)  la  polare  di  a.  In  conseguenza,  il  piano  polare  [jl  di 
un  punto  t|ua]uin|ue  M  di  a,  dovendo  passare  per  la  retta  a'^, 
è  I  ad  a;  e,  rispetta  alla  conica  otQ^cs,  è  (113,  h)  \i.a  il  polo 
delia  retta  a'^^,  ossìa  ò  il  centro  di  C3.  In  fine,  poiché  l'iperbo- 
loide e  il  suo  cono  assìntotico  V  sono  segati  dal  piano  lo^^  se- 
condo la  stessa  conica  all'infinito  C3^,  rispetto  alla  quale  ò  aw.,^ 
il  poio  dì  a'^,  sarà  a  il  raggio  polare  di  Oa'^^a  rispetto  a 
V>  DunquCj 

R filali vameiitii  ad  mi  iperboloide  gobbo  Q  di  centro  0, 

L«  i7  piano  polartì  \^.  di  un  punto  arbitrario  M  è  1]  al  pia- 
no  dixiìfìetrale  a  coniugato  al  diametro  OM^a;  e  quindi  se  a 
jfe^a  ^'  iperboloide  in  putiti  reali  e  distinti  A,  A',  è  \k  \\  ai  piani 
iantjtnii  in  A  ^  A',  a  vicerersa: 

^-•^  se  a  ^  rf^i  diamefro  delV  iperboloide  coniugato  al  piano 
diametrale  a^  è  B,  il  raggio  polare  di  a  rispetto  al  cono  assin- 
lotico  deìV  iperboloide: 

3.»  il  luogo  dei  centri  delle  coniche  ajCSa . . .  ,  secondo  cui 
r  iperbolfjide  è  segato  dai  piani  a^OEg  •••  Il  ^^  ^^^  dato  piano  dia- 
metrale C£,  è  il  diaiuetro  a  coniugato  ad  a;  ed  r  è  pure  il  luogo 
dei  poli  di  tali  piani  (perchò  questi  passano  per  la  polare 
am^^^a'^^  di«),  mentre  una  coppia  qualunque  di  diametri  con- 
Iffgati  delia  conica  aQ^C3  é  parallela  ad  una  coppia  di  dia- 
m^^trr  citHtugatì  in  ciascuna  delle  coniche  cSjCS^ ...  [perchè  zzzs^zz^.., 
pai$^ano  (il  1^0  P^''  E^^  stessi  punti  air  infinito  ct'^^ft]: 
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4-*'  il  luogo  dei  centri  delle  innolitzlom  di  jmnti  recìproci^ 
che  f  ijicrboioide  Q  diftermina  sn  ciascuna  ratta  v  parai  hi  a  a€Ì 
un  diametro  a  delV  iptrbohnde^  è  il  piano  diamstraìe  a  coniu- 
gato  ad  a;  perchè  questi  punti  centrali  sono  reciproci  del  punt-o 
all'infinito  aw^  di  r,  e  t|uincii  glaccionn  nel  piano  polare  a  del 
punto  aw^: 

5/J  Un  diametro  a  dell*  iperbolùide  è  voìiiugato  (113|  /)  n 
ciascun  diametro  b  mtuato  nel  piano  diametrale  et  coniugato 
ad  a  {percljò  b  sega  la  polare  a*^  dì  «j;  e  un  piano  (lianMtral^ 
a  è  coniugato  (llHj  i)  ad  ogni  piano  diametrale  ^  che  passa  pel 
diami*tro  a  mniugato  ad  a  (perche  2  passa  pt^l  polo  rrw^  di  a). 

e)  Se  un  triedro  aSy^aòc,  che  ha  per  vertice  il  centro  O 
di  un  iperboloide  ad  una  falda  fl,  insieme  col  piano  aD'in finito 
isi^,  costitiitsec  nn  tetraedro  autoreciproco,  si  dirà  che  abc  (o  ap-^) 
è  una  terna  di  diaiiftri  (o  piani  diametrali)  coniugati  a  due  €i 
dati  ncll'  iperboloide  stesso  ;  ed  ù  evidente  [d}.  2.^]  che  il  trie- 
dro a}^^^nbc  è  autorecìproco  rispetto  al  cono  assintotico  del- 
r  iperboloide. 

E  siccome  uno  solo  dei  tre  spif^olì  dei  tetraedro  autorociproco 
a?vi*|^  situati  nel  piano  w^  6  esterno  alla  conica  t-i^fl^  ne  se- 
^ne  (114,  e)  chCj  in  una  terna  di  diametri  coniugati  di  un  iperbo- 
loide gobbo  uno  solo  In  sega  in  punti  immaginarli, 

f)  iSV  Q  è  un  paraboloide  gobbo ^  il  hho  eentro  è  (  II:?  ,  a^ 
il  xu!}  punto  di  contatto  0^  col  piano  tangente  alt  infinito  :  e 
fpfiudi  [lì)]  tutti  i  f^uoi  diametri  sono  ||  ail^a  direzione  di  0^  ed 
a  ci  fise  un   piano  diametrale. 

g)  È  evidente  poi  [cfr.  ri)]  cliCj  rispetto  ad  un  paraboloidt* 
iperbolico  Q, 

1.9  il  luogo  dei  centri  delle  coniche^  sezioni  del paraboìoicifi 
col  piani  di  data  giacitura  p,  è  il  diametro  Vj  palare  dellu  retta 
secondo  cui  p  sega  il  pianf^  ali'  influito  b)^;  ed  r  è  pure  il  Inot/a 
ttei  poli  dei  piani  ]  a  ^^  mentre  una  coppia  qualu  no  uè.  di  dlu- 
ìn'^tri  coniugati  in  una  di  queste  coniche  è  parallela  ad  uH€m^ 
eoppia  di  diametri  mniugati  in  ciascuna  delle  altre  : 

2.»  Se  ni  è  una  reMa  j  che  non  sia  un  diametro  del  para^ 
boloidej  il  luogo  dei  centri  delle  involuzioni  di  punti  reciproci j 
che  Q  determina  »uUù  rette  \\  ad  m,  è  il  piano  diametrale  eoi*- 
iugato  ad  ìiL 
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?t)    Poiehò    i    pmnì  nei  quali  una  retta  r  sega  una  quadrica 
riiratA    sono    coiimiu  (111,  /)  alle  sezioni  della  quadrica  coi  piani 
tiel    fascia    (f-),    si   può  cstondnre  alle  quadriche  rigate  quanto  fu 
detto  nel   n-o    102  rntonio  alle  corde,  e  ai  diametri,  reali  e  ideali. 
Cosi,    p.    o.j    l    teorenii  contenuti  in  d),  5,^  e  g),  2^  possono  enun- 
ciarsi  diceTicìo,   data  una  retta  r,  il  cui  punto  al V  infinito  non 
appuì-tiene    cici  una  quadrica  rigata  Q,  il  luogo  dei  punti  medii 
delle  corde   (reali  o  ideaU)  di  H  \\  ad  r  è   il  piano  diametrale 
coniugata    ad  r* 

Baeroisii. 

1,  Se  ABCIJPfì  Knno  ti  punti  «li  una  conica  C3,  i  4  punti  PA'QB, 
PB-QA  j  PC'QD  ,  FlhQC  gono  allineati,  o  giacciono  con  Pe  Q 
Bi^pra  un'  altra  conica* 

2-   Assegnati  in  mi  piano  "S  un  punto  P  e  tre    rette    sn'd  ,    se 

Ufi    A    variabile  11^  ha  il  auo  vertice  in  P,  mentre  i  punti  Id,  l'd 

descrivono  due  date  punteggiate  direttamente  uguali,  la  retta  con- 

gi ungente  i  punti  h  ,  /V  inviluppa   una   conica  ,  che   è  tangente 

ad   «  ,  b\  pa^sa  per  P,  ed  ha  ki  tangente  in  P   \  t^  d. 

Si  appUchi  questo  tenrenja  alla  costruzione  per  tangenti  della 
conica  individuata  da  4  tangenti  abcd  e  dal  suo  punto  di  con- 
tatto A  con  a,  o  da  tre  tangenti  abc  e  dai  suoi  punti  di  contatto 
^4^  B  con  m  ,  6. 

li.  8e  L  è  il  punto  d'  intersezione  delle  tangenti  ad  una  conica 
zz  nei  punti  A  ,  B.  couducendn  per  ^,  JB  le  trasversali  arbitrarie 
«  ,  r»  che  seghino  di  nuovo  zs  ordinatamente  in  C  ,  D  ,  e  posto 
AC'BL  =  M,  ADBL  =  N,  BCAL  =  M',  BDAL  =  N\  sarà 
ALM'N'a  LBMN,  e  1q  4  rette  AB  ,  CD  ,  M'N  ,  N'M  concor- 
reranno in  uno  stei^tìo  punto. 

4,  Se  i  vertici  ABC  di  un  y  variabile  percorrono  ordinatamente 
i  l^tì  rìef  ài  un  data  trilatero,  mentre  le  rette  AB  ,  BC  si  man- 
tengono    '   a  due  distinte  direzioni,  la  terza  retta  C A  invilupperà 
nua  parabola   tangente  a  f?,/,  ^1  sì  manterrà  ||  a  sé  stessa. 

5,  Indicando   con  ahcdim*  G  tangenti  di  una  conica  C3,  e  posto 

ré}j/f€fl)  ^^  A  BOB  r  nUhcd)  =  A'B'C'D',  gli  8  punti  cosi  ottenuti, 

c^pn^iunti    a    2    e  2,  danno  12  novelle  rette,  le  quali   si  segano  a 

2  3   -    J*^    "^'^   nuovi  punti.  Di  questi   42  punti  ,  6   giacciono  sulla 
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corda  del  contatta  delle  tangenti  n  .  j/;  dei  riuiarieiìti  3tì,  12  giac- 
ciono a  4  a  4  snlle  tre  diagonali  del  quadrilatero  abcd\  e  gli  al- 
tri 24  sono  situati  a  2  a  2  sulle  12  rette,  che  congiungoeo  i  ver- 
tici del  v  formato  da  tre  delle  tangenti  al/vd  col  punto  di  con- 
tatto della  quarta  tangente, 

6.  Dati  4  punti  ABCD  di  un  piano  e  ,  costruire  il  luogo  del 
punto  i¥  di  G  tale  che  il  gi*iippo  di  raggi  M(ABCD)  sia  proiet- 
tivo ad  un  gruppo  dato. 

7.  Dati  5  punti  ABC  DE  di  im  piano  e,  determinare  un  punto 
M  di  e,  tale  che  il  gruppo  di  raggi  M(ABCDE)  Bla  proiettivo 
ad  un  dato   gruppo. 

8.  Se  i  iati  A3f  ^  A'  M  éì  un  7  variabile  AA^M  rotano  intorno 
a  due  punti  fìssi  JS  ^  S*  di  una  conica  assegnata  C3,  mentre  i  ver- 
tici A  ^  A*  percorrono  due  rette  u  ,  li' ,  date  nel  piano  della  co- 
nica, e  il  ttìrzo  vertice  31  percorre  13,  il  lato  A  A'  invilupperà  un» 
conica  tj/,  langente  ad  tt,u';  e  ^  sarà  una  parabola^  se  le  'i  ad  u^u* 
condotte  per  jS',  S'  segano  di  nuovo  s  in  tino  stesso  pnntOj  e  sarà 
degenere,  se  il  punto  uh*  appartiene  a  k-  —  Be  una  delle  tf,a' 
va  air  infinito  ? 

9.  Datij  in  un  piano  e,  due  punti  S  ^  iS"  al  finitOj  ed  una  retta 
t  non  ||  alla  retta  jS'6*',  se  un  segmento  A  A*  di  data  grand  oEza 
strijjicia  lungo  t^  il  punto  SA*  S'A'  ^  M  genera  tin' iperbole,  che 
paHsa  per  S  ^  S\  ed  ha  t  per  uno  dei  suoi  assintoti:  e  viceversa. 

Dedurre  dalla  propoaizione  invera  che,  una  corda  SS*  di  un'i- 
perbole rs  biseca  il  segmento,  che  le  tangenti  in  jS^  ,  S*  determi- 
nano sopra  un  assintoto  di  g» 

10.  Dati,  in  un  piano  e,  un  fascio  di  raggi  (S)  ed  una  pun- 
teggiata di  sostegno  al  finito  s  proiettivi  tra  loro  ,  determinare 
l'inviluppo  delle  rette  condotte  dai  punti  di  (s)  perpendicolarmente 
ai  raggi  corrispondenti  di  (S).  —  8e  le  prime  rette  debbono  for- 
mare con  le  seconde  un  dato  a  non  retto? 

11.  Dato  un  7  ABC  iscritto  in  una  conica  o^  se  da  un  punto 
IJ  di  a  si  conduce  una  trasversale  arbitraria,  che  tìeghi  BCj  CA. 
AB  ordinatamente  in  A*  j  £'  ,  C  e  la  conica  di  nuovo  in  D%  il 
gruppo  A^B^C^D*  sarà  proiettivo  al  gruppo  dei  raggij  che  proiet- 
tano ABCD  da  un  punto  qualunque   di  rs. 

12.  Se  ABCDA'B'C'iy  sono  8  punti  assunti  arbitrariamente  in 
una  conica  s,  posto  AB^A'B*  =  L  ,  CDC'D'^  L\  ACA'C^M, 
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DBn'B*=M*,ADA*D'  =  X,BC'D'C'  =  N',  le  rette  LL' , 
MM\  XN'  concorrerai] no  iu  «no  stesso  punto. 

Basterà  applicare  il  teorema  Ji  Pascal  a  7  esagoni  iscritti  in  C3. 

DI  veroj  l'esagono  AB^CA^BC^  dà  i  punti  AB'-A'B  =  P, 
B'CBC'^Q  ,  €A*^CA^  R  situati  in  una  retta  s.  Ma  gli  esa- 
goni ABCA^B'C^ ,  ADCrViyC  danno  le  due  coppie  di  punti  LN\ 
I/X  allineati  con  jff;  gli  esagoni  BCAB'C'A',  BDAB'D'A'  danno 
le  C4>ppie  di  ptmtì  X'M ,  X^^  allineati  con  P;  e  gli  esagoni 
CABC'Arn*  ,  CDBCDB'  danno  le  coppie  di  punti  ML,  M'U  al- 
linenti  con  Q.  Dunque  ì  trilateri  LX'M  j  L'NM'  hanno  s  per  asse 
«Il  prospettiva;  ©  perciò  le  rette  /j//  ,  MM'  ,  NN'  concorrono  in 
uno  stesso  punto, 

13.  Dati  tre  punti  ABC  di  una  conica  C3  ed  un  punto  U  del 
sno  piano,  indicando  con  A*B*C*  ordinatamente  le  seconde  inter- 
««etìoni  di  e  con  !e  rette  U(ABC)^  e  con  8  un  punto  arbitrario 
fk Un  conica,  i  punti  SA'  ^BC  =  A^,  SB'-  CA  =  B^ ,  SC  •  AB=  C^ 
pam  uno  allineati  con   U. 

Rimanendo  fissi  i  punti  ABCSC\  è  dato  il  punto  SC  *  AB^C^; 
e  uè  per  (7,  hì  tiri  una  trasversale ,  che  seghi  CC  in  un  punto 
r  ed  A  e,  CB  in  punti  B^  ,A^,ì  punti  SB^  •  UB=B',  SA^  •  UA=A' 
iipparterranno  a  a,  —  Sì  ha  cosi  una  novella  costruzione  per  punti 
dolla  conica  AB  CSC. 

I-i.  Se  un  polìgOBO  semplice  di  2n  lati  si  deforma  in  modo  che, 
mantenendosi  sempre  iscritto  in  una  conica  assegnata  o,  2n  —  l 
dei  suoi  lati  rotano  intorno  ad  altrettanti  punti  fissi  di  una  retta 
r,  rultinjo  lato  roterà  intorno  ad  un  altro  punto  fisso  di  r;  e  cia- 
scuna delle  diagonali,  con  giungenti  i  vertici  di  posto  pari  a  quelli 
di  podto  iroparij  gode  della  stessa  proprietà. 

15,  Dati  un  punto  S  ed  una  conica  zz  di  un  piano  o,  le  coppie 
di  tangenti  a  p  in  coppie  di  punti  (reali  o  immaginarii)  allineati 
con  8  determinano  sopra  un  raggio  qualunque  fisso  r  del  fascio 
(S ,  e)  coppie  di  punti  coniugati  di  una  involuzione  I;  e  le  stesse 
coppie  di  punti  allineati  con  S  sono  proiettate  sopra  r  da  un 
punto  qualunque  fisso  C  di  S3  in  coppie  di  punti  coniugati  di 
un'altra  involuzione  J^ 

115.  8e  due  coiiicho  distinte  r5  ,  e'  hanno  4  punti  reali  comuni 
ABCDf  conducendo  per  A  y  B  le  trasversali  m  ,  n  ,  che  seghino 
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(li  nuovo  cs  nei  punti  A/,  K  e  15'  nei  punti  M\  K\  le  rette  AtX, 
M'N\  CD  con  coire  ranno  in  uno  stesso  punto* 

Di  vero,  posto  CD^  r  ^  rtn  ^  P  ,  rn  ^  P\  siccome  i  quadratri* 
gol!  ABMN,  ABM'j\'  sono  iscritti  rispettivamente  in  p,  C3%  nella 
involnzìone  |C7J,  /T',  saranno  tl»5j  «)  coniugati  i  punti  vABj 
t*MXe  i  punti  r'AIÌjr^M'N^.  Dunque  dev'essere  vMX^ 
r-M'X;  e  qnindi  il  teorema  è  dimostrato. 

È  evidente  poi,  cbe  questa  dimostrazione  regge  pure,  se  è  /^=<?, 
o  B^^Aj  e  se  si  verificano  amendue  queste  condizioni. 

17.  »Se,  per  un  punto  fJ  apparteuente  alfa  corda  del  contatto  di 
una  parabola  Cy  con  due  tangenti  o,  6,  si  conducono  le  rette  fw.,  «  || 
risi>ettivamente  ad  (i  y  b,  la  retta  mh*tta  sarà  (90,  /> ,  a  dritta  ) 
iin' altra  tangente  di  e;  e  viceversa. 

Applicare  questo  teoiema,  L*>  alla  costruzione  per  tangenti  di 
una  parabola,  individuata  da  due  tangenti  e  dai  loro  punti  di  con- 
latto: 2.^  alla  costruzione  della  curda  del  contatto  di  due  taiigt?nit 
a  j  h  di  una  parabola^  individuata  da  4  tangenti  ahcd, 

Bisolvere  analogamente  (ili,  g  ^  i\  destra)  il  secondo  problemi^ 
per  una  conica  qualunque,  iailivithiata  da  5  tangenti. 

18.  8e  a  ^  h  sono  due  tangenti  di  una  parabola  e  ed  M  è  tifi 
punto  assunto  arbitrariamente  sul  diametro  u  coniugato  ad  a,  coit> 
ducendo  per  M  due  rette  reciproche,  delle  quali  I*  una  passi  pel 
punto  ah^  l'ultra  sarà  \\  a  h. 

Si  applichi  questo  teorema  alla  costruzione  per  tangenti  di  mia 
parabola,  individuata  da  un  diametroj  da  due  tangenti,  e  dal  punto 
di   contatto  di  una  di  queste  tangenti, 

10.  Si  può  costruire  una  parabola  cr,  individuata  da  un  sua  dia- 
metro il  di  vertice  A  e  da  una  sua  corda  BB*  (reale  o  ideala} 
reciproca  ad  «,  nel  seguente  modo. 

Se  BB*  è  reale  assunti  in  u  due  punti  C  ,  C*  equidistauti  dn 
A^  saranno  (1*0,  h^  a  sinistra)  BCB'C'  ,  BO*B*C  due  punti  di 
C  —  Sia  poi  BB^  reale  o  ideale,  proiettando  da  A  e  dal  punto 
air  infinito  di  u  due  punti  reciproci  a  c3  situati  suUa  retta  Blì\ 
le  intersezioni  dei  raggi  proìetlanti  saranno  due  ptmti  dell»  |*fi- 
rabola, 

20,  Costruire  una  parabrda  ^3,  conoscendone,  oltre  al  suo  asse  r», 
una  coppia  J  di  punti  (reali  o  immaginarli)  il  cui  sostegno  tt  non 
è  j^  a  i\  o  una  coppia  J'  di   tangenti  (reali  o  immaginarie)  ap}>ar- 
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tenenti  ad  tin  punto  S  che  non  giace  in  r  ,  o  un  punto  L ,  non 
situato  sopra  Vf  e  la  tau gente  l  in  L, 

B*i  J  è  ellittica,  conducendo  pel  coniugato  L^  di  8v=eL  in  J  la 
J^  l  a  Tj  la  qnale  seghi  v  in  Z*j ,  si  ha  m  l  la  polare  di  L,  e  quindi 
in  LL^  una  coppia  di  punti  reciproci;  d^  onde  segue  che  il  punto 
medio  A  di  LL^  sarà  il  vertice  di  a.  Inoltre,  tirando  pel  centro 
O  di  I  (che  non  può  appartenere  &  v)  il  diametro  w,  siccome  il 
punto  ìu^H  è  il  polo  di  #,  si  avrà  nel  punto  medio  B  di  OZT  il 
vertice  di  tj  (in  cui  la  tangente  è  ||  ad  s). 

Cosi  pure,  "ye  i'  è  ellittica,  conduceiulo  per  aS'  la  _i_  w  a  r,  e 
costruendo  il  coniugato  m*  di  wi  in  J^  (che  non  può  essere  ||  a  v), 
posto  mv^M\  rn^v^My  sarà  M  il  polo  di  m:  e  quindi  si  avrà 
util  punto  medio  A  dì  3IM*  il  vortice  dì  w.  Sicché,  conducendo  per 
S  il  diametro  u  ,  e  costruendo  il  coniugato  u*  di  u  in  1',  se  si 
tira  per  -4  la  !|  ad  u\  la  quale  seghi  ti  in  H.  e  si  taglia  il  seg- 
mento jl//J3  doppio  di  J//,  sarà  lì  un  altro  punto  di  C3. 

21.  Costruire  una  parabola  o,  conoscendone  la  direzione  dei  dia- 
metri e  tre  punti  (o  tre  tangenti). 

Indicando  con  M  il  dato  punto  l'éale,  e  con  s  il  sostegno  degli 
altri  due  punti  dati,  se  è  ellittica  V  involuzione  1  che  rappresenta 
questi  ultimi  due,  si  conducano  pel  eentro  0  di  J  e  per  M  i  dia- 
metri u^  v;  B  posto  vs^Lf  si  costruiseano  il  coniugato  L'  di  L 
in  I  e  il  simmetrico  L^  di  L  rispetto  ad  M:  sarà  UL^^l  la  po- 
lare di  Z,  e  tirando  per  M  la  m  \\  ad  /,  yarà  m  la  tangente  in  M, 
fi  poiché  il  punto  lu^H  è  il  polo  di  r,  si  avrà  il  vertice  B  di  u 
nel  punto  medio  di  Olì.  —  Se  risulta  u^v? 

Indicando  poi  con  a  la  data  tangente  reale,  e  con  S  il  punto 
al  quale  appartengono  le  altre  due  date  tangenti,  se  queste  sono 
rappresentate  da  un' involu7.ione  ellittica  V,  si  conduca  per  S  il 
diametro  «,  e  si  costruisca  il  coniugato  ti  di  u  in  J':  è  evidente 
che,  costruendo  la  retta  b  separata  armonicamente  da  a  mediante 
«  e  il  punto  air  infinito  di  u\  sarà  b  un'  altra  tangente  di  C3.  Con- 
dacendo  ora  per  S  la  Z  |1  ad  a  ^  se  T  è  il  coniugato  di  Z  in  J', 
costruendo  la  simmetrica  l^  di  l  rispetto  ad  a,  sarà  l^V^L  il  polo 
di  I;  e  quindi  la  retta  separata  armonicamente  da  b,  mediante 
L  j  l  sarà  un'  altra  tangente  di  bj.  ^  Se  è  u'  1 1  a  ? 

22>  Costruire  una  conica  a^  conoscendo  il  polo  B  di  una  retta 
HanmIjL^ — (reomstfia  proiettiva.  32* 
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Tj  6  tr€  punti  (o  tre  tangenti)  di  zs:  anche  quando  nna  coppia  dì 
questi  tre  pnnti  (o  di  queste  tre  tangenti)  è  im  magi  nari  a. 

23.  Se  A  j  A^  sono  i  vertici  di  nn  diametro  di  una  conica  a, 
e  due  rette  it ,  «'  del  piano  o  della  conica  sono  |[  a  due  diametri 
coniugati,  pi^oiottando  ciascun  punto  di  e  da  A  sopra  u  e  da  A* 
sopra  1*',  si  generano  sulle  retto  u  j  n*  due  punteggiate  sliuOi. 

Si  appliclu  questo  teorema  alla  costruzione  di  una  conica  a 
centro,  individuata  dai  vertici  A  ^  A*  di  un  suo  diametro  reale,  da 
nn  suo  pulito  Mj  e  da  due  suoi  diametri  coniugati  bj*\  assumendo 
per  u^  u^  le  (I  a  ò,  h^  condotte  per  M, 

24.  Assunti  nel  piano  di  una  parabola  a  un  diametro  u  ed  nna 
retta  qualunque  u*  non  ]|  ad  «,  ed  assegnato  un  punto  A  della 
parabola,  se  ciascun  punto  di  e  si  proietta  da  il  sopra  u  e  pa- 
rallelamente ad  u  sopra  u%  ni  generano  sulle  rette  u  ,  u'  due  pun- 
teggiate  simili. 

Si  applichi  questo  teorema  alla  costruzione  di  una  parabola,  in- 
dividuata da  tre  suoi  punti  al  finito  .4  ,  73  ,  C  e  dalk  direzione 
del  suo  punto  air  infinito,  supponendo  cbe  u  ,  u^  passino  per  i?- 

25.  Una  ellisse  c3,  indivi duatra  da  due  diametri  coniugati  AOA^^ 
BOB^  ,  si  può  eostruire  nei  seguente  modo  : 

Costruito  il  D  AOBL  ,  ai  considerino  le  punteggiate  simili  di 
punto  unito  *4  e  di  punti  corrispondenti  L  j  0  :  i  fasci  di  raggi, 
cbe  proiettano  le  punteggiate  simili  AL  .  •  - ,  AO  *  .  .  riapettlva- 
mente  da  B  ^  B^^  genereranno  t3. 

2G.  Dati  due  punti  A  ^  B  ài  una  parabola  o,  la  tangente  a  m 
A^  ed  il  diametro  u  coniugato  ad  ^j  costruir©  la  tangente  h  in 
B]  e  dedurne  che,  posto  bu^L^  ed  indicando  con  M  Tintersezione 
di  u  con  la  ||  ad  a  condotta  per  Bj  e!  ha  LM^2AM. 

27*  Dati,  in  nn  piano  Cj  un  punto  jlS^,  nn*  involuzione  di  raggi 
1  di  centro  V,  ed  una  retta  l ,  si  conduca  per  S  una  trasversale 
r  che  segbi  l  in  31,  e  si  costruisca  il  coniugato  M^  di  3/ ne  11  in- 
voluzione ri:  quale  è  il  luogo  del  punto  M*  al  variare  di  rV 

Si  discutano  le  ipotesi  di  J  iperbolica  ed  ellittica,  anche  quando 
l  è  la  retta  air  infinito  dì  fl. 

28,  L' inviluppo  di  una  variabile  retta  w,  che  sega  i  lati  di  un 
assegnato  quadrilatero  piano  secondo  un  gruppo  di  punti  proiet- 
tivo ad    un  gruppo  dato^  è  una  conica  iscritta  nel  quadrilatero. 

29.  Indieatido  con  iS  f  intersezione  delle  tangenti  nei  punti  A,  B 
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di  una   conica    C3,  se  è  8A-::^SBj  il  punto  S  giace  sopra  un  asse  te 
di   C3;    e    viceversa. 

Inoltre,  le  normali  in  ^  ,  ^  si  segano  in  un  punto  /S"  di  w,  ed 
è   S'A  =-  S^^  ;    e  viceversa. 

30.  I>ato  nn  quadrilatero  piano  abss' ,  se  lungo  s'  striscia  un 
segmento  ^4.^„S*^  di  data  lunghezza,  e  per  A'^  ,  B\  si  conducono 
le    II    ad.    «•    elle    seghino  ordinatamente  a  ,  6  in  A^  y  B^  ^ 

l-o  la  retta  -4,5^  inviluppa  una  parabola  C3,  tangente  ad  a, 
by    e    clie    Ila   i   diametri  ||  ad  s: 

2.0  posto  ah  ^  IJj  ed  indicando  con  U^  V  intersezione  di  s' 
con  la  1  ad.  s  condotta  per  Uy  la  posizione  i4oB'o  di  ^'^B'„  ,  tale 
che  A^al^'a  sia  bisecata  in  U',  dà  per  A^^B^  la  tangente  AoBo 
a   63    nel    punto  AoBo*UU^^Mo,  che  è  medio  del  segmento  AoBo  : 

3.0    ^oBo  sega  A^B^  nel  punto  Af,^  medio  del  segmento  -4„B,^: 

4.0  posto  UU'A^B^^^L^y  e  costruendo  -B„r,|~  I/a^«  ,  C3 
toccherà    -A^B^  in   7"^. 

31.  Se  3/",  A^  sono  due  punti  di  un  diametro  u  di  una  parabola 
cSy  e  le  polari  m  ,  n  ài  AI ,  N  segano  u  ordinatamente  in  M'j  N% 
sarà.    Af2sr  ^0=  N'M'. 

Dedurne  che,  se  due  punti  A  j  B ,  arbitrariamente  assunti  nel 
piano  di  una  parabola  C3,  si  proiettano  ortogonalmente  in  A^^  ,  B^ 
sul!'  asse  t?  di  o ,  le  polari  a  ,  b  di  A  ,  B  segheranno  v  rispetti- 
vamente   in    punti  A\  B\  tali  che  sarà  A^B^^  B'A', 

32.  La  parabola  C3 ,  individuata  da  4  tangenti  abuii^ ,  può  co- 
struirsi   per  tangenti,  come  segue. 

Posto  u(^ab)^AB  ,  u'(ab)^AfB* ,  si  conduca  per  A^  la  u^  \\  ad 
M,  e  si  prenda  sopra  u^  il  segmento  A^B^  uguale  ad  A'B\  Posto 
poi  A  A'  -  I3B^^S^  ed  assunto  in  u  un  punto  arbitrario  (7,  si  proietti 
C  da  S  in  C^  sopra  u^:  la  ||  per  C^  a  7^^^'  segherà  u  in  un 
punto    O'    tale,  che  la  retta  CC^  sarà  un'altra  tangente  di  C3. 

I>a  costruzione  però  di  una  coppia  CC^  di  punti  corrispondenti 
nelle  punteggiate  simili  AB.,.,  A^B\..,  mediante  il  loro  asse  di  col- 
1  in  eazione,    è   pure  assai  semplice. 

33.  Se  per  due  punti  M ,  3/' ,  reciproci  ad  un'  iperbole  n  ed 
allineati  col  centro  0  di  cs,  si  conducono  le  coppie  mm^  ,m'm\ 
di  rette  ||  agli  assintoti  t^ty  deiriperbole,  i  punti  ww'^ , y/i^w'  ap- 
partengono   all'  iperbole  stessa. 

Applicare    questo  teorema  alla  costruzione  per  punti  di  una  iper- 
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bole,  individuata  da  un  suo  dìanifìtro  (reale  o  ideale)   e  dai  suoi 
assi u tot L 

34.  Costruire  gli  assintoti  di  una  iperbole  equilatera  tt,  cono- 
scendo il  suo  centro  0  e  il  polo  E  ài  una  data  retta  r. 

Si  descriva,  nel  piano  deiriperbolpj  il  cerchio  di  centro  OH-r^W 
e  di  raggio  B'O^  il  quale  seghi  r  in  L  ,  1/  :  Barami o  OL  j  OL'  l 
richiesti  assintoti* 

35.  Se  -4  ,  i?  sono  dne  punti  distinti  di  un*  iperbole  equilatera 
cj  di  centro  0,  e  &  è  la  tangente  della  curva  in  B  ,  proiettando 
ortogonalmente  A  in  F  sopra  b  ed  iu  Q  sopra  la  retta  OD  ,  l»o 
il  circolo  OPB  passerà  pel  punto  medio  M  del  segmento  AB'-  2»» 
sarà  OP=0(l 

Dedurne  la  soluzione  de!  problema:  costruire  un'  iperbole  equi- 
latera, conoscendone  il  centro   0,  un  puuto  A^  ed  uaa  tangente  b. 

36.  Dato  un  7  ABC^ahc,  le  coniche,  per  ciascuna  delle  quali 
le  polari  dei  vertici  A  j  B  t  C  sono  X  ai  lati  opposti  eij  hj  e,  sono 
iperboli  equilatere,  i  cui  centri  giacciouo  sul  cìrcolo  ABC> 

Si  general Ì5!5ii  il  teorema,  il  quale  si  dimostra  mediante  quello 
contenuto  nel  n.^^  62^  b)  a  dritta,  e  mediante  l'esercizio  10  a 
pag.  144. 

37.  Dato  un  7  ABC  iscritto  in  un' assegnata  conica  o,  da  un 
punto  qualunque  U  di  a  si  proiettino  i  vertici  A  ,  ^  ^  (7  in  j4,  , 
if|  ^  C|  sui  lati  opposti,  e  s^  ìndìcliino  con  A^  j  B^  ^  C^  ì  punti  me- 
dii  dei  segmenti  B^Ci  ,  C^A^  j  A^B^:  al  variare  di  i>  sulla  conica, 
r  asse  di  omologia  dei  ^  ABC^À^B^C^  roterà  intorno  ad  un  punto 
fìsso,  e  il  centro  di  omologia  dei  V  ABC jA^B^C^  percorrerà  una 
retta  fissa. 

38.  Dati,  in  un  piano  e,  due  ponti  £  ,  O  ed  una  retta  s,  quale 
ù  il  luogo  del  punto  H  delle  altezze  del  7  variabile  BCAj  quando 
il  vertice  -^1  percorre  la  retta  s  ? 

30,  Costruire  una  conica  a  centro ,  conoscendone  due  coppie 
aa%  bh^  di  diametri  coniugati  ed  un  punto  C  (  o  una  tangente  r), 
0  conoscendone  una  coppia  aa^  di  diametri  coniugati  e  due  punti 
reali  C  ^  D  (o  due  tangenti  reali  e  ^  d\ 

40.  Costruire  una  conica  a  centro  ^  conoscendone  duo  diametri 
coniugati  ^,  a',  ed  una  tangente  b  col  suo  puuto  di  contatto  B. 

41.  Costruire  una  conica  s  a  centro  0,  conoscendone  un  semidia- 
metro OÀ  fresie  0  ideale),  la  direzione  del  suo  coniugato,  ed  un 
])U!ito   M  fo  xuvA   tangente  m). 
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42*  Dati  un  semidiametro  reale  OA  di  una  conica  C5  ed  il  se- 
midiametro coniugato  OB  (reale  o  ideale),  se  si  vuole  la  polare 
ilt  un  punto  qualunque  P  del  piaDO  o  di  a,  basterà  condurre  per 
P\%m^n  It  rispettivamente  ad  OA  ^  OB  ^  e  costruire  i  punti 
M\  aV  raciproci  dei  punti  m-OB^LM,  n-OA^N:  sarà  M'N'  la 
riehiesta  polare.  —  E  evidente  ora  pure,  come  si  trovi  il  polo  di 
nm  data  retta  r  di  a, 

43.  Date  due  rette  Ìl  ^^  «  nel  piano  o  di  una  conica  a,  di  due 
jmuti  A  f  li  di  s  si  costruiscano  le  polari  a,  b.  Posto  tut^A', 
nb^B\  ab^  S  r  AB''BA'^Uj  sarà  SU  il  diametro  coniugato 
alla  rètta  s. 

È  chiaro  clie  si  può  supporre  in  questo  teorema,  che  u  sia  la 
retta  ali*  infinito  di  e. 

44.  a)  Se  due  dati  A  SUM\  SLPM  roteino  nel  loro  piano  a 
iiìtomo  ai  loro  vertici  U ,  £7'  ^  in  guisa  che  il  punto  S  percorra 
una  retta  s  assegnata  in  a ,  il  punto  M  genererà  una  conica  a , 
che  passa  per  U  ed   U\  e  che  può  degenerare  in  due  rette  (*). 

In  fatti,  i  fasci  descritti  da  UM ^  U'M  sono  proiettivi;  perchè 
direttamente  uguali  a  quelli  descritti  da  US ,  U'S,  mentre  questi 
ttltimi  sono  prospettivi, 

Ora^  facendo  rotare  UM ^  U^M  nei  sensi  in  cui  rotano  gli  A 
dati,  sino  a  che  UM  ^  U*M  coincidano  con  la  retta  UU\  gli  altri 
Iati  dei  dae  A  si  segheraano  allora  in  un  punto  5',  il  quale  potrà 
ai>part«nere  ad  ^9,  o  pur  no,  —  Nel  l.o  caso  (che,  se  è  a  la  retta 
ali*  infinito  di  e,  si  verifica  quando  gli  A  dati  sono  uguali  o  sup- 
plementari), i  fasci  descritti  da  U^f  ^  U'Mj  mentre  /S  percorre  la 
ret^fy  saranno  prospettivi;  e  quindi  la  conica  C3  degenererà  in  due 
rette.  —  Nel  2.<»  caso  i  suddetti  fasci  non  saranno  prospettivi,  e 
perciò  genereranno  una  conica  non  degenere  C3,  che  passa  per  CT",  U'. 
b)  In  questo  2.<>  caso  poi,  costruito  il  circolo  UU'S'^'^j  se- 
condo che  5  segherà  <j/,  lo  toccherà,  o  sarà  esterna  ad  esso,  la  co- 
nica C3  sarà  un'  iperbole,  una  parabola,  o  un'  ellisse:  poiché  evi- 
dentemente, se  Si  è  un  punto  reale  comune  a  ^  ed  5,  quando  i 
lati  US ,  U'S  prendono  le  posizioni  US^  ,  U'S^  ,  gli  altri  lati  dei 
due  A  dati  diventano  paralleli. 


(^)  Questo  teorema  fu  dato  da  Newton  sotto   il   nome   di  descrizione 
organica  delle  coniche. 
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Sarà  zz  un'  iperbole  equilatera,  se  il  centro  del  cerchio  ^  giace 
in  »i  e  earà  ts  un  circolo,  «e  *  è  la  retta  alT  infinito  di  fs. 

Se,  in  fine,  essendo  b  ai  finito,  gli  A  SU3fy  SU^Mmnù  ugnali 
0  anppleinentarij  è  facile  vedere  direttamente  che  n  sarà  una  pa- 
rabola, 0  un'iperbole,  secondo  che  s  sarà  j|   ad   UU\  o    pur  no. 
e)  Si  può  applicare  il  teorema  a)  alla  descrizione   per  punti 
della  conica  UU^ABC^  assumendo  per  angoli  dati  gli  A  A  UU\A  U^U. 

d)  Evidentemente  il  punto  M  d' intersezione  di  due  lati  degli 
A  considerati  in  a)  genera  ancora  una  conica,  che  passa  per  t', 
U\  se  gli  altri  due  lati  descrivono  due  fasci  proiettivi;  come^p-e., 
se  questi  lati  proiettano  da  U\  U*  duo  punteggiate  proiettive  \\\ 
comune  sostegno  *,  o  se  la  loro  intersezione  percorre  una  conica 
u^  che  passa  per  U  ed  f/^ 

45.  Se  due  coniche  e?,  p'  sono  circoscritte  ad  uno  ste^^so  t|un- 
drangolo  ABCD^  le  8  tangenti  a  C3,  a' nei  punti  .4^rD  sono  taii^ 
genti  ad  una  terza  conica,  o  passano  a  4  a  4  per  due  puutì» 

46*  Se  una  conica  a  tocca  ordinatamente  in  ÀBCD  i  lati  ahcd 
di  un  quadrilatero  ,  e  per  A  li  CD  ni  faccia  paj^sare  nn'  altra  co- 
nica ij'i  la  quale  seghi  di  nuovo  abcd  rispettivamente  in  A*B*C^D\ 
esiste  una  terza  conica  u\  che  tocca  iibcd  in  A*B^C*D\ 

47.  Se  due  coniche  C5  ,  a'  sono  iscritte  in  uno  etesso  quadrila- 
tero abed  ed  hanno  un  punto  reale  comune  Pi  esse  avranno  co- 
muni tre  altri  punti  reali  QR8 ,  b  il  triangolo  diagonale  del  qua- 
drangolo PQH8  coinciderà  col  trilatero  diagonale  del  quadrilatero 

48.  a)  Se  dne  quadrangoli  ABCD  j  ABCD'  ^  armonici  ad  una 
conica  S3,  hanno  dne  vertici  comuni,  i  sei  vertici  distinti  A  BCDC^D* 
appartengono  ad  una  conica  ,  o  a  due  rette  :  poiché ,  essendo  le 
rette  j4(CÌ>6''Z>')  rispettivamente  reciproche  alle  rette  B{DCffC^), 
Bi  ha  (07,  n)  A{€DC*D*)K  B{DCD'C^)XB{€DC*D'). 

h)  Se,  rispetto  ad  una  conica  o,  xm  y  FGHh  auto  reciproco, 
mentre  ABCFè  un  quadrangolo  armonico  che  ha  col  V  un  vertice 
comune  F^  ì  sei  vertici  distinti  ABCFGH  appartengono  ad  una 
conica,  o  a  due  rette;  perchè  AFGH  è  au  altro  quadrangolo  ar- 
monico  a  P. 

e)  Se  FGHj  F'G^W  sono  due  XJ  autoreciproci  ad  una  co- 
nica C3  j  i  loro  sei  vertici  appartengono  ad  una  conica  ^  o  a  lIuc 
rette;  perchè  FF^G^ÌI'  è  un  quadrangolo  armonico  a  Cy. 
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49.  Se  ^7  è  nn  punto  della  polare  s  di  un  punto  S  rispetto  ad 
una  conica  e,  oondncendo  per  U  ia  retta  r  reciproca  al  diametro 
clie  pa^sa  per  U^  sarà  U  il  punto  centrale  della  sezione  fatta  da 
r  neir  involuzione  {S)  di  a. 

50,  Dati,  in  un  piano  a,  un  cerchio  fisso  ed  il  suo  centro  0, 
è  un  utile  esercizio  quello  di  applicare  la  teoria  dei  poli  e  delle 
pokrì  rispetto  ad  un  cerchio  a  risolvere  dei  problemi  col  mezzo 
della  sola   riga. 

Eccone  alcuni  esempi,  ai  quali  poi  aggiungeremo  in  fine  due 
Itroblemip  la  cui  soluzione  è  pare   indipendente    da  questa  teoria 

a)  Per  un  ciato  punto  P  di  e  condurre  la  ||  (o  la  _L)  ad  una 
retta  r  di   e, 

Determinati  il  polo  J?  di  r  e  la  polare  p  di  P,  la  ||  richiesta 
sarà  la  polare  a  del  punto  jì^OIÌ^eA, 
La  JL   richiesta  poi  sarà  la  |[  ad  OR,  condotta  per  P. 

b)  Dati  due  punti  al  finito  A^B  di  o,  bisecai-e  il  segmento 
ÀBy  e  rackloppiarlo. 

Detenni  nate  le  polari  a  ^h  di  A  ^  B,  si  indichi  con  d  il  diame- 
tro eh  e  pasita  pel  punto  ab:  costruendo  il  gruppo  armonico  abcdj 
il  polo  C  di  e  sarà  il  punto  medio  di  AB. 

Costruendo  in  vece  il  gruppo  armonico  aebd  ,  il  polo  E  dì  e 
darà  Ìl  segmento  .4^^  doppio   di  AB. 

e)  Disecare  un  arco  MX  del  circolo  (0),  e  un  dato  A  ab  del 
piano  o.  ' 

Costruito  il  polo  S  della  corda  MN ,  la  retta  80  passerà  pel 
punto  medio  dell'  arco  MN^. 

Conducendo  poi  per  un  punto  P  della  circonferenza  (0)  le  a', 

h*  |i  ad  (tj  ò,  le  quali  seghino  di  nuovo  (0)  in  A^ ,  B\  si  bisechi 

Tarco  A'-B'  in  C\  e  si  determini  il  punto  C",  in  cui  la  retta  OC 

sega  di  tinovo  (O):  le  bisettrici  degli  A  formati  da  a  ,  ò  saranno 

1  a  PC  ,  PC"- 

d)  Dati  in  e  due  punti  al  finito  A  ,  U^  costruire  per  punti  il 
cerchio  di  centro   f/,  che  passa  per  A. 

Bi  raddoppi  AU  in  AUB,  e  si  conducano  in  ^,  i?  le  J_  ad  AB: 
costruendo  le  bisettrici  degli  a  retti  cosi  ottenuti  in  A  ,  B,  que- 
ste sì  segheranno  in  due  punti  al  finito  (7,  />,  che  saranno  i  ver- 
tici del  diametro  del  cerchio  (U)  ±  ad  AB.  Assunto  poi  un  punto 
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arbitrario  M  della  retta  CD.  e  costruito  il  gruppo  amionico  CI>MM% 
ì  punti  AM'BM'  j  AM''BM  apparterranno  al  cerchio  richiesin, 

e)  Dati  in  o  tre  punti  al  finito  j4,  Bj  i%  ed  una  retta  s  di  Hy 
costruire  i  punti  A\  B'  di  s  tali  die  aia  A\S^SB^—AB, 

Si  risolverà  questo  problema,  eBaminando  i  ca^i  di  s  [[  ABf  s=AB^ 
ed  8  qualunque. 

/)  Dati  in  a  un  A  aò,  un  punto  P,  ed  tìna  retta  s,  condurre 
per  P  una  retta  che  s' inclini  ad  s  sotto  V  a  ab. 

51.  a)  Se,  nel  piano  e  di  un' assegnata  conica  e:,  è  data  ima  fi- 
gura F,  composta  di  punti  ABC.  e  di  rette  a&c,*.,  le  polari  a'èV.., 
di  ABC,  e  i  poli  /I'jB'C...  di  u6e..*  eostituiscuLiu  un' altra  figura 
F',  la  quale  si  dice  polare  reciproca  di  F,  rispetto  alla  conica  zz 
(che  si  chiama  conica  fondamentale^  o  direttrice),  perchè  F  si  de- 
duce da  F'  come  si  è  dedotta  F'  da  F. 

b)  Se  ad  F  appartiene  una  punteggiata  (^)  di  2.o  ordine  ,  a 
questa  corrisponderà  in  F'  un  fascio  di  raggi  di  2.o  ordine,  il  quale 
inviluppa  una  conica  ^'  (e  suole  dirsi  che  ^j^'  sono  coniche 
polari  reciproche):  poiché  i  poli,  rispetto  a  C3,  dei  raggi  corrispon- 
denti in  due  fasci  generatori  di  (^)  sono  punti  corrispondenti  in 
due  punteggiate  proiettive,  che  generano  il  suddetto  fascio  di  2.o 
ordine. 

Inoltre,  4»'  sarà  iperbole,  ellisse,  o  parabola,  secondo  che  il  cen- 
tro 0  di  C3  (  il  quale  è  il  punto  all'  infinito  di  C3  ,  se  questa  co- 
nica è  una  parabola)  è  estemo  a  ò  ,  appartiene  a  questa  conica, 
o  è  interno  ad  essa:  e  quindi,  se  C3,  ^  sono  due  parabole,  ^'  sarà 
un'  altra  parabola ,  o  un'  iperbole  ,  secondo  che  gli  assi  di  C5 ,  (p 
sono  11,0  pur  no. 

In  fine,  se  un  punto  A  è  il  polo  di  una  retta  a  rispetto  a  ò  , 
sarà  a'  la  polare  di  A'  rispetto  a  ^  (perchè  le  polari  rispetto  a 
53  di  un  gruppo  armonico  di  punti  costituiscono  un  gruppo  ar- 
monico di  raggi);  e  quindi,  se  A  ,  B  {o  a ,  b)  sono  elementi  reci- 
proci a  ò,  a'  ,  6'  (o  A',  B^)  saranno  elementi  reciproci  a  ^K 

e)  Se,  essendo  à  ,  ^'  due  coniche  polari  reciproche  rispetto 
ad  una  terza  conica  C3,  sono  cSuC'j,  le  coniche  polari  reciproche 
di  C3,  quando  si  assumono  ordinatamente  ^  ,  ^^  per  coniche  fon- 
damentali, saranno  zs^  ,  a'i  polari  reciproche  rispetto  a  C5. 

Di  vero,  se  di  un  punto  P^  di  n^  è  p^  la  polare  rispetto  a  ^, 
sarà  7?i  tangente  a  n  in  un  punto  P,  il  quale  è  perciò  polo  di 
p^  rispetto  a  C3.  Sicché,  se  />  è  la  polare  di  P,  rispetto  a  C3,  sarà 
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[?>)]  P  il  polo  di  p  rispetto  a  ^'.  Ma,  essendo  P  un  pianto  di  C3,  è 
p  una  tangente  di  zi\.  Dunque  la  polare  p  rispetto  a  C3  di  un 
punto  P^  di  C5i   è  una  tangente  di  ssV 

d)  Se  la  conica  fondamentale  C3  è  un  cerchio  ,  ed  F  è  costi- 
tuita da  un  V7  e  dalle  sue  tre  altezze,  qual  teorema  noto  si  de- 
duce dal  teorema  che  le  tre  altezze  di  un  y  concorrono  in  uno 
stesso  punto? 

52.  Dati  5  punti  di  una  conica  C5  a  centro,  costruire  due  suoi 
diametri  coniugati  che  formino  un  dato    A    co. 

Si  costruisca  un  diametro  AA^  di  cs,  e  sopra  A  A'  come  corda 
si  descriva  nel  piano  della  conica  un  arco  circolare  capace  del- 
l' A  co.  Se  M  è  un  punto  comune  al  circolo  ò  così  ottenuto  ed 
a  zz  (punto,  che  si  può  costruire  mediante  T  esercizio  16) ,  i  dia- 
metri I]  alle  rette  AM ,  A'M  risolvono  la  quistione. — Il  problema 
ha  in  generale  due  soluzioni;  e  se  T  A  co  è  retto  la  costruzione 
ora  indicata  dà  gli  assi  di  a. 

53.  Trisezione  di  un  dato   A  AOB. 

Si  descriva  un  cerchio  4  di  centro  0 ,  che  seghi  in  A  ^  B  ì 
lati  dell'  A  dato;  ed  assunti,  a  partire  da  yl  ,  i? ,  gli  archi  ATj  ^ 
BM  di  if  in  sensi  contrarii  e  tali  che  il  secondo  sia  doppio  del 
primo,  r  A  AOL  sarà  uguale  all'  A  che  J5ilf  forma  con  la  tangente 
h  al  cerchio  in  B.  In  conseguenza,  al  variare  di  ^L  ,  le  rette 
OL ,  BM  descriveranno  due  fasci  inversamente  uguali;  e  il  punto 
OL»BM=N  genererà  un'iperbole  equilatera  C3,  che  ha  JB ,  O  per 
vertici  di  un  suo  diametro  e  gli  assintoti  jj  alle  bisettrici  degli 
A  formati  dalle  rette  OA  ,  b.  L' iperbole  C3  segherà  1'  arco  di  ^ 
compreso  nelP  A  AOB  in  un  punto  Q  tale  che  V  a  AOB  sarà 
triplo  dell'  A  AOQ,  e  segherà  ^  in  altri  due  punti  Q^  y  Q2Ì  che 
serviranno  a  trisecare  V  arco  supplementare  di  AQB  e  V  eccesso 
della  circonferenza  ^  sutì'  arco  AQB. 

54.  Dati  un  punto  8  e  due  rette  a ,  b  di  un  piano ,  condurre 
per  8  ana  trasversale  s,  in  guisa  che  il  segmento  di  s  intercetto 
tra  a  ,  6  abbia  una  d^ita  lunghezza  L 

Le  jl  per  iS^  ad  a  ,  6  seghino  ordinatamente  6  ,  a  in  L  ,  0;  e  si 
costniÌ8c»L  r  iperbole  ^  che  passi  per  L  ed  abbia  le  rette  a  ,  80 
per  assintoti.  Se  M  è  un  punto  comune  a  6  ed  al  cerchio  di  cen- 
tro L  e  di  raggio  l,  la  [j  ad  LM  per  8  risolverà  (93,  Z>)  il  proble- 
ma, il  quale  avrà  quattro,  tre,  0  due  soluzioni. 

SxnKtA  —  Geometria  proiettiva.  38* 
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55.  Indicando  con  a  ,  ^  due  piani  distinti,  che  passano  pel  vertice 
S  di  un  cono  quadri  co  V,  i  fasci  di  raggi  {S,  a)  ,  {S^  f)  sono  riferiti 
po-oiettivamente,  se  i  raggi  corrispondenti  sono  reciproci  a  ^';  ma 
la  proiettività  sarà  degenere,  se  a  ,  g  sono  piani  reciproci  a  Y, 

56.  Date  due  rette  a  ,  a^  di  un  piano  g  ,  determinare  il  luogo 
del  punto  M  dello  spazio ,  tale  che  il  rapporto  delle  distanze 
di  M  da  a,  a'  sia  uguale  ad  un  dato  rapporto. 

Si  supporrà  dapprima  che  a ,  a'  sieno  |]  ,  e  si  determinerà  in 
tal  caso  il  luogo  di  M,  tenendo  conto  di  quanto  è  detto  in  fine 
deir  esercizio  3  a  pagi  39. 

57.  Se  (a)  ,  (a')  sono  due  fasci  di  piani  di  una  stella  [C^] ,  i 
cui  assi  a  ,  a'  non  sono  ortogonali,  il  luogo  delle  intersezioni  dei 
piani  di  (a)  ,  (a')  J_  tra  loro  è  un  cono  quadrico  V  ,  che  passa 
per  a  ,  a'  ;  ed  ogni  piano  J_  ad  a  ,  o  ad  a',  sega  V  secondo  un 
circolo. 

Il  cono  V  può  essere  anche  generato  dal  lato  Z  di  un  A  retto 
IV  di  vertice  Uy  il  cui  piano  passa  per  a'  (  o  per  a  )  ,  mentre  il 
lato  V  si  muove  nel  piano  o  J_  in   U  uà  a  (o  ad  a'). 

Se  a^a'  sono  paralleli?  E  se  sono  sghembi,  ma  non  ortogonali  ? 

58.  Se  un  A  retto  II'  rotea  intorno  al  suo  vertice  Sj  mentre  i 
lati  l  y  V  8Ì  muovono  sopra  due  dati  piani  non  ortogonali  e,  e', 
il  piano  IV  inviluppa  un  cono  quadrico  tangente  a  o ,  e'. 

59.  Se  un  cono  quadrico  variabile  V  si  mantiene  sempre  tan- 
gente ai  lati  abcdef  di  un  dato  seilatero  gobbo,  il  vertice  ^S^  di  T 
genera  una  quadrica  gobba,  che  ha  tre  direttrici  nelle  diagonali 
ah'de_,  hc-ef  ,  ed  fa  del  seilatero. 

60.  Se  ABCD—i^^-^o  è  un  tetraedro  autoreciproco  rispetto  ad  una 
quadrica  rigata ,  ed  r  è  una  retta  sghemba  agli  spigoli  del  te- 
traedro, la  cui  polare  è  r',  si  ha  r{ABCD)A  r'(ABCD), 

61.  Se  r  jT^  sono  due  rette  polari  rispetto  ad  una  quadrica  ri- 
gata, rispetto  al  cono  quadrico  circoscritto  ad  essa,  il  cui  vertice 
è    un  punto  S  di  r,  è  r  il  raggio  polare  del  piano  Sr\ 

62.  Due  rette  sghembe  l ,  tìIj  e  tre  punti  A  ^  B  ,  C  che  proiet- 
tano l ,  VI  mediante  6  piani  distinti  (o  tre  piani  a  ,  g .,  y  che  se- 
gano l  ,  m  in  6  punti  distinti),  individuano  una  quadrica  rigata, 
che  contiene  le  rette  Z  ,  m,  e  passa  per  i  punti  A  ,  B  ,  C  {o  tocca 
i  piani  a  ,  P  ,  y), 

Ot5.  Mediante  un  tetraedro  T,  ed  un  punto  J/ non  situato  sopra 
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alcuna  faccia  di  T  (o  un  piano  [JL  che  non  passa  per  alcun  vertice 
di  T),  sono  definite  tre  quadriche  rigate  che  passano  per  3f  (o 
toccano  ]i.),  mentre  ciascuna  contiene  due  coppie  di  spigoli  oppo- 
sti di  T. 

64.  Due  rette  sghembe  a,  ò,  due  punti  C,  D  che  non  giac- 
ciono in  uno  stesso  piano  con  a  o  con  ò,  ed  un  piano  [Jl  che  non 
appartiene  ad  alcuno  degli  elementi  ab  CD,  individuano  una  qua- 
drica  rigata  tangente  a  |Ji  e  che  contiene  gli  elementi  àbCD.* 

65.  E  facile  vedere  che,  indicando  con  ahcd  le  altezze  del  tetrae- 
dro ABCD—a^'^S  che  passano  ordinatamente  per  i  vertici  AB  CD, 
se  due  spigoli  opposti  AB  ,  CD  sono  _L  tra  loro,  le  altezze  a ,  e 
segano  rispettivamente  le  altre  due  b  ,  d\  e  che ,  se  sono  J_  tra 
loro  anche  due  altri  spigoli  opposti,  tali  saranno  pure  i  due  ri- 
manenti spigoli,  e  le  4  altezze  abcd  del  tetraedro  concorreranno 
in  uno  stesso  punto:  e  viceversa. 

In  ogni  altro  caso  le  4  altezze  abcd  sono  direttrici  di  un  iper- 
boloide gobbo ,  e  le  J_  alle  facce  a  ,  p  ,  7  ,  3  nei  punti  delle  al- 
tezze dei  V  BCD  ,  CDA  ,  DA  li  ,  ABC  sono  4  sue  generatrici. 

66.  a)  Se  due  quadriche  rigate  hanno  una  comune  direttrice  a, 
si  dirà  che  esse  si  toccano  (sì  raccordano)  lungo  la  retta  a,  quando 
ogni  piano  e  di  a  è  tangente  ad  amendue  in  uno  stesso  punto 
8  (dì  a). 

b)  Due  quadriche  rigate  Q,Qi  si  toccano  lungo  una  comune  di- 
rettrice a,  se  tre  piani  di  a  hanno  gli  stessi  poli  rispetto  alle  due 
superficie;  ed  allora  ogni  generatrice  di  una  qualunque  Q  delle  due 
quadriche,  che  non  appartiene  air  altra  (t| ,  è  tangente  a  H^  nei 
punto  in  cui  la  generatrice  stessa  è  segata  da  a. 

In  fatti ,  i  poli  ABC,  e  A^B^C^.,,  dei  piani  a^Y—  ^®^  fascio 
(a)  rispetto  a  Q  e  Q,  si  corrispondono  in  una  proiettività  P ,  la 
quale  è  una  identità,  se,  p.  e.,  A^B^C^  coincidono  con  ABC. 

e)  Se  poi  V  involuzione  unita  di  P  è  parabolica  di  punto  doppio 
A  (o  iperbolica  di  punti  doppi  A  ,  B),  ciascuna  delle  quadriche 
Q ,  Qi  ha  una  generatrice  tangente  all'altra  quadrìca  (0  avrà  due 
di  tali  generatrici). 

67.  Mediante  una  quadrica  rigata  Q ,  una  sua  direttrice  a',  e 
tre  punti  ABC  dei  quali  uno  almeno  non  appartenga  a  Q  e  due 
non  giacciano  mai  in  un  piano  di  a'  (0  tre  piani  af  ^  dei  quali  uno 
almeno  non  sia  tangente  afte  due   non  seghino   mai   a*  in  uno 
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stesso  punto  ),  è  individuata  un'  altra  quadrica  rigata ,  che  tocca 
la  data  lungo  a\  e  passa  per  ABC  (o  tocca  a^^), 

68.  Se  due  quadriche  rigate  Ik  ,  Hi  si  raccordano  lungo  una  di- 
rettrice a'j  e  si  toccano  in  un  altro  punto  A  non  appartenente  ad 
a',  esse  si  raccorderanno  ancora  lungo  una  generatrice  a  che  .passa 
per  A. 

Di  vero,  il  piano  a' A  tocca  amendue  le  quadriche  in  un  punto 
A'  ^di  a^-j  e  quindi  AA'=a  è  una  generatrice  comune  alle  due  su- 
perficie. Inoltre,  è  facile  vedere  che  queste  non  possono  avere  in  co- 
mune che  i  punti  di  a  ed  a',  e  quindi  si  raccordano  anche  lungo 
a,  —  In  fatti,  se  avessero  un  punto  comune  B,  non  appartenente 
ad  a  0  ad  «',  il  piano  a^B  le  toccherebbe  amendue  in  un  punto 
B'  di  a',  e  BB^=b  sarebbe  un'  altra  generatrice  comune  alle  due 
quadriche;  ma  queste  non  potrebbero  avere  un  altro  punto  comune 
non  appartenente  ad  una  delle  rette  a'aò  ,  perchè  avrebbero  in 
comune  una  terza  generatrice ,  e  quindi  coinciderebbero.  Allora 
però  non  può  assumersi  che  Q ,  Qj  abbiano  il  piano  tangente  co- 
mune a  in  A\  poiché  a ,  mentre  passerebbe  per  a ,  segherebbe  h 
in  un  punto  C  tale,  che  tutt'i  punti  della  retta  AC  sarebbero  co- 
muni a  Q  ,  Q^ ,  e  queste,  dietro  quanto  è  detto  innanzi,  coincide- 
rebbero. 

69.  Date  una  direttrice  a'  ed  una  generatrice  a  di  una  qua- 
drica rigata  Q  ,  e  dato  un  punto  A  non  appartenente  a  Q  né  al 
piano  aa^  (  o  un  piano  a  non  tangente  a  ft  né  appartenente  al 
punto  aa*  )  ,  è  individuata  un'  altra  quadrica  rigata ,  che  si  rac- 
corda con  la  data  lungo  a  ed  a' ,  e  passa  per  <4  (  o  è  tangente 
ad  a):  poiché,  p.  e.,  se  il  piano  aA  tocca  ft  in  -4j  ,  la  quadrica,  che 
contiene  la  retta  AA^  e  si  raccorda  con  Q  lungo  «',  é  individuata 
(es.  67);  e  poiché  le  due  superficie  si  toccano  in  i4^,  esse  si  rac- 
corderanno pure  (es.  68)  lungo  a, 

70.  Un  tetraedro  T^i4^C/>^a^Y0,  una  retta  .v  che  non  sega  al- 
cuno spigolo  di  T  ,  ed  un  piano  e  di  s  che  non  passa  per  alcun 
vertice  di  T  (o  un  punto  S  che  non  giace  sopra  alcuna  facciagli 
T),  individuano  un  cono  quadrico  V  che  passa  per  i  punti  ^Z:?C7) 
e  tocca  il  piano  o  lungo  8  (o  una  conica  cs  tangente  ai  piani  aj^ò 
ed  alla  retta  s  nel  punto  S). 

So  é  dato  il  piano  o  di  s,  costruendo  il  punto  S  che  corrisponda 
al  piano  e  nella  proiettività  s  [A  BC)  a  s  (ot^y)  ,  sarà  S  il  vertice 
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di  V:  poiché  «i  ha  s  {ABCc)  a  8  (a^^^S)  (1;  e  posto  SJD^s^^  si  ha 
(83,  e)  pure  s  (oL^^8)A8XAhC8),  e  quindi  è  8{ABCg)as\ABC8). 

Se  in  vece  è  dato  il  punto  S^  e  il  piano  o  si  costruisce  mediante 
la  (1,  sarà  e  il  piano  di  C3. 

71.  -Un  tetraedro  ABCD^'x'^'^S,  è  due  rette  r,s  di  un  piano  che 
non  passa  per  alcuno  dei  punti  ABCDj  individuano  un  cono  qua- 
drico  Y  (o  una  quadrica 'rigata  ft),  che  contiene  i  punti  ABCD 
e  le  rette  r,  8. 

Costruito  il  punto  S  òì  r  tale  che  sia  8{ABCr)7\  r^a^^-^S)  ^  e 
posto  SD^Uj  sarà  s{ABCr)  a  n(ABCr)\  e  secondo  che  S  coincide 
col  punto  rs,  o  pur  no,  si  ha  il  cono  Y,  o  la  quadrica  Q. 

72.  Due  punti  A  ,  i?,  una  conica  C3  il  cui  piano  o  non  contiene 
alcuno  dei  punti  A  ,  B ,  ed  una  retta  r  che  sega  o  in  un  punto 
C  di  a  e  non  giace  con  A  y  B  in  uno  stesso  piano ,  individua- 
no un  cono  quadrico  W  (o  una  quadrica  rigata  ft)  che  contiene 
Zi,  A  y  B  jV, 

Indicando  con  D  ^  E  ì  secondi  punti  d*^  intersezione  di  e  coi 
piani  rA  y  rB^  e  pjzjto  AD^ii  ,  BE^Uj  ì  fasci  proiettivi  di  piani, 
che  proiettano  da  u  ,  z?  i  punti  di  C3,  generano  V ,  o  ft ,  secondo 
che  u  ,  t'  segano  r  in  uno  stesso  punto,  o  pur  no. 

73.  Se  un  fascio  di  raggi  di  tjentro  8  al  finito  è  proiettivo  ad 
una  punteggiata  ^'5' (7'  ...  (il  cui  sostegno  s'  non  è  ||  al  piano 
del  fascio),  le  rette  a'b'c\  . .  ,  condotte  per  A*B'C'  .  .  .  parallela- 
mente ad  aie  .  .  .  ,  costituiscono  una  schiera  rigata  di  un  parabo- 
loide gobbo. 

74.  Se  una  punteggiata  (u)^ABC,.,  è  proiettiva  ad  un  fascio 
di  piani  (tt'}?=a'f 'y'...  ,  ma  i  sostegni  u  ,  w'  delle  due  forme  non 
sono  _L  tra  loro,  le  _J_  aòc...,  condotte  ordinatamente  da  ABC,  ad 
a'J'-jf'...,  generano  una  schiera  rigata  2  di  un  paraboloide  iperbo- 
lico :  poiché ,  indicando  con  w'^  la  retta  air  infinito  di  giacitura 
J_  ad  m',  e  con  (^t')^^^i\^\^^\,.,  il  fascio  dei  piani  J_  rispettiva- 
mente ad  a'f 'y'--  j  ^®  ^'6tte  afte...  congiungono  i  punti  corrispon- 
denti delle  punteggiate  proiettive  ABC,..,  w'^(a\g',YV")* 

75.  Le  normali  ad  una  quadrica  rigata  nei  punti  di  una  retta 
r  appartenente  alla  quadrica  (ossia  le  _L  ai  piani  tangenti  che 
passano  per  r  nei  loro  punti  di  contatto)  costituiscono  una  schiera 
rigata  di  un  paraboloide  ipai'bolico  ortogonale. 

76.  Secondo  che  una  schiera  rigata  l=abc.,.  appartiene  ad  un 
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paraboloide,  o  ad  un  iperboloide,  gobbo,  i  piani  a'^'^'...  di  nna 
stella  [8]  J_  ordinatamente  ad  abc,  costituiscono  un  fascio  di  piani 
di  1.0  ordine,  o  di  2.o  ordine. 

Se  ahc.  sono  i  raggi  di  un  cono  quadrico  ? 

77.  Date  due  rette  sghembe  a,  fe  ||  a  due  raggi  (o  J.  a  due 
piani  tangenti)  di  un  cono  quadrico  Y,  le  rette  ||  ai  raggi  (o  J. 
ai  piani  tangenti)  di  ^',  e  che  si  appoggiano  ad  a ,  &,  generano 
una  schiera  rigata  di  un  iperboloide  gobbo. 

78.  Date  una  conica  a  e  due  rette  u ,  u'  (  delle  quali  nimna 
sia  ||  al  piano  della  conica),  se  i  piani  dei  fasci  (u)  ,  (u')  si  ri- 
feriscono in  guisa  che  i  piani  corrispondenti  sieno  ||  a  due  rette 
reciproche  a  a  condotte  per  un  punto  fisso  S ,  i  fasci  (u) ,  (u') 
generano  un  cono  quadrico  o  una  schiera  rigata. 

79.  Quale  è  V  inviluppo  dei  piani  di  una  stella  [8]  ,  che  se- 
gano un  iperboloide  gobbo  secondo  parabole? 

80.  Data  una  direttrice  a  di  un  paraboloide  gobbo  ,  esìstono 
sempre  una  generatrice  a  ed  un'  altra  direttrice  &,  amendue  J_  a^ 
a  (cfr.  112,  e).  —  Se  a  è  una  direttrice  di  un  iperboloide  gobbo? 

81.  Quando  nel  n.o  114,  b)  fu  assunto  per  vertice  A  di  un  te- 
traedro autoreciproco  rispetto  ad  una  quadrica  rigata  Q  un  punto 
della  quadrica  stessa,  il  cui  piano  polare  a  è  quindi  tangente  a  Q 
in  ^  e  contiene  una  generatrice  r  ed  una  direttrice  r^  di  questa 
superficie,  se  si  fosse  assunto  per  B  un  punto  di  r,  o  di  r,,  quali 
altri  tetraedri  autoreciproci  degeneri  si  sarebbero  ottenuti,  oltre 
quelli  ivi  considerati? 

E  se  nel  n.o  114,  e)  si  suppone  che  una  delle  involuzioni  di 
punti  (o  di  piani)  assunte  in  r ,  «  sia  parabolica,  o  che  sieno  pa- 
raboliche amendue  tali  involuzioni  di  punti  (e  quindi  anche  quelle 
di  piani),  quali  tetraedri  autoreciproci  degeneri,  reali  o  immagi- 
narii,  si  hanno? 

82.  Se  hc'ah'ca'  è  un  seilatero  gobbo  semplice,  formato  da  tre 
generatrici  ahc  e  da  tre  direttrici  a'b^c^  di  una  quadrica  gob- 
ba Q,  posto  bc'=A  ,  c'a=B'  ,  ab'=C ,  b'c=A'  ,  ca'=B  ,  ateC, 
àa'=A'',  W=B"  ,  cc'=C'\ 

1.0  le  tre  diagonali  {j)rincipali)  AA*  ,  B'B  ,  GC\  che  con- 
giungono i  vertici  opposti  del  seilatero,  concorrono  in  uno  stesso 
punto  8 ,  che  è  il  polo  del  piano  g  individuato  dalle  intersezioni 
dei  piani  degli   A   opposti  del  seilatero  (perchè  AA\  BB' ^  CC' 
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80IÌ0  le  intersezioni  successive  dei  piani  bb' ,  ce',  aa'  j  e  questi, 
toccando  la  quadrica  nei  punti  66'  =  jS"  ,  ce'  =  C"  ,  aa'  =  A'\  pas- 
sano pel  polo  S  del  piano  B'VA'' =  a  ,  mentre  /^"C",  C"A"  , 
A"B"  sono  le  intersezioni   dei   piani   degli    a    opposti   A  e  A' , 

n  e  B',c  e  cy. 

2.0  le  sei  rette  ahea'b'e*  danno  luogo  a  due  terne  {bc'ah*ca\ 
a'ac'cb'b  ,  aa'cc'bb')  ,  {bc'aa'cb' ,  ca'bb'ac'  ,  ab'cc'ba')  di  simiglianti 
seilateri,  e  tali  che  i  punti  S  dei  seilateri  della  prima  terna  giac- 
ciono sopra  una  retta  r,  ed  i  punti  8  dei  seilateri  della  seconda 
tema  giacciono  sulla  polare  r'  di  r. 

Dimostriamo  quanto  è  enunciato  in  2.o  — ^  E  evidente  che  i  sei 
seilateri  indicati  in  2.o  godono  delle  proprietà  del  primo  di  essi 
dimostrate  in  l.o,  e  che,  designandoli  mediante  i  vertici,  que- 
sti seilateri  sono  {AB'CA'BC,  A"B'C"A'B"C',  A''BC"AB"C), 
(AB'A'^BA'B",  BC'B"CB'C',  CA'C'AC'A").  Indicando  poi  con 
SS^S^S^S^S^  ordinatamente  i  punti  S  di  questi  seilateri,  è  chiaro 
che  8 ,  Si  ,  S^  giacciono  rispettivamente  sui  lati  A  A',  A' A'',  A"  A 
di  un  V,  non  che  sui  lati  BB' ,  B'B'' ,  B"B  di  un  secondo  y  (e 
sai  lati  ce,  C'C",  C"C  di  un  terzo  V);  e  quindi  giacciono  sul- 
r  intersezione  r  dei  piani  di  questi  v«  Similmente  si  vede  che 
^8  ?  ^4  >  ^5  giacciono  sulP  intersezione  r'  dei  piani  dei  y  ABC, 
A'B'C',A"B''C".  Ma  /S'  è  [l.o]  il  polo  del  piano  A^'B^'C;  e  si- 
milmente si  vede  che  8^  ,  8^  sono  i  poli  dei  piani  ABC,A*B'C'. 
Danque  r  ,  r'  sono  rette  polari. 

83.  Dall'esercizio  82  si  trae  che,  rispetto  ad  una  quadrica  gobba 
Q,  definita  da  tre  suo  direttrici  abc, 

l.o  si  può  costruire  il  piano  polare  e  di  un  dato  punto  8  non 
appartenente  alla  quadrica  (^),  conducendo  nei  piani  8a  ,  8b  ,  Se 


(*)  Quando  S  appartiene  a  0,  e  quindi  costruendo  la  rotta  d'  di  S  che  si 
appog<^ia  ad  a,  6,  essa  si  appoggerà  a  e,  se  si  costruiscono  duo  altre 
generatrici  o'  ,  6' ,  e  poi  la  direttrice  d  cho  passa  per  S ,  sari  dd'  Il 
piano  polare  a  di  8]  ossia,  costruita  la  retta  d\  sarà  a  il  piano  corri- 
spondente a  S  nella  proietti v^tà  definita   dalle   tro  coppie  di  elementi 

corrispondenti  ad^    e    ad'  ,  hd'  e  bd'  ,  rj'   e   ed'. 
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le  rette  a' ,  b*  ,  e'  che  seghino  rispettivamente  le  coppie   di  rette 
bc  ,  ca  j  rtò;  e  i  punti  «a',  bb'j  ce'  apparterranno  al  piano  polare  e: 

2.0  si  può  costruire  il  polo  S  di  un  dato  piano  g  non  tan- 
gente alla  quadrica  ,  conducendo  per  i  punti  ca  ,  cb  ,  ce  le  rette 
a'  j  b' ,  c^ ,  che  seghino  ordinatamente  le  coppie  di  rette  bc  ^ca^ 
ab]  e  sarà  S  V  intersezione  dei  piani  aa',  bb',  ce: 

3.0  e  quindi,  costruendo  le  generatrici  a^'b'^c*^  di  Q  ||  rispet- 
tivamente ad  abc,  V  intersezione  dei  piani  aa"  ,  66"  ,  ce*'  sarà  il 
centro  di  Q  (^). 

84.  a)  Sieno  l'2'3'4'5'6'  i  lati  successivi  di  un  seilatero  sem- 
plice circoscritto  ad  una  conica  C3;  e  si  conducano  per  l',2',4' 
i  piani  a  ,  ^  ,  Y  II  ad  una  stessa  retta  r,  assunta  fuori  del  piano 
e  di  C3.  Indicando  poi  con  123456  ordinatamente  i  punti  di  con- 
tatto di  l'2'3'4'5'6'  con  C3,  si  conduca  per  1  nel  piano  a  una  retta  ar- 
bitraria a,  e  posto  a*a^f=.Lj  a*Cf.-\^M^  si  indichino  con  6',  a'  le  rette 
2Z»,  4Af.  Sicché,  proiettando  da  b\  a!  ì  punti  di  C5,  si  ottengono  due 
fasci  proiettivi  di  piani,  che  generano  una  quadrica  rigata  Q,  della 
quale  sono  Va' a  due  direttrici  ed  una  generatrice,  mentre  o  è  il  piano 
diametrale  coniugato  alla  direzione  r  (perchè  l'a^a,  2'6  =^,  4'rt  =Y 
sono  tre  piani  tangenti  a  Q  nei  punti  1,  2,  4);  e  quindi  cs  sarà  la 
curva '.di  contatto  di  Q  col  cilindro  circoscritto  ad  essa  e  di  ge- 
neratrici Il  ad  r.  Ma,  conducendo  per  6  la  direttrice  e'  della  qua- 
drica,  e  per  3  ,  5  le  generatrici  e  ,  6,  sarà  l'2'3'4'5'6'  la  proie- 
zione sul  piano  e  del  seilatero  ab'ca'bc'y  fatta  parallelamente  alla 
direzione  r.  Dunque  (  es.  82  ),  non  solo  si  ricade  sul  teorema  di 
Brian chon,  relativo  alle  sei  tangenti  di  una  conica  C3  (91,  6  ,  a 
dritta),  ma  si  ha  ancora  che  ,  i  60  punti  Brianchon  ,  corrispon- 
denti  ai  60  seilateri  che  si  possono  formare  con  6  tangenti  di 
una  conica  C3,  sono  distribuiti  a  3  a  3  sopra  20  rette,  le  quali 
costituiscono  10  coppie  di  rette  reciproche  a  C3. 

6)  Formando  la  figura  polare  reciproca  rispetto  alla  conica 
C3,  si  ha  non  solo  il  teorema  di  Pascal,  relativo  a  6  punti  di  una 
conica  (91,  6,  a  sinistra),  ma  si  ha  ancora  che,  le  60  rette  Pascal , 
corrispondenti  ni  60  esagoni  che  si  possono  formare  con  6  punii 


(*)  Ciò  è  pure  evidente,  osservando  che  i  piani  aa",  bb'\  ce"  sono  piani 
assintotici  di  Q  (112,  a),  o  quindi  passano  (113,  r,  2.»)  poi  contro  di  que- 
sta superficie. 
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rfi  ttnn   cùnica    C5^  concorrono  a  3  a  3  in  20  j^^nii,  i  quali  costi* 
ttiiscotio   IO  coppie  di  punti,  reciproci  a  C3. 

*<5.  a}  >Se  dite  coniche  di^ttnfe  C3  ,  zz^  di  un  piano  o  hanno  un 
punto  reaìp^  comune  A,  nel  quale  le  tangenti  a  ,  a,  alle  due  coni- 
vhe  non  coincidono^  esste  urrtumo  almeno  un  altro  punto  reale  co- 
mune £. 

Xel  dimostrare  questo  teorema  supporremo,  per  maggior  chia- 
rezjr.a,  che  F  una  e  di  fjueste  coniche  sia  un'ellisse:  poiché,  se 
haDtio  amendiie  ponti  reali  all' infinito  ,  i  coni  quadrici  V  ,  Vj  , 
che  le  proiettano  da  un  punto  al  finito  non  appartenente  a  e,  pos- 
sono eissere  sezionati  da  wn  piano  p  in  guisa  che  ,  delle  due  co- 
niche ^W^^tz\  pVj^s;/^  almeno  (88,/)  T  una  cs' sia  un'ellisse  ; 
e  dimostrando  il  teorema  per  cs'  ,  zz\  ,  esso  sarà  evidentemente 
dimostrato    pure  per  o  ,  o,. 

Ora^  la  taiigeiite  a  dell'  elli>ìse  n,  mentre  lascia  C3  da  una  stessa 
parte,  *sfga  cSjj  e  perciò  la  divide  in  due  rami,  dei  quali  quello 
che  è  in  parte  opposta  a  C3  rispetto  ad  a  non  penetra  nello  spazio 
rinchinso  da  ^.  Ma  V  altro  ramo  penetrerà  in  tale  spazio ,  attra- 
versando il  punto  ^-1  (ossia  secherà  zz  in  A)]  e  dovendo  poi  uscirne 
fuori,  per  ricongiungersi  co!  ramo  esterno,  segherà  C3  almeno  in 
un  altro   punto  reale  B. 

b)  Di  qui  segue  pure  (78|  e)  che,  se  due  coni  quadrici  T,  Vj, 
di  coTHune  vertice  S^  hanno  un  raggio  reale  comune  a,  e  i piani 
fan^fenti  mi  €ssi  lungo  a  non  coincidono,  ^  ,  ^^  avranno  almeno 
un  fdiro   Tciggio  reale  comune  b. 

BG.  a)  Indicando  con  ^'  un  cono  quadrico  di  centro  S,  se  Z(f^=efg 
è  un  triedro  autoreciproro  (107,/),  ogni  piano  p,  non  apparte- 
nente ad  S,  s^ga  questo  triedro  (107,  a)  secondo  un  y  eTg'=E'F'G' 
autùreci provo  alta  conica  f'^'=C3,  e  sega  Vinvoluzìone  (e)  di  T  se- 
coudo  V  involuzione  [E')  di  e 

b)  Da  ciò  segue  anche  che,  degli  spigoli  del  triedro  autore- 
ciproro  s-^  i-^efg,  t  uno  e  è  interno  al  cono  W  e  gli  altri  due  sono 
rsttrni  ad  e:iso  (86j  h,  3,o),  mentre  la  faccia  e  è  esterna  al  cono 
f  ìe  altre   due  lo  $egano. 

r ;   È   cliiaro  poi  cbe,  quando  S  è  a,ì  finito,  se  è  ?  ]]  e,  sarà  E' 

il  centro   di  C3,  e  le  rette  f\  tf  saranno  due  diametri  coniugati  di 

qaesta   conica.    Dunque,  il  luogo  dei  centri  delle    coniche,    sezioni 

di  un    cono   quadrico  ¥  di  vertice  S  al  finito  con  piani  \\  ad   un 

H  A  3r  !f  1 A — 6?  t"  o  t«  *■/  rifl  proiHtlvti.  8  4  * 
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piano  £  di  S,  è  ìt  raggio  polare  e  dì  e;  e  dm  diametri  confn^ 
qualunque  di  una  di  queste  coniche  nono  \\  a  due  diametri  corr 
goti  in  ciascuna  delle  rimanenti. 

d)  Il  raggio  polare  di  lui  piano  della  stella  [S]  rispettò  a  Y 
non  é  ili  generalo  _L  a  questo  piano  ;  raa^  so  un  raggio  a  è  J.  at 
suo  piano  polare  a,  questo  sì  chiamenV  piano  principale  di  V,  e 
si  dirà  che  a  è  V  asse  di  ^V  corrispondente  al  piano  principah  a, 

E  si  noti  che  un  piano  principale  a  del  cono  W,  di  vertice  al 
finito  S,  è  V  asse  corrispondente  a,  sono  un  piano,  ed  un  asife^  di 
simmetria  del  cono  stesso;  e  viceversa.  —  In  tatti,  conducendo  un 
piano  qualunque  p  di  a,  che  seghi  W  secondo  i  raggi  reali  I  ^  V 
ed  a  secondo  una  retta  a\  sì  ha  (107,  a)  in  Jl'aa'  un  gruppo  ar- 
monico coi  raggi  coniugati  a  j  a'  ±  tra  loro;  e  quindi  /  ,  V  sa- 
ranno simmetrici  rispetto  ad  a  e  rispetto  ad  a.  Viceversa,  se  a  (o  a) 
è  un  piano  (  o  un  asse  j  di  simmetria  ^  a  è  un  piano  prinoip?»T,/ 
di  T,  e  la  J_  a  ad  a  in  *S'  è  il  corrispondente  asse  (o  a  è  un  a^^ie 
di  Y,  e  il  piano  a  ±  ad  «  in  ^  è  il  corrispondente  piano  princi- 
pale); poiché,  ragionando  come  innanzi,  si  ha  in  iVaa*  un  gruppo 
armonico,  e  quindi  a  è  il  raggio  polare  di  a  rispetto  a  T. 

e)  Si  noti  ancora  che,  s€  a  ,  b   sono   due  assi  del  cono  qua^^ 
dricù  Y^  i  cui  corrispondenti  piani  principali  a  ,  ^  passano  per  h^a, 
il  piano  ab^Y  ^  "'*  ^^rzo  piano  principnìe^  il  cui  corrispondenti^ 
asse  è  a^^c:  poiché  flJ^  è  il  raggio  polare  di  7  ed  è  _L  a  y- 

/)  Supposto  che  esista  nn  ai^se  « ,  di  corrispondente  piaiìo 
principale  a,  se  g  ,  7  sono  i  due  piani  coniugati  ortogonali  nella 
involuzione  (a)  dei  piani  reciproci  che  passano  per  a,  è  evideota 
che  le  rette  Ta  =  ^>,  ^nt^c  sono  rispettivamente  i  raggi  polari  di 
p  ,  7  e  sono  JL  a  questi  piani:  ossia  ol''^')[  ^  ahc  è  un  triedro  au- 
toreciproco trirettangolo,  le  cui  facr.e  agy  sono  tre  piani  prÌT.rI> 
pali  di  ^,  mentre  gli  spigoli  opposti  ahc  sono  Ì  con'ispoml»-tit  i 
assi.  Ma^  se  V  involuzione  (a)  ha  due  altri  piani  coniugati  orto- 
gonali f',Y'  (e  quindi  sono  ortogonali  tutti  gli  altri  piani  coniu- 
gati ),  Oj  ciò  che  toma  allo  stesso,  se  fi'  è  un  terzo  piano  princi- 
pale che  passa  per  a^  il  cono  T  avrà  per  piani  di  simmetria  tutti 
i  piani  di  n;  e  quindi  H''  sarà  un  cono  di  rotazione  intorno  airadeo 
a.  àSicchè  nel  1.*^  caso,  oltre  agli  assi  ahc  ^  non  può  esistere  -:t 
altro  asse  a'j  poiché  il  plano  fjfrt^  sarebbe  un  terzo  piano  prt  j 
pale  appartenente  ad  a,  e  si  rientrerebbe  nel  2.«  caso. 
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ij)  Duoquej  ammessa  V  esistenza  di  uu  a*jse,  ptiÉjslamo  affer- 
mare che,  un  cono  quadri  co  W  di  vertice  al  finito  S,  o  ha  injììitti 
a»9t%  dei  quali  V  uno  a  è  ±  a  lui  ti  gli  altri  ^  i  quali  giacciono  nel 
piano  principale  a  corrispondente  ad  a  (e  "5'"  è  allora  un  cono  di 
votaztofìe  iniorna  aW  asse  a  ) ,  o  ìie  ha  tre  soli  a  ,  b  ,  e  ,  i  quali 
sùniì  ffli  stpiijoli  di  un  triedro  autoreciproco  trirettangolo. 

h)  Hesta  duinqne  a  dimostrare  la  effettiva  eaisteiiza  di  un  at^se 
fluì  cono  ¥,  quando  non  è  di  rotazione;  poiché,  se  T  è  di  rota- 
zione in  t'Orno  ad  a^  è  a  un  asse  di  simmetria,  e  perciò  è  un  aì^se  di  ^\ 

Supporremo  quindi  che  o  sia  un  piano  della  i^teHa  [S\^  il  cui 
raggio  polare  r  ix^n  coincida  con  la  ^  r^  a  p  in  8^  e  che  niim 
raggio  del  fascio  {8 ,  p)  sia  un  a^ìse.  AUora,  al  variare  del  rag^'o 
*  di  quei^+o  fascio,  il  piano  polare  e  di  «  descriverà  (108,  e,  1»^) 
un  faiscio  (r)  proiettivo  ad  (A\  p),  mentre  il  piano  o,  X  ^d  s  in  8 
«Ws^riverà  un  fascio  {r^  pure  evidentemente  proiettivo  ad  {8  ^  o); 
e  quindi  i  fasci  di  piatii  (r)  ,  {r{)  saranno  proiettivi  tra  loro  [ma 
non  pro4^pettivi^  perchè  altrimenti  il  raggio  polare  del  piano  rv^ 
sarebbe  un  raggio  del  fascio  {8 ,  ^)  X  ^1  piano  stesso,  ossia  sa- 
rebbe uu  asse].  Dunque,  m  p  è  un  piano  apparlencnte  ed  vertice  S 
al  finito  di  un  coito  quudrlco  W  non  di  rotazione^  e  se  p  non  è 
un  piano  principale  e  non  contiene  un  asse  dtl  conoj  il  luogo  dei 
raggi  (>riogonah  reciproci  al  raggi  del  fascio  (S  ,  p)  è  un  cono 
iiuadrico  W^  ,  che  puma  per  il  raggio  polare  r  di  p,  per  la  ±_  Fj 
a  0  in  Hf  e  pter  ogni  a^ne  di  W  (*};  poiché,  se  a  è  un  ayye  di  cor- 
rigpondente  piano  principale  a,  sarà  a  un  raggio  oitegonale  re- 
ciproco al  raggio  pa  del  fascio  [8  ^  p). 

Couììiderando  poi  un  altro  piano  p'  della  Btella  [ò']^  che  sia  nelle 
stcì^ge  condizioni  di  p>  si  ha  un  altro  cono  qimdrico  W\  come 
luogo  dei  raggi  ortogonali  reciproci  ai  raggi  del  fascio  (6%  f'};  e 
Tj  ^  T'j  hanno  in  comune  il  raggio  V  ortogonale  reciproco  al  rag- 
gio p&'=7,  e  qui  udì  hanno  ancora  in  comune  (es*  85^  òj  almeno  un 
altPo  raggio  a. 

Ora^  se  a  non  coincide  con  l\  ì  fasci  (8  ^  f  )  j  {^S^,  ^^  avranno 
rìiìpcttivamente  i  raggi  a*  ,  a\  ortogonali  reciproci  ad  £i  e  distinti 
Ha  /;  e  perciò  il  piano  polare  a-a\  di  a  sarà  X   ad   a,   ossia   a 

♦  ';  *S'e  f  eoiètim&  tm  asae  a,  il  luogo  del  raf/r/i  ortogonali  reciproci  m 
ruyyf  dd  fàscio  (S  ^  p)  drgenera  in  due  piani  | porche  i  fasci  di  piani  (r)^ 
*r^}  sono  ftllorn  prospettivi]  j  e  se  ^  è  utt  jìiauo  pHìtcìpalé  ^  Ìl  suddetto 
ÌUQg&  costerà  di  due  piani  delta  retta  r^r,* 
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tiara  nn  asse.  So  è  poi  V=a,  oissìa  se  uno  &t6fc}8n  plano  a'  è  tttO^] 
gente  a  W^  ,  W\  lungo  a^  il  Itiogo  dei  raggi  ortogonftlf  reciproci 
ai  raggi  del  lascio  {S  ,  ex')  nuii  può  essere  un  cono  quadrico  (percbè 
dovrebbe  essere  evidentemente  tangente  ai  piani  f  e  p'  lungo  /  ; 
e  perciò  il  piano  a'  (che  non  può  essere  mi  i»iano  principale,  per- 
chè dovTebbe  [(})]  contenere  due  assi,  ossia  due  raggi  comuni  a 
H\  ,  W\)  deve  contenere  un  asse  di  V,  e  questo  è  a  (*). 

i)  Se  il  cono  U^  non  è  di  rotadone,  e  se  e  è  quello  dei  suoi 
tre  assi  nhc  clie  è  interno  [h)]  al  cono,  un  piano  qualunque  p  X 
a  e,  e  che  non  passi  pel  vertice  iS"  di  T,  tìiegn  questo  cono  seconda 
un'  ellisse  ^^  il  cui  centro  è  il  punto  fc^O,  e  i  cui  assi  AA\  BO* 
sono  situati  sulle  rette  P'Citj  p«cif>,  luoltrej  se  é  AA*  >  BB*  {B 
([uindi  è  r  A  ASA*  maggiore  doli'  A  BS/Ì^)^  chitaoereino  a,  b  or- 
dinatamente asse  mftfffjtora  ed  asse  minore  dì  W,  mentre  daremo 
a  e  il  nriuie  ili  tifinr  primario, 

h)  Supponendo  rira  che  'F  wia  il  cono  assintoiico  ui  un  jp-i- 
boloide  gobbo  Q,  e  chiamando  juano  priììcijnih  dì  fi  un  piano  dia- 
metrale  L  ^^  ^^^^  diametro  coniugato,  il  quale  si  dirà  att$e  rr-i- 
rìsponfìtnfv  a  queyto  piano  principale,  siccome  ogni  triorlro  autc- 
reciproco  a  T  di\  (115,  e)  nei  suoi  tre  spigoli  una  terna  di  dia- 
metri  coniugati  di  Q^  e  viceversa,  ne  gegue  che,  se  un  iperfwloìdm 
gobbo  fi  non  ti  di  rotazionef  eatso  ha  per  piani  prinapaii  i  piani 
principaìl  a[iY  ^^^''  ^"o  ^^^'^^^  assintotico  M*  ;  a  se  af^c  é  l'asse  pri- 
mario di  H\  jwsta  Y^^aj^aL^b,  saranno  ca  j  cb  le  coppie  df  aM" 
sintofi  (ìdh  iperboli  seconda  cui  p,a  segano  Q,  jnentre  y  segherai  Q 
sevo  fido  UH  ellisse  (che  si  chiama  ellisse  di  fjoìa).  Se  poi  Q  t  di 
rotazione  intorno  ali'  asse  e  (^)  {ossia  se  è  generato  da  una  retta 
che  rota  intorno  ad  un*  altra  retta  sghemba  alla  prima,  e  guiudi 
é  anche  generato  da  un  iperbole  che  rota  intorno  al  suo  U49é 
ideale  o),  sani  evide nteìnent**  anche  W  un  còno  di  rotazione  intorna 
a  e,  e  d  avrà  infiniti  assi^  dei  quali  Vttno  e  fi  ±  a  tutti  gli  nitri 


(>)  DiGtn»  uuanto  ò  detto  in  g)  segue  chf  i,  w  \\  dobbonci  aven-ì  ;i. 
comune  i  tre  ast»i  td^r.  od  uà  altro  ra^g^iti  {\  il  quale  però  può  coinci- 
dere can  uno  dogli  assi  ahi% 

i^)  La  effettiva  csistensca  di  un  iperboloide  gobhti  di  rotazione  riìsultA 
da  quanto  è  detto  in  principio  dell'esercÌEio  84»  allorché  ivi  ai  suppone 
cho  «^  ì^iia  un  circolo  e  che  r  sia  J_  \\\  piano  <\\  «f;  e  risulta  pure  che 
la  supoi-ficie,  generata  da  una  rotta  cho  mta  Ìiit<irno  ad  un^altra  s^heuu* 
ba  ad  es&a,  ó  un  ìporboloido  gobbo* 
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the  ffiftecìano  nel  piano  principale  ^  rovriHpótMienle  a  e^  menfre  "^ 
jic^fherd  Q  necoìido  un  cìrcolo  (che  si  chiama  et  reo! o  di  tjoìa). 

l)  8e  fl  è  un  ptiniboloirle  gobbo,  nel  qualo  quindi  i  iliamt^tri 
sono  I  tra  loroj  conduceHdo  im  piano  ?  X  alla  dir6KÌf>iie  di  quaesti 
diaraetrij  ed  indicando  con  a  il  diaraetro  coniugato  a!  piano  ?,  ^i 
dirà  che  «  è  T  asm  (unico)  di  Q» 

E  considerando  V  involuzione  di  piani  reciproci  fi^  ,  diremo  che 
i  piani  ^  ,  y  coniugati  in  ft^  e  J_  tra  lorOj  sono  i  ^oM  plani  prt  n- 
rìjtitìi  di  ft. 

87.  a)  Se  r  é  una  generatrice  di  una  data  quadiica  rigata  Q,  e  tìe 
i  piani  5tj  ^  a^ ,  ^^  toccano  questa  quadrica  ordinata  me;  ite  nei  puuti 
.4,  T  .4*,  A^^  coadiicendo  i  raggi  arbitrarli  «^  ,  a^  ^  n^  dei  fasri 
(,4j  ,  a,),  f.L,  a^)^  (.1^,  cLj),  questi  tre  raggi  sono  lo  direttrici 
che  defiui«cono  un*  altra  quadrica  rigata  flj  tangente  a  Q  In  A^  ^ 
A^  j  A^  ,  e  che  quindi  si  raccorda  con  A  (©s^-  ^B,  b)  lungo  r:  6  sarà 
Hi  un  parabnloide,  o  un  iperboloide^  secondo  che  a^  ,  a^  j  «^  sono 
}l  ad  uno  stesiin  piano,  o  pur  no. 

ìi)  Ora,  se  II  j  è  un  iperboloide  gobbo  di  rotazione  Iti  torno  al- 
l'asse Tj  la  retta  e  deve  appoggiarsi  alle  normali  n^n^n^  < ..  di  Q  nt^i 
punti  A^A^A^.m,  di  r:  poiché,  p,  0*j  il  piano  tangente  a,  dì  Q^  in  A^ 
deve  essere  J^  al  piano  (me  rìdi  ano)  vA^  di  Q^  [perchè  ot^  contiene 
la  tangente  al  circolo  di  Hj  [paraìMo  di  fl^)  che  passa  per  J^jj 
e  quindi  w  deve  giacere  con  e  in  uno  stt-:.syo  piano.  Ma,  se  un 
iperboloide  gobbo  è  generata i  dalla  rotazione  di  r  intorno  ad  una 
rena  e  f:he  si  appoggia  ad  n^n^n.^  .  _  -,  i  piani  aiOt^a^  ,  ,  .  sono 
tangenti  a  questo  iperboloide  ordinatamente  in  A^A^A^  *  —  t  pt'rchè 
paa^sano  per  r  e  contengono  rispettivamente  le  tangenti  in  A^A^A.^.., 
ai  paralleli  descritti  da  questi  punti, 

Dunque j  emstono  infiniti  iperhctloidì  fjohhì  di  roi azione  che  si 
rnc€fjrdano  con  una  data  qtiatìrit*a  riga  fa  Q  htììfjo  Ufi  amftftiaiff 
TUfpjio  r  fli  Q:  e  gli  assi  dì  rotazione  di  qtiesfi  iperhotoidi  n^'utl- 
tniscono  la  schiera  rigala  inddenl&  a  quella  formata  (ea.  75)  dalle 
normali  a  Q  npì  punti  dì  r* 

SH.  Se  aòc^  a'h*c*  s(mo  le  terne  di  spìgoli  di  due  triedri  auto - 
reciproci  ad  un  cono  quadrico  ¥  (e  quindi  anche  se  abc  ,  a*b'c* 
sono  due  terne  di  diam.etn  coniugati  in  un  iperboloide  goV>bo)^  le 
retto  rtica'6'c'  sono  raggi  di  uno  stesso  cono  quadrico  T^,  o  ap- 
partengono a  due  piani  (cfr.  m.  -18,  e). 
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§  X, 

Fruì  attività  tra  forme  demo  iitarl— Problemi  di  3,°  ^rada. — 
Alcune  relazioni  metriche. 

llfl,  fi)  Abbiamo  veduto  noi  §  precddeiite,  che  le  forme  sem- 
plici proiettive  pof^sono  generare  cinque  forine  di  2,0  ordine*; 
ma  d'ora  in  poi  riuniremo  queste  5  forme  e  le  3  forme  sem- 
plici  sotto  la  denominazione  comune  di  forme  eie  numi  firi. 

Sicché  appartengono  alle  forme  elementari  due  forme  di  punti 
(le  punteggiate  di  L<>  0  di  2.0  ordine),  due  forme  di  piani  (i 
fasci  di  piani  di  1  »  e  dì  2,^  ordine),  e  quattro  formo  di  rette  (i 
fasci  di  raggi  dì  1.^  e  di  2*^  ordine  j  la  serie  dei  raggi  di  xin 
cono  quadrico^  e  la  Bchiera  rigata), 

/)}  Or  siccome  alla  definizione  di  gruppo  aiinonico  (21^  a, 
b)  nelle  forme  semplici  si  è  aggiunta  (B4,  a,  d  e  110,  *t)  quella 
di  gruppo  iirmoidco  nelle  forme  di  2fi  ordine,  così  estendere- 
mo la  deiìni^iono  della  proiettività  tra  le  fonile  semplici,  data 
nel  u.^"  30j  c)^  a  tutte  le  forme  elementari)  clìiamando  proiet- 
tive due  forme  elementari  qualunque,  se  sono  riferite  unìvoca- 
mente tra  loro  in  guisa  che  a  quattro  evenienti  arnionìei  dell'  una 
corrjÈtpondono  sempre  quattro  elementi  armonici  dell'  altra. 

e)  Da  questa  d* ^finizione  segue  che, 

L*>  se  due  forine  elementari  F  ^  F'  sono  proiettive  ad  una 
terza  forma  elementare^  o  a  due  altre  forme  elementari  proiet- 
ti voj  le  forme  F  ^  F'  sono  proiettive  tra  loro  : 

2.0  se  due  forme  elementari  sono  proiettive,  e  si  trasporti 
comunque  nello  spazio  una  di  esse,  o  si  trasportino  amen  due, 
senza  che  in  ciascuna  si  muti  la  scambievole  giacitura  degli 
elementi,  le  due  forme  saranno  ancora  proiettive  nella  loro  no- 
vella posizione. 

d)  Estenderemo  pure  il  concetto  di  prospettività  (33^  é),  chia- 
mando prospettive  due  forme  elementari  proiettive  ,  1  cui  cde- 
nienti  non  sono  della  stessa  natura ,  so  ciascun  elemento  del- 
l'una  appartiene  al  corrispondente  elemento  dclT  altra. 

0)  Risulta  quindi  che,  sono  prospettive  le  seguenti  coppie 
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di  forme  denientari,  so  si  fanno  corrispondere  gli  elementi  di 
natnra  diversa  che  si  appartengono,  cioè, 

l/>  una  imnteggiata.  (cs)  di  2.o  ordine  e  il  fascio  di  raggi 
\\ì  \J^  ordine  che  la  proietta  da  un  punto  arbitrario  della  co- 
nica s  j  o  il  fascio  di  raggi  di  2.o  ordine  formato  dalle  tan- 
jjenti  delia  conica  stessa,  o  la  serie  dei  raggi  di  un  cono  qua- 
drico,  che  contiene  a  ,  o  una  schiera  rigata  della  quale  (cs)  è 
una  eeziouè  piana: 

2.«  un  fascio  di  raggi  (o)  di  2.o  ordine  e  la  punteggiata 
che  (s)  determina  sopra  un  suo  raggio  arbitrario,  o  un  fascio 
di  piani  di  2.^  ordino  che  proietta  (c3): 

3.^  una  schiera  rigata  L  e  la  punteggiata  che  essa  deter- 
mina sopra  una  sua  direttrice  arbitraria  a',  o  il  fascio  di  piani 
che  proietta  ^  da  n*. 

In  fatti  j  in  ciascuno  dei  casi  qui  considerati ,  le  due  forme 
spillo  proiettive ,  pcrchò  a  quattro  elementi  araionici  dell'  una 
corripondono  sempre  quattro  elementi  armonici  dell'altra. 

f)  È  chiaro  pure  che,  sono  proiettive  due  forme  elementari 
prospettive  a  due  forme  elementari  proiettive. 


1 


g)  Dati  due  fasci  proiettivi 
di  ragtji  (8)£abc.»pj  (S')=a'b'c'... 
di  un  piano  e,  *  cui  centri  S, 
B'  mno  dìMnti  o  coincidenti , 
#«  ABC.j  A'B'C.»  MOno  i  se- 
condi punti  il'  intei-sezione  dei 
raggi  abc-.. ,  a'b*c'..,  con  una 
conica  s  di  a  che  pa^sri  per 
8  ed  S'j  le  punteggiate  di  2.o 
ùrdine  ABC. . . ,  A'B'C  .  -  sono 
proiettive  [e),  l."^];  e  questa 
proicttività  dì  punti  tra  punteg- 
giate di  comune  sostegno  e;,  che 
diremo  proìetiività  conica  (cs) 
di  punti,  sludìcherà  scrivendo 

^.A  B  C 
'""^=^1'  B^  C*'" 

S«f  »'  è  il  raggio  di  {&*)  cor- 


Date  due  punteggiate  proiet- 
tive (s)=ABC...,(s'j=A'B'C'... 
di  un  piano  e ,  i  cui  sostegni 
sono  distinti  o  coincidenti ,  se 
abc... ,  a'b'c'. ..  sono  le  secon- 
de tangenti  condotte  dai  punti 
ABC...,  A'B'C...  ad  una  conica 
zs  tangente  ad  s,s',  i  fasci  di  rag- 
gi di  2.0  ordine  abc... ,  a'b'c'... 
sono  proiettivi  [e),  l.o];  e  que- 
sta proicttività  di  raggi  tra  fa- 
sci di  raggi  di  comune  soste- 
gno C3,  che  diramo  prò iettività 
conica  (c3)  di  tangenti  (  o  di 
raggi  ) ,  s' indicherà   scrivendo 


(w): 


abc 
Vb'c'* 


Se  5'  ò  il  punto  di  (s')  cor- 
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rispondente  alla  tangente  di  e:    rispondente    al    punto    di  coii- 
in  ^j  ad    S   corrisponderà   in    '   "      '"  '  ' 

(n)=^r  ^^  J^.f  - .  *  il  secondo  pun 


tatto  di  e  con  ^^  ad    s    corri- 
sponderà m  {z:)=ifijt  *;,-•*  b 

tu  d'intt-rsezione  di  h*  con  zz.  ]  Iéi  seconda   tangente    coiidott'i 

j  da  S  '  a  G. 

In  sostanza,  alle  operazioni  foudamentali  (6)  si  sono  aggiantu 
due  altre  operazioni  f  cioè  quella  dì  segare  un  fascio  (S)  dì 
raggi  mediante  una  conica  condotta  pel  ceutro  aS  del  fascio, 
e  Falti^a  di  proiettare  una  punteggiata  1^)  mediante  le  tangenti 
di  una  conica  tangente  al  sostegno  s  della  punteggiata;  e  f]U<*- 
ste  due  operazioni  danno  forine  prospettive  a  quelle  sulle  quaìì 
si  eseguono* 


h)  Dati  due  fasci  proietti  fri 
di  piani  (»=agY,<.,  (r')=a'p'Y'*.. 
di  una  stdla  [U] ,  i  tMì  soste- 
gni V  ,  r^  ffono  dii^tinti  o  coitt- 
cidcniij  se  abc,»*  j  a^b'e',..  i^ono 
i  secondi  raggi  d'  intersezione 
dei  pi  triti  a^Y—?  ^'f'^ì'  -  ^^^''  ""^^ 
cono  quadrieo  V  ch&  contiene 
r  ,  r',  la  forme  di  raggi  alie.*.^ 
a'b'c'*..  sùno  proiettive,'  o  (lue- 
sta  proicttìvitii  (li  raggi  tra  for- 
me di  comune  sontegno  ^'  si  in- 
dicherà scrìvendo  (^')=^r  j/  ^t-— 


Dati  due  fasci  proiettivi  di 
raggi  (p)^abc*,.j  (jf'j^a^b'c'...  df 
fina  steìia  [U],  i  cui  sostegni 
p  j  p^  sono  di^  tinti  o  eoi  ubidenti, 
se  a[iY»,,,  a^f 'y'...  mno  i  secondi 
p  I  «  ni  ta  n  gè  n  ti  con  do  tti  da  a  b  e  ,** , 
a ' b  'e '„ .  ti d  u n  con  o  quad rie o  ^' 
tangente  a  p  ,  f 'j  i  fasci  di  piti* 
ni  di  '2.0  ordine  af^Y»*?  fii'fi'7'». 
sono  proiettivi;  e  questa  proiet- 
ti vita  di  piani  tra  f^>rme  dii'o- 
mune  sostegno  H' ,  s' indiciirrii 

scrivendo  (T)  =  ^,^,^,.,.. 


In  sostanza,  si  sono  introdotte  ancora  due  altre  operatiùni, 
cioè  il  segare  un  fascio  di  piani  (r)  mediante  un  cono  quadrìco 
elle  passa  per  Tasse  r  del  fascio  ^  e  il  proiettare  un  fascio  dì 
raggi  {U ,  ù)  di  1*0  ordine  mediante  piani  tangenti  ad  un  cono 
quadrico  MT  di  vertice  U  e  tangente  al  piano  p  ;  e  queste  due 
operazioni  danna  anch*  esse  forme  prospettive  a  quelle  sulle 
quali  si  eseguono, 

f)  8e  u  ,  u'  sono  i  sostegni,  sghembi  o  coincidenti ,  di  dm: 
fa  se  i  p  ro  i*ì  1 1  i  v  i  di  p  ia  ni  a  ^  Y'  -  ?  ^  '  ?  't  '  -  ■  * — ^  *'*  ^**^  P^^^  ^^99  ^^  ^^  P  '*'^" 
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kHite  ABC-.p,  A'B^C.»  —  ,  ed  è  Q  una  quadrlca  rigata  che  h^t 
ùi  u  ,  u'  due  »ue  direttrici,  le  gentratrici  abc... ,  a'b'c'...  di  Q  , 
Mituat€  ordinatamente  in  a^^,,»,  ol'^'y^..  —  o  che  passano  rispei- 
iirameiite  per  ABC...,  A/H'C'*,.  —  ,  cm^fituiscono  (109,  e,  2.o)  una 

R    1>    ci 

pfoifftUHhì  (0)  =    , ,  p  ^f  ...    fra   ì   rmigi  di   una   schiera  rigata 

Bi  sono  cosi  introdotte  duo  altre  operazioni,  cioè  quella  eli 
segare  un  faaeio  (u)  di  piani  mediante  una  quadrica  rigata  Q 
che  lin  tf  per  direltriccj  e  queliii  di  proiettare  la  punteggiata 
(w)  mediante  le  generatriei  dì  Q;  operazioni  che  deducono  dal 
fascio  e  dalla  punteggiata  una  forma  ad  essi  prospettiva. 

k]  Due  fonne  di  2.^  ordine  —  o  una  forma  di  2.o  ordine  etì 
Ena  forma  semplice  —  si  possono  riferire  proiettivamente  tra 
loro,  riferendo  proiettivamente  due  forme  semplici  prospettive 
alle  luime  —  0  riferendo  proiettivamente  la  forma  semplice  ad 
mr  altra  fonua  semplice  prospettiva  a  quella  di  2.o  ordine—. 
In  conseguenza  j  due  formo  elementari  proiettive  si  possono 
riguardare  come  prima  ed  ultima  dì  una  serie  finita  di  forme 
dement^rlj  delle  quali  ciascuna  è  prospettiva  alla  seguente; 
ossia  si  possono  dedarre  Puna  dall'altra  mediante  un  numeri* 
finito  di  operazioni. 

i)  Così,  [\  e,,  le  punteggiate  di  2,o  ordine  (cs)  ^  ABC .... 
i^^A'B^C^ ,  •  »  sì  riferiranno  proiettivamente,  riferendo  proiet- 
fivatnente  i  fasci  dì  ra^rgi  che  proiettano  (cs) ,  (»')  ordinatamentf 
(lai  punti  arbitrarii  S ,  jS"  di  ss  j  s;'. 

E  se  le  coniche  a  ,  n'  giacciono  in  uno  stesso  piano  ,  sani 
uiile  scegliere  per  ^  ^  8*  ordinatamente  i  secondi  punti  d'inter- 
sezione delle  coniche  n  ,  r-'  con  la  retta  congiungente  due  pumi 
arbitrarìi  A  ,  A*  che  si  vogliono  far  corrispondere  in  (cs)  ,  (zz\; 
poiclièj  così  facendo^  i  fasci  dì  raggi  (S)j(S')  risultano  pm- 
spettivi, 

m)  Possiamo  estendere  dunque  alle  forme  elementari  hi 
maggior  pane  delle  definizioni  e  delle  proprietà  relative  alh* 
forme  semplici.  E  quindi, 

L»  la  proiettivttà  tra  due  forme  elementari  è  definita  d^i 
ire  coppie  di  clementi  corrispondenti  ;  e  se  le  forme  sono  so- 
vrapposte,  essa  è  involutoria,  quando  due  elementi  distinti  si 

^x%iiì\  —  fweom€trla  próifftìtu,  35* 
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corrispondono  in  doppio  modo,  ed  è  por  cu'!  dc^fìnita  da  due  sole 
coppie  di  elementi  coriispondenti  {roiiiitgati)  {^), 

2.0  non  mutano  le  dcfinìziom  di  proiettività  armonicbejn- 
volntoric  o  pnr  no,  e  di  proiettività  ciclìelie;  la  definizione  p  U 
costruzione  dell'Involuzione  unita  di  una  proiettività  tra  fonu** 
sovrapposte;  e  cosi  vìa. 


117.  a)  Se  le  punteggiata  prO' 
Uttim  di  2.0  orarne  ABC.KIi..,, 
A,BiCi-  ^KjLj.,.    hanno  per  co- 

mvne  sostegno  nna  contea  zSj  i 
pmiti  anaìoghi  a  KIj^  ^  KJj  f/iac~ 
dono  tutti  sopra  una  sfessa 
retta  u  ^  che  cliiameremo  asge 
di  cùnuimzione    della  praietti- 

^^''^f'^)  =  A,B,CrK,  Lr 

Di  vero,  proiettando  le  pun- 
teggiate proiettive  ABC,.JvL.,»j 
A^lì^Oy.- K^L^...  ordimitamente 
da  A^  ,  A^  si  ottengono  due  fa- 
sci prospettivi,  il  cui  asse  n  di 
prospettiva  contiene  i  punti 
A^K'  A K\^M  ,  ÀJ.'  A L=  S\  E 
proiettandole  ordinataniente  da 
JT^  ,  A%  si  ottengono  due  altri 
fasci  prospettivi,  il  cui  asse  di 
prospettiva  contiene  i  punti 
A ,  A  *  KA ,  =  il/  ,  A\L  <  AX^  =  P, 
e  coincido  ([uìndi  con  u^  per- 
che^ i  punti  Jf ,  AT,  P  giacciono 
snlla  retta  Pascal  deil'esngono 
A^KL.AKyL. 

ìì)  Volendo  dunque  it  punta 
/>i  corrispondente  a!  punto  D 


8€du€  fasci  proietti  gì  di  rag- 
gi di  2.0  ordine  abc  . , ,  kl , . . , 
ajbjCj . , .  kjli  * . ,  hanno  per  co- 
mune sostegno  una  conica  ^  « 
le  rette  analoghe  akl^-k^l^^*- 
sano  tutte  per  uno  bIbsso  pimi^ 
lì  y  elle  chiameremo  centro  di 
colli neazione  della  proiett trita 
f    .__a  b  e      k   1 

Di  verOj  segando  ì  fasci  {ìto- 
iettivi  abc.kL,.,  a^t^iC^...  A-,/^... 
ordinatamente  mediante  a^^tf, 
si  ottengono  due  punteggiate 
prospettive j  al  cui  centro  U  <li 
prospettiva  appartengono  le  ret- 
te a^k^ ak^  ^  m  y  a^l  -  al^  ^  «,  E 
segandoli  ordinatamente  me- 
diante I"j  ,  k^  si  ottengono  dar 
altre  punteggiate  prospettive  ; 
al  cui  centro  di  prospettiva  ap- 
partengono lo  rette  i-j^a- i'«|^iWi 
k^l'kl^^p\  e  questo  centro  coin- 
cide con  li y  perchè  m,?i,/J 
passano  pel  punto  Bri  aneli  OJi 
del  seilatero  a^kl^ak^L 

Volendo  dunque  il  l'aggio  (/, 
coiTìspondente  al   raggio  d  in 


r^)  K  chiaro  ehe,  m  tj\  a  sinistra,  la  proiettività  [ef}  sarà  involutori», 
se  i  fasci  {^}  ,  ìH')  sono  sovrapposti  ed  in  involuzione. 

Analoga  ossni*vaEÌone  va  fatta  in  g)  a  deatra,  ed  in  k}  ,  i). 
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in  (a)^  basterà  determìnarcs  il 
Plinio  A^D^uE^Qj  e  la  retta 
AQ  segherà  dì  nuovo  tsìnDii 
ma  possono  sostituirsi  ai  punti 
A  j  A^  due  altri  punti  qualuu- 
que  che  si  corrispoDdono  In 
(e). 

c)  La  protetti  i'fì fa  cmiica 
(li  j^unti  fo)  è  quindi  de  fi  nt  in 
dal  »Ho  asse  di  coliineazione  u 
e  da  dne  punii  corrispondtnU 
A  j  A^t 


(jz)  j  basterà  costruii^e  la  rotta 
a^d'llE^qj  e  la  seconda  tan- 
gente a  flj  condotta  pel  punto 
qa,  sarà  d^i  ma  possono  sosti- 
tuij'si  ai  rag:gi  a  ,  a^  due  altri 
ra^^gi  qualunque  che  si  corri- 
spondono In  (ct)» 

La  proieiUvttà  conica  di  taìi- 
genti  (ss)  è  quindi  definita  dal 
suo  centro  di  mllineazione  U  e 
da  due  tangenti  corrispondenti 
R,  ai- 


\  B  C 
d)  Sf!    (s3j  ^  '.  j,  ^^    .  .  <  é  una  proiettiviià  conica  di  asse 

ffi  coìiineazimié  ti,  le  tangenti  abc  . , ,  ^  aibjC^  .  *  .  a  n  ordinata- 
mene in  ABC  .  - .  j  AiB^C, .  • ,  eostituiscono  (UO»/')  un' altra  prò- 
ietiicità  cinica f  il  cui  centro  IJ  è  il  poìu  della  retta  u  rij^jtetto 
a  ^;  e  viccrtrsa  i  poicliè  le  rette  ab^-a^b  j  be^'b^c  dui  punto  U 
sono  le  polari  dei  punti  AB^A^ByBC^'BiV  delia  retta  u. 

Se  la  proiettioité  (a)^    , 

Uj  D|Cj 

è  (llG,  k^  l»oj  ùtuóìutoria  ,  pel 
centro  di  colli neazio ne  U  (che 
diremo  allora  pure  centro  d'in- 
voluzione) pasceranno  anche  le 
rette  Ab -a^h^ ,  bc-biC^  ^  ca  -  c^ap». 
e  le  rette  conglungenti  ì  punti 
di  contatto  della  contea  P  con 
due  tangenti  coniugate  qualun- 
que  ;  come  risulta  ^  osservan- 
do che  a^a  j  bfi  j  p.  e*,  sono 
coppie  dì  tangenti  corrispon- 
denti In  (e),  e  che  quindij  cs* 
sondo  aj^aa^bb^.,.)  A  a(«i«6i6..*), 
debbono  essere  allineati  con  U 
non  solo  i  punti  a^b^  j  ab  ,  ma 
anche  i  imnti  di  contatto  di  e; 
con  a^a  (che  sono  le  intersezioni 
di  rt^jd  ordinatamente  con  a^^u). 


ABC 
e)iklaproietiività(z;s)^j^  ^  q  ... 

è  (luì,  kj  1,0)  inrolntoria^  l'as- 
se di  coli ineaz ione  u  (  che  di- 
namo allora  pure  asi^e  (tinvoln- 
7ime)  conterrà  anche  i  punti 
AB* AJ^i ,  BC- BjCi ,  CA  CjAi,... 
e  i  pnnti  d'  intersezione  delle 
tangenti  alla  conica  n  in  dns 
ptint i  co n  i u ga t  i  q u al u  nque:  e 0- 
me  risulta^ osservando  che  A^A^ 
B^Bj  p.  e»^  sono  pure  coppie  di 
ponti  corrispondenti  in  (tu),  e 
che  quindi,  essendo  J  i\AA^BÌii.] 
A  A[A^AHyB...)j  debbono  segar- 
si sopra  ti  non  solo  le  retto 
A^B^^AIÌ^  ma  anche  le  tan- 
genti in  .4;  ,  ^4  (che  proiettano 
da  A^ ,  A  ordinatamente  i  punti 


Digitized  by 


Google 


—  276  — 


f)  Ne  Hinvului  w  i  i  e  (U  p  a  a  1 1 

BBj  j  CCj ,.-,  j  che  couf/iungono  i 

IHiutl  coningaU^  concorrono  in 
uno  stesso  punto  U  (che  si  de- 
nominerà eentro  deìV  involu' 
^tontìy  il  quale  quindi  è  il  polo 
di  u  rispetto  alia  conica  n. 

Di  veroj  i  trilateri  ABCJA^ B^C\ 
sono  [e)J  prospettivi  con  FaB^c 
ti  di  prospettiva^  u  perciò  essi 
Hono  anche  omologiei;  ossia  le 
rt»ltc  AA^  ,  £ÌB^  ,  f"'C\  concor- 
rono iu  uno  stesso  punto  Lu 
Sicché,  considerando  come  fisse 
le  coppie  di  punti  .4.4,  ,  l^il^  e 
come  variabile  la  coppia  CC\j 
il  teorema  è  dimostrato. 


XeW  ittcoluzittn*/    di    raggi 

,    \      fi  h  e         .  A-  *^ 

^*^^— a  b   Cj""'  *  ^*^*'*^*  ^^' 

bbjjCCjj*..,  intersezioni  dei  rag- 
gi coniugati ,  giacciono  saprà 
una  stessa  retta  u  (che  si  de- 
nouiinerà  asse  delV  invofnzio- 
tic),  la  quale  quindi  è  la  piiìn- 
re  di  U  rispetto  alla  conica  p. 
Di  \^erOy  i  Érianfjroli  abcj  alb^c^ 
sono  [e.)]  prospettivi  col  centro 
U  di  prospettiva,  e  perciò  essi 
sono  anche  omologici  ;  ossici  i 
punti  aa^  ,  bf/^  ^  ce,  i^iacciono 
sopra  una  stessa  retici  n.  Sic- 
ché, considerando  come  fisM?  le 
coppie  di  v^ggì  rt«j  ,  bb^  e  crn 
me  variabile  la  eoppia  cc^ ,  il 
teorema  è  dimostralo. 


tj)  V  inmhizlone  di  punii  (  o  di  raggi  \  relativa  ad  una 
data  conica  s  come  sostegno^  è  definita  dal  suo  centro  U,  o  ddì 
suo  ai<se   u  ,  <f '  infohizione. 

In  fatti,  condueeudo  per  U  le  rette  /,  m,  n^  pj. . ,  che  seghino 
C3  nelle  coppie  di  punti  AA^^BB^jCC^,  DD^y.,.,  è  AA^BB^^U 

4    li 

ì\  centro  dclT  involuzìotie  {z:)^^^\    r.     (individuata  dalle    due 

coppie  AA^  ,  BB^);  e  quindi  [/)]  CCi  ,  DD^j  . .  •  sono  coppie  delln 
stessa  involuzione.  Inoltre,  le  coppie  «a,  ^bb^jcc^  *..  di  tangenti 
a  a  nelle  stesse  coppie  di  punti  AA^ ,  BH^  jCC^  y,..  costituiscono 
(116,  f)  un*  involuzione  di  raggi  che  ha  per  iisse  la  retta  ii, 
alla  quale  appartengono  [f)  a  dritta]  i  punti  aa^^bhi  jCCjjm.  ;  p 
(juindì  nvvh  per  centro  il  polo  U  di  u  rispotio  a  z:, 

Analogatneute  si  ragionerà,  se  é  dato  T  asse  u  di  un*  involu- 
zione  di  punti,  o  di  raggij  relativa  alla  data  conica  s. 

llSi  a)  Rispetto  all'involuzione  di  punti  (cs)  ^  -  „  sono  ar- 
moniche (66,  d)  le  involuzioni  |^^|  ,  A^B\  ,  Kiìì  ,  A^B^K  W 
quali  sono  puro  armoniche  tra  loro:  e  lo  stesso  va  detto  per 
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le  iiìvuliuìofiì  di  tangenti  (c3)^^*  ^  /^^^t  *  "i''  ?  i^''^  y  *h^*i'    ^'^^  il 

centro  di  una  qualunque  di  queatc  tre  involuzioni  di  punti  (o  di 
tangenti)  b  V  inters(?zioiic  degli  assi  delle  a! tre  due.  Dunque,  la 
mìidizioH&  «*^rt^«tfrirm  e  ifufflc lente j  affinchè  «lentf  armoniche  dite 
mrolnzioni  di  punii  (o  di  tnnge.nti)  ch€  hanno  per  soatteffno  una 
i^leifm  tonica  ^  ,  è  che  il  ctntro  dell'  una  appartenga  alf  asse 
dell' altra,  ossia  eìm  i  loro  centri,  o  ì  loro  assi,  èie  no  ciemenìi 
reciproci  nlla  conica  cs;  e  la  condizione  necessaria  e  sufficiente^ 
ttfflnchè  tre  inmduzioui  di  punti  (o  di  tangenti) ^  che  hanno  per 
m$te§no  una  stessa  conica  zs ,  sì  e  no  armonie  ha  a  dite  a  due,  ti 
che  I  loro  centri  sieno  i  vertici  di  un  y  anta  reciproco  a  ts 
le  quindi  t  loro  usn  itaranuo  i  lati  di  questo  y)- 

b)  Di  qui  segue  che,  se  U  ,  U'  (o  u  ,  «')  sono  i  centri  (o 
fili  assi)  di  due  inmduzioni  armoniche  di  punti  di  una  conica 
3j  esM  sono  pure  i  centri  (o  gli  assi)  di  due  ìuroluzlonl  ar- 
mmnche  di  tangenti  alla  stessa  conica^  e  ince versa. 

In  particolare,  se  AB  ,  CD  sono  duo  coppie  dì  punii  armonici 
di  una  coiiica  £3  [ossia  (H4,  e)  se  U  retta  CD  pa^sea  pel  polo 
delta  retta  AB  ] ,  le  tangenti  di  e:  in  ABVD  costituiscono  un 
irrupp>  armonico;  e  vicCTcrsa. 


-\  o   i^\ A   K   e 

e)  Se{^}^  f.    „   ^  ,„tuna 
A,  tilt i 

proietticitA    conica    di    punti  ^ 

r  asse  dell*  inroltizione  unita  I 

rfi  (s)  coincide    con    f  asse  di 

(oliinenzione  n  di  (nX 


e  /_^ a   h   e 

Se  (oj  =      ,        ...  e  una  prò- 
iij  rjj  ^1 

ietti  tutù  conica  di  raggi ,  il  cen- 
tro dell'  involuzione  unita  V  di 

(z:)  coincide  col  centro  di  col- 
li ntazione  U  di  (a). 


In  fatti ,  le  involuzinni  i;  ^  i  A B^ ,  A^B  \  ,  ì^^\  AC^  j  AiC  \ 
sono  armoniclie  a  (cs),  ed  i  centri  di  J,  ,  J^  giacciono  (117j  a) 
sopra  u.  Sicclièneirinvolnìiìcme  unita  J  di  (p),  clic  è  armonica 
aJijJ^,  Tasse  deve  [a)]  })assare  per  i  centri  di  J^  ,  l,  ^  om'm 
deve  coincidere  enn  n. 

Analoga  dimostrazione  pel  teorema  a  destra* 
d)  Dumjue  (72^  c\  la  condizione  necesHarla  e  sufflelentfi^  af- 
finchè due  proiettlvifà  di  punti  (o  di  taìigenti)  di  una  stessa  co- 
nica a  niello  co  minuta  ti  ve,  è  che  esse  aìd)ìano  lo  stesso  asm  (o 
centro)  di  colli neazioue. 
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e)  Com<?  applicazione  d<jlti,"117j  a),  riportimno  i  seguenti 
due  tcorerai, 

lìt   un  poUgono    f^empHc^  di 
4n  +  2  Iati  iscritto  in  una  rù- 


nica £3j  se  2n  dei  Hn-k-l  imnii 
d' iulerufezione  del  »noi  iati  op- 
posti giacciono  in  una  retta  u, 
'  an*?he  l'nltimo  punto  d'interse- 
zions  (giacerà  in  u. 


In  un  poligono  semplice  di 
4n  +  2  vertici  circoscritto  ud 
ima  conica  ss,  se  2o  delie  2n-fl 
rette  co  ngi  un  genti  i  suoi  vertici 
opposti  passano  per  nn  pnni*} 
Uj  anche  Vitltima  retta  paistrà 
perV- 


Por  brcviili,  il  poU^^ono  complice  Iscntio  in  e;  sìa  il  decagono 

AIi'VD'E.rBCDE\  e  suppoixiiimo  clie  ì  punti  AB*  .Vii,  B'CBV\ 

CD**C*DfD*E'l}E*  appartengano  ad  una  retta  ie/1  a  quale  sarà 

V  B  r 
quindi  l'asse  di  collincuzioiiedullaproieltività  conica (sì^\i  i^tf^u 

In  cnnscgu**nza,  dietro  Tipott^si  fatta,  ai  punti  lì  ^  ^  corrìspoiì- 
demnno  in  (a)  i  punii  Z>' ,  E*;  e  perciò  il  punto  EA*-E\i  ap- 
pari t.^r  ni  ad   H. 

Analoga  dimus trazione  pel  teort^ma  a  destra. 
/)  Be  1^  6  Tasse  di  collineazione   della  proìettìvità  conica 

di  punti  (w)  ^  V  ":  ^  \^  ,  !a  languente  della  conica  a  in  A^  e  la 

-*2   '\i   "^+ 

retta  A^Aj  deblicmo  (117,  a)  segarsi  in  un  punto  7/ di  tq  e  quindi, 
se  J'g  ò  il  punto  di  eontatto  di  zs  con  la  jicconda  tantrcnte  ad 
essa  condotta  per  i/,  il  grappo  AiA;^A.,A*^  sarà  i84^  f)  armonico. 
Costruendo  BÌmilmentc  il  gruppo  armonico  .4^/1^/13^3 ,  si  ha 
(67,  a^  b)  in  ì  =  \A^A\f  ^a^^'al  T  involuzione  unita  di  (p). 

InoitrOj  il  centro  d'involuzione  A^A^^^ A^A'^^U  di  J,  i*ssemU> 
r  intersezione  delle  polari  rispetto  a  zs  dì  due  punti  di  i/^  sarit 
il  jrolo  di  n;  e  perciò  u  è  Tasse  d'  involuzione  di  J,  di  accordo 
con  ijuanto  6  detto  in  e)  a  sinistra. 


11».  a)  Pati,  nt'ì  piano  q  di 
una  e  fi  n  tea  zz,  due  p  u  tìtt  h  ^  L  ^ 
non  appartenenti  atla  conica^ 
0e  da  L  ,  Lj  si  proietta  in  A  ^ 
vlj   sopra    cs  nn    punto    varia' 


Date,  nel  jìiano  a  di  una  rti* 
niea  p  due  rette  1  ,  1^  non  tan- 
genti alla  conica j  se  dai  punti 
si  ,  sii  j  ni  cui  una  tangente  va 
riattile  s  di    e*    sega    1  Jj ,   i^t 


bile  S  di  w^  /  punti  A  ,  J^  gè-  i  conduconù  le  seconde  tangenti 
nera  no  una  jìroiettività  conica  |  a  ,  aj,  queste  generano  unapro- 
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(©),  ehc  ha  In  rHtn  LLj  ppr 
osse  di  colUneazlone  t  €  che  è 
incoi Htarifi  solo  (juando  L  ,  L^ 
Sùnù  punii  reciproci. 


if'JfJvHà  conica  (e)  ,  che  ha  il 
punto  11  j  ppr  centro  di  colUnea- 
zionej  e  che  è  iiivolutorta  solo 
qyau  do  1,1,  nono  re  t  te>  re  e  iproch  e. 


Dì  vero»  al  variare  di  *S',  le  coiipie  dì  luiiili  AS  ^  SA^  gene- 
rano le  ìnvolnzioui  conìclM'  I  ^  ì^  di  centri  L ,  L^  ,  il  cui  pro- 
dauolli  è  ((ì5,  e)  uiin  proietti  vita,  ed  è  ciucila  (x)  ^'eiicnita  da 
Ji^i.  InoJtre,  poiché  l^lj  sono  armoniche  airinvoluzionti  unì- 
tn  di  («?),  ne  se^ue  (118,  a)  che  i  loro  centri  L,L^  deljl)oiìo 
jnscerc  snlFasac  di  questa  involuzioTif*  unita,  ossia  (118,  e)  sul- 
r»***-  di  {C3).  In  line,  il  prodotto  IJ^  ù  jiivolutLjrìo  (60,(^,2,0)  solo 
qoAiidu  le  involazioni  J,li  sono  annoniche,  oasla  (118,  n)  quando 
\  loro  centri  L,  L^  sono  rcH.*i(»roei  a  C3. 

Analoga  dimostrazione  pel  teorema   a  destra, 

h)  Se  né  infisse  di  coUiuea-\      Se  15  è  il  Cf^ìitro  di  roUinca- 

Zì0n€  di  una proietiirUà  conica    sione  di  Hìi*t  prohftirttft  cnnì- 

*,  /    X      A   B   C  j.  .  ,    ,      a  h  e 

dì  pittiti  (c5)=  \   B   e  '**iP^^^  \  ^^^  ^*'  ^'^^.^*  *^*^n    h  V  "*'/^^'^" 

(eUando  la  ronfctt  zs  sopra  u  ietf(tud*ì  da  lì  la  punteggiafe 
dn  duf.  jninti  qualunque  A  ,  A  J  determiunfc  dalle  tauijanti  di  ^ 
cornspondrnfl  in  (w/,  si  ottie-\  sopita  dtie  rar/iji  quahfnque  a, 
ne  nna  proietticitn  P,  che  non  tì^  corrìsjìtjndiifff  in  {~\  «/  of- 
rarin  al  variare  di  A  ,  Aj  (cfr.  tim*'  va  a  pnttrffìriìà  p'  ,  rhe 
Bilt  rt),  e  che  ha  (8*ì,  n  è  1>7, /)     non   varia  al  variare   di  a  ,  a, 


(cfr.  80,  a}j  e  che  ha  (81),  n  e 
97^  ì)  tSu  per  involuzione  nni 
ta,  ììi  conseguenza  ,  proiettan- 
do da  U  ia  sezione  prodotta  in 
(c^)  e  neìla  sua   inndnzione  u- 


Cg  per    involuzione    unita^    In 

cf>nseguensaf  proiettando  sopra 

D  la  p^'ùiHHrità  (cs)  e  la  sua  in- 

riti nz ione    nafta,    da   un   punto 

tptftlnnqne   H  di  C5,  si  tdteiujono 

**mpre^  ^  C5„  ;  ^P  coinride  con  1  nita  da  nna   inng*nife   qualun- 

"„,w(e)  è  involuioria,  qve  s  di  z:^,  si  ottengono  sempre 

P'  e  C3u  ;  e  P'  coincide  con  Cu  j 
se  (e)  è  invohttoria. 

In  falli»  è  noto  (  86,  a  )  clic ,  proiettando  zz  sopra  a  da  due 
coppieri  qualunque  di  punti  di  e,  si  ottengono  due  proicttivìtà 
P,P, ,  che  hanno  zz^  per  comune  involuzione  unita.  Ora,  se  si 
Hiwamorio  |icr  centri  «ìi  proiezione  prima  A  ^  A^  e  poi  due  altri 
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pantf  B  ,  fi^  t!(>rrispondenti  in  (zz)^  le  proifttivitii  P  ,  Pj  avraiiiio 
animile  in  conmiie  hi  coppia  elio  «ì  ottiene  proiettando  li  da 
J  ^  J,  ed  J  da  H  ^  ìì^  ,  e  perciò  (72,  a)  coincideranno.  E  poì- 
eliL%  proii^ttandtì  da  S  sopra  u  nna  coppia  iiualuuquc  di  (p),  sì 
ottiene  una  coppia  di  Pj  proiettando  (p)  da  S  sopra  tf,  sì  otter- 
rà  P.  Ili  fine,  essendo  u  pure  l'asse  dell' involuzione  unita  ì  di 
(e)  j  proiettando  J  da  S  sopra  n,  sf  n\vk  evideint'inente  un'in- 
volnzìoTve,  e  questa  è  c;^. 

Analoga  dimoìstraziinK^  ptd  teorema  a  dritta. 


r)  Data  una proù;ttì vita  dì 

.'   o       I^    M    N         ,.        , 
^  Li  Mi  N  i 

(/HO  Uj  #«  ^'  involuzione  s:„  fi/ 
punti  reciproci  ad  una  conica 
c=  /-  l'  ìnvolnzìon^.  uni  fa  di  P, 
proicfiando  ciascun  punto  di 
s  sopra  ~  da  due  pntttl  qua- 
lunque L,  L,  corrispondenti  in 
Pj  */  ottiene  una  proietti  vita 
ABC 


/>a^a  /fjf</  proietti  rifu  di  rnj- 

<ji  P  =L^ ,  .„  Ci?  centro  u  tu 

h  i^ii  "i 

ìut  piano  5y  ^e  l' involuzione 
Co  ffi  J'rt^^*  reciproci  ad  una 
conica  zz  è  ì^ involuzione  unita 
di  P'  j  conducend(ì  ìe  seconde 
tangenti  a  p  dfii  punti  in  cui 
due  raggi  qualunque  1  ,  Ij  cor- 
rispondenti  in  P'  sono  segati  da 
]  ciascuna  tangente    di  a,  »i  of- 


conica  (S)=^    "    ^,  ...  di  «.-|  ""*'•"'" 

1     A     ^  j  ^('toi^    iNio    proietti  vita    conica 

se  di  coilinenzione  u,  ia  quale  a    b    e 

non  varia  al  variare  di  L,  L,   i  (=)  =  a,  b,  c/"'^' '^'^'^^'^^^  ^'^  *'"'" 

In  conseguenza^  proiettando  P    Hueazionei:,  la  quale  non  varia 

e  s,,  sopirà  p  f/^i  nn  punto  «r-j  fi/  rrnvVn-e  rf/ 1,  1,.  In  consegue h- 

hitrario  S  di  zz,  si  tdtiene  sem~^  za  Je  seconde  tangenti  condotte  a 

p  re  (p)  e    la    4?  u  a    i  n  v  o  l  u  z  io  ne    ^3  da  l  p  u  n  t  i^  n  ei  qual  i  e  it  i  se  una 


unita;  e  queste,  due  proietti  vita 
coincidano,  se  e  P   T:3„. 


coppia  di  P'  e  di  zso  ^  »^gata 
da  una  tangente  arbitraria  s 
di  s,  rostihiiHcono  sempre  (p) 
e  la  su  a  i  n  e  o  luzione  u  n  Hit  ;  e 
queste  due  proiettivitè  coinè t- 
donOj  se  è:  P'rHCu  . 

nimoatrereino  il  solo  teorema  a  sinistra. 

K  noto  [a)]  clie,  proiettando  ciascun  punto  di  n  sopra  ;s  dal 

4    B    C 

punti  L  ,  L^  ,  si  ottiene  una  proietti  viti!  conica  (c)^  V    «   ^  -.* 


I 
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di  asse  di  colHiìoazìoiic  n\  e  quindi  proiettando  zz  sopra  u  da 
due  punti  ciualuiu|uc  A  e  A^  —-  q  B  v  B^  ,  C  e  C\y.,  —  corrispon- 
denli  ÌD  (p),  si  ha  [b)]  evidt^meniente  P ,  ossia  si  hanno  le  coppie 
IJj^  j  MMj^  f  NA\  , . . .  tU  P,  Siccliè  esistono  punti  di  c3,  che  sono 
l»roiettati  sopra  zs  in  coppie  di  punti  di  (c3)  da  M  e  If ^ ,  o  da 
X  e  A\  ,  • .  .*  In  conseguenza  poi  risalta,  come  in  6),  la  seconda 
|>arte  del  teorema* 


d)  Ora  j  se  u  sega  s  nel 
punti  reali  e  distinti  IH ,  F  {o 
la  tocca  in  un  punto  E}j  tanto 
Inivolìizione  unita  di  (:r),  quan- 
to rinvoluzione  unita  dì  P,  han- 
no £,  F  per  punti  doppi  (o  E 
per  uuico  punto  doppio);  e  vi- 
ceversa. Inoltre»  tiucste  due  in- 
vuluzioiiì  sì  deducono  sempre 
l*mia  dair  altra  mediante  due 
operaEioui, 

Dunque,  se  una  delle  due  in- 
voluzioni è  ellitticaj  e  quindi  ò 
lale  anche  l'  alira^  noi  diremo, 
per  iiefinizionef  che  la  coppia  di 
puHii  ìimfi  ìmmftgiHftì^ii  delia 
proiettititù  conica  [zjjdi  ame  di 
mìlinmziùne  u  è  un  ente  rap- 
prt^seniata  j  iantù  daìt  ìèivoiu* 
zi**  ti  e  li  il  ita  di  (rs),  qnanto  dai- 
f  inroìuzione  C3„  di  punii  recì- 
proci n   C3. 


Ora  j  se  per  U  passano  due 
tangenti  e ,  f  dì  C3,  reali  e  di- 
stìnte (o  una  sola  e,  che  tocca 
quindi  C3  in  U),  tanto  rinvolu- 
zione unita  di  (ss),  quanto  rin- 
voluzione unita  di  P',  hanno  e, 
f  per  raggi  doppi  (  o  e  per  u- 
nico  raggio  doppio);  e  vice- 
versa* Inoltre,  queste  due  invo- 
luzioni si  deducono  sempre  Tuna 
dair  altra  mediante  due  opera- 
zioni* 

Dunque,  se  una  delle  due  in- 
voluzioni ò  ellittica,  e  quindi 
è  tale  anche  V  altra,  noi  àìYc- 
mùypf>t'  definizione,  che  la  cop- 
pia di  raggi  uniti  immaginarii 
delia  proiettività  conica  (z:)  di 
centro  di  collineazione  U  è  un 
fiufe  rappresentato^  tanto  dal- 
l'involuzione  unita  di{p),  quan- 
to ilalV involuzione  C3o  di  raggi 
reciproci  a  C3. 


t)  È  quasi  inutile  di  avvertire  che,  un'  involuzione  conica 

di  punti  (=)  ^  j    „  ^f ...  h  ellìttica,  o  iperbolica,  secondo  che 
^i  ^i  ^'i 

due  coppie  qualunque  AA^  ,  BE^  dì  inintì  coniugatisi  separano, 
o  pur  no  [come  risulta  evidentemente  dairinvoluzione  di  raggi, 
che  proietta  id")  da  un  punto  ^S*  di  :s],  ed  è  parabolic<a,  se  un 
puntali  di  una  coppia  di  punti  cuiiiogati  coincide  con  un  punto 
EjkHMiA — Oeomtiria  proiettiva,  30* 
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di  uìi'  altni  coppia;  e  clic,  sccondu  t^lie  (n)  sarà  un'  ìnvolnziunr 
iperbolieaj  paraholica,  o  ellitticaj  il  suo  astsu  d'mvoliizioiie  n  ^f- 
glìcrà  la  conica  p  ^  la  toccbcrà,  o  sarà  esterno  ad  cssa^  mm* 
tre  il  suo  centro  d'invoìuzioiie  f/(polo  di  u)  sarà  ordinatamente 
esterno  a  e,  le  apparterrà,  o  sarà  interno  a  :3. 

120.  a)  Lasceremo  allo  sltidioso  il  dedurre  per  i  coni  qua- 
drici (78,  e)  i  rii^  111  tati  analoghi  a  tjuellì  otte  miti  sulle  conirht^ 
nei    numeri  117^  US  e  liu. 

ù)  Lo  sti;s3D  faremo  per  le  proietti  vita ,  in  volutone  o  jur 
nOy  tra  i  rag:^i  di  una  seldera  rig'ata  Z  ;  perchè,  sezlonan  lo  1 
con  un  i>iano  e,  avremo  forme  di  piuiti  prospettive  alle  fornii^ 
di  rette  in  esaniCj  e  ^tà  trattate  innanzi* 

€)  A  ^^^i  un  Ile  remo  solo  elio,  se  in  schiere  rigatfi  incklcnH 
I^abccle.,*j  l^^Ea'b'c*d'e'*,*  di  uuu  quadrica  gobba  Q  *tr//H* 
riferite  priìiettiv^ìmeiIte  j  i  puìiH  aa'^ii A  ^  bb'rrrB  ,  ec'^C, .» 
gè.  ne  ra  no  n  ii  n  jm  n  tv  (/già  t  a  e  o  n  ica  (n) ,  m  a  n  t  re  i  /j  la  a  i  aa  ' .  bi  «  ' , 
cc\..,f/eiifn'an(t  vn  fasrto  (S)  di  2.^  ordì  ne  j  eh  e  invUttjtptt  il  r'*n*' 
quadri  co  T  vlrcfMCritta  a  Q  lungo  la  cuHtca  ss  ;  ed  è  quindi  S 
il  palo  jinpetio  ti  Q  del  piano  q  di  cs* 

Di  vero,  lì  piano  ABC  se^^a  Q  secondo  una  conica  z:,  all.i 
quale  appaneni^ono  i  punti  ABC,  mentre  le  schiere  ridate  ii,l' 
sono  protìijettive  (lliì,  t-,  1**^)  alle  puntef,^giate  che  esse  determi- 
nano in  e;  e  quindi  (116,/"^  le  due  punteggila  te  sono  proiettiv*' 
tra  loro,  Mn  <|Ueste  punteg;!^iate  proiettive^  di  conmne  aoste^tio 
^j  liainio  i  tre  punti  imiti  AììC^  e  perciò  eostituìseono  aa' ì- 
dentità.  Dunque  anche  i  imuti  ddr^ae^,,  giacciono  sulla  conica  s* 

lu  fine,  ì  piani  aa^hy  ,cc^ ,,,.  sono  (111,  e)  tangenti  a  Q  nei 
punti  md  ibb\ve^  j,,,\  e  perciò  (tlS^nf)  è  8  il  polo  riapeUo  a  fl 
dt4  piano  o  di  a. 

PROBLEMI  DI    2.^   GHADO. 

121.  «)  Nelle  ricerche  fatte  sino  ad  ora  ci  siamo  imbattuti 
in  problemi  che  lianno  in  generale  duo  soludonij  e  che  quindi 
non  possono  essere  risoluti  mediante  sede  costruzioni  lineari,  mn 
ricliìedono  che  sì  faccia  uso  di  una  forma  tìi  2/>  ordine. 

A  questa  specie  di  problemi  appartiene  la  costruzione  dfijVt 
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elementi    stiliti    di   una  data  proiettività   P  tra  due  forine   sem- 
plici  sotr7*ci2>2?astey  costruzione  che  può  eseguirsi  come  segue. 

h)    QnaTiclo    la  data  proiettivìtà  P  ò  tra  i  raggi  di  un  fascio 

<\i  contro  ^  al  finito,  ed  è  quindi  definita  da  tre  coppie  aa',bb',cc' 

di  rti^<^i   corrisx^ondenti,  si  descriva  un  circolo  4  che  passi  per 

*Se  5e*2:lii  eli  nuovo  aa'bb'cc'  ordinatamente  nei  imniiAA'BB'CC^, 

o  si   costruisca  (117,  a)  Tasse  di  collincazione  u  della  proietti- 

A  13  C 
vita    (ò)  ^    A'I^'C*  '  ^^  w  sega  i^  nei  punti  iiJjJ',  saranno  SE^e, 

SF^f  i  rag:gi  uniti  di  P -,  e  se  w  tocca  ^  in  Ey  sarà  SE^e 
V  unico   ra$2:^ìo  unito  di  P  (^). 

È   noto   poi  (117,/"  e  118,  e)  che  tt  e  il  suo  polo    U  rispetto 

a  ò   sono  r  asse  ed  il  centro   delT  involuzione  unita  J  di  (ij/); 

e  che   quindi,  anche  quando  J  è  ellittica,  proiettando  J  da  /S", 

si  otterrà  V  involuzione  unita  di  P. 

e)  Se    P  =H    ,. ,  r    e  involutoria,  e  quindi  e  definita  da  due 

sole   coppie  art',  66'  di  raggi   coniugati,   Tasse    u  delT  involu- 

A  13 
zione  ('4^)^  Afj^f  sarà  individuato  dai  due  suoi  punti  AB'A'By 

AB'A'B*'^  e  se  u  sega  (j;  in  E  ^  F,  ossia  se  P  ò  iperbolica,  sa- 
ranno SE==e  y  SF^f  i  raggi  doppi  di  P.  Ma  si  potrà  pure  ri- 
correre al  centro  d'  involuzione  AA'-BB'^U  di  ('|),  perchè  le 
rette    UE ,  UE  sono  tangenti  a  4  (-). 

Se  i)oi  P  è  parabolica,  non  vi  ò  da  fare  alcuna  ricerca;  poi- 
ché T  unico  suo  raggio  doppio  deve  essere  dato  per  la  defini- 
zione stessa  di  P. 

(f:   Quando  la  data  proiettività  P  ò  tra  i  punti  di  una  pun- 
te<ririata  (^)y  ed  è  quindi  definita  da  tre  coppie  AA' ,  BB^ ,  CC\ 
di  punti   corrispondenti,  si  costruisca  un  cerchio  ò  tangente  ad 
#;   e,    condotte    da  AA'BB'CC  a  ^   ordinatamente  le  seconde 
tang-enti   aa'bb'cc* ,  si  costruisca   (117,  a)   il   centro   di  collinea- 


('j  Si  noti  elle,  se  si  vuole  costruire  il  ra'i:gio  d'  corrispondente  ad 
un  dato  ra^i^io  qualunque  d  di  (5),  indicando  con  D  il  secondo  punto 
d'intersezione  di  J  e  I ,  con  L  il  punto  A'B.Uy  e  con  7/  il  secondo 
ponto    d'  intersezione  di  I  e  della  retta  ALy  sarti  SD'^d'. 

,5)   Qui    può     farsi   un'osservazione   analo^^a    a  quella   riportata  nella 
nota    precedente,    potendosi  però  ricorrere  all'asse  «  ,    o  al  centro   U, 


ri'involuzione- 


Digitized  by 


Google 


—  2B1    - 

zionc  r  della  prolciiivìtà  K^ì^lff^f^t-  &«  ^  ^  esterno  a  ;}/ ,  Ir 

t,'Ui(conti  ejfj  condotte  da  V  a  ^^  scf^lioranno  ^  nei  punti  imiti 
E  ,F  ili  P;  e  se  U  b  un  punto  di  ^,  la  tur  gente  a  ò  in  t/  se- 
filiera  a  nelP  unico  punto  unito  di  P  t^)> 

Si  pnò  però  procedere  aneora  come  segue* 

De^critln   un   cerchio   arbitrario  è  in  un   plano  di  ^t ,  da  un 

punti J  arbitrario  H  di  i^  fA  proiettino  A.VBB-CC^  sopra  à  onli* 

iiataiuunte  in  AiA\Ji^B\C\C\\  e  si  costruisca  l'asse  di  colIìue*H- 

4   B  C 
zUmv   li   della  proiettivìtà  (è)^^  jf^  wfV»'*  '  ^^'  **  scga4'  in£j*Fj, 

saranno  SE^'S—Ié  ^SF^'S^F  i  punti  uniti  di  P;  e  so  u  t^occa 
4  in  E^  f  sarà  SE^'ì^ì^E  runico  punto  unito  di  P  (^). 

Relativamente  a  tiucsia  costruzione  ed   alla   precedente   pun 
ftgginngersì  un'osservazione  analoga  a  quella  posta  m  tìiic  di  h), 

e)  Se  la  proìcttività  di  punti  P  =  "j/^,V,^  è  invohitoria  (de- 
finita  (luìndi  da  dae  sole  coppie  AA*  ^  BB*  di  punti  eoniiigtiii, 
ed  è  ipcrl>olìcH  ,  i  suoi  punti  doppi  possono  essere  determì- 
nati  niediaute  una  qualtinque  delle  due  custiix^ioni  date  in  (f^. 

f)  Quando  j  in  fìne^  la  data  proiettivìtà  P  è  ira  i  ragi^i  di 
un  (Hseio  che  ha  il  centro  S  air  infinita  ,  o  tra  i  piani  di  un 
fascio  (8)f  una  sezione  con  una  trasversale  ci  rìeouduiTà  ai  casi 
considerati  in  (ì)f  e). 

g)  Si  osservi  che  la  costruzione  dc^li  clementi  uniti  in  \\m 
proiettività  tra  forme  elementari  sovrapposte  di  2.^  ordine  ri&ultJi 
^ià  dai  n.J  ÌVJjd  e  120^  uui  possiamo  sempre  ridurci  ai  ca&i 
considerati  In  ò),  e),  d)j  e). 

h)  La  costruzione  data  in  e)  serve  pui^  a  rinvenire  i  ra|:i,'l 

coniugati  ortogonali  j^fP*  *lell'  involuzione  P^  ^,  . ,  (non  para- 


fa) Be  ^L  vuoli.*  il  punto  D'  cornspoiideute  ad  uu  dato  ponto  qnahm- 
tjuo  lì  di  a,  condotta  per  D  la  flet'omla  tan&^ento  d  b,  1,  o  posto  adU^l, 
9C  dal  punto  al  si  coodiice  a  I  la  sooonda  tangonte  tì\  sarà  stV^£D\ 

{^)  Anche  qni  pu6  farBi  un*  osservazione  analoga  a  quella  ripoTlat« 
nella  nota  precedente. 

Cosi,  p.  0.,  s^fì  si  vuole  il  punto  I'  corrispond**iite  al  pnnto    ali*  infi- 
nito   di  9j  condueendo   per   8  la  ]|  ad  a  che  seghi  di  nuovo  |  iu  Ij  , 
so  si  costruisce  il  punto  l\  corrispondente  ad  Ij  in  (i)  sarà  ^1/  ■  t^l' 
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boìtCA  e  di  centro  S  ni  tinito)  :  potcUù  ,   aa  0  ò  il    centro    del 
cprchio  '^  ivi  adoperatOf  co^trnendo  i  pnnti  /%  F' in  cui  la  rctUi 

E  ciò  mostra  di  nuovo  clic,  in  una  involuzione  dì  rag^l  P  di 
cf^ntro  al  finito  S^  esiste  sempre  una  coppia  (li  raggi  coniu^i^iiii 
iìTìogmuìì  ',  e  cht%  se  P  ha  due  di  tali  coppie^  ossa  è  un'involu- 
zione circolare  (perché  allora  è  ^^3  0). 

In  fine  si  osservi  cIil%  costruendo  i  simmefriei  a^  ,a\  rispetto 
a  /Mo  a  //)  dì  due  raggi  coniugati  ^i^a'  di  Pj  rihanno  due  altri 
r^gt  coniugati  in  p:  poìchO^  indicando  con  AA'A^A\  ì  secondi 
punti  d'incontro  di  aa*a^a\  con  *^  j  mentre  Pè  punto  medio 
de^lì  arcki  APA^  ,  £PA\  [o  P'  è  punto  medio  de<::li  nieUì 
JP'Jj  ,  A'P*A\)j  1  punti  .Ij  ì  A\  risulteranno  allineati  con    l\ 

i)  Inoltre,  se  s!  vogllotio  costruire  duo  raggi  coniugati  di 
P  che  fonnino  un  dato  ,%  acuto  a^  costruendo  in  S  un  a  t'guale 
afi  7,  i  cui  lati  segliìno  di  nuovo  ^  in  L,M^  e  descrivendo  il  eev- 
ehio  ^y  di  centro  0  e  tangente  alla  retta  LM ^  eiascnna  tali- 
grnte  condotta  da  U  a  '}'  segherà  4'  iti  due  punti ,  i  (juall^ 
cougiumi  con  A$j  daranno  due  raggi  coniugati  che  formano  il 
dato  A  «• 

Se  l'ìnvoluzlfnie  Pè  iperbolica^  il  punto  U  snrà  esteiiio  a  ^; 
i'  *iuìudi  il  pt^ddum^i  avrà  due  soluzioni* 

Se  in  vece  P  è  ellitticaj  U  sarà  iiìterno  a  ij/»  e  la  ±  in  T  ^dla 
r<tta  f.'O  segherà  ^  in  due  punti  L^IJ  tali  che  il  problema  avrà 
ilac  seduzioni^  una^  o  nessuna,  secondo  che  T  a  ^  ^^it*a  maggio- 
ra, uguale  j  o  minore  dell'  A  LSIJ.  Inoltre ,  i  raggi  coniugati 
Sf.ySL*  di  P  (che  formano  il  pili  piccolo  ^  acuto)  sono  sim- 
metrici rispetto  a  ciascuno  dei  raggi  coniugèUi  ortogonali  di  P  (% 

12  J.  a)  Dati  5  punti  reali  AB  CD  E  di  una  conica  zs  ed  una 
retta  r  del  suo  piano,  costruire  i  punti  rtSj  quando  r  non  passa 
per  alcuno  dei  punti  dati, 

Pr*3Ìcttando  da  due  ^1^  B  dei  cinquo  dati  puutì  gli  altri  tre 


"'>  Co'*i  po^soijo  quindi  PO!4truir»i  gVi  n^st  dì  una  conica  a  centro  ^ 
definita  da  ó  suoi  punti  ABC  DE  (efr.  es,  5t2  a  pag.  *257}:  poicliè^  dalla 
castruzioiie  data  nel  n*"  104.  a  i^  si  hanno  duo  coppia  di  diametri  con- 
iu^4tv. 

\^)  Coli  possona  quindi  co^ruirdì ,    ìn  una  tìoniea  4i  centro  definita 
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sopra  ì\  sì  Qtti'ngono  (86^  a)  tre  coppie  di  punti  corrisiM indenti 
in  una  proìettività  P,  la  cui  involuzione  unita  rappresi/nta  (8G, /ij 
i  inulti  rea;  e  cosirGendo  qninili  {l'iì^  dj  e)  ì  punti  aniti  di  P, 
essi  saratiud  i  punti  ricltiotìti  ('}, 

So  sono  dati  ipiattro  punti  di  —  e  la  tangente  in  uno  di  essi, 
nuli*  esej^iiire  la  costruzione  precedente,  uno  dei  cetitiì  di  prò* 
lezione  dev*^  essere  quella  in  cui  ò  data  la  tau^^cnttt  ;  e  su  sona 
tinti  tre  punti  e  lo  tnn^^cnti  in  due  di  oi^sì,  ì  ecntri  di  praiezìoM 
debbono  essere  quesiti  ultind  due  puntL 

b)  Date  5  tangenti  reali  ahcde  di  una  conica  13  od  un  punto 
li  del  suo  piano,  costruire  I<;  tangente  //— ,  (juando  li  non  ;ip- 
par  tiene  ad  alcuna  diOlc  rette  ahrdf* 

Segando  tre  delle  cinque  tangenti  date  mediante  lo  rimanerli 
diiCj  e  proiettando  da  II  h?  tre  coppie  di  punti  così  oitenutì,  ^i 
lianno  (Hfij  a)  tre  eo|>pie  di  raggi  eorrispondcnti  in  una  proiciri- 
Yiu\  Pf  la  cui  involuzione  uìdta  r*iiipresenta  {80,  b)  le  tangemi 
Uzz;  e  costruendo  (lùì^  bj  e)  ì  raggi  uniti  di  Pj  essi  saranno  k 
tangenti  lìcliicste. 

Se  tóono  date  tiuatiro  tangenti  e  il  punto  di  eonta uo  di  uu,-i 
di  esse,  questa  dcv'  essere  una  delle  seganti  adoperate  nella 
costruzione  ora  indicata;  e  se  sono  date  tre  tangenti  e  i  punti 
di  contatto  di  due  di  esàCj  questo  dt-bbono  essere  le  duo  ìjc- 
ganti  adoperate  nella  costruzione  ste.ssa, 

e)  Se  la  conica  —  di  lui  piano  e  è  individuata  mediami^ 
tangentij  e  si  vogliono  i  punti  eoniuni  a  w  e  ad  una  retta  r 
di  c^  costruendo  i  punti  di  contatto  delle  tangenti  date,  in  gtiist 
da  avere  tre  punti  di  contatto^  ricadiamo  nel  caso  eousiderato 
in  a).  Ma  si  puf»  in  veo*?  deierniinore  il  polo  R  di  r;  ed  al/OM, 
costruendo  le  tangenti  A'x  ,  tiueste  segheranno  r  nei  punti  rtr* 

Be  poi  C3  è  individuata  da  punti,  e  si  vogliono  le  taugetiti  di  ^ 
condotte  da  un  punto  K  di  a^  custrocndo  le  tangenti  nei  ptiuH 


da  ò  suoi  punti  AììCDEf  ì  diametri  coniugati  cho  cunqiroiitkmn  iiu  dat^» 
A  »  (efr,  t?s,  52  a  paj;^,  257  l 

i')  Hi  può  supporrtì  che  r  ^'m  la  r^^tta  allMnfinito  del  pìaiiu  'li  ef*  Al- 
lora, laeen'io  e oitì,^ pondera  ai  raggi  A{CDEì  lo  II  Gondotte  por  -4  ni 
ragpji  BiVDEì.jyi  ha  una  proicttività  P,  i  ind  riig^i  uniti  si  sanno  co- 
iitruire,  se  sono  r^ali,  q  danno  lo  dirozioui  dei  punti  air  infinito  dciJ* 
conica  "SJ  (cfr.  88.  «l 
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diUìj  in  guisa  da  avere  tre  tarii^enti,  ricadiamo  nel  caso  consi- 
ilcrato  in  6)-  Ma  ni  pu&  in  veco  determinare  la  polare  r  di  Jl  ; 
mi  allora^  costruendo  i  punti  rcu,  le  rette  che  con^^iunf^ono  que- 
èU  panti  con   R  saranno  le  tan^'"enti  richieste. 

123.  n)  So  sopra  una  conica  C3  si  hanno  due  involuzioni  di 
punti  (q  di  tangenti)  l^  ,  J^ ,  i  cui  centri  ed  assi  sicno  Si  ,  6^ 
ed  Sijft^j  la  retta  S\S^^^s  ed  il  punto  s^s^^eiS  sono  (118,  0) 
Ta^sc  ed  il  centro  delT  involuzione  1  armonica  a  J^  ,  J^. 

b)  K  chiaro  pure  che  la  coppia  di  punti  sczz^EF  (o  la  coppia 
di  taiì;rt'nti  ifezn?/*)  b  la  coppia  comune  a  J,  ,  J^;  coppia  che  è 
iniQia;,nnaria  (70,(0  ^^^^^  quando  queste  involuzioni  sono  amendue 
ìpcrboIicUe  0  gii  elementi  doppi  dell'  una  separano  gli  elementi 
doppi  de  ir  altra. 

e)  Se  1^  e  armonica  a  Ij  (ossia  se  J^  rappresenta  una  coppia, 
rcflkv  o  innnagluaria,  ili  elementi  coniugati  in  JJ,  il  problema 
fìs<ilato  in  a)  ùi  coiàtruire  la  coppia  di  elementi  coniugati  di  un'in- 
Vuliizionc  Jj  separata  armonieamente  da  un'  altra  data  coppia 
Jirbitrana  h  dell'  involuzione  stessa. 

d)  L'involuzione  arraoniea  a  due  involuzioni  di  una  pun- 
teg^ata  (ii)j  o  di  un  fascio  dì  raggi  (U ,  e},  si  può  ottenere,  ri- 
eondiiceudo  (121)  la  qiiisiione  a  due  involuzioni  di  punti  sopra 
un  circolo. 

Potremo  costruire  cosi,  p.  e.,  i  punti  coniugati  di  una  involu- 
zione ellittica  (li)  etjiiidislantì  dal  punto  centrale  0  di  (n),  ossia 
separati  armoni .r». mente  dalla  coppia  Ooo  di  {a)  [cfr.  n.^  102,  a)]. 

124,  È  bene  dare  ora  la  soluzione  di  due  problemi  di  l.o  gra- 
dOj  che  occorrono  in  seguito, 

a)  Costruire  una  conica  ^  conoscendone  5  punti,  dei  quali 
2,  0  4j  sono  imniagiaarìL 

Sicoo  (il),  (fi,)  le  involuzioni  di  punti  reciproci  (delle  quali 
una  almeno  6  ellittica)  che  rappresentano  quattro  dei  dati  pun- 
ii, ed  A  sia  il  quinto  punto  (il  i|Uale  non  deve  giacere  sopra  al- 
cuna delle  rette  u  ,  ?£,), 

Del  punto  un^=H  si  costruiscano  i  coniugati  //' ,  //',  in  (it), 
{Uj)i  e  se  la  retta  lf'n\^h  non  passa  per  A,  si  costruisca  la 
cjopphi  di  raggi  W  comune  alle  involuzioni  A(u) ,  A(u^)  che  pro- 
ieWano  (u)  ^  (fij)  da  A  (coppia  sempre  reale,  perchè  una  almeno 
di  queste  involuzioni  è  ellittica):  i  punti  lhi=B  .  ì'h=C  saranno 
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duo  altri  punti  reali  dì  ;^^  ed  IIB  ^  IIC  saranno  ìe  tangenti  lu 
i]Ui'M\  punii  (^J* 

In  Jatti^  essendo  ellittica  almeno  una  delle  involuziotii  («)  » 
(Hi\  il  punto  //  è  estonin  a  -;  e  quindi  la  polare  h  di  //  serberà 
C3  hi  due  punii  realt  JìyC.  Ora,  puìche  le  rette  n^u^^  Bono  recipro- 
che ad  hf  le  rette  BA^CA  debbono  (lìOj  a)  segare  UjU^  in  coppie 
di  ]mnti  coniugati  rispettivamente  in  (u)  ,  («,)  ^  ossia  ^-4  ,  CA 
dt^hbono  t:ostftuire  la  coppia  coninnc  £ilìe  involuzìoui  A{u)j  A^h^)^ 
e  quindi  coineulono  con  ì  ^  ì\  Inulrre.  essendo  //  il  polo  di  I$C% 
le  rette  IIHjIJV  saranno  tangenti  a  :3  hi  BjC;e  ciò  diniosira 
a  eost  razione  suindicata. 

Se  poi  A  passa  jjcr  ^4j  conducendo  per  .1  una  rettii  arbitraria 
m  che  seghi  u  j  u^  in  L  j  L^  ,  e  costruendo  i  coniugati  IJ  ,  IJ^ 
di  L  j  L^  in  («)r{*'i)?  saranno  ìJL\'hT-zB  ^  VL\'m^C  altri  due 
punti  di  n,  ed  HA  ,  HB  due  tan^ufentt  di  questa  contea:  poìeliè, 
proiettando  mediante  una  retta  n  \\  secondo  punto  d' interse- 
zione di  m  e  C3  dal  secondo  punto  d' intersezione  di  h  q^  m^  ì 
punti  ini  ,  jiwj  debbono  osseine  (l*Oj  a)  i  coniugati  in  (i*ìj(ì^|)  dei 
punti  mit^zfj  j  mw^^Lp 

E  si  noti  che^  in  ciascuno  dei  due  casi  consCdeniti,  la  conica 
sarà  così  individuata  da  tre  punti  reali  e  dalle  lanf^entì  in  due 
di  eesi- 


Oì  La  cfistraziontì  qui  datu  ncm  è  liacai-e  i  ma  può  iostituirsi  ad  p»»a 
111  se|5:ueiìtR  costruì iono  lineare. 

Sozionando  con  h  lo  involuzioni  Airi)  j  A{n^)  ,  si  oitengono  (99,  d^  lìtie 
involuzioni  clw  rapproaeatano  duo  coppifs  di  punti  reciproci  u  «f  ;  e 
quindi  r  Involuzione  J,  armonica  ad  e^^e  [e  elio  si  costi"iiÌ8ee  liueur* 
mente ►,  rappFeseiitorù  i  ^nnti  iJ  ,  C.  Ma  il  punto  à\  separato  armoni- 
camion  te  da  A  mediante  II  ^  k  ^  ò  un  punto  di  off  t  e  il  poìo  della  retta 
A  A'  gmtiis  in  h.  Dunque,  proiettando  da  ,4  ,  A  una  coppia  qua!  un  q  uè 
di  punti  di  4,  si  avranno  id%  ò)  due  altri  punti  reali  di  «r. 

lu  seguito  dimostreremo  pure  la  seguonte  costruzione  lineare.  —  Con- 
dotta per  A  una  trasversale  r^  che  seghi  w  j  f/j  in  P  ^  I\^  e  costrTiiti  i 
trilli  u^^ati  P\F^  ài  P  ^  F^  m  \v^^{Uy)^  si  conduca  pel  punto  hr  t=  L 
un'altra  trasversale  che  seghi  /i,  tJ^  in  8^S{^  posto  FS^a-^.P\  P^8.r^l*\^ 
il  coniugato  ^  di  A  ntdPinvoJ ustione  \PPi  ^P"P\\^  e  i  punti  A\ii'  se- 
parati armonicamente  da  *4  ,  J/  mediante  //  ^  ft,  saranno  tre  altri  punti 
reali  dì  ir. 

Se  h  passa  i>er  A.  ^i  avrà  A*^^A^^L,  ma  la  costrtizìone  non  mota. 
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h)  S«  (u)  h  ellittica  j  ed  (u^)  ù  iperbolica  di  punti  doppi 
B,C  reggono  sempre  le  costruzioni  riportate  in  «);  ma  allora 
(cioèj  quando  sono  dati  tre  punti  reali  ABC  di  C3  ed  un'invo- 
luzione ellittica  (u)  di  punti  reciproci  il  cui  sostegno  non  passa 
pt*r  alcuno  dei  punti  ABV]  può  procedersi  anche  come  segue. 

*Sì  costruiscìino  i  punti  IJ  ^  L\  coniugati  di  BA'U^  L  y 
CA-ti^F,^  m  (u):  sarà  HfJ'CL\=^D  un  quarto  punto  di  C3;  e 
eostmendo  il  coniugato  W  di  AD-n^M  in  (n),  saranno  31' A  , 
J/'/>  due  rangeuti  di  e 

Di  vero  ,  [n]^  I  LL',  ^^l'^'i  |  ^  (^^7  ^j  '^)  l' involuzione  unita 
della  proìettività  P,  che  sì  ottiene  proiettando  q  sopra  u  da 
B  ,  C%  e  che  ha  L  ,  L^  per  punti  corrispondenti;  e  perciò  anche 
//  ,  L\  BÌ  corrisponderanno  in  P,  e  D  sarà  un  punto  di  C3  (*). 

Inultrei  poiehtjj  proiettando  e  da  ji  .  D  sopra  u,  si  ottiene 
r  involuziane  {u\  è  AD  (119,  *7j  una  retta  reciproca  ad  w;  e 
quindi  M*  è  il  polo  dì  .4/>,  ed  M^A  ,  M*D  sono  due   tangenti. 

Si  noti  ehe^  essendo  AD  ^  u  rette  reciproche,  se  si  proiettano 
da  A  j  D  due  punti  coniugati  in  (u%  si  ottengono  (99,  b)  due 
aliri  punti  di  e 

Si  noti  ancora  che  quanto  è  qui  detto  regge  anche  nel  caso 
di  A^B,  ossìa  nel  caso  in  cui  sono  dati,  oltre  (m),  i  punti  reali 
B  j  C  e  la  tangente  b  in  B. 

e)  Ihie  coniche  distinte  rs  j  C|  dì  itu  plano  e  non  possono 
atere  più  di  4  pttnti  comnm\  anch^  quando  2  ,  o  4  ,  di  questi 
punti  comuni  sieno  ìmmaginariL 

In  fattìj  8e  avessero  un  altro  punto  r^ale  comune,  esse  [a]] 
coinciderebbero. 

?^e  poi  ^  ,  Oi  avessero  in  comune  tre  coppie  di  punti  inima- 
!fìuarii,  rappresentate  dalle  involuzioni  Ut)  ,  (ii^)  ,  (u^)  di  punti 
rcciproei  a  c5  e  n^  (bireiiprorì)^  i  cui  sostegni  non  concorrono 
ia  uno  stesso  punto,  indicando  con  G*  ,  O*^  i  coniugati  di  mi^^G 
in  (tt) ,  (iig),  e  con  //' ,  //'.  i  coniugati  di  nu^^H  in  iu)  ,  («  J, 
sarebbero  G'G'^g  ,  H^H\^h  le  polari  di  G^  ,  jy  rispetto  a  C3 
Q  B  -zs^  {bipolari)  ;  e  quindi  0h^  U  sarebbe  il  polo  di  n  rispetto 
Ma  ainemhie  queste  coniche  {hipnlou  K  similmente  ity    sarebbe 


tVj  Sicobè,  costruendo  i72,  a)  da^  altri  punti  A^.iV^  corrispondenti  in 
P,  sarà  SN'  CX^  un  ijuinfn  punto  di  ^, 

^\%mA  —  fwifomffrur  ftì'of^fiit'ti,  3 7 * 
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uiiiL  bipo]iiri%  fi  t'ui  hijiolo  iadicht^remn  con  t"j.  Ora*  se  A^uj\ 
punto  tli  c3,  posto  AU'  H^L  j  Al\'it^^3L^ ,  n  costruiti  ì  pumi 
//j  //^  trouiug^citi  di  L^L^  in  {i/.)^i?i^),  sarebbero  L\  L\  i  bipoli 
delle  rette  AUjAf\  ed  A  il  bipolo  di  LX'j*  In  conseguenza,  i 
sarebbe  ancho  un  punto  di  c^,  e  (]aindì  a  ,  c;^  coincidere bhero, 

In  fine,  se  tt  ,  u^  ,  u^  coneorrono  in  mio  stesso  punto  H,  ì 
coniugati  H'  ^  ll\  ^  n\  dì  H  in  (fi)  j  {u^  ,  (%)  ^acerebberu 
sulla  bipolare  7i  di  //;  ed  indicando  con  M  e  M%  M^  e  M^\ 
M^  e  J/'g  le  coppie  di  punti  coniugati  iu  {u)y(u^)J,u^)  ed  armo- 
niche rispettivamente  alle  coppie  ////'  j  ////'|  ,  IflI'^  di  punti 
bìreclproci,  aneli  e  .l/.^i  ^  3/  '  M\  e  3/J/  'j  3/  'ifj  ,  3fM^  -  M*M  \  e 
iT/.1/V3/'J4  sarebbero  (H8,  ^)  due  coppie  di  punti  birccìproL'i, 
evidentemente  (*)  situati  in  h;  e  s  ,  o^ ,  avendo  in  eoraurie  i<^ 
inviduxiani  di  [muti  reciproci  (u) ,  (w^)  j  (A)  j  coiiìciderebbero, 

d)  Cosiruire  una  conica  a,  conoscendone  5  tangenti,  delln 
quali  "i,  o  4^  tiono  inima*:^iuarìe. 

8ieno  {U)j{U^)  le  involuzioni  di  raggi  reciproci  (delle  quali 
una  almeno  è  ellittiea)  che  rappresentano  quattro  delle  dmv 
tan^'enti.  e  sia  (i  la  quinta  tang^ente  Ha  quale  non  deve  passare 
per  alcuno  dei  punti   U  ,  L\}. 

Del  raggio  UU^^h  si  costruiscano  i  coniugati  h'  ,  h\  in  (f'}, 
{U^)\  e  se  il  punto  h*h\^H  non  giace  in  a,  si  costruisca  la 
coppia  di  punti  LFJ  comune  alle  involuEioni  aiU"}ja(L\)y  st?- 
condo  cui  a  sega  le  involuzioni  (11)^  [U^):  saranno  Hl^iy  RlJ^f 
due  altre  tangenti  reali  di  e  nei  punti  hh^B  ,  cft^C  (-). 

Se  poi  H  giace  in  n,  si  conducano  per  U  ^  U^  le  rette  /  ,  ì^ 
che  si  seghino  in  un  putito  L  di  a^  e  si  costmiscano  i  raggi 
V  ,  l\  coniugati  di  l  ^  i^  in  (U) ,  (Uj)  :  saranno  Vl\-H^h, 
ri\  -  L^c  due  altre  tangenti  reali  di  C3  ed  ha^hb  due  suoi  punti, 

E  sì  noti  cbCj  in  ciascuno  dei  due   casi   qui   considerati,  la 
conica  sarà  cosi  individuata  da  tre  tangenti  reali  e  dai   punti 
di  contatto  di  due  dì  esse- 
fi)  Se  (U)  b  ellittica,  ed    i  f\)  è  iperbolica  di  raggi  doppi 


0)  Essendo  armonici  ì  gruppi  HH'MM'  ,  HH\M^M\,  si  lia  HH'MM 
A  SH\M,m;  ,  HH'MM'  A  JiH\M\M,  :  e  quindi  i  punti  MM,  ■  Af  Jf^  , 
MM  \*  M'  1/,   già  e  t' i  ono  s  ull  a  ret  ta  H'H'\^^h. 

\'^\  Qui  vanno  fatte  oaservazìoni  analoghe  a  quelle  riportate  nflla 
nota  a  pag*  2SH. 
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& ,  <*  ^  reggrono  svnipru  le  cofestruzionì  riportate  in  rf);  ma  allora 
[cioè  qaando  sono  date  tre  tangenti  reali  abc  di  C3  ed  una 
im'oluzione  elJìtrìea  {U)  di  ra^gi  recìproci,  mentre  L^non  giace 
sopra  alcuiia  delle  rette  ube]  bì  può  procedere  ancora  come  segue. 

Sì  costruiscano  ì  raggi  /',  ì\  coniugati  di  ah^U^l,  aC'U=l^ 
in  (u^:  sarà  bV'cr=d  una  4uartu  taugetiteiìi  C3  i})\  e  costruendo 
il  raggio  wi'  coniugato  in  {U)  di  ad-  U^tn,  saranno  «l'a  ,  m'd 
tlue  punti  di  zs. 

Hi  noti  che  ^  slegando  con  a  ^  d  tlue  raggi  qualunque  coniu- 
gati in  {ÌJ\  si  ottengono  (9*.),  b)  due  altre  tangenti  di  q. 

Si  noti  ancora  che  quanto  è  qui  del  co  regge  anche  nel  caso 
ili  t\^^ì^  cioè  nel  caso  in  cui  sono  date^  ohre  (IJ\  due  tangenti 
6  j  e  e  il  punto  di  contatto  B  di  h, 

fi  Due  coniche  distìnte  di  un  piana  g  ìiou  possono  avere 
pik  di  4  tangenti  comìinu  anche  quandi/  2j  o  4,  di  queste  tan- 
*  frìtti  eomttni  jftéuo  immaf/luariff  (^}, 

tj)  Dietro  ciò  che  è  detto  in  a),  rf)  ristUla  che,  quante  volte 
t»i  daranno  a  punii,  o  5  tangenti,  di  una  conica,  noi  potremo 
i^upporrt»  che  questi  clemenii  ku'uo  tutti  reali. 

Così,  p*  e,j  i  problemi  rì^^oluti  nel  n,o  97,  d),  e  nel  n.»  122, 
n\  b\  si  possono  intendere  risoluti,  anche  quando  tra  gli  ele- 
menti ivi  dati  vi  sìeno  coppie  di  elementi  immaginarli. 


125,  fri  Dati,  in  un  piano  G^ 
-1  punti  reali  ABVD  idei  (inali 
mai  3  per  diritru),  ed  una  retta 
r  che  non  passi  per  alcuno  dei 
punti  ABCD,  costruire  vma  eo- 
liica  che  passi  t>er  ABCD  e  sia 
tangente  ad  t\ 

Posto  ri  AB,  C7>,  Ai\  BIJì 
^L  ,  //  ,  J/j  J/'j  rinvoluzione 
Ji='  fJJ  j  MM*  \  può  essere  iper- 
bolica, o  ellittica.  Nel  l,o  caso. 


Dati,  in  un  piano  a,  un  punto 
/A  e  4  rett^ì  reali  abcd  (delle 
quali  mai  3  concorrano  in  uno 
stesso  punto,  e  ninna  passi  per 
Ii\  costruire  una  conica  che 
pasài  per  ii  e  sia  tangente  ad 
ahcxl. 

Posto  B\  ab,  cdj  ac,  bd)  =  lj  l\ 
m^  m',  rinvoluzione  ]\=j/Z',  7nm^\ 
può  essere  iperbolica,  o  ellittica. 
Nel    !,*>   caso,   costruiti   i   suoi 


1*1  Qui  va  fatta  uu'  osaervasioiie  analoi^a  a  quella  messa  nella  nota 

I*)  8i  lasriaiRi  allo   ntuitiosd  !c  iliuìustra/Jouì  ili  quanto  è  detto  in  d}. 
***  f\  k  i|uali  sono  atialogliL^  a  ft^u'lle  n|iortate  in  «',  6»,  r». 
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c;<iritriuti  i  suoi  piiiiti  dop[*i  E^  F, 
siiramio  (t*5  j  a,  b)  ABCDE  ^ 
ABCDF  le  dm*  coniche  elio  ri- 
solvono ]]  problema,  Mh,  se  r 
passa  per  uno  tW\  punii  dia- 
conali del  quadrangolo  com- 
pleto ABVD ,  p,  e,  pei  punto 
AB'  CD,  questo  è  uno  dei  punti 
doppi  di  J,  ;  e  delle  due  coni- 
che una  è  la  conica  degenere 
AfP'CDJ^),  Se  poi  r  passa  pure 
per  un  altro  punto  diagonale^  p. 
e.  pel  punto  diaconale  j4C  IJ/Jj 
le  due  coniche  degenerano  in 
AB^CIKAC^  DB.  Nei  ±^  caso 
non  eMste  alcuna  conica  che 
soddisfaccia  alle  eondiziom  del 
problema  stesso. 

Se  è  D^=  C ,  ossia  se  bouo 
dati,  oltre  r,  i  punti  ABC  e  la 
tangente  e  in  C,  neirinvoluzio- 1 
ne  Jj  sarà  L'^cr,  M=BC-r; 
e  regge  (95j  e)  quanto  si  è  detto 
neiripotesi  che  ABCD  sieno4 
punti  distinti;  a%H'ertendo  però 
che,  se  r  passa  pel  punto  AB^c. 
h  AB^c  una  delle  coniche  che 
risolvono  il  problema. 

E^e  è,  iti  fine,  B^A  .D—Cj 
ossia  ac  sono  datij  oltre  Vj  i 
punti  A  ,  0  Q  le  tangenti  «  ,  e 
in  essij  si  ha(95,tf)  ì^=LL\^ÌL\f, 
dove  è  ar=léf  cr^L\  AC-r—M; 
e  costruendo  Tal  tro  punto  dop- 
pio E  di  11 ,  il  problema   sarì\ 


'ì  


n 


raggi  doppi  e?,  /,  saranno  i%^ 
Oj  b)  abcde  j  abcdf  le  due  coni- 
che che  risolvono  il  problema. 
Ma,  se  A*  giace  in  una  delh' 
diagonali  del  quadrilatero  coui- 
plcto  abcdj  p, e,  nella  retta ab^  td, 
questa  l'  uno  dei  raggi  dop|ii 
di  J/;  e  delle  due  coniche  una 
e  la  conica  degenere  ab^cd.  Se 
poi  A'  giace  pure  in  un'  akni 
diagonale,  p.e.  nella  diagonal»* 
aedi/,  le  due  coniche  degeau- 
rano  in  ab'^cd  .ae^db.  Nel  2;- 
caso  non  esiste  alcuna  conica 
ehe  soddisfaccia  alle  condi- 
zioni del  problema  atesso. 


8e  ò  rf^Cj  ossia  se  si  dàniìo. 
oltre  II,  le  tangenti  abc  e  il 
punto  di  contatto  C  dì  Cj  nel- 
r  involuzione  J\  sarà  l*^C!L 
ìn=b€  ■  A';  e  regge  (95,  e)  quan- 
to si  è  detto  nella  ipotesi  die 
ahcd  sieno  4  rette  distinte:  av- 
vertendo però  che^  se  H  glaec 
sulla  retta  abCy  è  ab^C  una 
delle  coniche  che  insolvono  il 
problema. 

Se  bj,  in  tine,  b'^^a  ,  d^e. 
ossia  se  si  danno,  oltre  H^  '*' 
tangenti  a  ^  e  e  i  loro  punti  tìì 
contatto  A  ,  V ,  si  ha  (95,  (!• 
ì\=\lVfmtTV^  dove  è  ARb^I. 
CB^V,  ac  ■  It^tii  \  e  costrueatio 
Taltro  raggio  doppio  e  di  i\j  ì' 


(»)  Una  couit'a  degenerata  in  due  retttj  «,  b   (o  hi  ì\\ìv   pumi   J  ,  /^* 
s' itidìt  liGiH,  con  a  ^  6  (o  ooii  A  ^  B). 
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ri^oluro  dalla  conica  non  dege- 
nere, individuata  dai  suoi  pun- 
ti A^  C%  E  e  dalle  tangenti  fi, e 
in  A  jCj  e  dalla  conica  degenere 
AC^AC^  ossìa  dalla  retta  dop- 
pia  AC-  He  jiern  r  passa  pel 
punto  rtc  j  r  altra  eonìca  è  an- 
che degeeere,  ad  h  a^i% 


problema  sarà  risoluto  dalla  co- 
nica non  dcfcenerc,  individuata 
dalle  tangenti  a  ,  e  ,  e  e  dai 
punti  fli  contatto  J  ,  C  di  n  ,  e, 
e  dalla  conica  degenere  «e  ^ac, 
ossia  dal  punto  doppio  ^r.  Se 
però  U  giace  sidla  retta  AC , 
V  altra  conica  è  anche  degene- 
re, €3d  è  A^C\ 


h)  8cj  ili  a)  a  sinistra,  r  e  la  retta  air  infinito  *H  g  ed 
ABCD  Kono  ponti  distinti  al  finito,  si  ha  il  pi'obiema:  costruire 
una  parabola  circoscrìtta  al  quadrangolo  ABC IX 

Per  risolverlo,  si  coridueauo  da  un  punto  *V  di  a  le  coppie 
dì  rag-^i  aa*  ,  hb'  \\  alle  coppie  ^1/^  e  CD  ^  AD  e  M/ di  lati  op- 
posti del  quadrandolo:  se  1*  involuzione  J  =  jfin' ,  6// (  è  iperbo- 
lica, costruendone  i  raggi  doppi  e  ,  jT  ,  I  punti  airinfinito  di  e  ,  f 
saranno  ì  punti  all'  infinito  delle  due  parabole  circoscritte  ad 
ABCIh 

Ora,  se  uno  dei  punti  dati,  p.  e.  iJ,  giace  nelF  interno  del 
"^ABCj  assumendo  per  S  il  puntu  A  II  CD,  sarà  a^AH^n^^CJ), 
e  la  retta  6,  condotta  per  *V  parallelamente  ad  AD^  segherà  la 
retta  BC  in  un  punto  del  scguìcnto  finito  BC.  In  conseguenza 
6  e  la  b*  (condotta  per  S  parallelainentc  a  BC]  separeranno 
fl,a';  e  perciò  i  sarà  ellittica,  e  non  esisterà  alcuna  ])arabola 
circoscritta  ad  ABCIK 

Se  poi  i  i  punti  dati,  presi  p.  e.  nelT  ordine  J/:fC'£?,  costitui- 
scono un  quadrangolo  convesso,  (che  non  sia  un  trapezio  o 
un  n)  f  vi  saranno  due  parabole  circoscritte  atl  esso.  —  In 
fatti,  se  la  gomma  degli  a  BAD  ^  ADC  del  quadrangolo  e  mag- 
giore di  due  retti,  assunto  per  iV  il  punto  AB  CD,  sarà  Va  ASC 
minore  dell'  a  BAD  e  del  supplemento  dell'  a  C7iJ  ;  e  quindi, 
mentre  è  a^AB  ,  a'^CD  ^  le  b  j  b\  condotte  per  6' parai  lei  em- 
inente ad  AD  j  BCj  non  separeranno  a  ,  a\  e  J  sarà  iperbo- 
lica. —  Sì  osservi  però  che,  se  è  AD^[  BCj  sarà  b*=ib  un  raggio 
doppio  di  J,  ed  una  delle  parabole  degenererà  in  queste  due 
rette  1!;  e  s©  è  pure  AB  '|  CDj  anche  1*  altra  parabola  degene- 
rerà  nelle  rette  1»  AD  ,  CD. 

In  fine,  siccome  una  conica,  che  jiassa    per   due  punti    con- 
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ìu^ftti  (reali  o  imnia<rfnaiiì^  dell' ili voluzionc  che  J  determina 
sulla  rcìtta  air  infinito  r  di  o  e  ptsr  i  punti  ABC  ^  passa  an= 
c^ora  (nota  a  pag,  ììZ)  per  A  tic  segue  che  se  ABCDìj  un  f]Ua- 
draugolo  convesso,  atl  esso  sono  circoscrìttibìH  dne  parabole  t-d 
infìnit^^  ellissi  ed  iperboli;  in  eoiitrario  sono  circosenttibilf  ad 
AJK'IJ  solo  infinite  ipi^rboli. 

e)  Sì  eBamìnino  altri  casi  imrticolari ,  come ,  p,  e.,  per  b\ 
quello  in  cui  è  D^^C^  o  uno  dei  punti  ABCD  b  a!r  intinito^ 
e  per  ci)  a  dritta,  ciuello  in  uul  una  delle  rette  ahcd  è  alFIti- 
tìnito. 

li)  Dati  un  V  -iJiC  ed  una  retta  r  di  mi  piano  Cj  costrufrr 
felV.  ìH5j /i)  un'iperbole  equilatera  circo^eritta  ad  ABC  e  lan- 
gente  ad  i% 


126.  fi)  Dati,  in  un  piano  5, 
un  trianp^olo  AIK\  e  due  rette 
r,r'eho  non  pasisauo  i>er  aleiino 
dei  punti  A^  B^  C,  costruire  una 
conica  circoscritta  al  tiian^olo 
ABC  e    tangente  ad  /■  ^  t\ 

Posto,  p*  c.j  AB-mL  ^AB-r* 
=  L* ,  ACr^M.  AC'r'=M\ 
poichòj  se  una  conica  a  risolve 
il  problema,  la  retta  cougiun* 
irente  i  punti  di  contatto  di  zs 
con  r  j  r'  deve  passare  (95.  d) 
per  uno  dei  punti  doppi  dell'in- 
voluzione ì^^  AB  f  LIJ\  e  por 
uno  dei  punti  doppi  dcirinvo- 
kiziono  la^  I  AC  ,  MM*\  ne  se- 
^^ue  chCj  se  ij  ^  )^  sono  amen- 
duo  I  per  bolle  he  j  costruendo  i 
punti  {lop[>i  E  ,  FiW  Jj  e  quelli 
E' .  F'  di  J^ ,  eiaiieuna  t  lei  le 
4  rette  EE\  EF\  FE\  FF*  m- 
^■herà  ly'  nei  punti  di  contatto 
di  r  ,  r'  con  una  delle  4  cotiì- 
ehe  che  risolvono  il  problema. 


Dati,  in  un  piano  e,  un  tri- 
latero (ihcy  e  dne  punti  lì ,  A" 
non  Bit  nati  sopra  alcuna  delle 
rotte  n  f  h  j  e  j  costrnire  una  co- 
ntea iscritta  nel  trilatero  abc  v 
che  passi  per  h* ,  A". 

Posto,  p.  e.^  ah '  Rz^U  <tb -  A"=r. 
aeM^^m  ,  ar*h'*^m\  poicliò, 
se  una  conica  s  risolve  il  pre- 
blema,  il  punto  di  concorso  del- 
ira tangenti  a  c3  in  li ,  M^  deve 
giacere  (UOj  d\  ìn  uno  dei  rag^n 
doppi  deirinvoluzione  J'|=,  nb^ 
IV  \  e  in  uno  dei  raggi  dopiù 
deir  involuzione  l\^\atjmm^  , 
ne  segue  che  ^  se  J\  ,  Vg  sono 
aniendue  iperboliche,  eostrueu- 
do  i  raggi  doppi  t,/"  di  T, . 
0  quelli  e*  ^  f  dì  J'^,  ciìiaeu- 
no  dei  4  punti  ee',  ef^  f(^\  tC^ 
congiunto  con  R^  R\  darà  le 
tangenti  m  R  ^  W  ad  una  delle 
i  coniche  che  ris^olvoiu»  il  ì*ru^ 
bleiua. 
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/*>  SI  ei^itiniinino  j  cmi  panìcoLiH,  corae^  p.  e.,  quello  in  cui 
t'  r*  \:i  rt^tra  al!*  fiiHniLo  ili  ^. 

12T*  a)  Dati  n  punti  SiS^  *  -  -  *S^i,  ^à  n  rotte  s^s^  ...  s„  di  un 
piano  5,  costruire  un  ennagono  semplicej  i  cui  vertici  giacciano 
ordinatamente  sopra  s^»^  .  .  .  -ft^^,  mentre  i  suoi  lati  passino  ri- 
spetti vara  ente  per  S^S^  .  .  •  ^S^^- 

Per  tissare  le  idee^  supponiamo  che  sia  ??=:4j  e  si  voglia  un 
iiundrangolo  semplice,  i  cui  vertici  1,  2,  3,  4  giacciano  ordìna- 
mniente  gulle  rette  «j  ^  «*  ,  s^  ,  s^j  mentre  i  suoi  lati  12,  23,  34, 
41  passino  ria  petti  vaniente  per  S^  ^  &  ,  S^  ^  S^. 

Sì  priMettino  i  ]ninti  A^B^Cj  ,  .  .  di  ^^  da  S^  sopra  s^  in 
A^Ti^C^  —  ?  ^  A^B^C^...  sì  proiettino  da  ^.S^^  sopra  ^3  in  A^Br^C.^ ...  ; 
indi  sì  proiettino  A^B^^C^  ,  .  .  da  S^  sopra  s^  in  A^B^C^  .  .  . ,  ed 
A^Ji^C^...  si  proiettino  da  S\  so]ira  «,  in  ABO ....  In  tal  modo,  es- 
sendo cjascmio  dei  fasci  di  ra^r^i  iS^ÌA^B^C^  ...)^^i(^2-Sjj(72 ...), 
Ò2A,B^C._  .  .  ,mS^J,B,C,  .  .  .) ,  i^^,B^,  .  .  .)=8,(A^B,C,  .\  .), 
SJA^B^C^  .  ,  S)^S^(ABV  -  .  ,)  prospettivo  a  ipiello  che  lo  segue, 
il  primo  e  V  ultimo  saranno  proiettivi,  e  f^enereranno  una  co- 
nica S5,  che  passa  per  &\  ,  S^  ,  ed  è  individuata  quindi  da  tre 
altri  suoi  punti  i%A^*S^A~L  ,  .s^B^-S^B^Jf  ,  SiC^-S^C^N.  In 
l'onseguenzH ,  costruendo  (122,  «)  i  punti  comuni  alla  conica 
^^SySiLMK ,  e  ad  ^j  ,  ciascuno  potrà  essile  preso  come  ver- 
tice l  del  quadrandolo  rietiiesto. 

La  stessa  costruzione  però  può  essere  considerata  sotto  que- 
st'altro aspetto.  Le  linee  spe:szate  A^A^A^A^A  ^  B^B^B^BiB , 
C^CJ'/\C  si  possono  riguardare  come  tPHtntivi  fatti  per  co- 
atmire  il  quadrangolo  cercato;  tentativi  che  danno  poligoni  aper- 
ti ^  giacché,  essendosi  presi  ad  arbitrio  ì  punti  A^B^Ci,  in  ge- 
rale  il  punto  A  non  coincide  con  A^  ,  nd  B  con  J5j,  ne  C  con 
C,.  Questi  tentativi  »  e  tutti  gli  altri  che  si  possono  pensare , 
mn  che  non  **  necessario  di  ese^ire,  dìinno  sulla  retta  k, 
due  punteggiate  pnjietilve  A^ByC\  .  .  .  ,  ABC ,  .  .  (essendo  cia- 
licuna  delle  punteggiate  A^B^Cl  .  ,  .  ,  A^B^C^  .  .  .  ,  A^B^C^. .  . , 
A^B/.\  .  .  .  ,  ABC .  .  .  prospettiva  alla  seguente);  e  quindi  cia- 
setino  dei  lon>  punti  uniti  può  essere  assunto  come  vertice  1 
del  quadrangolo  richiesto  (perchè  se  in  esso  si  pone  V  origine 
della  linea  spezzata,  ivi  cade  anche  il  termine  della  stessa). 
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Inoltro^  polche  lo  tre  posbionì  J,  ^  Ii^  j  C^  assunte  per  tale 
origine  dàmio  pel  corrispondente  termine  deUa  linea  spezzata 
le  posizioni  A  ^  li  ,  C  ^  t3  quindi  si  hanno  ^li  errori  A^A  ,  B^B, 
C^Cj  quelito  tuodn  di  procedere  h  stato  a  buon  diritto  consi* 
derato  come  na  mtiodù  geoìnf^trìvo  di  faha  p*iHÌzion^  (tvipla\ 
che  ha  realmente  analogia  con  ìt^  reijnlé  di  fnhn  posizione  In 
aritmetica, 

h)  Dati,  in  nn  plano  e,  n  punti  S\mS^  »  ,  .  S^  ed  una  conic» 
p,  iscrivere  nella  conica  un  ennaofono  semplice,  i  cui  lati  pas- 
sino ordinatamente  per  ^,y?^  .  .  ,  A'^, 

Per  brevità,  supporremo  n=^^.  —  Facciamo  tre  tentativi i  eioi** 
si  proiettino  da  S^  tre  pantì  ABC  dì  w  sopra  e  in  A^B^C^;  poi 
questi  si  proiettino  da  S^  in  A^B^C^  sopra  e;  ed  in  fine  questi 
ultimi  si  proiettino  da  ^^  sopra  a  nei  imnti  A*B^C\  che  in  generale 
non  coincidono  coi  punti  di  partenza  ABC,  Ora  le  corrispondenze 
A^  ^  N*  ^  f*  ^^^^^^'^^^^^^  sulla  conica  una  proiettività  {p\  che 
è  il  prodotto  delle  involuzioni  coniche  di  centri  4^\  ,  8^  f  S^- 
Dunque^  costruendo  i  punti  uniti  di  (e),  ciascuno  di  essi  pti'» 
assumersi  come  vertice  1  del  v  VÀ'à  iscritto  in  ©,  e  tale  cIh- 
i  lati  12,  23,  :14  passano  ordinatamente  per  S^  j  S^ ,  >%. 

Il  problema  ha  in  g-i  lu-rale,  |nm"  h  qualunque,  due  soluzioni: 
ma,  per  ?*^a,  se  è  S^S^S.^  un  y  autoreciproco  a  e,  il  problemi* 
avrà  (100,  a)  infinite  soluzioni  (^). 

e)  Date  n  rette  ^^ji^  .  .  .  s^  ed  una  conica  e;  di  un  piano  e, 
circoscrivere  a  e;  un  ennajE^ono  sempliec,  i  cui  vertici  succes* 
sivi  pfiacciatio  ordinatanieute  in  s^s^  .  . ,  is^. 

Si  vof^lìa,  p.  e.,  circoscrivere  a  n  un  9  l^iij  i  cui  vertici  L 
2,  Z  giiieeiano  rispettivamente  in  ^j  ,  ^^  ,  #3. 


Oi  Quiinda  i  punti  S^i%^ . .  -9^  ^iar-eiono  sopm  inm  retta  *^  pc  n  è  im- 
parit  iscrivendo  in  «  un  polìgono  4^*4^  .  .  ,  ^^-Ifl  n  tH  m  +  I  lati,  ì  cui 
]iiniiri  II  lati  passino  orrtìiiatamento  poi-  S^S^  .  ..  S„^  T  ultimo  lato  pft^- 
^erÀ  per  uti  punto  *S'^^i  di  *,  it  <j«aì©  rlm&tie  Umo  (es.  14  a  pag.  247 }, 
il]  variare  del  polìgono  iscrìtto-  e  quindi  A^  ,  Af^^^  generano  un' invo 
luzioutì  conica  di  centro  ^a^j.  Dunque  ^  tiìùMCnno  dei  punti  di  contatto 
di  ^  con  la  tangenti  ad  e^sa  condotte  pi^r  Stti-^  può  as:<iumersi  come 
vertice  1  del  polìgono  richieBto. 

Se  poi  fi  ii  pari,  il  teorema  b tesso  enunciato  nelV  es<»rcÌzio  14  ft  ru- 
bina 247  dimostra^  che  il  problema  proposto  t*  sk*aurdo  ,  o  ha  i  nfinite 
scihijsioni. 
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Per  un  punto  arbitrario  -4  di  a  si  conduca  la  tangente  a,  e 
dal  pnnto  as^  si  conduca  alla  conica  la  seconda  tangente  a^  il 
cui  punto  di  contatto  sia  A^  ;  indi  pel  punto  a^s^  si  tiri  la  se- 
conda tangente  a^,  il  cui  punto  di  contatto  sia  A2,  e  pel  punto 
aj«3  si  tiri  la  seconda  tangente  a^ ,  il  cui  punto  di  contatto  sia 
A^,  Al  variare  di  il ,  i  punti  A  ,  A^  genereranno  sulla  conica 
una  proiettività,  e  ciascuno  dei  punti  uniti  di  essa  può  assu- 
mersi come  vertice  1  del  v  richiesto. 

Il  problema,  per  n  qualunque,  ha  in  generale  due  soluzioni; 
ma,  per  n— 3,  se  s^s^s^  è  un  y  autoreciproco  a  a,  vi  saranno  in- 
finite soluzioni  (^). 

ALCUNE  RELAZIONI   METRICHE. 

1.28.  a)  Nel  n.o  14  riconoscemmo  un  doppio  senso  in  cui  una 
forma  semplice  F  può  essere  descrìtta  dal  suo  elemento  gene- 
ratore, e  demmo  le  definizioni  di  segmento  della  forma  stessa, 
e   di  origine  ed  estremo  del  segmento.  Ma  vedemmo  la  neces- 
sità di  distinguere  i  due  segmenti  di  F,   che   hanno   la   stessa 
origine  e  lo  stesso  estremo,  dando  una  posizione  e  dell'elemento 
generatore,  intermedia  tra  la  sua  origine  a  e  il  suo  estremo  b. 
Ora,  volendo  assoggettare  al  calcolo  i  segmenti  di  una  forma 
semplice  F,  riferiti  ad  una  conveniente  unità  di  misura,   intro- 
durremo alcune  modificazioni  alle  convenzioni  del  n.o   14,   in- 
cominciando dal  caso  in  cui  F  è  una  punteggiata  (r). 

b)  Dei  due  sensi,  in  cui  si  può  descrivere  una  punteggiata 
(r) — e  che  si  chiamano  anche  sensi  della  retta  r — ,  Tuno  (del 
resto  interamente  arbitrario)  si  dirà  positivo^  e  Taltro  negativo. 
Inoltre,  se  A  ^  B  sono  due  punti  al  finito  di  (r) ,  indicheremo 
con  AB  il  segmento  finito  di  origine  ^4  e  di  estremo  B  ;  e  que- 
sto segmento  AB  (ossia  il  numero  che  lo  rappresenta)  si  con- 
sidererà come  positivo^  0  come  negativo ,  secondo  che  V  ele- 
mento che  lo  genera,  andando  da  A  in  J9,  si  muoverà  nel  senso 
positivo  (innanzi  fissato)  di  (r),  0  nel  senso  negativo.  In  fine, 
daremo  al  punti  A,B  il  nome  comune  di  termini  del  segmento  AB, 


r^s  Qoi  vanno  fatte  osservazioni  analoghe  a  quelle  riportato  nella 

A  pAg.  296. 
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e)  Di  qui  BQ^MQ  che,  m  A,B  sono  due  punti  reali  ai  finito 
di  una  retta  r,  si  hanno  le  identità  kB——^X  (l,  AB+BA=0  (2. 

d)  I  sensi  positivi  di  due  rette  distinto  r ,  r^  sono  del  tutto 
indipendenti  tra  loro:  ma,  se  è  r\\  r^,  supporremo  sempre— ^come 
abbiamo  già  fatto  (45^  e)  trattando  delle  punte^^^iate  Rimili  — 
che  i  loro  senai  positi  vi  sieno  tali  clie  essi  coincidali  o,  quando 
si  trasporti  V  una  r ^  parallelamente  a  sé  stessa  sino  a  coinci- 
dere con  r  altra  r. 

e)  8e  ABC  mno  tré  puìiti  reali  al  finito  di  una  retta  r,  ri 
hu  l'  identità  AB-hBC+CA=0  (3,  alla  quale  si  possono  dare  étd- 
d&ntemente  le  forme  notevoli  AB+BC^AC  (4,  AC— AB=BC  {5^ 
AC— BC=AB  (6;  e  per  n  punti  reali  al  finito  A^A^A^  ..»  A^^^A, 
di  r  si  ha  pure  identicamente  Ai  A2-hA3A3+...  f  A^_jA^+ A^  Aj=0  (7. 

Di  vero,  i  tre  punti  AHC  non  danno  luu^o  che  ai  tre  ordini, 
realmente  distinti,  ABC j  ACBj  CAB]  poiché  nel  primo  è  Cai 
di  là  di  B  rispetto  ad  A ,  nel  secondo  è  C  tra  j4  e  i? ,  o  nel 
terzo  è  C  al  di  là  di  A  rispetto  a  B,  Ora ,  per  tali  tre  ordini , 
si  ha  rispettivamente  AB±BC=AC ^  ÀC+CB=AH .  CA+AB=^CB 
(poicliò  in  ciascuna  di  queste  relazioni  i  tre  segmenti  conside- 
rati hanno  lo  stesso  senso)"  e  queste  rolazloni,  mediante  la  (1 
si  riducono  tutte  alla  forma  (3. 

Inoltre,  avondoài  dalla  (4  A^A^-\-A^As=AiA3 ,  A^A^^^A^A^^A^A^r 
e  cosi  via,  il  primo  membro  della  (7  diventa  A^A^-^Af^A^j 
ed  è  =0,  in  virtù  della  (2  {^). 

f)  Se  AA'M  sono  tre  punii  reali  al  fi  ulto  di  una  retta 
r,  e  si  indica  con  A  il  punto  medio  del  segmeìito   AA'   (^),  si 

hanno  le  idmiità  MA+MA^=2MA  (8,  MAXMA'-MA*-AA*   (9. 

I  I        1 

In  fatti,  la  (4  dà  MA  ==  MA  +  AA  (a,  MA'  =  MA  ^  AA\   ossìa 

Il  11 

MA*  =  MA  —  AA  (P;  e  sommando,  o  moltiplicando    tra  loro^  le 
i        1 

(a,  (^,  si  ottiene  la  (8,  o  la  (9. 


(*;  la  sóstanEa,  noUa  (S  ai  afferma  oh©  la  somma  dm  cammini  posi- 
tivi e  negli  ti  vi ,  fatti  dal  punto  gonoratoro  per  Andare  success  ivamoutii 
da  A  in  /?,  da  B  in  O,  e  da  C  in  J,  è  nulla.  E  Io  stesilo  va  detto  per  la  (7. 

(•)  8l?  L  ,  L'  sono  due  punti  al  fìnitOs  adotteroni'?  Ri^mpro  poi  punto 
madio  del  aogmonto  LL'  la  notaisione  L. 
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tj)  Se  AB  CD  sQuu  4  punti  reali  al  finito  di  mia  retta  r,  si 
ha  V  identità  ABxCD+ACxDB+ADxBC^O  (10  C). 

DìvcTOj  in  virtù  della  (5^  il  primo  membro  della  (10  b  lo 
stesso  che  ABiAD-AC)-^AC{AIÌ-AD)^AD{AC-An),  e  questa 
aomma  è  identicamente  nulla. 

h)  Se  ABCM  sono  4  jmnti  reali  al  finito ^  dei  quali  i  pri- 
mi tre  almeno  appartengono  ad  nna  retta  r,  si  ha  identica- 
mente MlL*XBCfMB*xCA-f-MC"XAH4'ABxBCxCA=0  (11. 

In  iattt,  indicando  con  ÀI'  la  proiezione  ortogonale  di  M  bq- 
pra  r,  siccome  quando  M  appartiene  ad  r  è  M*=Mj  ai  ottiene 
sempre  ÌIA^  ^liif  =  WI^  -Wb^  =  (J/'/l  -  M'B){M'A  +  M*B), 
ossia    MA^--MS'  =  BA{3rA-\-M*B)  (^,  e    quindi    si    lia    pure 

ItA^  -  MC^  =  CA{M\A  +  M*C)   {L 

Ora^  moltiplicando  le  (7,  (5  ordinatamente  per  CA  ,  BA,  e  sot- 
traendo dal  secondo  risaltato  il  primo,  bì  ottiene  la  {11  ("). 

t)  Se  AA'j  BB' j  CC  Bùno  tre  dati  segmenti  reali  di  una 
tetta  r,  ed  M  è  un  pUJito  arbitrario  al  finito  di  \%  si  ha  Videritlià 

MAXMA'XBC+MBXMB^XCA+MCXMC'XAB=  \ 

11  11  11  / 

-(AA'xBC+BirxCA+'CC*XAB+ABxBCXCA)  y     ' 

1  )     t  J  111  [    I  1     L         1    1         t    1  j 

e  quindi  il  primo  membro  della  {12  è  indipendente  dalla  posi* 
sioue  di  M, 
Dì  vero,  indicando  con  S  il  primo  membro  della  (12,   la  (0 


0)  In  queatft  relazione  ciascun  termine  si  deduco  dal  protedetite^  ri* 
man  sudo  fissa  la  primft  lettera^  e  facendo  una  permutasGione  t^i  elica  sullo 
rimanenti  tre* 

i^f  Se  si  tuppono  che  O  sia  il  punto  medio  dt  AB^    avendosi    allora 

BC-Cà,  àB-^2B€,  la  (11  dà  MA^  +  MB^^  =2{MC'  +  AC^)  ,  appar- 
leDga  M  alla  rotta  AB  o  pur  uo. 

Sii  si  suppone  dm  MC  aia  la  bisettrice  dell'  A  M  del  y  ABM^  »i  ha 
ÀQi  CB  ^  MA  :  MB  (dove  MA^  MB  vanno  presi  come  segmenti  positivi k 
fissìtk  AOxMB-OBxMA  (s.  E  aostituondonella  ,U  ad  MAxBO ,  MBxOA 
i  loro  valori  dodotti  dalla  (tf.  la  (Il  dà  MAXMB  -ACkCBì-MO^- 

E  questa  relaziono  regge  pure  qtiando  M  giace  sulla  rotta  AB  tià  ò 
ABCM  un  gruppo  ai  moni  co  (cfr.  es.  3  a  yag.  H9). 

la  finesse  è  MC  La  biaottrice  doli' A  aupplemcntaro  adiacente  all*AM 

dui  y  ASM,  la  Ui  dà  MAXMB^  ACxBV-mj^. 
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dà  S=(Wa^  -AÀ*)tìC+CWì*  -JÌ^CA+ÌMC*  ~CC*)AB'.  ma 

l  i  J     1         '  1  1  1    l  '       l  l  ti 

dalla  (11  sì  ha  0=MA^XBC^MB'XCÀ  -{-MC^XAB+ABXnCxCA: 

1  ]     !  1  li  1  li  ]    I         1    1  11 

duDr[UCj  sottracndOj  si  ottiene  la  (12. 

k)  Sieno  A  ,  jV  due  pumi  fìssi  reali  al  finito  dì  una  retta  r; 
od  indicando  con  Jf  un  punto  variabile  di  r,  si  ponga  AM  :A'M-^, 
Al  variare  di  if,  il  rapporto  p  vari  ora  anch'esso.  E  propria- 
mente, se  M  giace  al  di  LI  di  ^'  rispetto  ad  J,  o  al  di  là  di  A 
rispetto  ad  A\  h  p  senipro  positivo,  ma  >1  nel  primo  easoy  e 
<1  nel  secondo:  mentre,  so  M  giace  nel  segmento  finito  AA\ 
p  è  negativo,  ma^  in  valore  assoluto,  è  p>l ,  o  <1,  secondo  che 
M  giace  nel  segmento  Anito  .4.-1',  o  nel  segmento  finito  A  A, 

T     ,^  A  '^^^^      AA^^A'M     ^   .  AA' 

Inoltre,  essendo  sempre  p  =  — -r^  =  — -777 —  =  l  +  -7777 ,  a  mi- 

A  M  A  M  A  M 

sura  che  M  si  allontana  da  A  ed  .4',  p  si  avvicina  ad  1;  e  pnò 

avvicinarsi  ad  1  tanto  quanto  si  vuole,  ossia  ha  per  limite    L 

E  noi  diremo  che  è  AM  ;  A'M  =  i^  pet*  M  alt  iitflnito. 

In  fine,  se  3/  coincide  successivamente  coi  punti  A  j  A  ,  A\ 

i 

il  rapporto  p  è  ordinatamente  — Ij^O,  ^00  (*}:  ma  il  valore  as- 
soluto di  p  aumenta  continuamente^  se  M^  giacendo  nel  segmento 
finito  AA*  (o  AA),  va  da  A  verso  J'  (o  da  .4  verso  A). 

Da  quanto  si  è  qui  detto  risulta,  non  solo  che  per  ogni  po- 
sizione di  31  sopra  r  è  individuato  p  in  valore  ed  in  segno, 
ma,  viceversa^  che  per  ogni  valore  di  p  (col  suo  relativo  segno) 
b  individuata  la  corrìspondento  posizione  di  M\  poiché,  assunti 
sopra  r  due  segmenti  ^4/J,.4'2J'  tali  che  B'm  AB  :  A*B*  -  p ,  sarà 
31  (4tl,  a)  il  punto  unito,  in  generale  al  finito,  delle  punteggiate 
simili  definite  dalle  coppie  AA' j  BB*  dì  punti  corrispondeati. 

ì)  Se  A  ,  A'  sono  due  dati  punti  reali  al  finito  di  una  rettii  r, 
ed  ò  ili  un  punto  non  appartenente  ad  r,  il  rapporto  AMiA'M 
è  uguale  a  st^iiMAA'  :  seuMA^A.  Ma  questo  rapporto  di  seni  si 


(1)  Qutt^dci  Afe  infinitamente  vicino  ad  A  fo  ad  A*},  seootido  che  Jl 
si  muove  verso  A  (o  verso  A')  nel  aimso  .4/1,  o  AÀ\  ^  sarà  sempre 
negativo^  o  sempre  poHÌiìvo  io  p  sarà  sempre  pojjitivu,  o  sempre  ne- 
gativo). 


I, 

I 
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avvici  lift  indf*flTittan]eTit(?  nd  1,  quando  J/  bì  flllontnna  indefini- 
lamCDte;  perchè  g^ìi  A  .^.4.-1',  i^/.4^4  te  lido  no  ad  essere  sup  pio- 
menTari-  Dunque  [k)]  diremo  chc^  dati  due  punti  reali  al  finito 
A,  A'j  il  rapporto  delle  loro  diMauze  da  un  plinti  variabile  M 
{nhiuto  sulla  retta  AA',  o  pur  no)  è  eguale  ad  1,  qiùaudo  M 
à  eit  infinito, 

Ìà0.  fi)  In  una  proiettività  P  fra  due  punteggiate  non  simUi 
(a)  I  (aO?  sovrapposte  o  pur  no^  fissati  i  sensi  positioi  di  (u)  ^ 
(a')j  il  prodotto  JMXl'M'  delle  dìManze  dei  punti  limiti  J  ,  I' 
da  due  punti  corrispondenti  qualunque  M  ^  M'  è  contante  \  e 
questo  prodotto  costante  n  si  dirà   norma   della  proiettivi tfi.  P. 

Bi  verOj  indicando  con  A  j  A'  due  punti  corrispondenti  in  P^ 

ò  J^  MAK^  '/'JI/M'aZ'oo  'A*M':  e  quindi  è  (45,  a,  b)  ~  :^  Ì^; 

d*  onde  risulta  JMX  Z'J/'  =  JAxrA'^n  {13. 

6)  Viceversa,  ^e  due  punteggiate  (u)^ABC», ,  (u')^A/B'C'..* 
*^«o  riferite  univocamente  in  guisa  che^  fissati  i  sensi  positiui 
di  (u)  j  (m'),  esiMono  due  punti  al  finito  J  ,  V  tali  che  si  abbia 
JAXFA'^JBXl'B'=JCxrC'=  .  . .  ,  h  due  punteggiate  sono  pro- 
iettive ed  hanno  J  f  V  per  pifuti  limiti;  poiché,  noila  proiettività 
definita  dalle  coppie  J^  \  x  /',  AA^  di  punti  corrisponflentlj  ai 
punri  /ij  (7j ...  debbono  necosaariamcnte  corrispondere  [a]]  or- 
dinatamente i  punti  2*%0',  ...j  in  virtù  delle  ipotesi  fatte  nel- 
I'  enunciato* 

e)  La  13)  si  dice  equazione  della  proiettività  P. 

Ma,  indicando  con  B  il  punto  di  (u)  al  quale  corrisponde  /i' 
la  iu%  la  (la  può  prendere  la  forma  (AM—AJ)  {B'M'^irr)^n^ 
cove  è  ft  —  J/l  X  ^'j*!'  ~  J^^  X  I^B*  ;  e  quindi  ancora  l'altra 
ftinna  AMX  B\M '  -  B'I  '  X  AM  -  AJ  X  /i W  +  6  =  0  (  U, 
con  S  =  ^JX  i^^'  =  i?'/'X.4^:  0  la  (14  sarà  un'altra  equa- 
zione della  proiettività  P. 

dì  Ne?,  a  partire  dai  punti  fissi  arbitrarit  A3'  delle  rette  n,u'j 
r*  ass  u  m  on  o  sti  qu  "iste  t  segm  e  u  t  i  variab  il  i  A  M,  B  '  M  '  /  iga  t  i  da  Ita 
relazione  AAIXB'M'+^AM-hYB'M'+S=rj  (t  l' ^  dove  3,  7,  5  sano 
tfì^tauti  datej  i  punti  M^W  sì  corrisponderanno  in  una  proltitti- 
cita. 

Di  vero,  se  nella  corrispondenza  univoca  tra  M  e  M\  definita 
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dalla  (14 'j  ii  J  la  posi^sionr^  dì  ilf  quando  J/'  va  airìrilìuito  mi  è  /* 
hi  posizione  di  iV  quando  M  va  all' infinito^  la  (l4VdmsapiT 
B*3Ì^  e  supposto  poi  3/'  all'inflnito,  dà  AJfy=Qf  e  divìsa  per  AM 
e  supposto  poi  M  air  infinito,  ah  B^J*  +  p  =  0;  d'  oode  si  tr:ie 
^=  — Ji7',  7=<^.4J.  Dunque  la  (14'  diventa  AMxB'M- 
BTXAM-AJxH\\r-h^^=Ù,  o  (AM-AJ)(H'M'~iri')-AJXB^l' 
+2=0,  o  ancora  JM  X  IWr^AJxB'T-^*,  E  poiché  AJXBT-^ 
è  costante,  il  teorema  enunciato  è  [b)]  vero  (*)* 

é)  La  equazione  della  proiettlvilà  P  ,  prendendo  per  uli- 
gini dei  segmenti  delle  due  punteggiate  ì  punti  B  ^  A\  è  [uiiv 
[e)]  BMxA'M*-A*rxBM-BJXA'M*+A'rXBA^O,  la  qa^ikv 
moltiplicando   i    termini   del   primo    membro    al  ternati  vameuiu 

per  le  espressioni  — -p  e  — j—  (uguaH  tra  loro,  in  virtù  dtìll*a- 

AJ 

guaglìanza  JAxPA'=JBXVB*),  può  aeriversi  —j  X  BMXA'W 

^B'rxBM-AJxA'M*+BTxBA=0',  e  questa,  sottratta  daiU  (14, 
dà  AM  X B'M'-~BMXA'Mf- Z?7'X  AB-AJX  i?M  -  B7  Xif  1 

-h^JXi?' J'=0,  ossia  il.¥x B'M'^^JÌM  X  ^'M'  =  0 ,    o    aneliti 

7"-^  =  )>-.—:,  (15,  con  '.  =  777;  ('')i    c]ie   è   an' altra  equamoue 

BaI         B  Al  Jìtj 

della  proìettività  P. 

/")  Quando  i  sostegni  u  ,  m'  delle  punteggiate  coincidono, 
la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  affinchè  P  sia  un'  invaili- 
zione  (non  simmetrica)^  è  che  i  punti  J,  i'  coincidano  in  un 
punto  O  al  finito  (centro  dell'involuzione).  In  tale  ipotesi,  la  (11 
diventa  AM  X  B'M'  —  B'O  X  AM—  AG  X  B'M'  +  ò  =  0  (l(i , 
con  ù^AOXB\i'=B*OxAB  [il  che  importa  che  nella  (14'  si 
abbia  ^^^,:^^B'O^AO^AB% 

E  se  si  suppone  inoltre  J5'£=e4j   la   equazione    (IG   dlvenia 
AMX  AM'-AO{AM^AM'}^AOXAA'^Q  (IC. 

La  (16  e  la  (16'  sono  dunque  due  equazioni  de!  T  in  voi  uE  ione  P^ 

(1)  Kaseniio  p,  7t  *  quantità  finite,  J  ,  f  saranno  punti  al  fiaito, 

(■)  S©T  in  Teca  della,  coppia  Ì3C  di  P,  è  data  una  coppia  qualunque  €C\ 

^     ^       ^       AC      A'V 
risulta   i=^-^i^   ^^^ 
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//)  D<*i  a)  ,  h)  poi  scj^iic  cliGj  in  Oipii  inroìuzioìie  dì  pnnfì  J, 
ìimi  simmetrica^  il  prodotto  delle  distanze  del  jnuitQ  centrale  0 
da  due  punii  coniugati  reali  qualunque  M  ,  M'  t  una  quan- 
tità costante  (che  diremo  potenza  di  J);  e  viceversa. 
Dunque,  OMxOM'—}^  (il  è  un*  equazione  dell' involuti  ano  J. 
É  evidente  poi  cliep  aarà  positiva^  negativa,  o  nulla  secondo 
ehc  ì  è  iperbolica,  ellittica  o  parabolica;  a  perciò  le  involuzioni 
di  punii  iperboliche,  ellittici] e,  paraboliche  si  dicono  pure  or- 
din  a  Urne  ti  te  pmUive^  7ìegatÌGej  nuìle^ 

h)  Se  poi  le  punteggriate  proiettive  {u) ,  {u^  aono  simili^  in- 
dicando con  AA*  ^  lìB*  due  coppie  fìsse  e  con  MM^  una  cop- 
pia variabile  di  punti  corrispoDdenti,  V  equazione  della  proiet- 

AM 
lività  di  tali  punteggiate  ha   (45,  a)  la  forma  -TrT7,  =  ?  (18   (*), 

0  anche   r  altra  —  =  ^^^,    (19- 

È  facile  pure  vedere  che  la  (10  può  mettersi  sotto  la  forma 

UM^^B'M'^l=0  {i%\     con    f  r  5  =  -  -^ ,  7  :  5  ^  ^  ^,. 

0  In  floe,  siccome  aÀMXB'M' ^^AM -^^B'M' ^^.^Q  [IV^ 
[che  h  la  {14'j  quando  1  coefficienti  di  AM ^  B'M'  e  il  tenuine 
noto  s'indicano  rispettivamente  con  J:a,Y:^j^:^]  V^t  a  =  0 
Hì  muta  nella  (19'^  mentre  per  X  =  1  la  (15  si  muta  nella  (19  . 
uè  segue  che  V  equazione  di  una  proiettimtà  qualunque  tra  due 
ptint^ffgiate  di  /<^  órdine  pub  assumere  la  forma  (14",  o  f  al- 
tra (Ifi  ;  e  viceversa, 

130.  Supporremo  in  questo  numero  che  I  sia  un'involuzione 
iperbolica  dì  sostegno  w,  di  punti  doppi  E  ^  F  a  di  poteuza  p. 
a)  La  (17  dà  Ofi^^  aP^=p^OMXOM'  (20. 

Dunque,  t  punti  doppi  E  ,  F  di  ì  sono  simmetrici  rispetto  al 
puniù  centrale  0,  e  la  loro  di&tanza  da  0  è  media  proporzio- 


{*)  Il  rapporto  di  iimiffUtinta  ^  di  queste  due  punteggitito  simili  ò  uguale 
id  AB:  Air. 

E  si  tioti  che  una  involuzione  Bimmetiiea  àì  punti  rientra  nel  ii-aso 
4dl«  puiittìg|*iate  simili;  o  la  Rua  equazione  si  ha  dalla  (IH,  ponendo 
1=^1  e  supponendo  1*?  piiiit4>ggtat©  sovrapprratQ, 
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naU  tra  te  distanze  di  0  da   due  punti   coniugati   reali  qfm- 
lunque, 

b)  Se  A  A'  j  BB'  sono  due  copjne  reali  di  punii  couiugaft 
iìi  ìj  costruendo  due  cerchi  e;  ,  è  di  cut-de  A  A'  j  BB'  e  che  pn  in- 
sano per  uno  sUssQ punto  K|  e  eostruefido  il  loro  secondo  puntft 
d'  intersezione  K^  {il  quale  può  coincidere  con  K),  la  retta  KìL* 
tvghtrà  u  nel  punto  centrale  0  di  J,  mentre  il  cerchio  y^^  cka  ha 
per  eentro  0  e  per  raggio  la  lunghezza  €Ìelk  tangenti  condotf* 
da  0  a  :z  o  a  tj* ,  segherà  n  nei  jjunti  doppi  K  j¥i  perchè  dalla 
geometria  elementare   si   \m   OAxOA*=OKxOIC^=OBxOn' 

e)  Della   (9   si  ha   MEX  MF=A10^—OE'=JÌÒ --p    (21, 

quale  che  sìa  il  punto  M  di  %i\  e  quindi,  se  M*  è  il  coniuj^ato  tli 

M  m  I,  mediante  la  (20  si  deduce  MEXMF-  Wì^  -t  MOXOJT 

=  MO{MO  +  0M%  ossia  ME  X  MF=  MO  X  MM'  (22, 

OE      OM^ 
dì  La  (20  dà  pure  ^r—  ==  ~^j  d'onde  6uccessi%'amente  si  truo 

OE-OM       OE^OM    ^fJ^_FM  ,        ME        M'E       .. 

ÙM  ^-OE  -  OM^-\-(JE'  EM'  ^  FM^'  ''  '^         '  MF  "      3/'F^^^ 

Dalla    [22  poi  si  dcduee — — — — =  — —   cs, 

^       ^  MM'      MEXMF       2MEXMF 

2  11 

ofisia  -r^-rn  =  t;^+  ttt,    ('^^^    E*  per  questa  relazione*  ÌDV  ^ì 
MM^      ME     MF    ^  '  ^        ^ 

dice  media  armonka  tra  le  di^tanm  di  M  da  E  j  F  ^  mentre  il 

punto  3r  richiama  centro  armonico  di  E,F  rispetto  ad  M. 

In  fine,   indicando  con  L    un   punto   arbitrario   di  w  ,  dalla 

(23  6i  ha  ME  :  MF^  (LM'  -  LE)  :  {LF-LM%  d'onde  LFXME 

^LEXMF=LM\ME+MF)  ^  tlLM'XMEx  MF:  i/i/' ,  in   virtù 

della    (a;    e    divìdendo    per     ME  X  MF  ^    sì    ottiene    in    line 

/.M'      LE      LF     ,^  . 

"Ww  ~  MV  "^  'Wf    ^     '     relazioue    che ,    per    L    ali*  infinito  * 

si  muta  nella  (21. 

e)  È  bene  osservare  che  le  relazioni  (20,  (21,  (22^  (23,  (24^  {i?5 
reggono  per  un  gruppo  armonico  qualunque  EFMM*  di  ivantì 
reali  di  una  retta  u^  quando  con  0  s' indica  il  punto  medio  ili 


(V  Off,  0».  B  a  pa^  ììiK 
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KF:  porche  M,  M*  si  possono  considerare  come  punti  coniugati 
deli'  iiivoltiEione  iperbolica  Ì^EF, 

E  la  relazione  OE^=OMxOM^  mostra  che,  se  EFMAf  è  un 
Qftilfpo  armonico  di  punti  reati  di  una  retta  u,  un  cerchio  a 
ili  diametro  EF  ed  un  cerchio  ^  di  corda  MM',  situati  in  uno 
déi»o  pifuiQ  di  Uj  si  segano  oriognnalmente  in  due  punti  H  ,H': 

ìwichè  @i  ha^  p.  e,,  0^=  OÈ*  =  OMX  OM* ,  e  quindi  il  raggio 
QÌI  di  iz  è  tangente  a  ò  in  //^  ed  è  perciò  J_  al  raggio  di  i^ 
che  passa  per  //  e  che  è  in  conseguenza  tangente  a  a  in  H. 

Viceversa,  ò  facile  vedere  chc^  se  due  cerchi  zz  ji^  si  segano 
odùgfmabmnt€j  un  diametro  dell'  uno  z:  è  diviso  armonicamente 
tini  punti  ììi    cut  esso  sega  V  altro  à. 

f)  Se  una  prò  ietti  vita  non  involutoria  P  tra  punteggiate 
non  simili  di  una  retta  ti  ha  i  punti  uniti  reali  E,F,  questi  si 
[Missono  costruirò  [a) ,  b)]  come  punti  doppi  dell'  involuzione 
unita  ì  di  P  (^), 

Siccome  però^  indicando  con  J j  I'  ì  punti  limiti  di  P,  con  0 
il  pnnto  medio  di  JI\  e  con  0'  il  suo  corrispondente  in  P  ,  ò 
MIO  (77,  n)  che  0  è  il  punto  centrale  di  J,  e  quindi  è  anche 
panio  medio  di  Ef)  e  siccome  P  trasforma  la  coppia  Ox   di  J 

in  uif  altra  coppia  O'/'  di  I,  si  ha  [a)]  OE^^  =ljF^=00'XOI'. 
Donquo,  quando  P  è  itna  proietticità  non  involutoria  tra  duepun- 
Uggiate  $ion  simid  di  una  retta  Uj  costruendo  le  coppie  Joo,ool' 
di  P  e  il  corrispondente  0'  in  P  del  punto  medio  0  di  JI',  se 
0  non  è  nel  segmento  OT,  la  media  proporzionale  tra  00'  ed 
OV  «  la  dùdan::a  di  O  dal  punti  uniti  E  ,  F  di  P  ;  mentre^  se 
0  ijìnve  nel  sf.gmenio  OT,  i punii  uniti  di  ?  sono  immaginarli 
(cfr.  77j  o),  E  se  è  O'^Oj  sarà  0  Vunico  punto  unito  di  P. 

ABC 
(^  Be  è  f^EFt>jj*fj*'  è  noto  (58,  a)  che  i  punti  E^  F  sono   coniu- 

fnti  nelle  in  voi  tisi  oni  |  AB' ,  AB  \  i  1  AC  ,  A'C\  ;  e  quindi  la  coppia  EF 
pw6  costraiTsì  corno  è  imlic'atG  nel  n**  128,  d), 

Mn^  l>er  costruire  qu&sta  coppia  comune  delle  suddette  due  involu- 
zioni ,  pnò  in  vece  procedersi  nel  ae;^ente  modo. —Si  costruiscano  due 
carelli  di  eorde  AB^  »  A*B  che  si  seghino  in  un  punto  H^  e  quindi  anche 
io  an  punto  II\  e  due  certlii  di  corde  AC\  A'C  che  si  seghino  in  H, 
e  <ÌQÌndi  anche  in  un  punto  ìtt  il  cerchio  HW II"  segherà  n  in  J5^  ,  F, 

^M^tìK  —  OtQmttria  prohfiha-  39* 
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131.  a)  Sei  è  un*  Involuzione  ellittica  di  punti  di  sosti^gilo  k, 
e  quindi  la  sua  potcniz:i  p  ò  negativa  e  la  coppia  EF  doi  suol 
pauti  doppi  è  immnginariaj  bì  assumeranno  le  relazioni  (t?0 

come  dutìnì2ionl  dei  sìmboli  OE^  ,  OF  ^  e  la  rt^lazione  (SI 
come  defìnizione  del  sìmholo  MEXMF  (poiché  questi  eimboli 
non  avrebbero  in  questo  caso  alcun  gigfnifìcato  )  ;  avvertendo 
però  che,  per  J  ellittica ^  i  Biinboli  OE  ^  OF ^  ME ,  MF  non 
avranno  alcun  signiflcato,  so  non  si  troveranno  combinati  nd 
modi  suindicatij  né  E  ,  F,  presi  separatamente,  avranno  alcun 
fìiguifleatu. 

Sicché,  per  J  ellittica,  'OE^ ,  OP"  sono  rappresentazioni  sim- 
boliche  di  p  =  OMXOM\  ed  MExMFt  una  rappresentaEìo- 
ne  simbolica  di  MO^—pi  nia^  8ia  f  ellittica  o  pur  no ,  chiame- 
romo  sempre  potB7iza  di  M  rispetto  alia  coppia  EF  la  quantità 
MO^—p  rappresentata  da  MExMF, 

b)  Il  punto  centralo  O  di  I  si  dirà  pure  punto  medio  del 
segmento  immaginario  EF\  e  quindi  può  affcrmarBi  che,  quah 
che  sia  V  involuzioun  unita  ì  di  una  proietti Ht^  non  involuto- 
ria  P  di  pnìiti^  il  punto  medio  del  scgmeìito  compreso  tra  i 
punti  ìhuiti  di  P  coincide  col  punto  viédio  del  a  e  g  mento  com- 
pTCso  tra  i  jnmti  doppi  di  J. 

e)  Se  WF^  è  un  a  e  opp  ia  ini  maginaria  dì  punti  couiugat  i  i  n 
%m' involuzione  J  ^  EF  {tjierbolicaj  ma  non  simmetrica),  la  po- 
tenza del  punto  centrale  0  di  ì  rispetto  alla  coppia  E'F'  è  uguale 
alla  potenza  p  di  1;  e  viceversa^  se  V  involuzione  ellittica  J', 
di  centro  0'  e  di  potenza  p',  è  tale  che  si  abbia  00' — p'=p,  J' 
rappresenta  una  coj^pia  E'F'  di  punti  confugati  in  J  (*). 

Per  dimostrare  il  teorema  diretto  si  osservi  clie,  se  0'  e  // 
sono  il  centro  e  la  potenza  dell'  involuzione  ellittica  I'  (armo- 
nica a  1}  che  rappresenta  la  co|qiia  E'J^'' ,  siccome  EF  è  uua 
coppia  di  V,  sarà  p'=0'EXO'F=Wd^-OE^  :='00'*-p  :  ma  la  (21, 
applicata  a  J'  per  M=0^  dà  OE'XOF'^UlP^—p^  :  dunque  è 
OE'XOF'=p. 


(*)  DunquOT  la  condizione  necMMarla  o  auffieUnU^  perchè  due  int&Iu,:;i&ni 
di  punti  cAe  hanno  lo  fteaso  soitleyno  sìeno  armoniche  ,  è  ch^  il  quadrato 
della  distan^tt  dei  laro  punti  ceti  indi   àia   u^nuìe  aliu   fon  ma    d^lh    lom 
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Viccversaj  si  ha  O'ExO'P-  00^*";j^p';  e  quindi  E ,F  sono 
coniugati  in  ì\  ossia  J',  J  sono  due  involuzioni  armoniche  tra  loro, 

d)  Quanto  è  detto  in  a)  sulla  relazione  (21  evidentemente 
esprìme  che  la  (9  può  applicarsi  aiiclio  quando  la  coppia  di 
punti  AA*  è  immaginaria. 

Ora,  da  ciò  Begnù  clic  la  (12  regge  anche,  se  le  coppie  di 
pumi  AA*  j  ^75' ,  CO'  sono  tutte  immaginarie,  o  tali  sono  alcune 
di  esse;  poiché  la  dimostrazione  della  (12  si  ottiene  mediante 
la  (y  e  la  (11. 

e)  In  tui'  Involuzione  qualunque  di  punti  I,  il  rapporto 
édU  potenze  di  due  punii  reali  urhiirarii  A,B  di  \ ,  rispetto 
alla  coppia  A'B'  dei  loro  €onin(/ati  in  J ,  è  tignale  al  rapporto 
delie  potenze  di  A  j  B  rispetto  alla  ci^ij^ia  EF  (reale  o  imma- 
ginaria) dei  punti  doppi  di  L 

In  fatti,  se  J  non  h  simmetrica  uè  parabolica,  indicando  con  O 

.,       _       ,  ,,.    .,     .4.4'X^B'      {AO'A^O)(AO'B'0) 

ep  il  centro  e  la  potenza  di  h  si  ha      -,    ,  ,  ,  =  ;-  _ — -—^^^    ,^,' 

(Io^-aoxa*ó}{aoxbo^boxb'o)    Ad'-p 

(AOXBO-A0XA'0){BO-no  XB'Ó)      BO  -p 
dalla  (21  si  ottiene  AA'xAB*  :  BA'X  BB'  =  AEXAF:  BEXBF. 

Se  poi  I  è  simmetrica  o  parabolica^  è  facile  verificare  diret- 
tamente la  verità  del  teorema^ 

132.  a)  Se  AA',BB\CC'  sono  tre  coppie  arbitrarie  {reali 
fi  imma^narie)  di  punti  coniugati  in  un'involuzione  qualunque 
ì  ,  si  ha 

HA  X  MA'  X  BC  i-  MB  X  MB'  X  CA  +  MC  X  MG'  X  AB  =  0  (26,    e 
Il  11  11 


AA  XBC  +  BB"XCA+  CC'x  AB  +  AB  X  BC  X  CA  =  0  (27  , 

l  111  111  illlllll 

dorè  M  è  un  punto  arbitntrio  di  L 

Di  vero,  è  noto  (128,  0  che  il  primo  membro  della  (26  non 
varia  al  variare  di  M,  e  che  le  relazioni  (26,  (27  sono  Tuna  con- 
setpicnza  dell' altra.  E  tutto  ciò  regge  anche  (131,  d)  quando  le 
coppie  -LI',  DB\  CG"  sono  tutte  immaginarie,  o  tali  sono  alcune 
di  esse. 

Ora,  supponendo  che  J  non  sia  simmetrica  né  parabolica, 
e  che  M  sia  il  punto  centrale  0  (a!  finito)  di  J,  il  primo  mem- 
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bro  della  (26  diventó  QA  X  OJY^O+  CA-^AB),  ed  e  nullo,  in 

11       1  t       1  I 

\irttL  della  relazione  Ba+  CÀ^AB  =  0, 
1  t      11       ti 

Se  J  è  simmetrica,  ossia  so  0  è  air  iiifìnitOj  si  ha  i4=fì=C, 

1      1     i 

e  quindi  è  nullo  ciascun  termine  dolla  (26;  e  se  J  è  parabolica 

di  punto  doppio  E^A'^B=C%  ciaecun  termine  della  (26  è 

nullo  per  M^E. 

h)  Viceversa,  se  per  tre    coppie    di  punti    AA%  BB%  CC 

{reati  o  immaginarie)  di  una  retta  u  si  verifica  la    (26  j   o  ht 

(^21^  queste  tre  coppie  appartengono  ad  uiìa  stessa  invoìuzioìU, 

In  fatti,   se  due  AA*  ^  BB^  dello   tre  date   coppie   hanno  Io 

stesso  punto  medio,  ossia  se  è  JÌ^A^  si  ha  AB^Q  ^  CA~^B€t 

11  11  ti        II 

e  la  (26  diventa  (MAXMA' -  MB  X  MB*)  BC=Q:  ma  non  puh 

i  1 

essere  MA  X  MA*  -  MB  X  MB'  :  dunque  dev'  essere   i?e  =  0 ;  e 

1  1 

perciò  le  tre  coppie  AA' ,  BB^ ,  CC  hanno  lo  stesso  punto  rao* 

dio,  cioè  appartengono  ad  tma  stessa  Involuzione  siminetrica. 

Se  poi  il  centro  0  dell' involuzione  J^-4A',  ^^']  è  al  fiiutf\ 

la    (26,   per  J/=0,   dh    OAx  OA^BC -^  CA)-\~OCXOC'XAB=0^ 

1111  11 

ossia  0AX0A*=0CX0C'  ;  e  quindi  anche  C,  C  sono  coniugati 
in  J.  • 

Se,  in  fine,  òB^i,  ossia  so  rìnvolnzione  Ì~AA\  BB*]  fc  pa- 
rabolica di  punto  doppio  J,  la  (26  dà,  per  M^A,  ACXAC'X^B=(ì  ; 

e  quindi  C,  o  C\  dev'  essere  ^.4,  ossia  anche  CC  è  una  cop- 
pia di  J. 

e)  Se  ire  coppie  di  punti  AA'^  BB',  CC  appartengano  od 
una  stessa  involuzione  J,  7wn  simmrtrica  né  parabolica^  ed  una 
almeno  A  A'  delie   tre  coppie    è   reale ,    si   hanno  te   rttazinni 

ABXAB'      ^?      A^XA'B'     ^?    ,,^  .    ,.         ^    ,       ,, 

-TT^ — n^.  =  ~r.  3  ^n>, '   .  ,^r  =  -tt;   (-S  ,  e  quindi  anche  la  rm- 

ACXAC^      AC  '  A'CXA'C      AC   ^      '       ^ 
Il  11 

ABXAB'      A'BXA'B'  ,,,^    ,  ,  ,  ,    . 

^^"^^^^  ACXAC' ^  A'CXA"'C'  ^    '       qi^^t^  regge  pure  se  J  è  mn- 

metrica. 
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Lo  (;28  si  ottengono  dalla  (26,  supponendo  successivamente 
M^=:A  y  M^=A'  ;  ed  è  facile  poi  verificare  direttamente  la  (29 , 
se  1  fe  simmetrica. 

rf)  Se  tre  coppie  di  punti  A  A' ,  BB' ,  CC  di  ima  retta 
IX j  delle  quali  una  almeno  AA'  è  reale,  verificano  la  (29, 
esse  appartengono  ad  una  stessa  involuzione  J  :  poiché,  se  CC' 
fosse  una  coppia  dell'  involuzione  |  AA' ,  BB'  \ ,  si  avrebbe 
A -BX  AB'  A' B  X  A*B* 
3tCxÌcr  ^  A'CXA'C'  '  ^  questa  relazione,  paragonata  alla  (29, 

dii   ^C':^'C'  =  ^C":^'0",  e  quindi  C''  =  C'. 

e)  Si  noti  che,  se  C  è  il  centro  0  dell'  involuzione   J ,   non 
simmetrica  ne  parabolica,  e  quindi  C  va  all'infinito,  le  (28  si  mu- 


tano in 


ABXAB'      A'BXA'B' 


=  2  AB 

i  1 


(28'. 


AO  A'O 

Di  vero,  sostituendo  {(AC-{-AC')  ad   AC  nella  prima  delle 

11  11 

ABXAB' 


relazioni  (28,   e  moltiplicando  per  AC,   si  avrà 
AC 


AC 


2AB-—- r--,  (a.  E  dividendo  per  AC  i  due  termini  della  fta- 

i  lAC^  AC 

zlone  contenuta  nel  2.o  membro  di   (a,  e   supponendo  poi  C 
all'  infinito,  la  (a  si  muterà  nella  (28'. 

f)  Se  tre  coppie  reali  di  punti  AA',BB',CC' rft  una  retta  u 
sono  in  involuzione  y  si  ha  AB'XBC'xCA'=— A'BXB'CXC'A  (30; 
e   viceversa. 

Di  vero,  se   AA^ ,  BB' ,  CC  appartengono  ad   un'involuzio- 
ne I,  non  simmetrica  né  parabolica,  si  hanno   [e)]  le  relazioni 

ABXAIi'^^^      BCXBC  _^^      CAXCA'  _  ^^ 

ACXAC  ~  AC   '  BAXBA'  ~  BA  '  CBXCB'  ^  CB  '  ""^^^  '''''"'' 
f  f  li  li 

piicate  tra   loro,  danno  la  (30.  E  se  J  è   simmetrica  o  parabo- 
lica, è   facile   verificare  direttamente  la  (30. 
téA  dimostrazione  dell'  inversa  si  lascia  allo  studioso. 

133*   ^)    ^^    ^^  ^^^  piano  n  si  esegua  un  movimento   circo- 
lare* cio^    (tìg"-  S6.^)  un  punto  si  muova  sopra  una  circonferen- 


za 


(^  di 


^     o    una  retta  roti  intorno  ad  un  suo  punto  fisso  S  e 


nel  pì^rio 
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Ad  un  osservatore,  che  La  i  piedi  sul  piano  o  ed  b  ^ìtimia  in 

una  delle  due  parti  in  cui  o  di- 
^^'  ^*^'**  rido  lo  Bpazio^  il  aenso  di  que- 

sto mOYÌmento  appiìrirà  proce- 
dere da  sinistra  verso  destra 
(cioè  nel  scuso  in  cui  si  muo- 
vono le  lancette  di  un  orolo- 
gio) j  0  da  destra  verso  sini- 
stra; e  noi  diremo  che  il  primo 
è  il  senso  positivo  di  a,  e  che 
r  altro  ne  è  il  senso  negati- 
vo n). 
Iiulicando  poi  con  AB  un  arco  di  tj/,  intenderemo  che  esso 
sia  generato  da  un  punto  che  parte  dall'  ùrighm  A  delF  arco 
per  giungere  nW  estvevw  B  dell'arco  stesso:  e  secondo  che  II 
punto  generatore  si  mnovc  nel  senso  positivo  ,  o  negativo  ^  di 
G,  diremo  quindi  che  Farco  AB  è  pmliim^  o  negativo.  Dareino 
poi  ai  punti  Aj  B  il  nome  comune  di  termhu  delT  arco   A  Fi, 

b)  Sieno  ora  assegnati  (tìg.  86\«)  i  sensi  positivi  di  due  rette 
reali  a  ^b  di  e  (sensi  che  sono  indicati  dalle  frecce  apposte  alle 
retto  stesse);  e  supponiamo  che  a  roti  intorno  ad  un  suo  punto  fìs- 
so (p.  e,  intorno  n\  punto  ah^S)  e  nel  piano  c^  mio  a  che  il 
senso  positivo  di  a  vada  per  la  prima  volta  a  coincidere  col 
senso  positivo  di  6.  Secondo  che  tale  rotazione  si  eseguire  nel 
senso  positivo^  o  negativo^  di  e,  diremo  che  1'  a  ab  costa  dì  un 
numero  positivo,  o  negativo,  di  gradì  {%  Ora  ò  chiaro  che,  se 
el  può  far  coincidere  per  la  prima  volta  il  senso  positivo  di  a 
col  senso  positivo  di  b ,  facendo  rotare  a  di  ^  gradi,  lo  stesso 
effetto  si  raggiungerà,  facendo  rotare  a  dì  Y  +  fc'360»,  dove  k 


(')  Lo  etosBO  movimento  circolare  in  a  apparirà  psep-uìrsi  in  ftimso 
contrario  ad  au  altro  osservatore  sàittiato  nolPaltra  patrie  dello  sp&«io. 
Bieche  potremo  eonsiilerare  in  o  due  pagine^  chiamando  pagina  poviiirm 
di  a  quella  su  cui  dove  l 'osservato re  porre  ì  piedi,  aflinchè  il  dat^a  mn- 
vi  mento  fli  a  gli  appariisi,-a  pusitivo,  e  chiam&iidn  Ufijrìllva   Piiltra   pagina. 

(*)  Il  senso  j>ositivo  del  movimento  ciroolare  è  indicato  neUa  figura  da 
fì-ecoo  po&te  isopra  |  e  ncdl'  A  ab. 
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è  un  numero  intero  cjualunqiiCj  positi  va  a  negskììvo;  ossia  pos- 
ammo dire  che  V  A  ftb  ò  di  -y  ^  fc  *  ìUjO*  ^  dove  si  può  supporre 
l^rt'  che  k  bui  nullo,  —  Diremo  poi  che  i  lati  a^b  souo  l  ter- 
mi ai  deir  A  nbf  mentre  a  ne  è  V  origine  6  h  V  estri" mo. 

e)  È  chiaro  quindi  chCj  se  b  deve  rotare  di  Y  &^'^^^h  «flan- 
elle il  suo  senso  positi %'0  coincida  per  la  prima  volta  col  senao 
positivo  di  a,  si  può  diro  che  V  a  ba  è  di  y'+^'"360«j  dove 
k'  è  pure  un  numero  intero  qualunque. 

Di  qui  segue  evidentemente  che,  se  il  senso  positivo  di  a 
rota  prima  dì  y  ^  k  ^  360"  e  poi  di  y'  +  *^''B60<>,  esso  si  sovrap* 
porrà  a  gè  stesso^  come  se  avesse  rotato  di  Oi,  o  di  ±360*',  o 
ili  ^2-^ùO^j, ,,;  poiché  la  souima  y+T'  ®^^^  ^^  300",  o  di 
"360^  o  di  0». 

E  noi  scriveremo  a  ad  f  ^  ba^^  (SI  (%  donde  A  ab^-  A  ba  (32. 

d)  Aiiorche  indlehereni<i  enu  lì  AC  un  A  ^  intenderemo  che 
AB,  AC  sono  i  sensi  positivi  dei  lati  dell' /\  stesso^  e  sarà  quindi 
f,JtAC+ACAB~0  {Bì\ 

e)  Dati  nel  piano  q  i  sensi  positi  tu  di  tre  rette  abc,  si  ha 
Aab-h  Abe-h  Aca^O  (33;  e  fiuititU  a  ab  4-  Abc^Aae  (34, 
A  tìc  —  A  ab^  A  bc  (  35j   a  ac  -  a  bc  ^  a  ab  (3G, 

Pnssìflmo  supporre  che  le  rette  abc  concorrano  iu  uno  stesso 
piuuo  ^S'j  perchè  l\\  di  due  rette  è  indipendente  dalla  loro  po- 
zione assoluta  (*), 

Ora,  rotando  intomo  ad  S  in  nno  dei  due  sensi  dì  e,  si  deb- 
bono incontrare  le  rette  «ftc  in  uno  dei  due  ordini  (etrcttivanvente 
distinti)  abc  ^acb^  per  i  quali  si  hanno  rispettivamente  le  con- 
gruenze a  ab^  a  bct^Aac  ,  a  ac'\~  a  cb^  a  ab ,  che  si  riducono 
mite  alla  forma  (33,  mediante  la  (32. 

/)  Date  due  rette  ajb  di  un  piano  a,  che  sì  segano  in  un 
l'Unio  S  al  ilniiOj  ed  indicando  con  m  un  ragf^io  variabile  del 
fascio  (^,5)j  il  rapporto  p  dì  sen  am  a  ^ewfojn— rapporto  che  spesso 
indicheremo  col  simbolo  {aòm}  (*)  —  varicrà  al  rotare  di  m  in- 


i^}  0s3iai  congrua  a  zero,  motìtth  BGiP 

f*f  Si  ricordi  però  che  quaiidti  parHamo  dolP  A  *ift  dì  duo  r(»tttì  di  an 
l^iano  rr,  intanderenio  che  si  trtìttì  di  uno  qualutifiue  dei  dao  A  for- 
mati dai  sensi  positivi  di  a^h^  dai  quali   A   T  uno  è  positivo ,  V  altro 

D<^tÌVO. 

(*;  Se  ÀBM  sono  tro  punti  dì  una  Ttitta  r^  indicheremo  purie  alla 
tolte  con  {ABM}  il  mpporto  AM  i  lìM^ 
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tomo  ad  >V  in  uno  qiialunque  del  due  scusi  di  e.  E  facilt*  ;uii 
vedrn)  che  questo  rapporto  è  negativo^  o  positivo,  secondo  rh» 
m  0i\ce  nell'A  ciò  minoro  di  un  a  pmtto  (e  quindi  anche  n^'l 
suo  opposto  al  vortice),  o  pur  no;  tende  a  zero,  o  iiìV  iiifìniTo, 
a  uii&tira  che  m  si  avvicina  ad  a^  o  a  b;  ed  e  uguale  a  —1,  o  ad  l 
secondo  che  m  è  la  bisetuìce  dell'  A  ab^  o  è  _L  a  questa  bi- 
settrice. 

Inoltre,  gè  ò  dato,  in  valore  ed  in  sciano,  il  nipporto  ^^  assunti 
sopra  a  ,  &  due  segmenti  SA  ,  SU  tali  che  sia  ,SB  :  SA  =  p,  ì! 
raggio  del  fascio  (/S|G),  parallelo  a\h%  retta  4/i,  sarà  tale  die 
si  avrà  (abm)  =  p. 

Bieche  per  ogni  posizione  di  tu  è  individuato  il  rapporto  {aim}] 
e  viceversa. 

ff)  Se  o  è  la  hìseUricfi  deW  a  formato  da  due  rette  renll  c^  f 
di  un  pianQ  Cj    fìd  \  è  una   retta   arbUraria  di  c^  si  ha 
sen  le  +  sen  if  =  2  sen  lo  cos  oc  (37^ 
cos  le  +  cos  If  =  2  cos  lo  cos  oe  (38, 
sen  le  sen  If  =  cos^  lo  cos-  oe  (tg^  lo  — tg*  oc)    (39 , 
cos  le  cos  If  =  cos^  lo  cos-  ©e  (1  —  tg-  lo  tg-  oc^    (40 , 
tg  le  tg  ir  =  (tg^  lo  —  tg*  oc)  :  (1-  rg^lo  tg-  oe)    (41. 
Dimostreremo  solo  una  di  queste   relazioni ,   lasciando  le  al- 
tre allo  studioso* 

Essendo  evidentemente  oc  ^  of^^Q^  si  ha  san  le  sen  ì(^ 
seM  (  lo  +  ùé  )  nen  {lo  —  oé)  —  stn-  tu  cos^  oé  —  sen^  oe  cos^  h  - 
cos^  lo  cos-o^  (tg^  lo  —  tg-  oe). 

134»  a)  Percon-endo  con  continuità  il  perimetro  di  un  VABC 
(cioè  senza  salti  e  ^enza  passare  più  volto  per  uno  stesso  pun- 
to), ciascun  vertice  sarà  V  e^frùmo  di  un  lalo  (  proprìameuie 
detto)  e  V  orìgine  del  consecutivo* 

Ciò  però  può  farsi  in  due  modi,  o  sensi,  opposti  (flg.  87,"^' 
eioe  nel  senso  ABC  (che  non  differisce  dai  scusi  JìCAjCAHìt 
o  nel  senso  ACB  (che  non  differisce  dai  sensi  CBA  ,  BACy 

Nella  iìg.  ^l.B.  sono  ABC  e  /f  C/Ì  ri  spetti  vam  ente  il  scuso  posi- 
tivo e  il  scuso  negati%'0  del  piano  a  del  y;  e  BACf  CBAj  Adì 
sono  gli   A  interni  del  y» 

h)  Ora  Parca  del  V  ritnane  a  destra,  o  a  sinistra j  dì  chi 
ne  percorre  il  perimetro,  secondo  che  questo  perimerro  si  p» t- 
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corre  nel  scuso  pOBltìvOj  o  negativo,  di  o;  e  perciò  considere- 
n^mo  le  aree  dei  v  AECj  Adi  come  uguali,  ma  di  segni  con- 
trarli (positiva  la  prima j  e  negativa  la  seconda,  nella  figura]^ 
aesla  &i  ha  \7ABC--yACB  (42, 
7  ABC  +  V-4 Ci?  -  0      (4,^.  (fig-  «7.«) 

e)  E  chiaro  che,  la  condi- 
zione nec€ssaì-ia  e  succiente  j 
perchè  tre  punti  ABC  sieno  per 
diritto,  è  V  ABC  =  0     (44* 

d)  Sé  B  è  nn  punto  arbi- 
trario al  finito  del  piano  di  un 
VABC  ,  è  identicamente  VSBC  +  y  SCA-j-  y  SAB  =  yABC      (45, 

Ciò  è  evidente^  se  S  ò  interno  iil  v  ^BC. 

Be  S  giai!e  nell'  /^  BACj  ma  in  parte  opposta  ad  A  rispetto 
a  BC,  si  ha  y  SAB  +  y  SCA  -  y  ^'CiJ  =^  y  ^i?C:  d'onde,  essendo 
VSBC^  -  SJ  8CB,  si  deduce  la  (45. 

Se  S  giace  nelT  a  opposto  al  vertice  all'  a  BAC ,  si  ha 
ySBC-vSAC-'hSBA^^yABC,  relazione  clic  sì  riduce  alla  (45. 

e)  La  condizione   (  44   etquivalc   quindi   all'  altra 

y  SBC  +  y  SCA  +  y  SAB  =.  0     (44' . 

f)  Dal  teorema  d)  segue  che  T  area  di  un  ^  ABC  si  può 
considerare  eome  generata  dal  movimento  di  una  retta  di  lun- 
ghezza variabile^  della  quale  un  termine  è  un  punto  fisso  fi^  del 
piano  e  del  y,  mentre  Taltro  termine  percorre  il  perimetro  del 
V  nel  dato  senso. 

Si  potrebbe  tjuindi  assumere  per  S  un  vertice  A^  facendo  ro- 
tare la  retta  intomo  ad  li ,  mentre  V  altro  termine  della  retta 
percorre  il  segmento  71(7,  o  il  segmento  CB. 

gj  Amunto  un  imnio  arbitrario  B  al  finito  nel  piano  o  di 
un  ennagono  mmplice  AjA^A^^^.A^^^^A^  {anche  a  perimetro  intrec- 
ciato)^ Ve^pressione  ySAiAg+ySAaA-^+^^.+ySA^.iA^+ySA^^Ai  (4(ì 
è  indipendente  dalla  poàìzione  di  8. 

Siccome  questo  teorema  è  vero  [dj]  per  ?i  =  3 ,  basterà  pro- 
vare cJiCj  se  il  teorema  si  suppone  vero  per  un  poligono  di  n— 1 
latij  esso  reggerà  anche  per  un  ennagono. 

Ora,  poiché  per  i|iotesi  respressìone  y^9/4j^2+y/Si42^3+ . . .  + 
VSA^_^A^_^-\-vSAj^_^A^  b  indipendente  dalla  posizione  di  Sy  ed 
è  pure  tale  [d)]  resprcssionc  y*^-ii^„„i+y^^«-i-4„+yS'i4„^i,  lo 

Bi^HiA^ — Geometria  proUUiva.  40* 
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stesso  si  veriflcherà  por  la  loro  somma;  che  è  la  (46,  perchè 
si  Ila  s?SÀj^_iAi+-^8À^A^_^^Q, 

h)  E  sìcconie,  se  V  ennagono  non  è  a  perimetro  intreeciatoj 
la  (46  esprime  1'  area  delF  ennagono  stesso  (come  si  vede  evi- 
dentemente ,  supponendo  S  interno  a  questo  ennagono) ,  così 
siamo  autorizzati  ad  assumere  la  (46  come  espressione  dell'a- 
rea di  un  ennagono  piano  semplice  qualunque  AiA.2A^...A^, 

i)  Cosi,  p.  e*,  pel  quadrangolo   piano   semplice   ABCD  a. 

perimetro  intrecciato,  pretio  per  S  il  punto  ^Z>*BC,  la  sua  arsa 

sarà  espressa  da  s7SAB-\-k7SBC^'^J!!^CD+v^^A;  ossìa  da  \^SÀB- 

ySDC,  percliè  è  sjSBC^ySDA^Q  ,  \;SCD^-ySDa 

Quest'area  quindi  è  nulla,  se  i  "^SAB  ^  SDC  Bono  equivalenti. 

135.  a)  Se  un  fascio  dì  ra^gi  (  SjO)  sMmmagina  generato 
dalia  rotazione  di  un  raggio  m  intomo  ad  8  nel  senso  posid- 
vo  j  0  negativo  ^  di  a  ,  lo  posizioni  ahc...  di  m  segheranno  una 
data  retta  «  di  o  nei  punti  ABC,  dì  una  punteggiata  (i)  pro- 
spettiva ad  (S  ,  g):  e  noi  supporremo  allora  che  il  senso  in  t!ui 
è  descritta  la  punteggiata  (s)  sia  quello  del  punto  variabile  7fti 
(cioè  positivo,  0  negativo^  secondo  che  m  rota  liei  senso  poli- 
ti vo,  o  negativo,  di  e);  mentre  supporremo  pure  che  SA,SIi^ 
i'Cj,..  sieno  i  sensi  positivi  di  «  ,  6  ,  e  , . . . . 

Diremo  ancora  che  gli  a  AtSB  ^  ASC  j  BSC^...  proiettano  da 
8  i  segmenti  AB  ^  AC ,  BCy-.- 

b)  Indicando  quindi  con  (  8 ,  AB  )  il  immero  positivo  cbe 
esprime  la  distanza  del  punto  S  dalla  retta  AIìj  si  ha,  in  va- 
lore e  segno,  ABx{8j  AB}^SAxSBBmASB  (perchè  i  due  mem- 
bri di  tale  uguaglianza  esprimono  amenduc  in  valore  e  segno 
U  doppio  dell'arca  del  VòVli?);  d'  onde  si  trae 

AB  =  8A  X  SB  X  sen^^^  :  (S,  AB)     (47- 

c)  Balla  (47  si  deduce  immediatamente  che  ,  ^e  A' ,B\C 
sono  trtì  pmitl  arbitraru  ordinatamButé  situati  sui  iati  {indefì- 
nltt)  BC ,  CA  ,  AB  di  un  y  ,  ù  ha 

BA*       CB'      AC*      3enB.4.4'      senCBfì^       sen^CC^      ,. 
CA*  ^  .473'  '^  BC*     senC^^'  ^  muABB*      senz'C 
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Di  Tero^  la  (47  dà 

Cà'  ^  AC  ^  BenCAA'    '  AB'  "  BA  ^  s^nABB*  * 

AC*       CA      BBìiACC' 
X 


BC      CB  ^sen/JCC  ' 

e  queste  ii«fua^Uanze,  moltiplicate  tra  loro,  danno  la  (48, 

d)  indicando  con  aia^^^.a^, ,  b^bg.-.bjj  due  (/ruppi  rfi  n  segmenti 
refHlinet  (HUnatt  in  uno  stesso  piano  o  pur  no)^  e  con  a^OE^...^^, 
Pi?ì"-?«  i?'*  ^  ^A<*  U  proiettano  ordinatamente  da  un  punto  ar- 
bitrario S  al  finito  f  regge  V  uguaglianza 

a,  X  %  X  *-  X  «fl  _  senajaengt|-.-se!ia„ 
biXbf  X  —  X  b,j      SGD^jSeii^^...8eDpi^  ' 

«e  per  ciascun  segmento  del  numeratore  N,  o  del  denominatore 
D,  del  primo  membro  della  (49  eMiste  sulla  ntesaa  retta  un  seg- 
mtnto  di  ì^^  0  di  Hj  e  se  ciascun  punto  eh*;  è  termine  di  un 
$egmentQ  di  H,  o  di  D,  è  pure  termine  di  un  segmento  di  D^  o  di  M* 
In  fatti  y  se  AB  h  un  segmento  di  N  (  o  eli  D  ),  sostituendo 
Bella  (4^>  r  espressione  di  AB  data  dalla  (47,  e  Ìù  analoghe 
per  tutti  gli  altri  segmenti,  siccome  i  fattoti  SA  ,  SB  e  il  divi- 
sore (SjAB),  dietro  le  ipotesi  fatte  nelT  enunciato  ^  si  trovano 
anche  In  D  (o  in  H  ),  essi  spariranno  dal  primn  membro  della 
(49,  E  poiché  lo  stesso  avverrà  per  tatti  ^li  altri  segmenti  con- 
tentiti in  N ,  o  in  D  ,  ne  segue  che  11  primo  membro  della  (49 
diventcifà  identico  al  secondo. 

e)  Dmique,  se  uno  dei  membri  della  (49  ha  un  dato  valore 
p,  non  solo  Valtro  membro  sarà  ugnale  a  o  in  valore  e  segno, 
ma  lo  stesso  avverrà  per  un'altra  espressione  H^:  D'  di  segmenti 
rmiiinei  tale  che  ciascun  segmento  di  H\  o  di  0',  sia  una 
proieziùne  da  S  di  un  segmento  di  H^  o  di  Dy  e  vice  ver  sa,  pur- 
ehi  tra  i  segmenti  di  H'  e  di  D'  regga  In  prima  condizione  pò- 
ita  ndV  enunciato  del  teorema  d);  poiché  già  regge  la  seconda 
condizione  posta  in  questo  stesso  enunciato. 

1S6,  a)  Se  abcd  sono  quattro  raggi  arbitrarli  di  nn  fascio 

fS,  e),  il  cui  centro  S  è  al  finito j  si  ha 

mn  ab  scn  ed  f  sen  ac  sen  db  +  scn  ad  sen  bc  —  0  (50, 
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Di  vero^  RC5  una  retta  se^a  fii^cff  in  punti  al  finito  AfìCDjttsi 
questi  VGgge  la  relazione  (LO,  ia  quale  può  prendere  la  forma 
AB  X  CD  :  AD  XBC^ACXDB:  ADXBC  +  1^0  (ft,  E  poiché 
ci  ASC  ano  dei  primi  due  termini  di  (a  si  troTa  nelle  condlEÌom 
del  primo  membro  della  (4'**^  gì  ha  senab^eìicdisenadsejihc -^ 
senacsendò  :  senadsenhc -\- \  =0:  d'onde  risalta  la  (50  (*). 

b)  Se  aa' ,  bb'  j  ce'  ,  ram'  sono  tre  coppie  fissa  ed  una  cop- 
pia variahile  di  raggi  cornì^poiidimtl  (a  due  fn^ci  proieftirh  Ì 
cui  cenfpì  8  j  S^  (distìnti  o  coìncideìiti)  sono  al  finito^  imtqnu- 
zione  di  tale  proiefiività  P  è 

(abm)^)<a'b^n'}    (51, 
con  X=^(abc)(b'a'e')  ;  e  vkeDersa. 

In  fatti,  sovrapponendo  i  fiisci  e  segandoli  con  una  trasver- 
sale ti,  M  ottiene  una  prò  tetti  vita  di  punti.  Ora,  se  sì  pone  t^akm 
a'bfcW)  =  AliCMA*B'C'M\  un'equazione  di  questa  proìettività 
è  la  (15,  la  qunìii  può  prendere  [nota  (^  a  pa^.  ;^02]   la   forma 

BMx  BV^  XACXA^M^  ^'^'^  '^'''  ^''^  '^  "  '"  '"  ^''  ^"^' 

Q)  La  (50  piiA  scriversi  sotto  la  forma  gen  {  ac  +  cb  )  netì  ed  + 
iienacsen{cb—€d)—sBn(cd—ca)sencb=Q;  e  questa,  supposto  TActi- 
H-OO",  diventa  la  nota  formola  trigonometnoa 

Mti  (ac  ^  cb)  —  se  a  ac  cos  cb  +  cos  ac  seii  eh, 

E  se  si  suppone  che  ahcd  sì  succedano  nell'ordine  in  cui  sono 
acri t ti  j  in^lica^do  con  ABGD  ì  secondi  punti  comuni  ad  ahed  6 
ad  nn  cerchio  t|f  che  passi  per  S^  e  sostituendo  ai  seni  degli  A  le 
corrispondenti  eorde  degli  archi  dì  tj/,  la  (50  <là  il  noto  teoreiQB 
ABXCD+ADXBC^ACXBD  per  un  quadrangolo  i^icritto  i'i  un 
cerchio» 

(^)  Se,  p*  e.,  il  raggio  m  è  ||  ad  tij  nella  (i  il  punto  M  va  al- 
Tinfinito,  e  quindi  è  AM:BM=L  Ma  si  ha  dalla  (47  BC :  AC^ 
fSB  Hen  fìSC^-  SA  se n ASC  —  sen  am  Ben  he  :  Ben  bm  sen  ae;  mentre  « 
(i:^5,  d)  A'C'KB'Jr:  B'C^XA'JiP  =  sen  a'esen  bW  :  sen b'c'sen  a 'm\ 
Dunque,  anche  in  questo  caso,  si  trae  dalla  (e  la  (51. 

Si  noti  poi  che,  se  nel  primo  membro  della  (40  un  termine  di 
alcuni  segmenti  va  all'  infinito,  la  (43  regge  pure,  purché  tra  gli 
anjfoli  cnni^iderati  nel  2,^*  membro  sìeno  compresi  anclie  quelli  cl>p 
proiettano  questi  segmenti  infiniti  ;  poiché  basterebbe  ragionar*? 
come  si  è  fatto  sulla  {£  neiripotesi  di  M  ali*  inlìiiito. 
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Yfrerersa,  se  vnn  corrispondenza  univoca  tra  i  raggi  varia* 
bili  m,m^  dei  fasci  {8)^(8*)  è  definita  dalla  (51,  dove  aa' j  hb' 
sono  due  coppia  di  raggi  corrispondonti  g  >.  è  una  data  co- 
sianK^j  qaesta  corrispondenza  6  una  proiettività:  poiché,  indi- 
c-ando  con  e  una  posizione  di  mj  e  con  e/  la  conispondentc  po- 
sizione dì  m*  data  dalla  (51^  questa  è  V  equazione  della  proicÈ- 
tività  definita  dalle  tre  coppie  aa'  /bh\fùc\ 

e)  Andiamo  ora  a  dimostrare  che,  indicando  con  dd^  una 
quaria    coppia    data    della    proiettit'ità    considerata    in  b]  ,  è 

a(acm)  (b'd'm')  +  p(acm)  +  ^(b'd'mO  +  6  --^  0  (52, 
rm  g  :a=-<bWc')j  7  :  a=-{acd)^S  :  a=(acd)(b'd'a')=(b'dV)(acb) 
un'altra  equazione  della  jjroiettlmtà  P;  e  vkanvrsa  (*). 

Proseremo  dapprima  eìm  la  (51  si  può  trasformare  nella  (52. 

Ora  la  (50  ^  applicata  alle  duo  qaatenie  abcm. ,  a'b^dW^  dà 
(barn)  =  (bac)  4  (bca){cam)  ,  (aVm^  ^  (a*¥d')  +  {a'd'b')(fVh*m').  E 
sostituendo  nella  (51  queste  espressioni  di  (Jmm) ,  (a*ù'm*)j  e  mol- 
tiplicando il  risultato  per  («cm}(ò'rf'm'J,  si  ottiene  una  relazione 
elle  si  può  mettere  sotto  la  forma  della  (52. 

Inoltre,  moltiplicando  la  (52  per  sen  cm  (0  per  seti  t^m'),  0  po- 


N 

Sicclièj  fie  i  segmenti  rettiliael   di   una  frazione  ^   soddisfanno 

Alle  condìdonì  poste  nel  teorema  del  n,"  135,  d)  èiolo  quando  s'in- 
trodacono  in  II  e  0  segmenti  che  hanno  un  estremo  air  infinito,  a 
f|ne«to^  frazione  cosi  modificata  può  applicarsi  la  relazione  (49, 
Cosi,  p.  e.j  se  3a  relazione  (3,  divisa  per  AOj  ai  pone  sotto  la 

VA  X  iJoo  ^  ACxn^  -1=0,   a  eiascuno   dei    primi  due 
lenniai  dì  quest'ultima  relazione  si  può  applicare  la  l'ekzione  (40; 
e  <iQÌndij  indicando  con  abcd  le  rette  che  proiettano  i  punti  ABC^ 
da  ano  stesso  punto  8  al  finitOj  si  trarrà  4a  (50.— Da  queat'alti- 
ma  poi  si  potrebbe  dedurre  dì  nuovo  la  (IO, 

(')  È  facile  provaro  clio^  se  AA\  BE',  CC,  DD',  MM'  sono  quai- 
tfù  coppie  fltse  ed  una  variabile  di  punti  corrispondenti  in  due 
pìttthif/fiaie  proiettire  (u)  j  (u')^  una  equazione  di  questa  pì'oìeiti- 
ritù  é 

a (ACM)(B/D'M^  t  ^(  ACM  )  +  7 (  E'D'jr )  +  ^^  -  0   (p2\ 
con  ?  :  a^-(B'D'C')  ,  -  :  a=^{ACD),  ò  :  a=(  ACD  )  (  B'D'A'  }  = 
(B'D^CXACB), 
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nendo  m^c  (o  m'^d%  si  ottieno  g  :  a  =3  -^  (ò'd'c')[o  vi  a:^— (aci?)]; 
e  sostituendo  poi  queste  espressioni  di  g  :  a  ,  y  :  a ,  e  ponendo 
m^a  (0  m  =&'),  si  ottiene  S:  a=(acd){b'd^a')  [0  8:a=(6'rf'c')(ac6)]. 

rf)  Si  noti  che,  so  a ,  6  sono  quei  raggi  ortogonali  di  {S),  i 
cui  corrispondenti  a',  6'  in  (S')  sono  pure  ortogonali,  la  (51  si 
muta  in 

tg  ara  =  'ktg  a'm^     (51  ', 
con  \=^tg  ac\  tga*c'\  mentre,  se  è  c_ia,  rf'_Lò',  la  (52  si  muterà  in 

a  «^  am  tg  ò'm'+P  ^<7  am+T  tg  6'm'4-8=0     (52', 
con  g  :  a=—tgb'c\  ^:a=—tgad,ò:a=tgadtg  b'a^=tgb'c'  tg  ab. 

e)  Applicando  la  (51'  ad  un'involuzione  di  raggi  J,  e  in- 
dicando con  o,  0'  i  raggi  coniugati  ortogonali  di  J,  un'  equa- 
zione di  J  è  i^  om-\  tg  o*m*=\  :  tg  om\  ossia 

tg  om  tgom'  =  X    (53, 
con  X-tgoctgoc'y  dove  e  ,  e'  sono    due  raggi    coniugati  in  j. 

/")  Se    J    è    iperbolica    di    raggi   doppi    e  j  f,    la  (53   dà 

to  06 

tg^  oe  =  tg^  of  =  \    (54  ;  e  quindi,  essendo   sen^  oe  —  - —     ^   ■ , 

cos^oe  =  - — 7-5 — ,  si  ha  sen^oe  = •.   (55,  cosmee  =  -t—t-'ì  (56. 

1  -f  tg^oe  1  +  X  1  4-  A  ^ 

Indicando  poi  con  l  un  raggio  arbitrario  di  J,  si  hanno  pure 

le  (39,  (40,  (41  riportate  nel  n.o  133,  d). 

51)  Se  J  è  ellittica,  le  relazioni  (54  si  assumeranno  come 
definizioni  dei  simboli  tg^oe ,  tg^of,  e  le  (55,  (56,  (39,  (40,  (41  si 
assumeranno  ordinatamente  come  definizioni  dei  simboli ien*oe , 
cos^oe,  seri  le  sen  If ,  cos  le  cos  Ify  tg  le  tg  If. 

h)  Quale  che  sia  J,  indicando  con  aa' ,  bb'  due  coppie  reali 

sen  aa'  sen  ab'     sen  ae  sen  af  .  . 

di  raggi  coniugati  in  J,  sai'à  — -—. ,vt  = ; ri.(5' ì 

^•^  ^  senba'senbb'      senbesenbf 

teorema  analogo  a  quello  dimostrato  nel  n.o  131,  e). 

^      «     .        .    ,  ,         ,     .     .    «^w  aa^     sen  (ao  —  a^o) 

In    fatti ,    si    hanno    le    relazioni    ■ ^—  =  — )- :-,  = 

sen  ba'      sen  {bo  —  ao) 

cosao        tgao-tga^o        cosao  tg^ao  —  tg^oe  senab^  _ 

cosbo        tgbo  —  tg  a*o        cosbo        tg  ao  tg  bo—tg^oe  '     senbb* 

sen(ao—b*o)     cosao     tgaotgbo  —  tg^oe  ,  .  ,.    ^ 

— W— 77-^= — r^^-r-2r — 7-^ — 1  ®   queste,   moltiplicate 
sen^bo-b'o)     cosbo         tg^bo  —  tg^oe 

tra  loro,  e  tenendo  conto  della  (39,  danno  la  (57. 

i)  Se  aa' ,  bb' ,  ce'  sono  tre  coppie  di  raggi  di  un  fascio 

(S,  0)  di  centro  al  finito  S,  la  condizione  necessaria  e  sufficiente, 
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affinchè  €if»e  *iéi*o  coppie  dì  raggi  coniugati  in  una  stessa  ia- 

vt/iu^iotie^  è 

seoab  sen  ab'  __  sena'bsena'b' 

sen  ac  sen  ac'  "  sen  a'csen  a/c'         ' 

0  senab^senbc^senca'  —  —  sena'bseiib'c  senc'a    (59, 

fupprmendo  perù  che  nella  (59  le  tre  coppie  aa',  bb',  ce'  sienu 
reaiij  e  che  nella  (58  aia  tale  almeno  la  coppia  aa'. 
Questo  teorema  sì  dimostra,  ricorrendo  alle  (29  e  (30. 
k)  Dalla  (23  si  trae  che ,  se  mra'ef  è   un   gruppo   reale  dt 
raggi  in  un  fascio  di  centro  S  al  fingilo ^  la  condizione  necessa- 
saria  e  sufficientej  perchè    miii'ef   sia    uh   gruppo  armonico,  è 

sen  me         senm'e    ,  ^ 

- — ?  =  -  — ^*    (60. 
senmf         senmT 

E  »e  l  è  un  raggio  arbitrarlo  del  fascio  (S),  si  ha  la  relaziona 

^  senìni'       sen  le        senlf 

2 ■  ^ + „     61, 

seomm'     seri  me      senmf 

fh€yper  ì  X  nij  »^  muta  quindi  in  2eotmm'-cotme  -f  cot  mf  (61'  : 

poieliè  la  (61  si  deduce  dalla  ('25,  ìa  qnale  ])uò   mettersi  sotto 

LE    mv  ^  jj^    mr 


la  forma  2  :-  ^,X  7^  +  -^  X  ,  ,,, 


137.  a)  Quanto  si  è  detto  sui,di  a  rettìliueì  situati  in  un 
dato  pianoj  ha  pure  luogo  per  g^li  A  diedri  cbe  hanno  lo  stesso 
spigolo  a  spigoli  11^  poiché,  conducendo  un  piano  0  ±  airunico 
Bpignloj  Q  ii^li  spigoli  11,  sì  ottengono  in  €  degli  /^.  rettilint^t 
che  misurano  ì  dati  a  diedri;  e  quindL  si  rientra  nel  caso  già 
considerato  degli    a   rettilìnei. 

b)  È  bene  però  notare  che,  indicando  con  a  e  p  la  facci  ìì 
origine  e  la  faccia  estrema  di  nn  a  diedro  a3,  se  si  fa  rotare 
8  intorno  allo  spìgolo  aB^«,  sino  a  che  la  pagina  positiva  dì 
a  coincìda  con  la  pagina  positiva  di  p,  questa  rotazione  appa- 
rirà procedere  da  sinistra  n.  destra^  o  da  destra  a  sinistra,  ati 
nn  osservatore  disteso  lungo  s  in  guisa  che  la  direzione  posi- 
tiva di  s  vada  dai  suoi  piedi  al  capo  ;  e  noi  diremo  positiva  la 
pnina  rotazione,  ìief/ativa  la  seconda. 
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e)  Quale  che  sia,  positiva  o  negativa,  la  rotazione  efTet- 
luatii  per  sovrapporre  la  pagina  positiva  di  a  alia  pagina  po- 
sitiva dì  ^,  si  otterrebbe  lo  sttisso  effetto  j  aunientimdo  ,  o  di- 
minuendo, questa  rotazione  di  un  multiplo  di  4  diedri  retti. 

138.  a)  Se  una  proiettimfà  P  tra  una  punteggiata  (u)  ed  un 
faccio  di  raggi  (U*)  col  centro  U'  al  finito  è  definita  daìh  trt 
coppie  A  e  a',B  t?  b',C  e  e'  di  elementi  corrispoudeìitì  j  in* 
dicando  con  M  ,  ni'  due  elementi  variabili  corrÌMpoudénfl  mP, 
UH  equazione  di  questa  proieltività  h 

{ABM)  =  \{a'b^m:)    (62, 

cùìi  À={/l^C)(b'a'c');  e  m  D',d'  coslituiBcono  nna  quarta  coppia 
data  di  eleìuenti  corrispondenti  in  P ,  un'  atira  equassiom  di  P  è 

a(ACM)(b'd'm')  +  p(ACM)  +  v(b'd'm'}  +  5  ==  0    (63, 
con  ^  1  a=-(b'd'c%  y:^=-(àCD),  G:a=(ACD)(b^d'a'):^(bWc')(ACB}. 
E  viceversa. 

Di  vero,  segando  (U^)  con  una  trasversale m',  si  ha  una  pun- 
teggiata (u')  proiettiva  ad  (i/)  ■  e  posto  u\a*b*c'm*)=A^B*C^M\ 
un'equazione  di  questa  novella  proicttività  ò  {ABM)^l{À'B*2i\f 

con  X={ABC^:{A^jrC'),  ossia   è  ^J^ X  ^^  =  ^^^  X ^^,   (  r. 

Ma ,    iu   virtù  della  (49    del  n.o  135 ,  d),  si  ha  — ^  X  —j^  - 

sena'm*  ^   sen  òc^   ^  ,     ,      ,  „     ,,^ 

-     ,.    ■  X 7-1*  Dunque  la  U  gì  muta  nella  (G2- 

&enb*7ìv       M/ia'c'  "^  ^ 

Analogamente  dalla  (52  si  otterrebbe  la  (63,  proiettandola 

punteggiata  (m)  dal  punto  U\ 

b)  La  (62,  o  la  (63,  definisce  pure  una  prò  ietti  vita  tra  un 
fascio  di  raggi  ']  abc...m  ed  un  ahro  fascio  di  raggi  (f7^j^fi7/c'..*w' 
di  centro  U*  al  finito,  quando  .4 /?C*1/ indicano  le  ìnterseziuitì 
del  primo  fascio  con  una  trasversale  a. 

e)  È  chiaro  poi  clie^  se  amendue  i  fasci  proiettivi  di  ragifì 
hanno  i  centri  aìT  infinito,  sezionandoli  con  due  trasversali,  ^i 
riduce  questo  caso  a  quello  di  due  puntei^giate    proiettive. 

d}  Inoltre,  mediatite  sezioni,  possiamo  ridurci  a  quanto  e 
detto  in  a),  6) ,  e) ,  se  invece  di  fasci  di  raggi  sì  hanno  fasci 
di  piani. 
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e)  Da  quanto  e  detto  in  «),  b\  e),  d)  e  nei  nj  12C»j  7),  13fjj  e) 
risulta  eli  e,  m  itna  corrispondenza  univoca  tra  (lue  forme^  sem- 
plici è  esprimibile  algebricamentef  essa  è  mia  proiettiviià  (^), 

1S9_  a)  Su  AjA^A^  ,,.  A^A^+^...A„.jA^  è  un  ennagono  semplicù 
ffùhbo  (o  piano)  j  e  s'  indi  chi  con  B^  il  punto  d'  intersezione  di 
un  iato  A^A^^j  con  un  piaiio  arbitrario  p  (0  con  una  retta  ar- 
bitraria r)  e  Zi  e  non  passa  per  alcun  vertice  deW  ennagono  ^  si  ha 
la  identità    (A,Aj,Bi)(A2A3BJ  , ,.  (A^^jA^B^_J(A^AiBJ  =1     (6i, 

n 

che  sarà  pmre  indicata  più  brevemente  con  lT/A,A,^iB^)=l  (64', 

In  fattij  indicando  con  (A^ ,  f)  la  distanza  di  A,  dal  piano  p, 

e  supponendo  che  --'  '   -      sia  positivo ,  0  negativo  ^  secondo 

che  ì  punti  A^^A^^^  si  trovano  entrambi  dalla  stessa  parte,  o 

da  parti  oppoifte,  rispetto  al  piano  p^  sarà  (^,^,4.1  ^t)  =>  /  '  —  i 

in   valore  ed  in  segno  ;  e  il  primo  membro  della  (G4  diventa 

^^^\^[t^  e  quindi  é.l- 

80  F  ennagono  è  piano ,  i  punti  d' intersezione  dei  suoi  lati 
con  una  retta  t  del  suo  piano  coineidono  con  (luelli,  nei  quali 
i  lati  slessi  sono  segati  da  un  piano  qualunque  3  condotto  per 
T\  e  quindi  regge  anche  la  (64. 

f>)  Viceversa,  se^  /mnii  BiB^.-.B^  *•.  B„_iB,,,  assunti  ordina- 
tameHt€  mu  lati  AjA^  ,  A^A^  j  -  -  -  ?  A^A,,i  ^  •  *  *  j  ^«-1^,^ ,  A^A^  di 
un  ennagono  semplice  gobbo  (o  piano),  verificano  la  (64^  b  se 
gli  n— 1  punti  BjB^ ,  • .  B,_i  B^i.i  - . .  B^_j  B„  giacciono  sopra  un 
piano  p  (o  sopra  una  retta  t),  anche  V  altro  B^  giacerà  sopra 
?  (0  Mopra  r). 

Di  vero,  posto  ^-A^A^^^^B'^  {or^A^A^^^^BW  si  ottiene  una 
relazione ,  la  quale  si  deduce  dalla  (04,  sostituendo  al  rapporto 
(^j^ffi^J  ^  rapporto  (A^A^^iB\)\e  perciò  dev'essere  [A^A^^^B^)— 
(-^i-^iM^^^i)»  ossia  dev'  essere  ^',  — -^i- 

e)  Dai  teoremi  a),  ò)  segue  evidentemente  che, 

Ip*  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  j  affinchè  quattro 


('j  £  qoesto  U  principio  di  covrhpondenza  umvooM  dato  da  Chasles. 
BATmiA^GeGmettia  proiHtiiìa.  41* 


Digitized  by 


Google 


—  322  — 

punti  A(  ,'Bj  ,  Cj  ,  D|  ^  situati  ordiunffnnfnif  ruI  iati  AB,BC> 
CD  j  DA  di  Ufi  quadrangolo  gjbbo  8emplicH  ,  giacciano  iti  uno 
stesso  piano  ,   è     (ABAi)(BCBJ(CDC,)(DADi)  =  1  (65  : 

2.0  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  j  affinchè  tre  punti 
Aj  j  B,  j  Cj  ,  BÌtuati  ordinata meìit e  sui  iati  BG  j  CA  ,  AB  di  un 
Vj  giacciano  per  diritto^  è 

(BCA,)(CABO(ABCi)  :^  1   (G6  , 
0  [in  virtù  della  (49] 

senCAAj      senABB^      uenBCC^         ^       ^^ 

d)  Se  i  punti  A,A^4.,B^  di  una  rstta  r  si  proiettano  in 
A'^A'^^.l  B',  sopra  un*  altra  retta  r'  da  un  punto  S  del  piano 
rrS  si  ha   (A,A,^,BJ  =  (A,a;S}(A',,,A,^iB)(AV4^.,Z?',)   (C7. 

Questa  relazione  bì  ottiene  ^  applicando  la  (64  al  caso  del 
quadrangolo  semplice  A^A^^^A\^lA\  sezionato  dalla  trasversa- 
le B^B'^. 

e)  Se  AjAgAg  .  . .  A„  ,  A'jA'^A'g  , , .  A'^  sono  due  ennagoni  sem- 
plici prospettivi  (piani  o  gohhi\  e  B,  jB',  sono  punti  situati  or- 
dì natamente  s  u  i  lai  ì  A ,  A  ^  ^  p  A  '^  A  '^  ^  1  ed  alli  n  e  ali  e  ol  ce  ni  ro  di  prtt- 

spetti  va  S  dei  due  enìtagoni,  sarà  ^i{^s^g^iB^—^,{A\±\.\^^B\)  (*>S 

E  questa  relazione  si  ve  ri  fica  anche  quando  A^A^  p,  p  A,.**Aj 
ed  S  giacciono  in  un  piano  a,  ed  A'^A'^ . .,  A\, . .  A'^B',  smw 
le  proiezioni  di  A^A^  . . ,  A^ . . .  A^B^  fatte  da  S  sopra  una  retta 
di  a. 

La  (68  non  6  che  un  caso  particolare  del  teorema  conte- 
nuto nel  n,^  135,  e):  ma  essa  si  deduce  pure^  sostituendo  nella 
(C7  successivamente  Ij  i*, . ,  .j  b— 1 ,«  in  luogo  dì  s^  e  moltipli- 
cando tra  loro  le  relazioni  cìie  cosi  sì  ottengono. 

f)  Se,  per  un  punto  S  del  piano  e  di  un  poligono  sempUeé 
A^Aj  . .  -  A^^Ag^^j  di  numero  impari  di  lati^  si  conducono  ai  tw- 
Et  et  2rt+l  rette  j  e  s' Ìndica  con  B^  V  intersezione  dettato  A,Aj^| 
con  la  retta  condotta  pel  vertice  opposto  A^^^^i  e  per  Sj  si  hn 

fifH-l 

IT,  (A^A^+jB^  =—1  (69;  e  Hceversa^  se  2n-|-l  punti  situati  sui 

lati  del  poligono    A,A^  . . .  A^^A^^^j    verificano  la  (69  ,  e,  dék 
2n+l  congiungenti  questi  punti  ai  vertici  opposti^  2n  concorrono 


(')  Teorema  di  Mmdao. 
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Ifi  uno  gte^so  punto  S^  anche  la  rimanente  cont^mngenie  pas- 
9irà  per  S- 
Dì  verOj  praìettando  i  punti  AiA^...A^^A^^^B^B^,,,B^f,B^f^_^^ 

fla  S  sopra  una  retta  r'  del  piano    c^    ed    indicando    con   A\ 
la  protezione    dì  A^ ,    quella    di  B^   sarìi  ^l',+„+j  ;  e  la  (68  da- 

Ma  la  (69  è  pure  una  immediata  conseguenza  della  (49;  poi- 
ché, nel  caso  del  teorema  attuale^  i  seni  degli  A  del  numera- 
tore del  2*o  membro  della  (49  sono  uguali  rispettivamente  a 
quelli  del  deuomìuatorc ,  presi  in  un  certo  ordine^  ma  di  segni 
contrarli. 

1/  inversa  si  dimostra  come  in  ò), 

ff)  Dunque,  ^a  condizione  necessaria  e  sufficiente^  affinchè  le 
amgiungenti  i  punii  A^  ,  B^  j  C\  dei  lati  BC  ,  CA  ,  AB  di 
un  \j  ai  veri  iti    opposti    cQucorì^tno  in    uno    stesso  punto  ^    è 

(BOA J(CAB,)(ABC J  ~  -1       (70, 
li  [in  virtù  della  (49] 

Q^-"BAA,  ^  sonCBB,  ^  seuACC,  ^  _  ^ 
senCAAi      senABB^      senBCC^  ^  ^  ^" 

h)  I  teoremi  f)  reggono  anche,  se  A^A^ . . ,  A^^^A^^^^  è  un 
poligono  gobbo  semplice,  quando  al  punto  S  si  sostituisce  una 
retta  s. 

i)  Se  ABC^bc,  A'B'C'=a'b'c'  souq  due  y  di  un  piaìw  e, 
poeto  a(b'e')=A^A^  ,  ^c'a^^B^^  ,  c(a'b')^C„C^  >    ^«  condizio- 
ne mcessarra  e  sufficienie  per  V  omologia  dei  due  V  è 
AC,  X  AC,  ^  BA,  X  BA,     CB,  X  Cfì„  ^ 
BC^  X  BC^  ""  C A^  X  CA,  ^  AB,  X  AB^  ^     " 

In  fatti,  se  i  V  sono  omologici,  e  quindi  i  punti  aa^^A^^ 
hb*  ^  B^ ,  ce*  ^  C^  giaeelono  sulF  asse  tlì  omologia  # ,  il  v 
ABCj   segato    dalle  rette    a^^h'^c'jS,  dà  [c)j  2.*']  le   relazioni 

CB,  _AC\  _BA, 


(«, 

AC,      BA        CB,_ 

ne,  ^  CA,  ^  AB,  -  * 

(T, 

il  cui  prodotto  fe  la  (71. 

(')  Teorema  di  Ceca. 

AB,^BC,^CA,~^      ^^' 

BC^      AB,       qA^_ 

AC,  ^  CE^  ^  BA„  -  '      ^    ' 
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Viceversa  j  se  la  (71  ò  vcriflcara,  essEj  divisa  pel  prodotto 
dello  (a,  (P,  (Yj  deve  dare  evidentemente  la  (o;  e  ([iieatn  nspri- 
me  die  i  punti  A^  j  B^  j  C^  sono  per  diritto^  e  quindi  che  i  due 
V  sono  omologici. 

140.  a)  Sa  utia  retta  r  rota  intorno  ad  uu  suo  punto  /hm} 
P  nel  piano  n  di  un  cerchio  ^  di  centro  U  e  di  raggio  p ,  hi 
potenza  di  P  rispetto   alla  coppia  (reale   o  immaginaria)  dei 

punti  v^  è  cùstantcmente  ugìiaU  a  PU"  —  p'*  ;  e  questa  costante  sì 
chiama  potenza  di  P  rispetta  al  cerchio  ^  (') 

Di  vero ,  indicando  con  O  il  centro  dell'  involuzione  dì  pun- 
ti reciproci  '^^,  le  rette  UO^r  saranno  reciproche  ed  orto^jo- 
nali*  e  quindi,  se  i  è  un  punto  qualunque  di  ^J/ ,  ed  Sj8* 
sono  ì  punti  in  cui  la  retta  UO  sega  òj  i  punti  SL*r=M^8*L-TB}r 
saranno  (99,  a)  coniugati  in  ^j..  Ora  i  y  simili  SOM,  8*0M' 
dàuno  (tenendo  conto  anche  dei  segiù)  OS:  OM^ M*0:  0S\ 
d'onde  OM  X  OM  '  =  -  OS  X  OS*  ^  f  -  lyff  (  a  ^  e  perciò,  indi- 
cando con  E  ^  F  \  punti  rh  (reali  o  imtuaginarii)^  ossia  ì  puatf 

doppi  di   <J/^,    Bi    ha    (131  ,  a)    OE  =f^OU^,  In  conseguen- 
za, la  (21  dà  (131,  a)   FEX  PF^PÒ^-OE^ -^W)^  ^^'^ -f 

b)  La  (a  dimostra  che,  9ù  y  è  ima  retta  Bituata  mi  pkim 
di  un  cerchio  ({/,  la  potenza  dell'  involuzione  4'r  ^  ugnaU  alla 
lìotenza  rìsjietto  a  ^  d^l  pulito  centrale  0  fi*  4'rJ  '^^  ^^  '^9^^ 
contrario. 

e)  Se  nel  fascio  di  raggi  (fi,  <s)  si  considera  rimroluzioiin 
circolare  1^,  questa  rappresenta  una  coppia  di  rette  immagina- 
rie,  che  passano  per  i  punti  ciclici  di  a,  e  che  hanno  il  solo 
punto  reale  U  (cerchio  degenere):  e  noi  perciò  possiamo  con- 
siderare il  punto  U  (pensato  insieme  all'  involuzione  suddettju 
come  un  cerchio  di  centro  f7  e  di  raggio  nullo  [cerchio  nulh 


(')  Secondo  che  P  è  entemo  a  1,  o  interno  a  | ,  o  g-iace  sopra  1,  la 
pòtens&a  di  F  rispetto  a  4  ^*^  quindi  uguale  al  quadrato  della  tnnff&nt^ 
00 adotta  da  P  a  4-t  o  a  —  il  quadrato  della  seinicoida  di  4-  ±  ^^  ^  ^'^ 
UFy  o  sarà  nulla* 
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Ontf  dnerajETj^ì  coniuf^ati  rli  l^(e  perciò  ortorronali)  seggano  una 
retta  r  di  a  in  punti  M,M*  coniugati  ncirinvoluzione  rJj.^  la  qaale 
ha  por  punto  centralo'  la  proiezionfì  ortogonalù  0  di  U  sopr^i 
r;  e  perciò  è  OMX  OM^  —  —  OU'  .  In  conse^enza  j  indican- 
do con  E  ^F  ì  punti  doppi  (ìmniaf,nnariì)  deU;  iuToluzione  rì^^ 

gì  avrà  ÒE^^  -OU-'^  e  quindi,  indicando  con  P  un  punto  al  fluito 

di  f,  sarà  PExPP-  To^  -OE'-  W/  +  O^*  ^  'pu\     Dunque  , 

i  teoremi  a)  ^  b)  reggono  anchs  quando  4  è  un  cerchio  nulh}. 

d)  Se  H  è  un  punto   al  flnito  nel  piano  a  di  un  cerchio  '^ 

dì  centro  U  e  tU  raggio  ^^  indicnudo  con  o  ìa  retta   RIJ,  che  è 

MiHJ  dei  raggi  coningati  ortogonaìì  o  ,  o'  delV invnìuzlone  di  raggi 

reciproci  iJ^r  ,  e-  con  m  ^  tq'  due  raggi   coningati    qualunque   di 

c^ 
i»  ,  il  prodotto  costante  (136,  e)  tiromtgorn'  è  eguale  a  ^=z 


Di  vero^  se  R  giace  sopra  '^y  il  toorema  b  evidente;  perche 
ii  prodotto  tgomtgùm^  è  sempre  infinito,   mentre  è  7?t/— p. 

In  ogni  altro  caso  {^%  indicando  con  r  hi  polare  di  7^,  sup- 
porremo che  m  bibcclii  Ta  oo';  e  (juindij  essendo  11  ]jolo  M  dì 
m  V  intersezione  dì  r  con  la  _L  condotta  da  U  iid  m,  posto  or^Oj 
si  ha  OM^OCj  MM^m\  Ma^  essendo  E  ,  0  coniugati  armonici 
rispetto  a!  punti  o^",  si  ha   UOXUR=p-,  e  perciò  dalle  (21,  (22  si 

ottiene  (131,  a)  ROxRU  =UU  -  f.  Dunque  è  tgom  tgom'  ^tgom^ 

air    ouxEU         ^^ 


é)  DaHf  in  un  piano  cr^  due  cerchi  di&tinti  ^  ,  4''  ^*'  eentvi 
^  fJJ%  e  po»to  UU'^M  ,  w'i^  A  Al  ,  tt'Y^  .VA\  ,  Il  inogo  dt^i 
jmnti  di  G  di  ugnale  potenza  rispetto  a  ^  ,  ^'  è  ìa  retta  v  _\_  alla 
retta  n  nel  punto  centrale  dell'involuzione  jAAi  ,  A^\'ii;  e  i  due 
ctrchi  hanno  in  comune  con  r  una  stessa  coppia  di  jmntl  (realtì 
0  immaginaria).  In  conseguenza^  se  ^  ,  (];'  ^^  segano  in  due  punti 


\h  Quando  R  è  esterno  a  1^  e  qnindi  l'mvolnssiono  -V  ha  per  raggi 
tloppi  le  iang:eiiti  (reali)  e,  /  ctindotto  da  7?  a  1,  si  ha  fijffint*j  Gftì'  —  ti/'^  et-; 

0  q^myì  q^uadrato  è  ovidentemonte  uguale  a  - ■ —  * 

Rlf-f 
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H  jW  {ù  81  toccano  in  H),  r  coincide  con  ìa  retta  ÌIB*  (o  e»n 
la  fangeni&  comune  In  Hj]  e  se  i  due  cerchi  sono  concentrici^ 
T  è  la  retta  all'  infinito  di  ff. 

La  retta  r  si  chiama  asse  radicale  di  t}'  t  4^'" 

In  fattij  se  F  l"  un  punto  al  fluito  del  luogo  richiesto  j  indi- 

dicando  con  0  la  proiezianc  ortogonale   di  P  sopra  u  j  e  eon 

p  j  p'  i  vagiti  dì  ^  j  i',  dev'  essere  PU^-  p"^  —  PU*^  -  p'^ ,   ossia 

snccessivamentc   T(/+OV^- f  =T(/^OU'^--p'^  ,  OU'^-f-^ 

Olj'^  -  p^^  ,  OA  X  OA^  ^OA'X  OA*^  ;  e  viceversa. 

Inoltro,  O  e  il  comune  punto  centralo  delle  involuzioni  4*^j 
^\j  mentre  le  potente  di  qncste  involuzioni  Bono  uguali,  per- 
chè uguali  rispettivamente  [b)]  a  -OAxOA^  ,  -  OA'  X  OA*y  Dun- 
que le  involuzioni  6^^  tj/'^  coiucidonOj  ossìa  ^  ,  t}/'  hanno  in  co- 
mune con  r  una  stessa  coppia  di  punti  (*). 

È  chiaro  poi  che  il  teorema  regge  ^  anche  quando  uno  dei 
due  dati  cerchi  è  nullo,  o  ciuando  sono  nulli  amendue, 

f)  Chiamando  coassiali  pia  cerchi  che  hanno  a  due  a  due 
lo  sicsso  asse  radicale^  sì  osservi  ora  che,  se  un  altro  cerchio 
;j^"  di  0  è  tale  che  i  punti  ihJj^'  sono  coniugati  nell'  involuzione 
\AAj^j  A*A\\^  i  tre  cerchi  à  ^  ^*  ^  i}/"  sono  coassiali;  e  quindi  due 
cerchi  '^^^^  dì  mi  piano  a  defluiscono  il  sistema  degli  infiniti 
cerchi  coas.siali  con  ^ ,  ^', 

g)  Ogni  retta  s  del  plano  di  due  cerchi  ò  ,  ^*  sega  f  nMc 
radicah  r  di  questi  carchi  nel  punto  centrale  S  delV  mro/w- 
ssione  |s'i,S!{/'j;  e  se  ^"  è  un  terzo  cerchio  coassiale  con  ^j  ^\  mrà 
B^f"  li^^na  coppia  dì  punti  coniugati  neW  involti z ione  .'ì tessa:  per- 
chè le  potenze  di  8  rispetto  alle  coppie  di  punti  s^^  ,  s'Y ,  *^"j 
essendo  le  potenze  di  S  rispetto  a  ^  j  Y  f  4'"?  ^^^^  ugnali. 

h)  Dati  tre  cerchi  ^  j  Y  j  *y^  appartfinenti  ad  un  piano  e 
ma  non  coaMlalif  gli  OrSsi  radicali  dì  quenti  cerchi^  considerrtft 
a  due  a  due  ^  concorrono  in  uno  stesso  punto  j  che  si  chiama 
centro  radicai- e  di  ^  ,  ^\  4'"- 


(^)  Dunq^^Oj  due  i^erehi  4-  j  +"  '^i  wn  piano  &  hanno  sempre  4  punii  m^ 
mimi  j  cioè  i  punti  tuzlìci  di  nei  due  punti  (reali  e  disfinii  ^  coinHdcnti, 
ù  ijitmaffirtaru)  che  l  ,  J,'  determinatio  sul  loro  asse  radictd^  j  e  qnsiti  »(^ 
timi  due  punti  coincidonQ  coi  puTdi  ciclici  di  v,  quando  i  due  cerchi  *ùm 
concentrici. 


i 
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D?  VITO,  se  r  è  V  asso  radicale  ili  ^  ,  ò%  ed  s  b  quello  dì  i^, 
^'*,  r!  punta  rtt  è  di  u«jrusUe  potenza  rispetto  ai  tre  cerchi;  e 
perdo  giace  sull'asse  rnrtieale  di  'Y  ,  tj^". 

Si  diacrvi  che  U  teorema  regge  anche  quando  alcuni  dei  tre 
cerchi,  o  tutti,  sono  nulli. 

Si  nati  perf>  che,  se  i  centri  di  i  ?  '^  ?  4^'^  giacciono  sopra 
ttim  retta  a^  il  loro  centro  radicale  ti  il  punto  all'  infinito  di  o 
in  tiirezione  J_  ad  w, 

i)  Dal  teorema  h)  sì  trae  la  seguente  costruzione  deirasse 
radicale  di  due  cerchi  ^^^^  dì  un  piano  a. 

Vssunti  ordinatamente  in  ^  j  ^*  i  [Plinti  arbitmrii  M  ,  M\  per 
M^M*  si  conduca  un  terzo  cerchio  ?(^''  di  e,  e  si  costruisca  il 
centro  radicale  H  ù\  i/  ^  i^' ,  <{/"  (che  ò  T  intersezione  delle  cor- 
de, che  *y*  ha  in  comune  con  i  e  (}/')  :  la  _L  ,  condotta  per  It 
alla  rvtia  congiungente  i  centri  di  4»  >  ^\  ^^^'à  1'  ^isse  radicale 
rlcliìesio. 

k)  l  ctìHfri  dei  cerchi  ortofjoiìaìi  a  dtte  archi  ^^^^  dì  un 
lutano  Q  appartengono  nirasse  radicaic  r  di  i  ,  6'. 

In  r^tti,  se  L  è  il  centro  di  un  cerchio  ortogonale  a  4,4'' 
!mHc  coppie  di  punti  MM^j  M'M\  ,  i  raggi  LM^LM^  sono  tan- 
1.1  :iii  a  4  e  i  raggi  LM\  LM\  sono  tangenti  a  ^^  \  ossia  il 
pnuto  X»  é  di  uguale  potenza  rispetto  a  ò  ^  4'. 

Si  noti  pure  che,  se  L  e  un  punto  di  r  i^sterno  a  4*  (o  qnìndì 
anclie  a  ^*},  b  L  il  centro  di  nn  cereiiio  ortogonale  a  4'?4''' 

l)  Dunque,  1.^  se  y  è  un  cerchiò  ortogùnale  a  due  cerchi 
4,  'Y  di  UH  piano  ^,  esso  è  ortogonale  a  ciasrun  cerchio  cgas- 
fiale  (ì  4*^  4*'* 

2.<»  tiiiCi  cerchi  y^y^^,,. ^ortogonali  a  ò,  'V,  fiono  tra  Irtro  coas- 
tifiti^  td  hanno  per  loro  comune  asse  radicale  in  refta  n  che  con- 
^rmiifi  I  centri  dì  4*  »  4*' ^  ^mentre  i  due  punti  comuni  ad  n  e  a 
'f'i^r.nno  dfii  cerchi  */_t //,•»•  [cioè  i  punti  doppi  dell' in  voluzionà 
tttiyttè'l),  $6  sono  reali,  sono  i  centri  dei  cerchi  nnlli  coassiali 
CW  ^.  ^'  (^) 

w)  St  un  cerchio  y  sega  diametralmente  un  cerchio  *^  di  centro 


'    C  qnofiti  jmnti  sono  da  PoneeUl  chiamati  punti  limiti  del  sistema 
4ì  ^tehi  eoasstalt. 
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U  (ossia,  se  la  retta  con  gì  un  gemei  i  punti  reali  A  ,  A^  ,  coimmi 
a  ij^  e  y  ,  paBsa  per  U,  nel  qnal  caso  diremo  purc^  che/ ècim- 
metrale  a  ^)j  indicando  con  u  un  diametro  dì  ^^  e  pOBto  uìJ^^BB,, 
uy=h  L ,  j  «  a  M  co  str  ti  in  e.  e  il  gruppo  €irmonicoBB^hh\  sarà  L^ 
il  simmGtrico  di  L'  rispetto  ad  V.  £1  iHceversaf  se  sopra  un  dm- 
metro  BB,  di  un  cerchio  ^  si  assumono  due  punti  L^L,  tali, 
cJì^  il  coniugato  armomco  L'  delt  uno  L  rispetto  a  B ,  B,  *«i 
il  punto  nmmetrico  rispetto  ad  U  ddV  altro  L, ,  ogni  cerchiff 
)[  dei  plano  di  ^  j  che  passa  per  L  ,  L, ,  segherà  ^  diametmt- 
mente. 

Di  vcroj    se    y  sega  dìamctralniente    4*1    sarà  UB  =  UÀ  - 

-  UL  X  UL^  :    ma    b   Uì?^  ULxUI/i  dunque  sarà  UL^^-VV, 
V  inversa  &i  dimostra  ossei-vando  cìie^  se  7^  sega  ò  nei  punti 

ÀjÀi^j  e  B'indìcbi  con  A^  il  seconda  punto  d- intersezione  della 

retta  UÀ  con  y,  sì  ha  UAXUA^-ULXUL^=-ULxUL'=-US^ 

-  —  UÀ  ;  e  quindi  6  UA^  =  —  UA^  e  perciò  n  punto  A^éiy^  ap- 
partiene anche  a  tj^^  ossia  coincìde  con  J,  (^). 

n)  in  un  piano  e  sieno  dati  ì  cerchi  4'  j  ^''  <ii  centri  T,  U* 
e  di  ra^j^ì  p  ,  p^,  e  sieno  AA^  ,  A^A\  due  diametri  ordinata- 
mente di  ^  j  ^*'  Se  per  gli  estremi  AA^A^A\  dì  questi  diametri 
passa  un  cerchio  y^  il  cui  eentro  a^indiehì  con  Lj  dovrà  essere 
LU^-\-^^  =  Xi£/'^-l  p'-  (perchè  ciascuno  dei  membri  di  questa  t^ 
guaglianza    esprìme    il    quadrato    del    raggio    di   y) ,    d' oiult.' 

LU^—  f '--  Zff/'^—  f^;  e  Ticeyersa, 

Dunque  j  i  centri  dei  cerchi^  che  segano  diametralmeììt6  due 
cerchi  ^  I  *y  di  nn  plano  a^  giacciono  stili*  asse  radicale  dì  dut 
aUri  cerchi  '^'i  ?  i^  ?  concentrici  rispettivamente  con  ^  j^  e  *  <**'* 
ragt/i  sono  ordinatamente  quelli  di  ^^^^ 

o)  È  faeiìe  vedere  similmente  che,  ^e  U  j  U^  sono  i  emiri 
dm  cerchi  <J^  ,  6^  di  un  piano  e,  e  p  ,  p'  i  rispettivi  raggia  i  cm^ 
tri  dei  cerchi  j  che  segano  V  uno  ^  diametralmente  e  V  altro  é* 
oriogonaì mente  ,  giacciono  sult  asse  radicale  del  cerchio  nullo 
(U)  e  del  cerchio  (U')  che  ha  per  raggio  V  ipotenusa  di  un  7 
rettangolo  di  cateti  p  j  p'- 

C)  Questo  teorema  ai  dimostra  pure  osservando  che  il  prodotto  del* 
r  involuKione  J  E3  BB^  per  la  simmetria  rispetto  al  centro  U  di  I  ^ 
(fìG,  h,  2."  0  Ci  l-"j  rinvoUizione  }^=\BB, .  U^l 
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p)  Una  retta  qualunque  r  del  piaDo  e  di  un  cerchio  ^  e 
la  retta  alF  in  Unito  r^  di  e  costituiscono  un  cìrcolo  degenere 
(perehè  r^  couticne  i  punti  ciclici  dì  e);  ma  Buole  spesso  dirsi 
che  la  retta  r  è  un  cerchio  di  riiggio  infinito ,  il  cui  eentro  è 
air  infinito  in  direzione  j_  ad  r  (^)* 

Ora,  poiché  una  trasversale  qualunque  s  sega  ^}  e  la  coppia 
di  rette  rr^  in  due  coppie  dì  punti  che  individuano  una  invo- 
luzione, della  quale  però  il  centro^  quale  che  sia  «,  6  sempre 
il  punto  sr  ^  suole  dirsi  [g)]  che  V  asse  radicale  di  ^  ed  r  ò  la 
retta  r, 

Inoltrcj  se  Zt  è  un  punto  di  r  esterno  a  ^^  e  si  coatmisce  il 
cerchio  Y  ortogonale  (o  diametrale)  a  ?}/  e  di  centro  L,  7  se^^:!! 
il  cerchio  rr^  ortogonalmente  (perchè  nei  punti  jy  le  tangf^iiti 
iono  j_  ad  r)  e  diametralmente  (perchè  la  retta  congi ungente 
i  punti  r^/^  è  la  retta  r^  che  passa  pel  centro  del  cerchio  rr^). 

In  JìnCj  se  in  a  sono  dati  un  cerchio  ò  e  due  rette  r  j  r\  di- 
rem(j  che  il  punto  rr*  è  il  centro  radicale  di  ò^  r,  r';  perchè^  quando 
il  punto  rr'  è  estemo  a  ^j  il  cerchio  ortogonale  a  «}^  e  di  centro 
rr'  sega  pure  ortogonalmente  r  ed  r\ 

q)  Da  quanto  si  è  detto  in  questo  numero  segue  un'  ini- 
mediata  soluzione  del  problema:  dati  tre  cerchi  di  un  piano  e, 
coatmìre  un  quarto  cerchio  che  sia  ortogonale^  o  diametrale,  ai 
tre  datij  o  che  sia  ortogQnale  (0  diametrale)  a  due  di  essi  e 
diametrale  (o  ortogonale)  al  terzo. 

r)  Però,  se  alcuni  dei  cerchi  dati  sono  nulli,  sarà  utile  te- 
ner conto  dei  teoremi  contenuti  in  m)  e  nel  n,o  130,  *?), 

Cosìj  p,  e.j  se  in  un  piano  0  sono  dati  due  cercln  tj'  ,  ti'  di 
centri  U  ^  f/'  ed  un  punto  L,  costruendo  i  punti  L' ,  31*^  recì- 
proci di  L  rispetto  a  ^  j  y  e  situati  ordìnatanicnte  sulle  retto 
L(\  LU\  e  i  gruppi  armonici  UaoL*L^j  U'^M'M^j  dei  cerchi 
LL*M%  LL^M^ ,  LVM^ .,  LL^M^  (che  passano  tutti  pel  dato  punto 
L)  il  primo  è   ortogonale  ai  due  cerchi  4^  j  4''?    il  secondo  è 


i})  Perché  ,  36  si  hanno  due  punti  fissi  A  ,  B  od  un  punto  vari  ahi  lo 
C  dì  im  piano  tJi  quando  G  tende  ad  allinearsi  con  J^  Sj  il  eentro  del 
eercliio  ABC  si  allontanerà  Lndefìnltamentfì  sulla  J_  alla  ratta  AB  iifl 
plinto  medio  del  segmento  ^4^. 

Sassia  —  GtGmtiriik  proietiiva.  4^ 
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diametrale  ad  essi,  il  terzo  è  ortogonale  a  t^  e  dìaiuetrale  a  f, 
le  il  quarto  è  diametrale  a  t|/  ed  ortogonale  a  4''< 

141.  a)  Se  un  quadrangolo  semplice  ABA^C  èwcrittomuna 

conica  p,  i7  prodotto  delle  distanze  di  un  punto  variabik  M 
di  Sj  da  due  iati  opposti  AB  j  A'C,  divìso  pél  prodotto  ddle  di- 
stanze dello  stesso  plinto  dagli  altri  due  lati  AC  ^  A'B^  è  un  nu- 
mero costaìite  in  valore  e  segno.  E  vicev^sa^  dato  un  quadran- 
golo semplice  ABA'C  di  un  piano  e,  il  luogo  dei  punti  M  di  o 
che  verificano  la  relazione  (M,AB)(M,A'C)  :  (M,  AC)(Mj  A'B)=;(a, 
dove  X  è  un  numero  ciato  in  valore  e  segnoy  è  una  conica  cir- 
coscritta ad  ABA'C  (*). 

Di  vero,  le  rette  che  proiettano  ùti  A  ^  A'  un  punto  variabile 
3f  di  p  generano  una  proìettivìtà  di  raggi  ;   ed   un'  equadone 

di  questa   proìettivìtà  ^{m,b)   —^^^  =  1^--^^    (,  , 

.     ^euBAD      B^nBA*D       ,^  ^         ,,      ^  ^,      -, 

con  A=- — -7z— --  :  — -FTTTT^)  se7>  è  un  altro  dato  punto  di  v.  Ma, 

supponendo  che  le  distanze  {M ^  AB) ,  {^f  j  AC)  di  if  dalle  rette 
ABjAC  si  considerino  di  segni  contrarii  solo  quando  J/ginee 
Beir  A  BAC  minore  di  un  a  piatto  o  nel  suo  opposto  al  ver- 
ticcj  si  ba  BenBA3IisenOAM=  {M ,  AB)  :  (3/,  AC)  \  e  sirailmento 
8i  ha  sen  BA*M  i  sen  CA'M=  {M ^  A'B)  :  {M,  A'C%  Dunque,  sosti- 
tuendo nella  {f,  si  ottiene  {M ,  AB){M,  A'C)  :  {M^AC){M,  A*F)^. 
Viceversa,  se  per  ipotesi  regge  la  (cfj  da  essa  si  deduce  U 
{f!;  e  perciò  il  luogo  del  punto  M  è  una  conica  eireoscntta  ad 
ABA'C^  InoltrCj  se  si  suppone  che  AD  sìa  la  bisettrice  delVA 
BACf    sarà  (133,  f]  b^hBAD  :  BewCAD  ^  —  1 ,    d'  onde   sì   trae 

sen  CA^D 
—  ^  " rrm^  i  ^  quindi,  costruendo  (133.  /)  la  retta  A^D^  sì  ot- 

terrà  il  quinto  punto  B  dì  questa  conica,  che  basterà  ad  indi- 
viduarla. 

h)  Il  ragionamento  fatto  iu  a)  regge  anche  quando  è  C^Af 
e  quando  è  C^A  jB^A^:  sicché  sì  ottengono  i  seguenti  teo- 
remi- 

l.o  Se  un  V  AA'B  è  iscritto  in  una  conica   n,    il  prodotto 


(')  Questo  teorema  è  attribuito  da  Cho^let  ft  Fappo^ 
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d^ìie  distanze  di  un  punto  imìiahile  M  di  d  dai  lati  AB  j  A  A' 
ferba  un  rapporto  ctManU  al  prodotto  delle  distanze  dello  stiìsso 
punto  dal  terzo  lato  A'B  e  dalla  tangente  nel  vertica  opposto  A\  ù 
rk^versa. 

2j>  Se  a  ,  a'  sono  due  tangenti  dì  una  cinica  t3  nel  punti 
A ,  A'j  il  prodotto  delle  digita  me  di  un  punto  variabile  M  di  vs 
da  a^a'  «er&d  ui^  rapporto  costante  a!  quadrato  della  distanza 
dello  stesso  punto  dalia  retta  A  A'  ;  e  viceversa. 

e)  Se  un  poligono  semplice  di  numero  pari  di  lidi  è  iscritto 
in  lilla  coìiica  Cj  il  prodotto  delle  distanze  di  ciascun  punto 
della  curva  dai  lati  di  posto  pari  è  in  rapporto  costante  al 
prodotto  delle  distanze  dello  stesso  punto  dai  lati  di  posto  di- 
spari. 

Questo  teorema  si  dimostra  provando  che,  se  esso  sì  ammette 
vero  per  un  poligono  dì  2n  lati,  sarà  pure  vero  per  un  poligono 
di  2;i-h2  lati, 

d)  Nel  teorema  e)  duo  Tertìci  consecutivi  possono  coinci- 
dere, e  il  lato  che  H  congiunse  dìveuta  una  tangente. 

Dunque,  se  un  ennagono  seìnplice  qualunque  è  iscritto  in  una 
conica  e,  il  prodotto  delle  distanze  di  ciaiicun  punto  della  curva 
dai  lati  delV  ennagono  è  in  rapporto  costante  al  prodotto  delie 
distanze  dello  stesso  punto  dalle  tangenti  nei  vertici  dell'  en- 
nagono. 

e)  Se,  nel  primo  teorema  contenuto  in  ù)^  sì  suppone  che 
o  sia  una  parabola  e  che  A  sia  il  punto  air  infinito  di  essa,  si 
deduce  che,  se  U,V  sono  i  vertici  di  due  diametri  u  ^y  di  una 
parabola  c^  il  prodotto  delie  distanze  di  un  puìito  variahile  M 
di  p  da  VkjV  è  in  rapporto  costante  alla  distanza  dello  stesso 
punto  dalla  corda  VV  (*). 

/■)  Supponendo  poi  in  e  )  clic  V  coincida  con  Uj  e  che 
quindi  UV  si  muti  nella  tangente  %  in  Uj  se  MM'  è  una  corda 
variabile  di  5:  coniugata  al  diametro  n ,  dal  quale   è  bisecata 

in  .IT,  gara  3fM^  :  ÀfU  mi  rapporto  costante  [perchè^  al  variaro 
111 

di  i/j  i  segmenti  MM^MU  sono  proporzionali  ad  (3f,iO?(^jWi}]; 
11 

e  questo  rapporto  costante  sì  chiama  parametro  della  parabola 

0)  81  supponga  in  o)  che  'cs  sia  un'  iperbole  0  che  B,  C  ^ieno  i  suoi 
ponti  &il'  infiliteli  ^  s^  enanoii  il  teorema  che  ne  risulta. 
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s  rdatlvo   ai  diametro  tt ,  o  si  chiama  serapliceDìente  pararne' 
tra  di  o,  se  m  è  Tasse  di  questa  parabola, 

^f)  Se  ab  a 'e  è  un  quadrilatero  s&mpUcé  circoscritto  ad  una 
conica  ESj  il  jìrodotto  delle  distanze  di  una  t  auge  ut  e  variabik 
in  dì  a  da  due  vertici  opposti  abja'c  è  in  rapporto  eostank  al 
prodotto  drJle  dlstaìize  della  stessa  tangente  dagli  altri  due  mr- 
tici   ac  j  a'b  ;  e  viceversa. 

La  dimostrazione  è  analoga  a  quella  data  in  a),  considerando 
le  puntegt^ìate  proiettivo  che  m  genera  sopra  a^a'. 

Il)  Si  deducano  i  teoremi  analoghi'  a  quelli  riportati  in  b)j€),é}. 

143.  Andiamo  ora  a  fare  qualche  altra  applicazione  delle 
teorie  svolte  in  questo  §. 

a)  Fé  nn  V  variabile  ABB^^  rettangolo  in  A  ed  iscritto  in 
una  conica  :3,  rota  intorno  alimrtice  fisso  Aj  V  ipfdemisa  BW 
roterà  intorno  ad  un  punto  fisso  S  della  normale  n  in  A  (')* 

Di  vero,  poiché  le  rette  AB  ^  AB*  generano  un'  involuzione 
circolare,  i  punti  B  j  B^  descriveranno  un'involuzione  conica 
(e):  e  il  centro  di  {zs)^  pel  quale  devo  passare  (117^  f)  T ipo- 
tcnusa BB^ ^  è  un  punto  S  dì  n;  perchè,  posto  na^AÀ', 
quando  la  retta  AB  coincide  con  la  tangente  in  A  j  la  retta 
AB^  coinciderA  con  n  ,  e  quindi  .4/1'  san^  una  posizione  di  BB\ 

Se  a  è  uu  cerclnoj  il  suo  centro  ò  il  punto  *%  e  se  e  èun'i* 
perbolc  equilatera^  S  è  (M  ,  e)  il  punto  all'  infinito  di  n. 

Se  r  A  BAB*  di  un  v  variabile  BAB'  iscritto  in  una  conica  :: 
è  sempre  bisecato  da  una  retta  fissa  r  (tiormale  a  ^  in  j'Ì  o  pur 
no)j  quale  sarà  il  punto  fisso  ioÈorno  a  cui  roterà  la  retta  i?/?'"::' 

b)  Se  la  tangente  s  in  un  jJ/ai^a  S  di  una  conica  s  i=  il 
s OS tcgn o  d i  u n '  in rolnz ion e  d t  pitnfi  J ,  e  da  d ne  p a u t i  va rh - 
bili  L  j  L'  coniugati  in  J  ni  conducono  alia  conica  le  secondi 
tangenti  l^]\  i  cui  jmnil  di  contatto  sleno  Lj  ,  h\  j  f?  luogo  del 
pitntù  \V  è  (come  risulta  dalla  nota  a  pag,  274  e  dal  n."^  117^  e^/) 
una  retta  u^  cJie  pasaa  pcidentemcnte  pel  coniugato  S-  di  S  i;^ 
I,  mefitre  la  retta  LjL'^  inviluppa  il  polo  U  di  n  rispetto  a  e. 


{*j  Teorema  <Ìovtxto  a  Frégier. — E  noi  cshiameremo  S  pttntù  Frépef  tì- 
tativo  ni  pttulo  A  di  «tf. 
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In  particolare  si  ha  quanto  sef^^ne. 

L*>  Il  luogo  dei  vertici  degli  A  retti  circoscritii  ad  mia  pa- 
ralMìla  a  dt  asie  t  è  una  retta  u  _L  a  v,  mfìatre  ìe  eorde  di  con- 
fatta  ini'iiuppano  il  punto  U  simmetricù  del  punto  uv  rispetiù 
ai  vtrtice  della  parabola. 

Poiché,  III  questo  caao ,  ^  è  la  retta  air  influito  del  piano  a 
iti  s,  mentre  J  rappresenta  ì  punti  ciclici  di  ^;  e  quindi  S*  è 
U  punto  airinfìnìto  di  e  in  direzione  JL  a  ^^— Il  resto  è.  evidente. 
2."  Siccome  poi  i  lari  abc  di  un  trilatero  e  la  retta  air  infi- 
iiito  del  suo  piano  costituiscono  un  quadrilatero  tate  cho^  pro- 
iettando le  sue  tre  coppie  di  vertici  opposti  dal  punto  //  delle 
aliezze  del  trilatero  ahc  ,  si  hanno  tre  coppie  di  ra^^i  coniu- 
irati  in  una  involuzione  circolare  J^;  e  siccome,  se  abc  sono  tan- 
genti ad  una  parabola  o,  le  tangenti  a  ss  condotte  per  //sono 
(*ì5»  a)  ragj^i  coniugati  in  J^,  ne  segue  [1.°]  che,  il  punto  delle 
altezze  di  Un  trilatera  circoscritta  ad  una  parabola  s  giace  m- 
pra  quella  retta  che  è  il  luogo  dei  vertici  degli  A  retti  ctrco- 
ttcritti  a  e  (*)- 

3i^  Il  luogo  del  vertice  A  di  un  x?  imieele  variabile  ABC, 
circojtcritto  ad  una  parabola  B3  e  che  ha  la  ba$e  BC  mila  tan- 
gente a  fa  nn  dato  punto  A'  di  C3 ,  è  una  retta  u  che  pana 
pfr  A'  e  pel  punto  di  contatto  dì  cs  con  la  tangente  a*  ±  ad  a 
{e  quindi  pas^sia  pel  polo  del  luogo  dei  vertici  degli  A  retti  cir- 
coscritti a  n). 

Di  vero,  le  rette  m  ,  m',  condotte  parallelamente  ad  ADf  AC 
pel  punto  A\  generano  un'  involuzione  simmetrica  (A*)  che  ha  per 
raj^'^i  doppi  la  retta  a  e  la  normale  /*  di  zs  in  ^';  e  quindi  AIÌjAC 
sono  tangenti  di  o  che  passano  per  punti  coniugati  iiell'  invo- 
luzione secondo  cui  (A')  è  sezionata  dalla  tangente  air  infinito 
*jc  di  C3,  e  perciò  il  luogo  di  .4  6  una  retta  u.  Inoltre  ^  sicco- 
me i  punti  air  infinito  di  a  e  di  it  sono  i  punti  doppi  .4^  >  N^ 
deirinvoluEione  ««(-4')  j  la  retta  u  passerà  pel  punto  di  con- 
tatto di  a  (che  è  II  ponto  d' intersezione  della  coppia  ria  delle 
seconde  tangenti  eoudotte  per  A^)  e  pel  punto  di  contatto  di  a\ 


Vi  DI  qni  si  deduce  un'altra  ditnostraiiane  del  teorÉ^ma  f^nntonuto 
neire*.  2  a  pag.  84:  poiché  un  quadrilatero  piano  ah<^d  inflìvìdua  la 
pirabolft  iscritta  m  esso. 
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Ajì  è  facile  pure  vedere  che,  il  vertice  A  di  un  y  rmHa- 
Mìe  ABC  circoseritto  ad  una  conica  o ,  la  ctii  base  BC  gmm 
sopra  una  daki  tangente  s  di  ^  ed  è  bisecata  dal  punto  di  eoM' 
t^tto  S  di  s  j  è  il  diametro  di  a  che  pama  per  S  ,  mentre  la 
retta  còngiuugenfe  i  punti  di  contatto  di  AB  ,  AC  è  1 1  ad  g. 

e)  In  un  iperbole  n  ,  gii  againtoti  t ,  tj  formano  con  una 
tangefits  variabile  un  y  di  area  costante. 

In  fatti,  posto  (fìg,  84.*»)  ^^i^  0,  ì  punti  N ,  N^,  nei  quali  1» 
tangente  variabile  sega  t  ^  t^  ^  generano  (81,  a)  dne  punteggiate 
proiettive  j  che  hanno  O  per  comune  punto  limite.  In  conse- 
gueiizà  (129,  a)j  il  prodotto  dei  segmenti  ONjON^  è  costante, 
al  variare  della  tangente;  e  quindi,  come  è  noto  dalla  geome- 
tria elementare,  è  anche  costante  l'area  del  y  ONN^  j  il  cui  A 
in  0  non  varia. 

Si  enunci!  e  si  dimostri  il  teorema  inverso. 

d)  Indicando  ora  con  A  (fìg.  81.*}  il  punto  di  contatto  del- 
l' iperbole  zz  con  la  tangente  NN^ ,  è  A  (93,  Cj  2.»)  il  punto  me- 
dio di  AWt  \  e  costruito  il  D  OANA\  è  (103,  d)  OA'  il  semidia- 
metro  ideale  coniugato  al  semidiametro  reale  OA  :  ma  questo 
D  è  costante,  perchè  equivalente  al  y  ONN^  :  dunque,  in  un'i- 
perbole a,  il  □  formato  mpra  due  semidiametri  coniugati  ha 
un'  area  costante ^  e  quindi  è  equivalente  al  rettangol<f  formato 
sui  Bémiasn  fli  n» 

é)  In  liu^  iperbole  a  ^  la  differenza  tra  il  quadrato  di  nn 
semidiametro  reale  OA  e  quello  del  suo  semidiametro  coniugnto 
ideale  OA'  è  costaute  ;  e  quindi  è  uguale  alla  differenza  tra  i7 
g^uadraio  del  semiasse  reale  e  quello  del  semiasse  ideale. 

Di  veroj  posto  (fìg*  84.*)  AA^^t^F,  e  proiettando  A  ortogo- 
nalmente ìn^  sopra  t,  sarà  OP  =  PN\  e  j_^  GAP,  PAN  danno 
OA*^  OP^  1  FA^VlOPKPQ  ,  CU'^=  AN'  =  PN""  ^PA^-  2PNXPU* 

Sicché  si   ottiene  OA^-OA}^=AOPxPQ  =  WPxPAX~,  ^  Ma, 

FA 

variando  A,  il  prodotto   OPXPA   è  costante   (*)  (perchè  pro- 


(')  Posto  OF  —  x^FA=t/^  8i  hft  in  a?y=  cattante  T  equazione  àeiV  i- 
perbole  ^  ,  riferita  ai  auoi  aaaintoti  come  assi  delle  coordinate;  6  le 
A  ,  ^  sono  i  semiassi  reale  ed  ideale  di  «f ,  ^  facile  cedere  clie  qneat* 
costante  (la  quale  sì  chiama  poUnta  d^lt  iperbùU  is  )    è    espressa   ^i 

5  («*  -1-  n 
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porzìonale  air  area,  costante  del  dOANA^  ed  è  anche  eostante 
0  rapporto  PQiPA  (perchè  nel  y^iQF,  rettangolo  in  Q,  èco- 
stante  l^  A  APQ),  Dunque  OA^-OA*^  è  costante  (*), 

f)  Il  luogo  dei  Vèrtici  degli  A  retti  circoscritti  ad  un'  él- 
Ìì»M€  a  è  Ufi  circolo  4*  j  ^^^  ^^  P^^"  centro  il  centro  0  di  vs  e 
per  raggio  V  ipoteìima  di  un  7  rettangolo  i  cui  cateti  sono  i 
icmia^si  di  Sp 

Indicando  con  é  il  circolo  circoscrìtto  al  rettangolo  costituito 
dalle  tangenti  nei  4  vertici  dell'  ellisse  (  e  ^  avrà  evidente- 
mente il  suo  centro  in  0%  le  tangenti  a  Wy  condotte  da  tin  punto 
qaainnqué  J*  di  (Jj,  sono  reali  e  X  tra  loro,  perchè  (95,  a)  raggi 
coniugati  neir  involuzione  circolare  che  proietta  da  P  le  cop- 
pie di  vertici  opposti  di  qttesto  rettangolo*  Inoltre,  due  tangenti 
ortogonali  m  ,  rn*  dì  a  non  possono  segarsi  in  un  punto  mm*=Q 
non  appartenente  a  ^:  poiché  una  qualunque  di  esse,  p,  e.  wij  se- 
gherebbe ^  in  due  pnnti  reali  J^^Sj  e  le  seconde  tangenti  a  o,  con- 
dotte per  R  j  Bj  sarebbero  ±  nd  nij  &  quindi  )]  ad  m^;  assurdo. 

g)  Se  f  A  2w  degli  assintoti  t  ^  t^  di  unHperbole  C3  è  a^uto, 
il  luogo  dei  vertici  degli  a  retti  circoscritii  a  c3  è  itn  cerchio 
^  concentrico  a  a\  e  questo  cerchio  ha  per  raggio  il  cateto  di  un 
V  rettangolo^  del  quale  V altro  cateto  e  V  ipotenusa  90no  ordinata- 
mente il  semiasse  ideale  e  il  semiasse  reale  di  z:. 


(<)  Abbiamo  etippotto  nella  Bgurs  che  V  A  NON^^  degli  aaaintùti  sia 
acuto;  perciò  è  [nota  (')  a  pag.219|  OÀ>OA'i  ma,  so  questo  A  fosie  ottuso^ 
sarebbe  OÀ*  >  0-4;  e  ai  dimostrerebbe  sempre  allo  stesso  modo  ohe  la 

differenza  Oà'  ^  OA    è  oostsnte.  —  Se,  in  fìjié,  V  A  KOS\  è  retto,  si  ha 

Oà=:ÙÀ'\  e  perciò   la  differenaa  OA    —OA*    è  costantemente  nuUa* 

Si  osservi  ancora  che,  indicando  con  a  la  retta  0A\  la  involuzione  di 
punti  reciproci  «1,%  che  V  iperbole  «r  determina  sopra  a\  ba  0  per  punto 

cvntmle  ©  —  ÓA'^  per  potenea  ;  e  poiché  ^  indicando  con  E ,  F  ì  punti 
doppi  immaginarii  di  tf^' ,  è  (131,  a  )  0£*=  Of^=r  — ì53^*i  Tespressio- 
De  —  OÀ*  ai  cbiania  quadretio  del  Memidìametro  im-ntaginario  thè  irf  deter- 
mina in  a*.  Ciò  posto,  il  teorema  ora  enunciato  nel  testo  può  enunci  arai 
pofe  dicendo,  in  ogni  iperbole  ,  la  iomma  dH  quadrali  di  due  titoi  vemi- 
dimmHt4  cortittgaii  è  cùtlanle ,  eti  à  quindi  ugnale  alta  tomma  d^i  qua^ 
draii  dei  tu&i  »emia9*L 
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Se  V  A  2w  è  rutto y  il  cérchio  6  ai  riduca  al  suo  eeniro  tt^mOi 
ma  ìse  T  A  2tti  è  ottuso ,  non  esiste  alcitn  A  retto  cir coscritto  ai- 
V  iperbole  ra. 

St  osservi  dapprima  che ,  se  Tè  una  retta  di  0  compresa 
noir  A  ttj^  elle  nt>ii  contieiio  l'iperbole  o^  e  solo  allora,  il  diametro 
l  coniugato  ad  i*  segherà  C3  in  due  punti  reali;  ed  io  questi  le 
tuugciiri  sono  II  ad  r.  In  conseguenza,  se  possono  condursi  nel- 
r  A  aupplementare  di  2w  duo  diametri  l\m*  ±  tra  loro  (ossia  se 
rA2to  è  acutojj  e  solo  allora,  i  diametri  f^m,  coniugati  di  l\m\ 
segheranno  a  nelle  coppie  fe  ,  ma  di  punti  reali,  e  le  tangenti 
in  questi  punti  costituiranno  un  rettangolo  circoscritto  a  a*  E 
da   ciò   segue  già  la  seconda  parte  del  teorema. 

Quando  poi  T  a2w  è  acuto,  si  vedrà,  come  in  f\  che,  costruito 
un  rettangolo  circoscritto  a  a,  il  circolo  ^  circoscritto  a  que- 
sto rettangolo  ha  per  centro  il  eentro  (^j  ^  0  di  a ,  ed  è  il 
luogo  dei  vertici  degli  A  retti  circoscritti  a  c^.  Inoltre,  indi- 
cando con,  Ci  il  punto  di  contatto  deir  iperbole  e  con  una  f 
delle  due  tangenti  ±  b,  t,  e  posto  qt^P,  sarà  OP  un  raggio  del 
cerchio  ^:  ma  è  ÓÌ^-  OQ  -  PQ-,  e  RJ  è  la  lunghezza  del  se- 
midiametro ideale  coniugalo  al  semidiainetro  reale  OQ  di  e: 
dunque,  indicando  con  et  il  semiasse  reale  dì  C3  e  con  g  il  se- 
miasse ideale j  sarà  [e)\()P  =a*-  pJ^. 

h)  Se  a,  a|  soìia  due  tatigetitl  \\  dì  una  conica  e  a  cj^ntro  0, 
i  cui  punti  di  contato  A,  Aj  sono  quindi  i  vertici  di  un  dia- 
metro di  cSj  il  prodotto  dei  segmenti  AL  ,  A|L|  ^  df^ter minati  stu- 
pra a  j  a,  da  una  tangente  variabile  1  (o  da  due  diametri  con- 
iugati  variabili) j  è  costante. 

Di  verOj  b  noto  (99,a,  b)  chcj  se  LL^  è  una  tangente  l  ili  ^^ 
le  rette  indefinite  OL  ^  OL^  sono  due  diametri  coniugati;  e  vi- 
ceversa. Ora,  al  variare  delia  tangente  l^  i  punti  L  ,  L^  descri- 
vono due  punteggiate  proiettive ,  che  tianno  A ,  Ay  per  punti 
limiti;   e  perciò   (129^  a)    il    prodotto   ALxA^L^   h  CDStante. 

Si  osservi  poi  che,  se,  OB  è  il  semidiametro  (reale  o  ideah) 
coniugato  al  semidiametro  reale  OA^  quando  a  è  un'  ellisse,  la 
tangente  in  H  determina  sopra  a^a^  i  segmenti  AM^A^M^  equi* 
pollenti  ad  OB]  mentre^  se  rs  è  un' iperbole  ^  un  suo  assintfir!i 
determina  sopra  a  ,  «^  i  segmenti  A^'^ ,  A^N^  uguali  ad  OBj  mn 
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di  sensi   coxitrarii  tra  loro:  dunque,  è  AL  x  A^Lj  =  =t  OB*,  col 
segìio  superiore,   o  col  segno  inferiore ^  secondo  che  a  è  un* el- 
lisse ,    o   ttii'  xjyeTbole. 

t)  Ponendo    ora   OL^'a^V^  sarà  AU-^L^A^y  mentre  la 

seconda  tangente  a  a  condotta  per  L'  sarà  ||  alla  tangente  Z/Lj; 

e  viceversa.  Dunque,  se  a,  è  la  tangente  in  un  punto  assegnato 

A  di  unn   contea  C3  a  centro  0,  e  se  OB  è  il  semidiametro  {reale 

o  ideale)  coniugato  al  semidiametro  realeOA,due  tangenti  \\  (o  due 

diametri    coniugati)  qualunque   determinano  sopra   a  due  seg- 

vienti  AXi  ,  AL'  tali  che  si  avrà  ALxAL'  =  :fOB  ,  col  segno 
superiore,  o  col  segno  inferiore ,  secondo  che  C3  è  un'  ellisse,  o 
un'  iperbole, 

le)  Dì  qui  segue  una  costruzione  degli  assi  di  un'  ellisse  vs 
definita  da  due  suoi  semidiametri  coniugati  OA  ,  OB. 

In  fatti,  conducendo  per  B  la  retta  b  \\  ad  OA,  sarà  h  la  tangente 
di  C3  in  B  :  e  se  sulla  J_  per  B  ad  OA  si  tagliano  i  segmenti 
irB,BH'  uguali  ad  OA  e  nello  stesso  senso,  il  cerchio  ^=1111 '0 
(che  avrà  il  suo  centro  sopra  b)  segherà  b  in  due  punti  L,  L' 
tali  che  le  rette  OL  ,  OL'  saranno  in  posizione  gli  assi  di  o; 
perchè  LIJ  è  un  diametro  di  «J; ,  e  quindi  V  a  LOV  è  retto , 
mentre  si  ha  BL  X  BV  =  BHX  BH'  =  -  04%  e  perciò  [i)]  le 
rette  OL  ,  OL*  sono  diametri  coniugati   (}). 

Proiettando  poi  B  ortogonalmente  in  Q  sopra  la  retta  OL , 
sarà  JiQ  la  polare  di  Z/  ;  e  quindi ,  costruendo   la  media  pro- 
porzionale OC  tra  OQ  ed  OL ,  sarà   OC  la  grandezza  del  se- 
miasse situato  sopra  OL.  —  Similmente  si  ha  l'altro  semiasse. 
/)  Se  si  vogliono  costruire   gli  assi  di  un'  iperbole  n ,  co- 
noscendone un  semidiametro  reale  OA  ed  il  semidiametro  con- 
iavate ideale  OA',  siccome,  costruendo  il  dAOA'L,    la    retta 
OL^  ^  e  la   il  <i  per  O  ad  A' A  sono  gli  assintoti  di  C3,  le  bi- 
settrici  u  ,  u'  degli   a   formati  da  t  ,t^  saranno  gli  assi  indefì- 
BitL  Ora,   se  ti  giace  neir  a  tt^  che  comprende  il  punto  A,  po- 
8to  AL  •  u^^P  ©  proiettando  A  ortogonalmente  in  Q  sopra  u ,  la 
medi^  proporzionale  00  tra  OB  ed  OQ,  sarà  il  semiasse  reale 

/ij    'È   evi'^exi'te  che  le  rette  OL  ,  01]  sono  le  bisettrici   degli   A    for- 
fiAXK't-^  —    ^^^^'^^'^  proiettiva.  48* 
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di  23.  —  Connacenda  poi  OCj  si  put^  costrtiìre  i!  seralasso  Ideale 
in  più  modi, 

m)  Nel  n*^  124,  a)  si  può  aupporre  che  U  sostegno  t*i  Tiwìa 
air  infinito ,  ossia  si  può  supporre  cbe  (ii^)  sìa  la  sezione  di 
un'involuzione  di  raggi  {l\)  con  la  retta  all' infinitOp  Allora* 
la  retta  h  si  otterrà  eonduceudo  pel  punto  centrale  0  dcir  In- 
voluzione {u)  la  II  al  veggio  dì  (tT,)  coniugato  di  quello  che 
passa  pel  punto  airinftnito  di  m;  e  la  soluzione  indicata  uel  n.^ 
124j  a)  non  muta. 

Cosij  p.  o.j  se  sì  vuole  costruire  il  cerchio  (J?,  conoscendone 
un  punto  reale  ^1  ed  un*  involuzione  ellittica  (u)  di  punti  reci- 
proci j  pel  punto  centrale  0  di  (ti)  si  condurrà  nel  piano  nA 
la  _L  h  ad  w;  ìndi,  se  h  non  passa  per  A^  costmendo  i  raggi  coniu- 
gati ortogonali  jp,j?'  delT  involuzione  A{u\  i  punti ph=B^p*h^C 
daranno  in  BC  un  diametro  di  t}/.  Se  in  vece  h  passa  per  i, 
conducendo  per  A  una  retta  arbitraria  l  che  seghi  «  in  L,  e 
costruendo  il  coniugato  L*  di  L  in  (n)j  se  si  tira  per  V  l^X 
V  ad  /j  i  punti  Vh^B  ^IV^^C  apparterranno  a  4*1  <^d  -4  B  sarà 
un  suo  diametro. 

n)  Dato  il  semidiametro  ideale  OA^  dì  un'iperbole  n,  e 
date  due  coppie  hb* ,  ce'  di  diametri  coniugati  in  u  (il  che  im- 
porta che  le  coppie  hh*  ,  ce'  non  si  debbono  se  pacare),  costruire 
il  Bemidiametro  reale  OA  coniugata  ad  OJ', 

Sì  costniiacano  ì  raggi  doppi  dell*  involuzione  J  =  j5è' ,  cri 
—ossia  gli  assintoti  i,7^  di  a— e  il  coniugato  a  di  DA'  in  ):  con- 
ducendo  per  A*  la  retta  «  ti  ^  ^  *  *^  posto  8f^2^j  il  simmetrico 
dì  A^  rispetto  ad  ^  sarà  (103,  d)  il  punto  A. 

o)  Siccomej  indicando  con  ì^ef  uuMnvoluzione  in  un  fa- 
scio di  raggi  di  centro  ^S^  al  finito,  se  1  è  iperbolica^  i  rag^i 
coniugati  ortogonali  o  j  o^  di  l  sono  le  bisettrici  degli  A  for- 
mati da  e,/";  e  siccome,  sia  1  iperbolica  o  ellittica^  si  ha 
sempre  tgHe-tgHf^  tgh)*e  =:  tg^o^fj  quando  J  è  ellittica  diremo 
pure  che  1  suoi  raggi  coniugati  ortogonali  o  y  o'  sono  le  biset- 
trici degli  A  formati  dalla  coppia  immaginaria  ef  dei  rag^ 
doppi  di  1. 

p)  Date  due  coppie  AA\  BB'  dì  punti  coniugati  in  un*invo- 

Inzione  non  simmetrica  I  di  sostegno  u,  ed  assegnato  in  u  un 

punto  Cf  costruire  la  coppia  CC  '  dì  J  che  ha  C  per  punto  medio* 
1  1 
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In  tiD  piano  j  di  u  si  costruiscano  due  cerchi  dì  corda  AA\ 
BB\  che  si  se^^hino  in  un  punto  II ^  e  quindi  anche  in  un  ai- 
iro  panto  If'^  costruendo  in  e  la  J_  in  C  ad  u  e  la  J_  al  segmento 

Eli'  nel  suo  punto  medio,  so  col  centro  nelT  intersezione  ^di 
queste  X  e  col  raggio  SII  si  descrive  il  cerchio  é,  questo  se- 
gherà ti  nel  richiesti  punti  V  j  C- 
Se  ^  tocca  u  (necessariamente  in    (7),  si  ha  in   C^C*^C 

il  punto  doppio  dì  I  ;  e  se  4/  ha  comune  con  u  una  coppia  di 
punti  immaginarii  j  questa  è  sempre  (140,  £^)  una  coppia  di  J  ed 
ha  (131,  b)  Oper  punto  medio. 

Si"  noti  ancora,  che  se  una  delle  coppie  date  AA\  BB*  è  im- 
maginaria y  o  lo  sono  amendue  ,  noi  sappiamo  trovare  (70,  e) 
delle  coppie  reali  di  1  che  le  sostituiranno  nella  costruzione  in- 
dicata. 

q)  Si  osservi  che  se,  assegnati    nn   raggio  e  ed  un' invo- 

i 

luzione  |fja',  hb*\  in  un  fascio  (*S')j  si  vuole  quella  coppia  ce'  del- 
l' involuzione  che  ha  in  e  una  delle  sue  bisettrici,  possiamo  ri- 

durci  al  caso  considerato  in  o) ,  seBionando  {8)  con  una  tra- 
sversale _L  a  e- 

1 

r)  Date  due  proiettività  P,Pj  tra  elementi  di  una  stessa 
forma  elementare,  trovare  le  coppie  comuni  ad  amendue. 

La  soluzione  di  questo  problema  (che  ha  per  casi  particolari 
i  due  precedenti)  risulta  evidentemente  da  quanto  è  detto  nel 
n*u  73,  c)< 

«)  Data  un  punto  i^  nel  plano  di  due  assegnate  punteggiate 
proiettive  («),(«'),  i  cui  sostegni  non  appartengano  ad  S^  con- 
durre per  questo  punto  una  trasversale  che  passi  per  due  punti 
corrispondenti  in  (m),(u'}. 

Se  i  fasci  proiettivi  S{u) ,  B{u^  hanno  i  raggi  uniti  reali,  dar 
senno  dì  questi  risolverà  il  problema  proposto. 

Se  8  giace  in  una  delle  rette  u ,  it\  o  in  amendue  ? 
I)  È  bene  che  lo  studioso  osservi  come  molte  proposizioni, 
relative  ai  punti  (o  alle  tangenti)  di  una  conica  a,  reggono 
anche  quando  u  degenera    in    due  rette  reali  e  distinte  u,u' 
(a  in  due  punti  reali  e  distinti   U  ^  t/% 
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Cosìj  p.  e.,  sì  ha  cho  sono  proiettivi  i  fasci  dì  raggi  die  prò- 
ettano  una  delle  due  rette  u  ^u^  da  due  punti  arbitrarli  del- 
r  altra ,  e  sono  proiettive  le  punteggiate  secondo  cui  le  rette 
di  uno  dei  due  punti  U  j  W  Bono  segate  da  due  rette  arbitrarie 
dell^  altro  (cfr.  79,  b). 

Cosi  ancora  si  ha  che  reggono  i  teorcnù  dei  n.'  01 ,  a),  95j  a) 
[poiché  si  mutano  orrlìnatanicnte  in  quelli  dei  d*^  44^5)  e  50,  a)] 
e  i  teoremi  del  n.^  141  a)j  g). 

BseroiiU. 

1.  Data,  nel  piano  e  di  un' assegnata  conica  t3,  una  proietti  viti 
di  punti  (ti)  la  cui  involuzione  unita  rappresenti  i  punti  wcs,  e 
dato  un  punto  L  ài  a  non  appartenente  a  o,  se  un  V  *4J.'jS' Tarla 
in  g:ni9a  che,  mantenendosi  sempre  iscritto  in  C3j  il  lato  SA  passa 
per  L  e  ì  punti  SA-u^À^  ,  SA^-n^Ai^  si  corrispondono  in  {u)j 
le  coppie  di  pnnti  ^^1^  ,  A*  8  genemno  due  proietti  vita  eoaichej 
delle  quali  la  prima  ha  «  per  asse  dì  collìneazione. 

Di  veroj  dal  n,^  119j  e)    si  ha  che  A  ,  A*  generano  una  proìefc 

tività  (c3)  di  asse  di  collìneazione  u  :  ma  A  ,  8  generano  l' invo- 

ÀI 
luzione  conica  1^  di  centro  L  :  dunque  il  prodotto  {a)'%^  q  *'  * 

è  un'  altra  p  ro  ietti  vi  tàp 

E  si  noti  che,  ee  si  indica  con  A'*  il  punto  in  cui  la  retta  ÀA\ 
sega  di  nuovo  c5ì  i  punti  S  ^  A^^  sì  corrisponderanno  (119,  e)  in 
(:3)  ;  e  quindi  A^\  A  m  corrisponderanno  in  (^)"*)i- 

2.  Assegnato  nel  piano  o  di  un  circolo  4^  ^^  punto  Z*  non  ap- 
partenente a  (J/,  se  il  vertice  ^S^  dì  un  dato  a  aa*  iscritto  in  questo 
cerchio  na  percorre  la  periferia,  mentre  il  lato  is  passa  per  L,  in- 
dicando coD  A  ,  A*  i  punti  nei  quali  a  j  a'  segano  di  nuovo  ^^  1© 
coppie  di  punti  AA'  ,  SA*  generano  due  proiettività  coniche,  delle 
quali  la  prima  La  per  punti  uniti  i  punti  ciclici  di  e, 

ABC 
3*   Se   (q)  ^  ^io/j^f  *  -  ■  è  nna  proiettività   conica   di    asse  dì 

collineazìone  rt^  le  coppie  aa\  hb\  ce',  .  -  .  di  taogenti  a  C3  nelle 
coppie  di  punti  AA\  BB\  CC\  .  .  .  determinano  sopra  u  una  pro- 
iettività P^  che  ha  o^  per  involuzione  unita* 

In  fatti,  proiettando  una  coppia  qualunque  ^i'  di  («)  sopra  u 
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ds  UB  punto  arbitrario  di  a,  si  ha  sempre  (119,  Ò)  uaa  coppia  di 
uDa  Bt^Bé^  proietti  vita  Pj  che  ha  zs^  per  involuzione  unita.  Ma, 
|>osto  ^fr^i4|  ,  AA*'U^A*'  ^  ahi^A'^ ,  e  proiettando  AA^  sopra  ?( 
successi V amen tQ  da  A  ^  A\  sì  hanno  le  coppie  A^A^^  ,  .4'^4'i  di  P^, 
e  quindi  A^  ,  A\  si  corrispondono  in  P^^  Dunque  è  P  il  qiaadi'ato 
di  Pjj  ed  è  perciò  una  proiefctìvità  che  ha  la  stessa  involuzione 
unita  a^  di  Pj, 

4.  Datij  in  un  piano  a,  n  punti  S^S^  .  .  .  S,,  ed  una  conica  zs, 
se  gli  «—1  vertici  successivi  A^A^  ,  ,  .  A,^_^  di  un  ennagono  sem- 
plice variabile  A^A^  .  ,  ,  il^^jj^^  giacciono  sulla  conica^  mentre  i 
kti  A^A^  j  A^A^j  -  - , ,  /l,^^i  passano  rispettivamente  per  S^  ,  t^j...,*^^^, 
q^uale  è  il  luogo  generato  dall'  ultimo  vertice  Af^ ,  e  quello  gene- 
rato dair  intersezione  di  due  lati  non  consecutivi  ? 

5.  a)  Se  1^3456  sono  sei  punti  di  \ina  conica  C3^  ciascuna  prò- 

!«■  ux  :i-  1  u    ^         1^5     135     135  .        135     135     135    .^ 

iettmtè  di  una  delle  terne  ^^g  ,  ^^^  ,  g^i  ('^  '  042  '  426  '  264    ^^ 

è  armonica  (66,  e?)  a  ciascuna  prolettività  dell*  altra  terna,  e  per- 
ciò (es.  14,  A j  a  p^g.  147)  le  due  terne  appartengono  ordinatamente 
a  due  fasci  armonici;  e  mentre  (es,  14,  Cj  a  pag.  147)  le  proiet- 
tivitè  («  sono  armoniche  alla  involimone  J^  appartenente  al  se- 
condo faacio^  le  proiettività  (^  sono  armoniche  all' involuzione  J| 
appartenente  al  primo  fascio.  In  conseguenza,  gli  assi  di  collinea- 
douB  dello  (a  passano  (118,  a,  h)  pel  centro  d'involuzione  dì  1|, 
e  gli  assi  di  colUnea^ione  delle  (y  passano  pel  centro  di  involu- 
zione di  J|  ,  mentre  questi  centri  d' involuzione  [essendo  Ji  j  J^  ar- 
moniche tra  loro  (es.  14^  e,  a  pag.  147)]  sono  (118j  a)  punti  reci* 
proci  a  e-  Dunque,  le  Pascal  degli  esagoni  145236,  165432,  125634 
concorrono  in  uno  stesso  punto,  quelle  degli  esagoni  145632,125436, 
1«>5234  concorrono  in  un  altro  punto,  e  questi  due  punti  sono  re- 
ciproci a  3-  Bieche  si  ha  di  nuovo  il  teorema  contenuto  nelFes»  84, 
b)^  a  pag,  264. 

ò)  Per  costruire  le  dieci  coppie  di  terne  di  esagoni,  analoghe 
alla  coppia  data  da  (^,  (^,  si  osservi  che  in  ciasciiua  delle  (^, 
0  si  passa  da  una  delle  proiettivi tà  alla  seguente,  facendo  una 
permutazione  ciclica  delle  cifre  segnate  neir  orizzontale  inferiore^ 
e  che  si  passa  da  una  proiettivi tà  delle  (a  ad  una  delle  (^,  scri- 
vendo k  orizzontale  inferiore  in  senso  contrario.  Dunque,  se  in 
una  lìnea  orizzontale  si  scrivono  le  dieoi  terne   di    cifre,    che    si 
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ottengono  aggiungendo  alia  cifra  1  le  combinazioni  a  due  a  due 

delie  altre  cifre  2:)45C^  ma  poste  in  ordine  crescetite  ;  e  se  al  di 

sotto  di  ciascuna  terna  si  scrivono  le  cifre  clie   mancano,   poste 

pure    in    ordijae    crescente,    m    otterranno    le    dieci    proiettività 

123     124     125     126     ia4     i:^5     136     145     146     156    ^r„^„^ 
456  '  356  '  346  '  345  '  256  »  2 16  '  245  '  236  '  235  '  234  '  ^^<^*^^ 

delle  quali  darà^  nel  modo  suindicato,  una  delle  dieci  coppie  di 
terne. 

e)  Considerando  poi  l^esagono  semplice  123456  (y,  la  cui  cor- 
rispondente   Pascal    è    l' asse    di    collineazione  della  proiettidtà 

426  (^i  ^*  vedrà  che  con  le  stie  nove  diagonali  13, 14, 15^  24,  25, 

26j  35j  36,  46,  prese  come  lati^  si  possono  formare  tre  altri  soli 
esagoni  semplici  135264,  351426,  513642  (e  i  cui  %*ertici  smm 
i  punti  123456;    e    le   Pascal   di   questi  esagoni  sono  gli  assi  di 

165  3'^1  543 
collineazione  delle  proietti  vita  ,^»  .  ,  .7.,  t  p^ly  \^'  ^^^  queste  Pa- 
scal concorrono  in  uno  stesso  punto;  poicbè  le  (^  si  mutano  nelle 
proiettività  del  n.o  77^  /)  ^  mutando  in  esse  2,  4,  6  ordinatamente 
in  6,  2,  4,  e  perciò  sono  armoniche  ad  una  stossa  involttaione  (^)* 
d)  Dunque  (a  ,  e),  le  sessanta  Pascal,  relative  ai  sessanta  c*<i- 
goni  semplici  che  si  possono  formare  con  sei  punii  di  una  cùnim 
C5j  si  distribuiscono  nan  solo  in  vetdi  terne  concor/erìtì  in  venti 
punti  (Steiner),  che  sono  a  due  a  due  reciproci  a  n,  ma  si  distri- 
buiscono ancora  in  sessanta  altre  terne  di  rette  concorreìiii  in  ses- 
santa altri  punti  (Kirkman)  j  e  ciascun  punto  Kirkmaa  può  ri- 
guardarsi  come  associato  ad  una  data  Piiscal  (cosi  p,  e.  il  punto 
Kirkman  dato  dalle  Pascal  degli  esagoni  (e  si  dirà  a»sùciatù  alla 
Pascal  deir  esagono  (y* 

6.  Si  verifichi  (116,  m)  che  i!  teorema  del  n,<>  77,  b),  quando 
123456  sono  punti  dì  una  conica,  può  enunciarsi  dicendo  che,  i 
centri  delle  involuzioni  coniche  |  12  ,  45  |  ,  |  23 ,  56  |  ,  |  31 ,  él  ! 
appartengono  all'  asse  di    collineazione    della    proiettività   conica 

135 

,^^    (ossia    che  sono  allineati  i  punti  d'intersezione  dei  Iati  ù^ 

posti  deir  esagono  semplice  123456}  ;  e  sì  enuucii  il  teorema  elic 


(*)  Le  (^  oppar tengono  al  fascio  armonico  a  quello  definito  d& 
questa  involuzione  e  dalla  (£. 
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rianlta  dalf  esercizio  8  a  pag,  144,  quando   alla   forma   semplice 
Wì  coTìsiderata  si  sostituiace  una  puntef^giata  di  2.'*  ordine. 

7.  Date^  in  una  conica  o,  4  coppie  di  punti  AÀ\  BB\  (7C,  DD* 
situata  sopra  4  rette  concorrenti  in  un  punto  8j  tra  i  punti  d'in- 
teraerione  delle  12  nnove  rette  congiungecti  i  punti  ABCD  ai 
punti  A*B*C^D*  se  ne  trovano  12  che  giacciono  a  4  a  4  sopra 
tre  retta  di   Sz   e   queste    quaterne    di    punti   sono 

AB'^CD\  AV'BD\  A'B-V'D,  A*CB'D, 
^  AB'  CD,  AD'BC\  A^B-CD\  A'D'BfC, 

AC'B'D,  Ajy^B'C,  A'C^B^D,  A'D^BC\ 
Scambiando  tra  loro  i  punti  di  ciascuna  delle   coppia  date,    sì 
ottengono  in  totale  24  di  tali  quaterne  di  punti  d*  intersezione  al- 
lineate con  ^- 

8.  H  problema  del  n.o  124,  a),  quando  ?inon  passa  per  A^  può 
risolversi  linearmente  ancbe  nel  seguente  modo  (cfr.  nota  a  pa- 
glia 28B), 

Costruita  (linearmente)  V  involuzione  J  armonica  alle  involu- 
iioni  A{u)  j  A{u^)j  se  si  cerca  il  raggio  a  coniugato  di  AH  in  J, 
mrk  a  la  tangente  di  o  in  A  (poiché  J  è  T  involuzione  di  raggi 
che  si  ha,  proiettando  da  -d  T  involuzione  di  punti  dì  sostegno  C3 
e  di  centro  H)  \  e  quindi,  costruendo  il  punto  fì,  separato  armo- 
nicamente da  A  mediante  H ,  hj  sarà  B  un  altro  punto  dì  a,  in 
cui  la  tangente  è  B-ah^b^  Inoltre,  la  polare  m  del  punto  au^M 
è  la  retta  conginngente  A  al  coniugato  iF  di  31  in  («)  ;  e  perciò 
Il  punto  Cj  separato  nrmonicamente  da  B  mediante  M  ^  m^  sarà 
m  terzo  punto  di  p  (nel  quale  la  tangente  passa  pel  punto  bm)* 

0.  Dati  un  punto  S  e  quattro  retto  abcd  di  un  piano  a  ,  con- 
darre per  S  una  trasversale  a^  in  guisa  che  s{abcd}^ÀBCD  sia 
proiettivo  ad  un  gruppo  dato. 

10,  Date  due  coppie  di  punti  ^.4^ ,  BB*  di  una  retta  r  ed  una 
quantità  costante  X  (^),  costruire  un  punto  £  di  r  tale  che  sia 
AEXA'E:  BB XB'E  =  \  {a  (^}, 


Q)  Quante  volte  sì  parlerà,  in  quosto  e  nei  seguenti  eaercizii, 
di  una  quantità  data^  s*  intenderà  che  di  essa  sia  dato  anche  il 
Bégnoj  come  impHcitimente  abbiamo  supposto  più  volte* 

(^  Questo  problema  della  seziom  determinataj  cosi  denominato 
da  ApQÌhnioj  fu  da  lui  trattato  in  un'  opera  divisa  in  2  libri  e 
alle  conteneva  8S  proposizioni. 
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La  proiettìvìtà  P;  definita  (129,  i)  dall'  equazione   — —  =  l  --j^    (S, 

nifi  Jx  ili 

dà  evidentemente  in  ciascuno  dei  suoi  punti  uniti  un  puato  che  ri- 
solve il  problema.  E  poiché  per  3/' ^  oo  si  lia  X  =  ÀJ\  BJ^  que- 
sti punti  uniti  si  costruiranno  (121,  d)  mediante  le  tre  coppie 
AB\  BA\  J^  di  punti  corri Èipon denti. 

Il  probìema  ha  in  generale  due  soluzioni. 

Altrimenti.  Dalla  relazione  (29  del  n."  132  si  lia  che,   se  nel- 

r  involuzione  J  ^  |  ^.4'  ,  BH*  |   esiste  un  punto  E  che  verìfica  h 

{a,  questa  sarà  verificata  anche  dal  coniugalo  E*  dì  E  in  k  m^. 

le  relazioni  (28  del  n.^  132  dknno  AEx A' E  i  BEkB'E^^AE:  BE: 

Il     11 

dunque^  costiniito  il  punto  E  in  guisa  che  sia   AE  :  BE  =-  X ,  m 

i  1111 

costruiranno  i  punti  E  ,  E*  nel  modo  indicato  al  n.o  142j  o)  (*)* 
11.  Dati  un  punto  8  al  finito  e  due  retta  u  ,  ti^  di  iiu  piano  o 
non  appartenenti  Sià  Sj  ed  assegnati  in  «  ,  «'  rispettivamente  i 
punti  A  j  B\  condurre  per  ^S'  una  retta  che  deteimini  i  segmenti 
AE ,  B'JE'j  tali  che  AE  :  B^^  sia  uguak  ad  un  dato  rapporto  /^ 
o  AEXB^E'  eia  uguale  ad  un  dato  prodotto  pL  (*). 


L 


Q)  Si  noti  che  la  prima  soluzione  del  problema  suppone  che  le 
coppie  di  punti  AA^  ,  BB'  sìeno  reali. 

Si  noti  ancora,  che  nel  problema  stesso  si  può  evidentemente 
supporre,  che  i  punti  di  una  coppia  coincidano.  Inoltre,  si  può  m- 
che  supporre  che  uno  dei  quattro  punti  dati  sia  airinfinito:  poiché, 
se  Jf^6\M'=^C"  soddisfanno   alla    (p,    questa    pnà    scriversi 

sotto  la  forma  —  ^^        "^  BC^  BKF  ^         '  e  3e  è  ^'  all'  m- 

finito,  diventa  -^r^  =  ^'  iTm>  (*i^^®  ^  ^'  ^^   quarta   proporzionile 

in  ordine  a  BC ,  AC j  ^'C"),  ed  é  T  equazione   di    una  proietti- 

vitàj  1  CUI  punti  uniti  E^F  danno    — j— ; —  =  a'.- —        -. 

x»£  /li' 

Come  si  applica  in  questo  caso  la  seconda  soluzione  da  noi  dat&j 
tenendo  conto  delle  (28'  del  n,o  132  ? 

(^)  Questi  due  problemi  della  setione  di  ragione  e  della  $tziùm 
di  spazio,  cosi  denominati  da  Apollonio,  furono  trattati  da  Ini  in 
due  opere,  divisa  ciascuna  in  2  libri ^  e  contenenti  la  prima  181 
proposizioni  e  la  seconda  12^. 
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Questi   fJu©  problemi  sono    cubi    particolari   t!i   quello    Hsolnfò 
al  T\.o  14t?,  r). 

Flessati  i  «ensi  positivi  dì  ii  ,  u'  si  assuma  in  u  un  punto  arbi- 
trario Mi  e  si  determini  il  punto  3/'  di  u'  tale  che  sia  AM:  ÌVM^^X, 
Siccome,  al  variare  di  M,  i  punti  3/ ,  J/'  descriv^ono  due  punteg- 
giate similij  il  primo  problema  «ara  risoluto  da  ciascuno  dei  raggi 
uniti  di  quella  proiettivitij  nella  quale  si  corrii^pondono  SA  e  SIì\ 
HM  e  SM\  e  le  |]  ad  u  j  u^  condotte  per  S^ 

Be  poi,  aiisnnto  il  punto  arbitrario  M  di  «  ,  si  determini  il 
punto  M*  di  ii\  in  guitìa  che  sia  AMxB*M*='/^  ì  punti  M  ,  3/' 
genereranno  una  proietti vit A.  che  avrà  ^4  ,  B'  per  punti  limiti.  In 
coKsegtienza,  il  secondo  problema  sarà  risoluto  da  ciascuno  dei 
rtggi  uniti  di  quella  proietti  vita,  nella  quale  alle  rette  SA^SM  ed 
alla  l'  ad  a  condotta  per  S  corrispondono  ordinatamente  la  |]  ad 
n^  condotta  per  S,  e  le  rette  t^M'  ,  Sìi\ 

Si  osservi  in  iìne,  che.  caug landa  il  senso  positivo  di  una  delle 
rette  u  ,  u\  si  avmnno  in  generale  due  altre  soluzioni  per  eia- 
scano  dei  due  problemi,  i  quali  ammetteranno  quindi  in  general© 
quattro  soluzioni  {^^), 


(')  Se  nel  primo  problema  si  suppone  che  sia  \=  1  in  valore 
aife^loto  e  elle  i  punti  .1 ,  1?'  criincidono  col  punto  ìm*=BlIj  condotta 
j^er  A'  la  |1  ad  u  che  seghi  »'  nel  punto  1*  [che  nello  punteggiate 
('*}»("'Jf  sezioni  del  fascio  di  rag^i  (S),  è  il  punto  limite  di  (»')], 
cia^cano  dei  ponti  in  cui  u'  è  segata  dal  cerchio  che  ha  per  cen- 
tro /'  e  per  raggio  /'jl?  put^  (nota  a  pag.  117)  essere  assunto  come 
punto  E*  (le  altre  due  soluzioni,  coincidenti,  sono  date  dalla  retta 

Se  poi  ^  essendo  À  —  l  in  valore  assoluto ,  i  punti  A  ,  B^  non 
coincidono  con  //  ma  sono  allineati  con  Sj  costruiti  i  punti  J,  l\ 
in  cai  le  rette  u  ,  u*  sono  segate  dalle  \\  ordinatamente  ad  u*  ,  u 
condotte  per  H^  eia^icuno  dei  punti,  in  cui  uh  segata  dal  cerchia 
che  ha  J  per  centro  e  /'i/  per  raggio,  può  esaere  assunto  come 
punto  iE^^Ie  altre  due  soluzioni,  coincidenti,  sono  date  dalla  retta  JA\ 

Se  j  quali  che  aleno  A  j  W  ^  il  punto  S  è  air  infinito ,  o  u ,  t*' 
sono  parallele  ? 

Sej  essendo  if  un  punto  al  finito,  si  suppone  B'^A^II^  il  secondo 
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12,  T>,it>  tiTi  ^  ÀB(J^  iscrivt^re  in  esso  tin  rettangolo  equìmletitp 
ad  nn  dato  qnarlmto. 

Siipponiania  che  il  rettangolo  richie.sto  debba  avere  due  v^r- 
tici  Bulla  retta  BC^  e  gli  altri  due  riapottivaniente  sulle  rette  /iJ, 
Cà  \  ©  condotta  la  Tiìì ±  a  BC  ed  uguale  al  lato  del  dato  qua- 
drato ,  e  tagliata  sopra  BC  la  BM—Hlìj  si  compia  il  quadrai 
MBDG.  Posto  ÙG'AB^M\  se  m  conduce  per  M  la  H  ad  AH 
che  seghi  DG  in  7/^  sarà  il  nBMHM*  equivalente  al  dato  qua- 
drato, Stì  quindi  siseri  ve  nel  y  ABC  un  n  equivalerne  al  oHMHM^ 
e  tale  che  sia  B  uno  dei  due  vertici  situati  sopra  BC,  ì  due  ver- 
tici situati  sopra  AB  j  BC  saranno  due  ^vertici  del  richiesto  ret- 
tangolo* 

Ma,  per  tutti  i  UMJìM\H^  di  comune  ^  ABC  ed  equivalenti 
al  UÌO!ÌÌM\  il  prodotto  BM^XBM\  dei  lati  che  comprendono 
V  Ps  ABC  ^  uguale  a  BMXBM\  ossìa  è  costante;  e  perciò  M^  Jl\ 
generaDo  due  punteggiate  proiettive^  nelle  quali  si  corrispondoDo 
MjM\  In  ccinsegueujiaj  le  rette  MJi^  ^J/'7/i  generano  due  fasci  pro- 
iettivi, che  Lanno  MJl  ^  M*II  per  raggi  corrispondentij  e  ì  puulì 
iV^//j- J0=  A'i  j  M\H^^  AC^  X\  genenino  una  proietti  vita  P, 
nella  quale  si  corrispondono  i  punti  MIl  AC^N ^  M*H'  A(^'€^y\ 
Dunque,  se  ^  ò  un  punto  unito  di  P,  sarà  B  un  vertice  dì  unn 
dei  quattro  rettangoli,  che  in  generale  risolvono  il  prolilema. 

Or  siccome,  secondo  che  M^  (o  il/'|}  ceincide  con  7?,  il  panto 
M^  {o  il/J  va  all'infinito,  ne  segue  che  J,  C  sono  i  punti  limiti 

di  P|  ossia  è  Pe^  ^  ^  ^^, ,  e  se   ne  salino   costruire  i   punti  a- 

niti  ('). 

IB,  Dato  un  punto  A  n eli' intemo  di  un  cerchio  4*  <^i  centro  0, 
costruire  due  punti  ^  ^  O  di  ò  tali   che   gli    a  ABC.BCA  siew 


problema  può  eminciarst  dicendo:  condurre  per  ^V  \ina  trasversale, 
elio  formi  con  n ,  u*  un  y  di  data  area  (cfr.  142,  e), 

(^)  Cnnducendo  pel  punto  medio  0  di  AC  la  J,  ad  .4/5,  che  se- 
ghi BC  in  P,  e  tagliando  sopra  BA  il  Hegmento  7Ì7*'  tale  che  sia 
LJIxBM:^  BPXBP\  la  parallela  a  BC,  condotta  per  F,  st- 
ghei^  AC  ufA  punto  0'  corrispondente  ad  O  in  P;  o  quindi  [ìliO, 
f)  il  cerchio,  che  ha  per  centro  0  e  per  raggio  )a  media  pro- 
porzionale tra  00'  ed  OC,  segherà  AC  nei  punti  uniti  di  P. 
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J(>ji]>i  ilegli  A  OBO j  BfX):  o,  in  altri  tennini,  data  una  posi zìonci 
A  ài  ima  palla  iu  iin  bigliarcir»  circokire,  (^imle  è  Ìl  camunrio  ABC  A 
dm  la  palla  deve  pereorreréj  affinchè  ritorni  m  A^  dopo  aver  per- 
cossa due  volte  il  bigliardo  ? 

È  chiaro  che,  essendo  ugnali  gli  A  OliC,  BCOj  tali  do\Taniio 
essere  ancora  gii  a  ABV  ,  BOA  ;  omhi  saniwno  isosceli  i  trian- 
goli OBCjABCj  e  perciò  la  retta  AO^BUBKrk  ±  a  BC  nel  suo 
yunto  medio  Z>,  Ora,  se  si  a,'^MQtiie  in  ^  un  punto  arbitriirlo  A""^  e 
s'indica  con  L  il  punto  di  a  tale  che  sia  AAKQ—AOKLj&nrk 
L  ia  generale  diflTerente  dalla  proieEiono  ortogonale  M  di  K  so- 
pra u  y  ed  L  ,  3/  coincideranno  con  D  quando  A*"  è  il  punto  cer- 
cato B.  Ma  j  indicando  con  N  il  punto  comune  ad  u  e  alla  tan- 
gente di  ^  in  A',  il  gruppo  ALOX  h  armonico,  mentre  J/,  N  Bm\i\ 
punti  recìproci  a  i^.  In  conseguenza,  al  variare  di  A",  i  punti  L^  N 
ijì  corrisponderanno  in  una  proietlività  P  che  ha  (Hfì|  rj  J^Opor 
ponti  uniti;  ed  indicando  con  E  quello  dei  punti  u^^  che  è  in 
parto  opposta  ad  A  rispetto  ad  0,  e  costruendo  il  gruppo  armo- 
nico OEAPj  sarà  PE  un'  altra  coppia  di  P,  Ma  Mj  N  sono  con- 
iugati neir  in  voi  adone  ì  di  punti  reciproci  situati  aopra  it.  Dnn- 
que,  indicando  con  A^  il  punto  di  ti  reciproco  ad  *l,  i  punti  L^  M 

A   0  P 

s!  corrisponderanno  nella  proiettività  PJ^  .|        „  ,   della    quale 

DUO  dei  punti  uniti  coinciderà  quindi  con  D. 

Ora,  costruendo  i  vertici  S  ^  *%  del  diametro  di  i  X  ad  n  ,  e 
proiettando  da  S  sopra   '^   la  proiettività   P)  ^  m  ottiene  un' alti  a 

i    ^  P 
proiettività  ('^)^£^f    r,    J^  il  cui  a.Hse   di   coUineazione   passerà 

por  ì  punti  SP^  -  ES^^(J  ,  SA^  -  6\.4'j  :  e  qoest'  ultimo  coincide 
c^d  punto  A  di  *ÌA^\  perchè  la  retta  u^  reciproca  di  SS^  sega  in 
A'  il  kti>  8A\  del  \j  iscritto  SS^A\  ^  e  quindi  deve  segare  jS'i/1', 
nel  punto  reciproco  di  A\  che  è  A,  Indicando  qmndi  con  //quello 
tH  punti  comuni  a  ^  od  all'  asse  di  collineaziono  AG  che  è  in 
pure  opposta  ad  A  mpetto  alla  retta  J^S^  ,  la  retta  67/  segherà 
«  in  D.  Ma,  posto  SA'ES^^Q^  il  gruppo  QGE^i  è  armonico 
'perchè  pros^pettivo  al  grappo  armonico  APEO)\  e  posto  SE-  AS\^Fj 
il  iiuadrangolo  ESAS^  aio^Eia  che  il  gruppo  di  raggi  /TQO/^X,  ? 
i*  armonico  ,  e  quindi  la  retta  FO  deve  passare  per  6r.  DunquCj 
ai  ha  la  seguente  soluzione  del  problema  proposto. 
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Si  d eternimi  quello  E  dei  punti  comuni  a  *^  ed  atta  rtUa  A<feti 
th€  è  in  parte  opposta  ad  A  rispetto  ad  0  j  e  si  cof^tritiscam  i 
r  erti  ci  S  ,  S^  del  diametro  di  '^  J^  ad  mi  indi  si  determinino  i  punti 
SE'  ASi  £sF  ,  FO  '  ES^  ^G,  non  che  quello  H  dei  punti  comum 
a  ^  ed  aUa  retta  AG  che  è  in  parte  opposta  ad  A  rispetto  nìla 
retta  8S^ ,  e  il  punto  u  ■  SH  ^  D:  la  J_  in  D  irrf  u  segherà  ^  nei 
richiesti  punti  B^  C  ('). 

14.  Per  un  punto  S^  assegnato  nel  piano  d'i  due  date  rette  um' 
non  apparfreneoti  ad  ^-j  condurre  due  trasver.Hali  che  determinino 
sopra  «  j  u'  segmenti  uguali  riìjpettivamonte  a  dati  segmanti  di 
TI  ,  u\ 

15.  Date  due  punteggiate  pr*ùettive  in  un  piano  c^  costruire 
1."  due  segmenti  corrispondenti  uguali  rispettivamente  a  due  dati 
segmenti  di  u  ,  u';  2*°  due  segmenti  corrispondenti  che  sidno  ve- 
duti sotto   A    assegnati  da  due  punti  dati  in  e. 

16»  Dati,  in  un  piano  e,  un  punto  S  e  due  coppie  (u)  e  (u'ìi 
(v)  6  (u')  di  punteggiate  proiettiate ,  condurre  per  8  una  retta  * 
tale,  che  i  punti  su  ,  sv  abbiano  per  corrispondenti  in  («') ,  (p') 
due  punti  allineati  con  S^ 

Si  può  supporre  che  i  sostegni  w' ,  r'  camcidano  rispettivamente 
con  « ,  7> ,  0  che  i?,u',r'  coincidano  con  ti.  Ma  in  quest'ultima 
ipotesi  il  problema  si  riduce  a  costruire  (1^2^  q)  una  coppia  c>y- 
mune  alle  due  date  proietti  vita  di  punti. 

17*  Dati  due  punti  S^  V  e  due  rètte  Uju'  di  un  piano  e,  al- 


(^)  Se  Bi  vuole  il  cammino  AUEVAj  che  deve  percorrere  la  pali» 
A  per  ritornare  in  A  dopo  aver  percosso  tre  volte  in  Uj  E,  rìl 
bigliardoj  il  perimetro  di  un  V  equilatero  UBV^  iscritto  in  ^  el 
il  cui  lato  UV  passi  per  Aj  sarà  il  cammino  richiesto;  e  il  pra- 
bleraa  sarà  risoluto  da  due  di  questi  v  »  o  da  uno  solOj  secondo 
che  JO  supera,  o  nguaglra,  la  metà  del  rnggio  di  ^.  Inoltre,  quando 
h  AO  maggiore  di  un  terzo  del  raggio  di  sj/,  si  avrà  un  altro  e^tù- 
mino  AVEVA  ,  nel  quale  sarà  E  quello  dei  punti  comuni  a  ^  ed 
alla  retta  AO  che  è  in  pane  opposta  ad  .4  rispetto  ad  0,  men- 
tre i  punti  Ut  V  disteranno  da  -4  per  la  media  proporzionale  tr» 
AO  ed  AE, 
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logore  tra  f*  ed  n'  iiu  segmento  rottili neo,  die  sia  veduto  da  *S,  V 
softo    A    dati. 

18.  Assegfxati  duo  punti  eorrispon denti  A  ,  .1'  in  due  dato  pun- 
teggiate proiettive  (u)  i  (m'),  costruire  due  segmenti  corrispondenti 
AMjA'M^  tali,  che  II  raj^porto  AM:  A\}I^  =  l  sia  dato. 

19.  Dato  due  punteggiate  proiettive  sovrapposte  (w)  j  (w^,  co- 
struire due  punti  corrispondenti  Jtf ,  M\  il  cui  punto  medio  sia 
ari  punto  assegnato  della  retta  if,  o  tali  dio  M^P  sia  uguale  ad 
un  dato  segmento  di  n. 

20.  Data  nn^  iuvoluzioue  J,  che  rappreseuta  una  coppia  di  punti 
di  una  retta  w,  trovare  due  altri  punti  M  ^  M'  di  u  tali  che  il 
Ijrnppo  ÌMM*  sia  prijiettivo  ad  un  gruppo  dato  e  il  segmento  MM^ 
sia  uguale  ad  un  dato  seginentcì  di  tt, 

21.  Dati  nn  punto  S  ed  n  rette  u^u^  ,  ,  ,  u^^  di  un  piano  ff,  e 
supposto  che  un  raggio  dì  luce  parta  da  S  e  ei  rifletta  succes- 
sivamente sopra  u^u^  .  ,  ,  w,^  j  determmare  la  direzione  del  raggio 
iniziale  in  guisa  che  1'  ultimo  rnggìo  riflesso  faccia  con  esso  un 
dato  angolo- 
Basta  osser\'are  che  il  raggio  incidente  e  i  successivi  raggi  ri- 
flessi, descrivono  ftisci  di  L^  ordine  tali  che  ciascuno  ò  prospettivo 
al  seguente. 

2^,  Date  n  terne  di  rette  ^ih^u^  ,  a^b^u^  >  ■  ■-  ?  ^a^*n^^n  ^^^  ^^'^  piano 
-3,  e  posto  «^^>J  ^  S\  ,  n^b^  ^^  *S'^  ,  .  .  -  ,  ab ,  ^  *S*„,  coritruire  un  eu* 
aagono  semplice  in  guisa  che  i  suoi  vertici  aurscessivi  1,  L^,  3j  .  .  .  ,  n 
giacciano  rispettivamente  in  «,  ,  !t^  ,  ?^3  j  »  .  ,  ,  it^  e  che  i  gruppi 
di  raggi  S/a^h^ì^)  ,  JS^{aJ}./2^)  ,  ,  •  .  ,  S,^{^f^h^^nl)  sieno  proiettivi  a 
groppi  dati. 

Si  hanno  due  casi  particolari  di  questo  problema  se,  in  vecs 
di  richiedere  che  S^{ajj^ì2)  ^  .  .  ,  ,  SJ a, fifoni)  sieno  proiettivi  a 
grappi  dati»  ni  vuole  che  gli  A  1*9,2  ,  26\:^  ?  -  ■  -  »  nS^l  meno  uguali 
ad   A   dati,  o  abbiano  date  bisettrici. 

23.  Date  n  terne  di  punti  AgBy^L\  ^  A^ÌÌ^U^  t  -  *  -  i  ^h^h^\  ^^ 
un  piano  c^  e  posto  A^B^^s^  ^  A.mB^^  n^  ^  .  *  *  j  A^Ji^^n^^  co- 
struire un  enniìatero  semplice  in  guisa  che  i  lati  successivi  K  'i,*-.*,  n 
passino  ordinatamente  per  U^  ^  f^^  ^  ,  ,  .  ,  C7^  e  i  giu[ipi  di  punti 
*i(/lj8il2)  ,  *  -  .  »  liJ^Aj^B^^nl)  sieno  proiettivi  a  gruppi  dati. 

Si  hanno  due  casi  panicolari  di  c^uesto  problema  se,  in  vece 
di  richieder©  che  i  gruppi  B^{A^B^\'Ì)y  .  .  .,  i$^{A^Bj^nl)  sieno  pro- 
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iettivi  a  gruppi  dati^  si  vuole  che  i  Megmeuti  sjì2)  ^  ,  •  .  /JJTÌiÌ) 
gieno  uguali  a  .segmenti  dati,  o  iibbiauo  ilati  punti  medii. 

24.  Dato  un  ennagono  piano  semplice  A^A.^  ,  .  ,  A„^  costruire 
un  altro  ennagono  semplice  circoscritto  al  primo  ed  iiicritto  in 
esÈjO, 

È  facile  dimostrare  che  il  problema,  evidentemente  assurdo  per 
n  =■  Zj  è  tale  pure  per  n^4j  ma  è  indeterminato  per  n  -5. 

Di  vero,  se  ABCUE  w  un  dato  pentagono  e  si  vuole  che  i  lati 
succe.ssivi  del  pentagono  rich lento  pa.'^Hiuo  ris^pettivamento  per  ì 
vertici  ADBECj  si  vedrà  che,  conducendo  per  -l  una  triisversale 
arbitraria  Oj  che  seglii  DE  ,  BC  ordinatamente  in  A\  B\  e  posto 
DB'  -  E  A  =  C  '  ,  BC"  •  CD  --  7/  ,  ED'  'AB  =  E\  la  retta  CE  '  pas- 
cerà per  A^  (e  sarà  quindi  A^B^C^T/E'  ini  pentagono  ii^critto  uel 
pentagono  ABCDE  e  circoscritto  ad  esso)  ;  poiché,  variando  «,  ì 
punti  A\  CE^'DE  generano  una  proiettivìtàH,  clie  m  verifica  avere 
tre  jmriti  uniti,  quando  per  a  si  assumono  le  rette  ABj  AC,  A  Ih 

Se  è  dato  un  quadrangolo  ABCf),  «ì  verificherà  che  è  cìeìica 
di  'ìy  ordine  quella  proiettività,  di  cui  ciascun  punto  unito  [h>- 
treljbe  assumersi  come  un  vertice  del  quadrangolo  iscritto  nel  qua- 
drangolo AB  CD  e  circoscritto  ad  esso, 

25.  Si  dimostri  la  seguente  costruzione  del  problema:  iscrivere 
in  una  data  conica  £3  un  y  123,  i  cui  lati  12,  2*3,  31  past^ino  or- 
dinatamente per  i  punti  /l,  2i,  C  assegnati  nel  piano  e  di  C3. 

Si  costruisca  il  y  A*B'C^  reciproco  di  ABC ^  e  si  determioiao 
i  pnnti  CC-  A'B'e^L  ,  AA*-  B^C*=^M:  ciascuno  dei  punti  com ani 
a  w  ed  alla  retta  LM  può  essere  assunto  come  vertice  1  di  uno 
dei  due  v  che  in  generale  risolvono  il  problema. 

26.  Date  quattro  retto  ahcr^  sgliemba  a  due  a  due,  costruire  la 
coppia  di  punti  ctimuni  ad  r  ed  alla  qiiadrica  rigata  Q  de  fi  a  ita 
dalle  sue  tre  direttrici  ahe, 

I  fasci  di  piani,  che  proiettano  da  a  ,  h  la  punteggiata  (r),  de- 
terminano sopra  r  una  proietti  vita,  la  cui  involuzione  unita  J  rap- 
presenta la  richiesta  coppia  di  punti. 

Se  I  ha  i  punti  doppi  reali  E  ,  F^  le  generatrici  di  ft,  che  pas- 
flano  per  E  ,  F  (ossia  le  retto  che,  passando  per  E  ,  Fj  si  appog- 
giano ad  ttyf/^  e  quindi  anche  a  e),  sono  le  rette  che  si  appoggiano 
alle  quattro  rette  dato  abcr. 
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27.  il)  La  costmziono  del  punto  unito  al  fuiìto  in  due  punte<>j- 
f^mte  BÌmili  ì^ovra|»p^ste  condole  alUv  nota  Teijnla  aritmetica  di 
fiiha  Itosi zione  {doppiai)  per  la  risnhi alone  dì  uti  sistema  di  n  e- 
qimxioiii  di  l."^  grado  tra  n  incognite  x^x^  .  ,  ,  .'t*„. 

Per  brevità  fiupporremo  n  =  S;  e  suppoiT^mo  pure  (ciò  che  si 
può  sem^pm  ottenere)  che  il  siìjtema  sia  della  forma 

nipntre  poi  sostituiremo  alla  (^  Tequazione  a.^x.^  ^^'3^^4  +  ^3  =  0(7, 
rlové  w^  è  una  quarta  incognita  auisi Ilaria. 

Assunto  per  x^^  un  valore  arbitrarioj  e  trovati  i  corrispondenti 
valari  di  sc^  j  jp^  ,  -r^  mediante  le  tre  equazioni  {%  (y,  si  avrà  in  ge- 
merale  per  x^  un  valore  differente  da  ar^.  Ora,  s^e  «'  immagini  che 
x^x^x^j-^  e.*^primano  in  valore  e  segno  le  distanze  dei  punti  variabili 
.Vi  J^J^Xi  di  una  retta  r  ila  nn  punto  fisso  L  di  r,  è  chiaro  (129,  h) 
rlie  A'i-Y^XjX^  descrìvono  punteggiate  proiettive  tali  che  ciascuna 
è  simile  alla  seguente  ;  e  quindi  anche  X^  ^  X\  gL?nereranno  pun- 
teggiate simili,  il  cui  ptinto  unito  al  finito  JE  darà  in  LE  il  va- 
lore di  aTj  eh©  soddisferà  alle  (?,  {^,  Ma  ,  dando  ad  A"j  due  po- 
sizioni A'',  j  X*\j  alle  quali  corrispondano  per  ,Y,  le  posizioni 
l'i.X'V  è  noto  (-16,  n'  che  dev'essere  X\E:X'^E^X\X'\  :  X\X"^, 
o^Mix   LE-^LX\  :  LE-LX'i^LX",  ^LX\  :  /.X"^  -LX\,   d'  on- 

^^      LX\{LX^\-LX^\yLX^\(LX\^LX\) 
ae».  trae  LE= -^^^^-^^L^^  mentre 

LX[^-LX\  ,  LX'\-LX^\  sono  le  dlffereuze  tra  i  valori  attribuiti 
ad  a-j  e  quelli  otteiiati  per  a?^,  e  quindi  possono  considerarsi  come 
gli  trrori  relativi  alle  ipotesi  fatte  per  x^. 

Dunque,  soilraenda  dal  prodoito  della  prima  ipoiesi  pel  secondo 
trrort  il  prodotto  della  seconda  tpoteai  pd  primo  errore,  e    divi- 

dmdù  il  ri^idtato  per  V  ecceitso  del  ffecotido  errore  sul  primo,  si 
ùttime  il  valore  di  x^:  e  questa  e  la  nota  regola  alla  quale  si  al- 
ìnm  in  principio. 

h)  Indicando  con  J ^  V  ì  punti  limiti  di  dae  punteggiate  pro- 
iettive non  ?*imìli,  Kit  nate  f^opra  una  sfossa  retta  ?/,  un'equazione 
biella  loro  proiettiviti  P  è  {im,ii)JMxrMr^ìi,o  JM{J.W-JI')=nj 

0  ancora  JMKJM*—Jl*%JM^n,  In  conseguonisa,  indicando  con  x^a 

1  segmenti  JM  j  J[\  i  punti  uniti  di  P  saranno  dati  dalle  radici 
d«ir  equazione  x^'-ax—n-O  (5, 
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E  poiché  ogni  equazione  di  2.^  grazio  ad  iiiin.  iTicognita  e  &  coef- 
ficienti reali  può  ridurai  alia  forma  {^^  ne  negue  che  la  ricerca 
dMù  ràdici  di  un'equazione  di  ^*"  grado  ad  un'incogiiìla  e  a  cuel- 
ficienti  reali,  si  può  far  dipendere  da  q^ìiella  dei  punti  uniti  di  due 
punteggia  te  proiettive  non  simiU. 

28,  8e  una  tras^'ersale  aibitraria  sega  ordinatamente  In  B\D\C 
i  lati  AB^AD  e  la  diagonale  AC  di  un  n  ABCD  ^  si  h\ 
lABiAB'jHAl)  :  .1/)')  =  AC  iAC\ 

29.  Se  AA*  ,  ///?'  sono  due  segmenti  finiti  reali  di  una  retta  u, 

BÌ  ha  AB  +  A'B'  ^AB'  f  A*B^  2 AB. 

i  I 

Mediante  questa  relazione  si  deducsEO  le  (28'  del  n.o  132  d^lia 
(16'  del  n,o  129. 

50*  È  noto  che,  se  tre  corde  sonore  formano  Vacmrdo  perfetto 
magtjiore  (do,  mi,  sol),  le  loro  lunghezze  stanno  tra  loro  come  i 
numeri  1,  7,Jf  i  cui  inversi  8ono  i»  progressione  aritmetica;  e 
perciò  gli  antichi  geometrici  dicevano  che  tre  muti  eri  erano  in 
progrcHisione  armonica  ,  quando  i  loro  inversi  erano  in  progi-e^- 
Bione  aritmetica. 

Verificare  che,  se  si  hanno  sopra  niui  retta  tre  segmenti  ÀIK 
AB  ,  AC  dello  steijso  seoso,  le  cui  lutighcjize  sieno  tra  loro  come 
i  numeri  1  ,  *  ,  \  ^  Jl  gruppo  *\BCÌ}  è  armonico. 

5L  Be  A  ^  A*  sono  i  punti  coniugati  di  un'involuzione  ellitLÌi;5 
(li)  simmetrici  rispetto  al  punto  centrale  O,  ed  3/ ,  Ji' s«io  due 
punti  reali  (qualunque  coniugati  in  (ji)^  il  segmento  3iJ/'  è  m:ig- 
gioro  del  segmento   ^l.i'. 

82,  Dati  due  segmenti  reali  AA\  Ufi*  dì  una  retta  u^  cosi  mire 
il  luogo  dei  punti  J/,  da  ciascuno  dei  quali  si  veggono  i  sogmeiifi 
stessi  sotto    ^^    uguali  tra  loro  o  sappi  e  men  tari. 

^ìL  Date  due  rotte  ||  «,u,  ed  assetati  in  u  duo  punti  reali 
al  finito  A ,  Bj  per  un  punto  arbitrarie  tS  del  piano  uv  si  tirino 
le  rette  SA^  SBj  che  seghino  v  in  À\  H\  Indi  si  ponga  AB'*BA'~Ly 
ti-  SL  =  0,  CA'  AB'  =  M,  H  ■  ,^M  =  D,  DA' -AB*^N,ii' SX^F, 

e  cosi  via.  K  noto  (i>l,/)  esser©   AC=^-^^ABj  e  si  deve  dimostra- 
re esaere  AD  =  -  AB^  AE  =  -.  Afì^  e  cosi  via* 

34.  Se  AA'IÌB*   (^   \m   gi'uppo   armonico   di  punti  reali   dì  non 


\ 
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retta  u,  ed  è  3f  uà  punto  arbitrario  al  finito  di  u,  si  ha 
{AA'B)(AA>B>)  +  {AA'JÌ)  =  0    ,     {AA'B)^  =  (AA'B)  , 

inn'A)=-iBAA)=-{AB'A)   ,   'aP+BB'=  AJP , 

1  1  11111 

{MA+MA'){MB  ^MW)  =  2MAXMA'-\'2MBXMD'. 

In  fine^  il  coniugato  armonico  di  A  rispetto  a  BB*  coincide  col 

i 

coniugato  armonico  di  B  rispetto  a  CC\ 

X 

35,  Dedarre  dalla  relazione  (30  del  n.o  132  una  costruzione  pel 
punto  centrale  deir  involuzione  \^AA'  ,  BB^\ ,  e  dedurre  dalla 
(20  ,  del  n.<*  132,  una  costruzioce  per  i  punti  doppi  di  J. 

36,  Indicando  con  aa*bb'm  cinque  raggi  reali  di  un  fascio  {S)  e 
con  a  fòle  bisettrici  dogli  A  aa*  ,  ftò',  si  ha  A  ma-h  A  wa  =2  A  ma, 

i       i  1 

A  aè  +  A  a*b'  ^  A  ah*  +  A  a'ft  =  2  A  ab. 

1  1 

37,  Indicando  ordinatamente  con  e* ,  a' ,  b*  le  bisettrici  degli  A 
ab  ,bc  j  ca  dei  raggi  reali  abc  di  un  fascio  (S)  e  con  a" ,  6",  e" , 
raggi  reali  dì  (8)  ±  rispettivamente  a  e',  a',  b',  si  hanno  le  invo- 
luzioni \aa'\  hV\  cc"l  ,  1^^'^,  hb\  cc\  ,  \aa\  bb'\  cc'|  ,  \aa'y  bb\  cc"|. 

38-  Le  bisettrici  dei  supplementi  degli  a  sotto  i  quali  i  lati  di 
utt  V  B0^<*  veduti  da  un  punto  assegnato  nel  suo  piano  (o  le  bi- 
settrici di  due  di  questi  a  e  la  bisettrice  del  supplemento  del 
terzo)  segano  ordinatamente  i  lati  stessi  in  tre  punti  per  diritto. 

39.  Se  ABC  =  abc  è  un  v  circoscritto  ad  una  conica  C3,  il  cui 
A  reciproco  è  A'B'C^^a'b'c^y  ed  una  retta  r  seghi  abca'b'c*  or- 
dinatamente in  LMNVM'2^',  si  ha 

LM^XMN'XNM'=L'MXM'NXN'M. 

40.  Se  una  retta  r  sega  una  conica  C3  nei  punti  reali  al  finito 
Ej  F,  e  s'  indica  con  B^  T  intersezione  di  r  col  lato  A^A^^^  di 
un  poligono  semplice  A^A2  •  »  •  A^j^  di  2n  lati  iscritto  in  C3 ,  si  ha 

EB^  X  EB^  X  ...  X  EB^n-^t  _  FB^  XFB^  X...  XFB^,^^^ 
EB^  XEB^X...X  EB^^      "  FB^  XFB^  X  . . .  XFB^^ 
Sahhia — Geometria  proiettiva,  45* 
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41-  Dati  j  in  un  plano  g  ^  un  cercliio  ^  di  centro  O    e  dì  rag- 
gio p  ed  im  punto  al  finito  Pj  se  si  conduce  p<*r  P  una   trasvc^r- 
gale    arbitraria    &    che    seghi    ^   nei    ponti    reali    MjM'^    sarà 

ig  ^  POM  ig  ^  POM^  =  (PO  -  ?}:  (PO  +  p)- 

42,  a)  8e  ^jvl^  .  .  .  /l^  ,  ZJ,/ijj  .  .  .  U^^_^  sono  dae  gruppi  di  n  , 

ed  «-1  punti  reali  di  una  retta  u^  si  ha  T  identità 

La  (a  è  vera  per  n^2^  perchè  si  riduce  alla  (3  del  n,*>  128, 
Dan  quo  basterà  prò  varo  che  la  (a  è  vera,  so  si  nramett©  che  essa 
sia  vera,  mutatirlo  n  in  n-l, 

h)  Se  AyA^  ,  ,  ,  A^^  ^h^h  ^  ■  ^  ^h-i-\  ^^^^  ^^^^  gruppi  di  n 
ed  n—t-1  puatl  reali  di  una  retta  «,  dove  é  è  uno  dei  numeri 
1,   2j  ,  ,  ,  ,  w— 1,  si  ha  r  identità 


s 


jÌ^/?iX^^/J^X  ■  >  ■  A^B^_f_^     _ 


^0  (S, 
la  quale,  por  ^=w— 1,  diventa 

V -J_ =o(:v. 

Le  (^  1  (^'  si  dimostrano  dividendo  la  {^l  per  4|B,,_.,  e  poi  sup- 
ponendo che  ^,j_,  vada  all'  infinito  ;  indi  divìdendo  il  risultato 
per  A^B^_^y  e  poi  supponendo  che  Bj^^^  vada  ali' infinito  ^  e 
cosi  via. 

Per  «-3  y  é=l  ,  la  (^  si  riduce  alla  (10  del  n,"  V2B. 

e)  Supponendo  in  (gf.   e  (^  che  ì  punti   B^B^  .  •  ,    coincidaoo 
in  un  Bolo  punto  B^  si  ottiene 

e  se  ?ì-l  [o  n-t-l\  è  un  numero  pari,  la  (y  [o  la  (S]  è  vera  an- 
che quando  B  è  un  punto  non  appartenente  ad  u. 
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La  (7,  per  «—1-2,  si  riduce  alla  (U  tlel  11,0  128- 

43,  Se  ABCD  sono  4  punti  ai  finito    di    una   retta    Mj    si    ha 
AhxBCxCA-BCxCDxDnì-CDxDAxAC-DAXABxnn^O. 

44,  l!)e  ii|i4^  .  p  ,  ^'^a^  sono  n+l  punti  reali  al  finito  di  una  pun- 
teg^ta  (u),  ai  ia 

Se  ne  dedoca  (135,  <?)  che,  so  a,^i^„,  «^m  sono  n-hl   raggi  reati 
di  un  fascio  (À'),  si  ha 

45,  Se  uabb'  b  un  gruppo  armonico  di  raggi  in  un  fascio  {S\ 
si  ha 

(  bb*a  f  =  (  Ò6V  f  =  sen2ab  :  Ben2ah* , 

1  1 

Benha SBfìba'  =  -^  tg  bb'sen^ba  , 
*  i 

sen  ab  senab'      cos  ab  cùs  ab* 
Il  ti 

-  ;; —  == — =  COS  bb'  j 

gen'-aa  co9aa 


cos  aa  *  cos  bb*—  cos2  a  b  , 
1 X 

mnbasenba*  -^  ssenò^asenbUt*  —  ^iìti^bh* coìraa  , 

tfah={ig^aa^tgHb)  :  (1  +  tg^aatffbb), 
ut  i  \  % 

<li>ve  a  ,  h  SODO  le  bisettrici  degli    ^  aa*  ^  bbK 
t     1 

4G.  Coatmire  un*  iperbole^  conoscendone  4  punti  e  T  A  dei  suoi 
asiintotl 

47,  Se  J/  ,  M'  sono  due  punti  reali  al  finito  di  una  parabola 
w^  la  distanza  del  polo  L  della  rotta  M}r  da  una  tangente  qua- 
Inaqne  ^  di  zz  è  media  proporzionale  tra  le  distaiiae  di  M  ,  M* 
tìii  f. 
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48<  Costruire  una  parabola,  conoscendone  il  vertice  A^  un  pniito 
J/,  ed  una  tangente  L 

49.  a)  Dati  n  punti  AiÀ^ .  ,  .A^  dì  una  retta  r,  ae,  aasonto  ili 
r  un  punto    arbitrario  il ,  è  iltf  il  punto    di  r  individuato  dalla 

f*  n 

relazione  nAM=  S,  AA^  (et,  sarà  pure  nBM=  lÙ^  BB^  (g,    dove  e 

B  un  altro  punto  arbitrario  di  r',  poicbè  la  (a  può  scriverai  sótÈo 

la  fon 

Ia(p. 

fl 
In  conseguenza^  per  A=Mj  la  {%  dà  I^  3/.4,  =  0  (y»  ed  il  punto  M 

dicasi  centro  deìh  medie  disianze  dei  punti  A|A^..<Àj^  di  r}  e  la 

(a  stessa  dà  il  facile  modo  di  costruirò  M, 

b)  Dati  74  4-  1  punti  AAJA^.*.Af^  di  una  retta  r ,  il   punto  M 

n        **    1 

di  r,  individuato  dalla  relazione -j^=  I^-T-j  (ò,  si  chiama  centro 

armonico  dei  punti  AjAg^^.A^  rispettò   ad  A^  ed  AM  si  dice  me- 
dia armonica  tra  le  distanze  di  A,A2.*»A„   da  A, 

e)  Ora,  se  /S  è  un  punto  assunto  in  un  piano  p  di  r  j  ed  ù 
/  una  retta  qualunque  di  p  non  ||  ad  r,  posto  SM'T^^3!\ 
iSA^-r^A^^t  e  indicando  con  /'  l'intersezione  di  r^  con  la  1' ad 
r,  condotta  per  S\  saranno  prospettive  le  punteggiate  Jao  MAiA^^^i 
m^I*3rA\A*^,.,:  e  quiadij  se  k  è  la  norma  di  questa  proietti  vita  di 
punti ,    si    ha    (129,  a)    AMX  PM'  ^  AA,  X/M',  =  fc  ,    d'  ondo 

1        PA* 
1:   A31  =  TM^  ik  ,    -—  =  —r^"  ^^  conseguenza  la  (o  si  muta  in 

n 

nl'M*  —  ^.  A*A\;    e    la  coBtrazione    del   centro  armonico  M  di 
i 

A^A^^.^  A^  sì  riconduce  alla  costruzione  del  centro  delle  medie  di- 
stanze di  A\A'^..,A'^. 

d)  Si  può  puro  procìdfìre  alla  costruzione  del  centro  anno- 
nico  M  nel  seguente  modo. 

Si  costruisca  il  gruppo  armonico  A^A^AB^  e  si  bisechi, /t^i  ìa 
€\]  indi  si  costruisca  il  gruppo  armonico  CfA^AB^  e  sì  bisechi 
Aìl^  in  Ci  ;  e  cosi   vìa  ,   sino   a   costruire    il   punto    ^„_|  :    ^^^ 
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2  J_ 


2 


AA^    '  AC\        AB^ 


1  i 


1 


+ 


1 


AA.       AA 


e  cosi  continuando,  si  ottiene 


fi 


1 


AB, 


n-f 


i'^^U 


AM 


;  d'  onde  risulta  la  (s. 


e)  Dn  ciò  segue  che,  dati  un  punto  A  ed  n  piani  a^a^,.,  a^ 
(aiwera  n  rette  a,B^  ...  a„  di  un  piano  p),  «e  ima  retta  variabile  r  di 
A  $€^a  ^,04,..^^  (o  a,a3...a|,)  in  AjA^-.-A^  ,  e  #*  costruisce  il  centro 
armonico  M  dei  punti  A,Aj..,A^  rispetto  ad  A,  illuoga  del  punto 
M,  ci/  variare  di  r,  s«rà  wn  piano  a^  che  ai  chiama  piano  polare^ 
a  armonico  ,  di  A  ris^pHto  ad  Gt,^g...^„  (0  tma  retta  che  si  chia- 
ma retta  polare  ^  o  armonica^  di  A  rifipetio  ad  fi^ix^.,.afi):  poiché^ 
p.  e.,  il  luogo  di  ^1  sarà  la  polare  b^  di  A  rispetto  ad  a^  ^  a^ , 
a  il  luogo  di  C,  sarti  una  retta  C|  ||  a  ò,  ;  indi  il  luogo  di  /i^ 
J«u"à  la  polare  di  A  rispetto  a  e,  ,  o.j ,  eco* 

/)  La  (S  equivale  a  (^^-  -1-)  +  {±- ±-)  +  .  .  . 
"i- 1 -TTj^ —  j  j"J  ==  0  ,  la  quale  si  muta  successivamente 


in 


MA, 


^^^^^...^ 


MA 


AMXAA^      AMXAA^ 

AA^ 


AMXAA 


AA^ 


MA,-\-MA,~l-^  .  .  .  ^  MA/~*  =0; 
AA^  ^  AAf^ 

e  quindi,  per  A  air  infinito  si  ha  MA^  +  MA^  -f  .  .  .  +i/"-l^  =  0. 

Dunque^  il  centro  armonico  di  n  punti  A,A^...A^  dì  una  retta 
t  rinpetto  ad  un  punto  A  di  r  ha  per  iimite  il  centro  delle  medie 
di$tansc  di  À|A^..,A^ ,  quando  A   tende  all'  infinito. 

g)  Se  il  punto  A  è  in  e)  airintinito ,  ossia  se    la    retta   r  si 
muove  parallelamente  a  sé  stessa? 

50.  So  P  è  un  punto  al  finito  nel  piano  di  un  oAììCD^  si  ha 

yFAB  +  V  WD-^  l  D  ABCD  ,  y  PAB  ^  7  PAD  =  y  PAC, 

À 

5L  I  punti  medii  L,  i/,  N,  P  dei  lati  AH  ,  BC  ,  CD,  DA  di  un 
quadrangolo  semplice  (piano  o  gobbo)  sono  i  vertici  successivi  di 
un  O»  i  cui  lati  sono  ||  alle  diagonali  del  quadrangolo  e  metà  di 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  358  — 

esse;  e  b6  il  quadrangolo  è  piano,  V  area  del  D  LMNP  mrk  niétA 
doir  area  del  quadrangolo  ABCD. 

h%  Se  AECDM  sono  5  punti  reali  al  finito  dì  un  piaEO  e  ^ 
si   ha 

hX  Se  AA^  ^BB\  CO*  sono  le  tre  coppie  dì  vertici  opposti  di 
UE  quadrilatero  piano  completo,  1*»  i  tre  cerchi  ^  ^Y  f  ^'"  ^^^  P^^^** 
0  del  quadrilatero,  che  hanno  per  diametri  le  diagonali  AA\  IìB\ 
ce*  sono  coa^isiali;  2^  i  punti  medii  di  AA*^  BB\  CO*  giftccìono 
sopra  una  retta  ti^  la  qiiale  è  J,  al?  aasie  radicale  r  di  ^,'Y^^'\ 
i^^  il  cerchio  jr,  circoscritto  aJ  trilatero  diagonale  del  quadrilatero, 
é  ortogonale  a  ^  ^  ^%  ^-^  e  quindi  il  suo  centro  giace  aopra  r* 

Si  osservi  dapprima  che  se,  di  due  punti,  ciascuno  è  di  uguali 
potenza  rispetto  a  tre  cerchi,  la  retta  che  li  congiunge  è  il  loro 
comune  asse  radicale.  Ora,  il  punto  d' intersezione  F  delle  altesae 
AH,BK,CL  del  \j  ABC  è  il  centro  radicale  dei  cerchi  di  e, 
che  hanno  AB  ,  BV  ' ,  C'A  per  diametri  (perché  questi  cerchi,  con^ 
fiiderati  a  due  a  due,  hanno  AIlyBK,  C'L  per  assi  radicali);  e 
Ciuindi  sarà  FA  X  PIf=  PBx  FK^  FC'xFL,  e  perciò  P  sari  di 
uguale  potenza  rispetto  a  ^  ,  d',^'''-  ^  poiché  lo  stesso  può  dirsi 
dei  punti  delle  altezze  degli  altri  tre  v  contenuti  nel  quadriW 
tcro,  ne  scgiie  che  à  y  i^' ,  4'"  sono  coasi^iali,  e  quindi  i  punti  on?- 
dii  di  AA^ ,  BB^ ,  C'C',  che  sono  ì  centri  di  questi  cerchi ,  giac- 
ciono  (cfr.  es.  2  a  pag,  84  e  nota  a  pag.  13.1)  sopra  una  retta  aX 
all'asse  radicale  r  dei  cerchi  stessi*  In  fine,  posto  BB**CC'^E^ 
CG'-AA*~F^  AA^-BB^^G,  siccome  i  gi-uppi  di  punti  Aà*F(j  , 
BB'GE  ,  CCEF  sono  armonici,  ne  segue  (130,  e)  la  terza  parti! 
del  teorema, 

5-4.  So  M ,  31'  sono    due    punti  bireciproci    rispeti>o    ai   cerchi 

(C)  j  (O'J  di  un  piano  g,  il  cerchio  di  e,  che  ha  per  diametro  iJ 

segmento  aMM\  sega  ortogonalmente  (C)  &  (C);  e  quindi  il  punto 

medio  M  di  MM*  giace  soli' asse  radicale  r  dei  primi  due  cerchi, 
i 

55*  Dati,  in  un  piano  e,  un  circolo  (C) ,  e  due  rette  r,n  (« 
un  punto  A  al  finito  ed  una  retta  r)  costruire  un  altro  cìrco!"^, 
che  sia  tangente  ad  a  (o  passi  per^)  ed  abbia  con  (C)  la  rettJi  >' 
per  comune  asae  radicale. 


i 
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sé.  Se  {€)  ed  r  sono  un  cerchio  ed  una  retta  eli  tìn  piano  o, 
lutt'  i  cerchi  4^4^^'''  ■  -  j  che  hanno  ì  loro  centri  sopra  v  e  segano 
(C)  ortogonalmente ,  sono  coassiali-  Inoltre  ,  (O)  ed  nna  coppia 
qTmlonqne  4*^'  ^  questi  cerchi  coassiali  hanno  uno  stesso  pnato 
per  centro  radicale,  quale  eh©  sia  la  coppia  ài^K 

57.  In  ogni  qnadrilatero  piano  completo  ,  le  tre  coppie  AA^  ^ 
Bff  j  ce*  di  vertici  opposti  si  possono  considerare  come  tre  cop- 
pie di  pnntì  in  involuzione  ^  noi  senso  che  esse  verificano  molte 
delle  relazioni  metriche  esistenti  fra  tre  coppie  di  punti  in  invo- 
luzione situate  sopra  una  retta. 

Di  vero,  proiettando  AÀ^BB^CC*  in  A^A\B^B\i\C\  sopra  una 
r^tta  r  del  piano  a  del  quadrilatero  da  un  punto  air  infinito  di  g, 
li  hanno  (59,  a,  a  dritta)  le  tre  coppie  in  involuaione  AjA\  ,  BiB\  , 
C'i*?'i;  ®  quindi  quelle  relazioni  metriche  esistenti  fra  qnestt^^ 
nelle  quali  non  entrano  che  rapporti  di  «egmenti  che  sono  pro- 
iezioni di  uno  stesso  lato  del  quadrilatero,  sopprimendo  gl'in  dici  , 
sono  relazioni  esistenti  pure  tra  le  coppi©  A  A*  ,  BB*  ,  CC. 

Cosi,  p.  e-,  dal  n,o  132,  /}  si  ha  la  relaziona 

A,B,  X  B\V,  X  C\A\^^Ar^B\XB,C\  X  C,A,  : 

éi^«-i^    ^^*£l-^^    0Vi\_a^ 

"^"^  e,  A,  '^  e  A  '  A\B\  ""  A^B*  '  B^C\  "  BC'  '' 

dunque  si  ottiene  ABxB^CXCU'  ^  —  A*B^x23C'XCA^  ]  e  questa 
pnò  mettersi  sotto  la  forma  {BCA)(A'B'C*](C'A*B')=lj  e  che  e  la 
relanone  di  Menelao  pel  S/CBA^  segato  dalla  trasversalo  AB'C** 

^    .  _      ABxAB^       ACXAC 

Cosi  ancora  si  ha  ^.^^^^,  -  A^CXAV^  ' 

58*  In  un'  iperbole  equilatera  ca  di  centro  0,  il  somiasse  reale 
u  è  medio  proporzionalD  tra  le  distanze  di  0  da  un  punto  arbi- 
trario M  di  zz  e  dalla  tangente  m  in  M, 

59.  Dati  un  punto  8  ed  una  retta  u  nel  piano  o  di  una  conica 
o,  ed  indicando  con  s  la  polare  di  S,  se  un  raggio  arbitrario  r 
del  fascio  {Sj  a)  sega  C3  nei  punti  reali  A  ,  ^4',  si  ha 


(8,s)       iA,s)^{A',s)' 
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Posto  T9^  S  j  rit  =  U^  basterà  ricorrere  alla  relazione 

Se  u  va  air  infinito^  si  ottiene 


60,  Date  due  rette  f  ,  t^  ài  un  piano  a ,  quale  è  il  laogo  del 
punto  3f  di  a,  tale  che  il  prodotto  (Mjt)  (M^t^)  sia  ugual©  ad 
una  data  costante  X  ? 

6L  Dati  due  fasci  proiettivi  di  raggi  (U)  ,  {W)  —  o  due  pun- 
teggiate proiettive  di  (u)  ,  (i*')  —  in  un  piano  e,  determinare  uaa 
retta  di  o  che  seghi  (f/)  ,  {U')  aecondo  un'  involnaione  simmetrica 
di  punti  —  o  un  punto  di  e  dal  quale  si  proiettino  (w)  ,  (ti')  m- 
condo  un'involuzione  simmetrica  di  raggi  — , 

62.  Data  una  conica  p,  ed  assegnato  in  a  mi  punto  J,  è  in- 
dividuata una  retta  b  tale  che,  se  da  qualunque  punto  ^  dì  o  si 
conducono  due  rette  arbitrarie  t*  ,  m',  delle  quali  la  prima  seghi  n 
di  nuovo  in  M  ed  s  in  N,  mentre  la  seconda  seghi  t;  di  nue?e  ui 
Jf  ed  s  in  N\  è  sempre  T  A-^i/J/' uguale  all'A -^AW*  e  il  polo 
^9  di  ^  è  il  punto  Frégier  relativo  al  punto  -^1, 

63*  Se  0,  T  Oi  ,  Og  sono  i  centri  dei  cerchi  ^,  ,  t}/^  ,  tj^^  di  nn 
piano  e,  e  Pi  +  ^  ,  p^  -H  ^  j  p^  +  S  ne  sono  i  raggi  ^  variando  ò,  il 
centro  radicale  di  '^^  j  ^^  ,  ^^  percorrerà  una  retta, 

64.  Costruire  un  cono  quadrico^  conoscendone  un  raggio  s^  e 
cinque  punti  ABC  DE  tali  che  due  non  appartengano  mai  ftd  un 
piano  di  s  e  quattro  non  giacciano  mai  in  uno  stesso  piano, 

(ì5.  Costruire  nn  piano  p  ,  che  determini  in  un  dato  cilindro 
quadrico  ellittico  una  sessione  circolare. 


^ 
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§  XL 
Principio  di  dualità.— Forme  carrelalUe  ed  omogrraflcho. 

CONDIZIONI   IMPOSTE    AOLl    ELEMKNTL 

143.  a)  Ahlnamo  glh  detto  nel  n*^»  1^  che  gH  enti  semplicis- 
simi, adoperati  nella  ergometria  proiettiTa  per  la  costnizione  di 
enri  più  complicati^  sono  il  pnnto^  il  piano  e  la  r€tta\  e  che 
ijnesti  ricevono  il  nome  di  elementi  dello  spazio  da  essi  gene- 
rato, mentre  un  insieme  qualunque  di  elementi  di  numera 
infinito,  «Ticcedentisi  con  continnìtA^  prende  il  nome  di  fùrma, 
h)  Assumendo  per  elemento  generatore  il  punto,  ossia  con- 
cependo lo  spazio  come  V  insieme  di  tutti  i  suoi  punti,  la  retta 
ed  il  piano  sono  due  forme,  descritte  dall' eleiiieutopimio,  che 
iihbiamo  dette  punfegifmfa  (^)  e  plano  pimieggiato. 

Assumendo  in  vece  per  olemcuto  generatore  il  pianoj  ossia 
concependo  lo  spazio  come  V  insieme  di  tutti  i  piani  in  esso 
esistenti^  la  retta  ed  il  punto  possono  considerarsi  come  due 
forme  descrìtte  dairelemento  pimw]  cioè:  la  retta  come  il  com- 
plesso dei  piani  che  passano  per  essa,  il  punto  come  Tinsieme 
di  ttmi  i  piani  che  lo  contengono;  e  demmo  già  a  queste  due 
forme  i  nomi  di  fmvio  di  piani  e  xMla  di  piani. 

In  line,  quando  V  elemento  assunto  per  generare  lo  spazio  è 
la  retta,  ossia  quando  si  concepisce  lo  spazio  come  V  insieme 
di  tutte  le  sue  retto^  allora  il  punto  ed  il  piano  sono  due  forme 
descritte  dairelemento  rc^fo,  alle  quali  imponemmo  i  nomi  dì 
itieìln  di  raggi  e  dì  piano  rigato-^  e  clie  sono  costituite,  T  una 
dair  insieme  delle  rette  che  passano  pel  punto,  l'altra  dall'in- 
sieme delle  rette  situate  nel  piano. 


(*;  D'  ora  in  poi ,  per  brevità  ,  quando  diremo  punteggiata  ,  fascio  dì 
raggi,  o  fascio  di  piani,  senz'  altro,  intenderemo  che  si  tratti  di  forme 
di  1,^  ordine. 

Saxhia — Geometria  proiettiva.  46* 
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e)  Alle  forme  iuiianzl  ricordate  ag^Iangemmo  poi  il  fmm 
di  raggia  che  consta  dell' insicTne  di  tutte  le  rette,  che  passano 
pt*r  UB  ponto  0  giacciono  in  un  piano, 

d)  Si  vede  dal  sin  f[ni  detto  j  die  i  nomi  di  dementf*  ? 
f0ì*7ìia  hanno  un  significato  seinpliceraente  relativo;  poicliè  irli 
enti  pttìifo^  piano  e  retta  possono  essere  a  vicenda  eiemmhu 
fornmj  secondo  che  uno  di  essi  sì  BccgUe  per  elemento  gene- 
ratore. 

é)  Le  forme,  eli  e  sono  Bistenn  costituiti  da  una  infinità  di 
elementi  fai]  succedenti^i  con  cuntinuìtA  ^i  chiamano  alciint^ 
volte  ajiazn;  dando  eosì  alla  parola  spazio  un  significato  pia 
ampio  di  quello  (rrdinarinmente  attribuitogli. 

Cosi  j  la  punteggiata  può  dirsi  lo  spazio  dei  punti  di  ami 
retta  ;  la  stella  di  raggi  può  denominarsi  In  spazio  delle  ri-ttf 
che  passano  p(»r  un  ]>nnto;  eee. 

144.  Parleremo  ora  delle  condinoni  (elementari,  o  Bemplici 
imposte  ^igli  elementi. 

fi)  Quando  mi  punto  è  asMOggcttato  alla  condizione  di  gia- 
cere in  un  piaijo  dato  ^  o  quando  mi  piano  è  assoggettato  a 
quella  di  passare  per  un  dato  punto  ^  diremo  che  il  punto,  o 
11  pianOj  è  sottoposto  ad  una  eondizìone, 

b)  Un  punto  di  un  dato  piano  (o  nn  piano  di  un  dato  punto), 
che  si  assoggetta  ad  appartenere  a  una  data  retta  del  piano 
(o  del  punto),  si  sottopone  ad  una  coudizione;  a  quella  cioè  di 
appartenere  a  un  altro  dato  piano  (o  punto)  della  retta. 

e)  Una  retta  di  un  dato  piano  (o  punto),  che  si  assoggetra 
ad  appartenere  a  un  dato  punto  dei  piano  (o  a  un  dato  piano 
del  punto),  si  sottopone  a  ima  condizione  ;  a  quella  cioè  cht^ 
un  altro  piano  (o  punto)  della  retta  appartenga  al  dato  punto 
(0  piano). 

d)  Se  un  punto  {o  un  piano)  è  obbligato  ad  appartenere  a 
una  retta  data,  ciò  equivarrà  a  due  condizioni  imposte  al  punto 
(o  al  piano)  :  poiché  il  punto  (  o  il  piano  )  deve  appartenere  a 
due  dati  piani  (o  punti)  della  retta, 

e)  Cosi  pure,  se  una  retta  6  assoggettata  ad  appartenere  a 
un  dato  punto  (o  piano),  aVìmpongouo  alla  retta  due  coudizìo- 


Digitized  by 


Google 


—  363  — 

ni:  poiché  due  dati  piani  (o  imiiti)  deUa  retta  debbono  ap par- 
Tenere  al  dato  punto  (o  piano)* 

f)  Una  retta,  che  è  obbligata  a  tagliare  una  retta  data^  è 
aijsoggettata  ad  una  condizione;  poiché  il  punto  d'intersezione 
della  prima  retta  con  un  dato  piano  della  seconda  è  asBogget- 
tato  alla  condijgione  di  giauore  su  questa, 

145.  Da  quanto  è  riportato  nel  numero  precedente  sì  deduce 
il  numero  delle  condizioni  necessarie  per  iudividnare  un  eie, 
mento, 

fi)  Poiché  un  punto  h  ìndividnato  da  tre  suoi  piani  (che 
non  passano  per  una  stessa  retta);  e  poiché  i!  giacere  di  un 
imuto  in  un  dato  piano  equivale  ilii^a)  ad  una  condijsionej  ne 
segue  che  un  punto  è  itidividuafo  da  tre  condizionu 

b)  Analogamente  si  vede ,  che  un  piano  ^  essendo  indivi- 
duato da  tre  punti  (non  per  diritto),  è  indwìduato  da  tre  can- 
dizhnL 

r)  Un  puniOf  che  si  muove  in  un  dato  in  ano ,  {o  un  pia  fio  ^ 
eh  fi  rott'n  f*)  intamo  ad  un  dato  ^muto  )  è  indi  rìd  nato    da  dné 
f^ndiziom:  poiché  l' elemento  punto  (o  piano)  è  individuato  da 
I         tfti  condizioni  [bj^  c}\ ,  ed  esso  é  ora  obbì issato  già  ad  una  con- 
dizione (144,  a), 
I  d)  Poiché  due  punti  (o  due  piani)    arbitrarii    di   una  retta 

la  individuano^  e  poiché  il  passare  della  retta  per  ciascuno  di 
iiueati  punti  (o  il  giacere  in  ciascuno  di  questi  piani)  la  assog- 
getta  a  due  condizioni  (144,  e),  ne  segue  che  n  dar^  una  retta 
ne  corro  no  quatirn  ^nudizìoni. 

é)  Una  retta ,  cAa  videa  intorno  ad  un  punto  dato  (o  che 
til  mnryct  ìn  un  dato  pinntt\  è  hidividuata  da  due  condizioni: 
poiché  una  retta  é  individuata  da  quattro  condizioni  {d)\  j  ed 
essa  è  ora  gi^  assoggettata  a  due  condizioni  (144j  e), 

f)  Un  punto^  che  si  muove  in  mia  data  retta  \o  un  pia- 
no, ette  rota  intorno  ad  una  retta  data) ^  è  individuato  da  una 
eondi^ione:  poicbé  occorruno  (a)]  tre  condizioni  ad  individuare 

»  *  I  Qu&ndo  una  ?4:ita  (o  vm  piftiio)  si  muove ,   eanservando  fiaio  uno 
'Iri  sopì  punti,  dir©ma  che  la  riatta  t  o  il  piano  )  rotea  intorno   a  quel 


Digitized  by 


Google 


—  364  — 

questo  elemento^  ed  esso  ò  ora  già  sottoposto  a  due  condi- 
zioni (144^  d). 

g)  Una  retta  obbligatct  a  giacere.  In  ttn  piano  dato ,  ed  a 
passare  per  un  punto  assegnnto  del  piano  Birnso^  è  individu^in 
eia  una  condizione:  poiché,  ad  individuare  questa  elemento^  oe- 
corroTio  quattro  condizioni  \d)]j  ed  esso  b  ora  già  asaogg^ettati» 
a  tre  condizioni,  cioè  alic  due  condizioni  de!  passare  pel  dato 
punto  (144^  e),  ed  airaltra  unica  (144,  a)  che  un  altro  suo  punto 
giaccia  nel  piano  dato. 

h)  Perchè  un  a  retta  appoggiata  ad  una  retta  data  sia  de- 
terminata^  occorrono  ulteriormente  tre  condizioni:  ^olcbb  occor- 
rono quattro  condizioni  [>er  dare  una  retta,  ed  essa  è  ora  assog- 
gettata ad  una  condizione  (144, /"). 

14B.  Ci  siamo  occupati  delie  condizioni  ^fmp/if'n: ,  alle  quali 
potevamo  assoggettare  il  punto,  il  piano  e  la  retta;  ma  questi 
elementi  possono  essere  assoggettati  a  condiziouìj  o  vincoli^  di 
natura  più  complicata. 

Adduciamone  degli  esempii, 

a)  Un  punto  di  un  piano,  il  iiuale  dovesse  trovarsi  alla  iiì- 
terseziouc  dei  raggi  corrispondenti  vanabili  di  due  dati  fji^ei 
proiettivi  (o  la  retta  di  un  piano ,  che  dovesse  congiungere  ì 
punti  corrispondenti  vanabili  di  due  date  punteggiate  i>roiet- 
tive)j  sì  assoggetterebbe  ad  una  condizione  pia  complicata,  che 
non  sia  quella  di  appartcnero  ad  una  data  punteggiata  (o  ad 
un  dato  fascio);  poiché  due  di  queste  intersezioni  fo  di  questr 
congiungenti)  possono  trovarsi  in  una  data  retta  (o  passare  per 
un  dato  punto),  mentre  è  uno  il  punto  di  una  punteg.ETìata  (  o 
il  raggio  di  un  fascio),  clic  giace  in  un'altra  dat^  punte^giaTa 
(0  in  un  altro  dato  fascio  di  raggi). 

t))  Un  raggio  di  una  stella,  il  quale  dovesse  trovarsi  airin- 
tersezione  di  due  piani  corrispondenti  variahiìi  di  due  fasci  di 
piani  proiettivi  (o  un  piano  di  una  stella  che  dovesse  congiun- 
gere  t  raggi  corrispondenti  variabili  di  due  fasci  proiettivi  di 
raggi),  sarebbe^  cguatmente  che  il  punto  o  la  retta  dell'esempu» 
precedente,  sottoposto  ad  una  condizione  pia  complicata  eh** 
non  sia  quella  dì  giacere  in  un  dato  plano  delia  stella  io  paì^- 
sarc  per  un  dato  raggio  della  stella);  perchè^  mentre  è  uno  il 
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^gio  di  un  dato  fascio  della  stella ,  che  triace  in  un  dato 
yìsmo  (i>  Il  piano  dì  un  dato  fascio  della  sR-lhi  che  passa  per 
tiu  dati?  raggio),  in  gc^Tirrale  ve  ne  ha  dne  di  quelle  rette  in- 
iersezioni  (o  di  quei  plani  congi ungenti),  che  poesona  trovami 
in  un  dato  p>Ìano  (o  i>assare  per  un  dato  ra^s^gìo)  delhi  stella, 
j  e)  Egualmente  esempii  di  vincoli  più  complicati  sono  i  m- 

^uenti: 

l.o  Una  retta,  die  dovesse  stare  alla  hiters^ezione  de!  piani 
rurnspondenti  varialìili  di  due  dati  fatìcì  proiettivi; 

i\o  Un  puntOj  che  dove^sse  trovarsi  in  una  qualunque  di  tali 
nelle; 

lì^^  Un  punto*  che  dovesse  giacore  al  hi  hitersezìone  di  t^e- 
m»?ntl  cormpondontì  dì  tre,  o  di  quattro^  fa^ci  proiettivi  ili 
pian!, 

d)  Dì  escmpii  di  questo  genere  potremmo  addurre  ancora 
molti  altri;  ma  ci  limitiamo  a  quelli  addotti,  essendo  sufficiente 
I'  aver  mostrato  V  esistenza  di  vìncoli  più  complicati  di  quelli 
che  denominammo  condizioni  semplici.  Col  sussidio  di  questi 
vincoli  si  può  ancora  riconoscere  la  esistenza  di  forme  di  na- 
tura più  complicata  di  quella  delle  forme  semplici;  poiché  ba- 
sta ricercare  tutti  gli  elementi  che  soddisfamio  ad  una  o  più 
di?tenninnte  condizioni.  E  cosi  che  da  h)  e  e)  si  Iianno  la  curva 
s)  di  2^  ordine  e  il  fascio  di  va^^ì  (o)  di  2°  ordine  (78,  a) , 
Ui  serie  dei  raggi  (Wi  di  2^  ordine  e  il  fascio  di  piani  (W)  dì 
2o  ordine  (78,  d);  e  da  e)  1^  le  rette  di  una  schiera  ri^atii 
^'109,  n),  e  da  e)  '2^  la  qujidrica  rigata  Q  (111,  a).  Allora  si  vede 
pare  come^  delle  forme  dello  spa^sio  di  un  deieriuiinuo  elemento 
1»  potrebbe  farsene  una  distribuzione  in  ordine  alla  natura  della 
condizioni  imposte  atl  a.  In  seguito  però  noi  non  ci  oeeupcrcmo 
che  di  forme  derivanti  da  condizioni  di  natura  simile  a  quelle 
esposte  in  a),  b)  e  e). 

14T.  fi)  Si  chiama  numero  d*^ìfe  dimtmsìont  d l  tino  spazio  il 
miriiero  delle  pou^Ììzìotu  necessarie  a  fissare  uno  qualuntjue  de- 
gli elementi,  che  lo  generano:  e  quindi  uno  spazio  si  dirà  ad 
n  dimensioni),  quando,  per  Individuare  un  suo  elemento  (pialnn- 
que,  occorrono  n  condizioni. 


Digitized  by 


Google 


hi  Dunque: 

Lo  f^pazlff  (li  retk,  o  rit/attfj  è  {115,  ti)  ìuìq  spazio  aquaìin* 
dimennom; 

[jit  npazio  di  pitntijtì  (ptrMfJ  di  pinnfj  sotin  (I45ja,  b)  dèie  Mpa- 
zìi  a  tre  dimensioìtii 

li  piaìiQ  puniPipjinh}  e  la  steliti  di  ptam  ,  ti  jna/w  rigaftf  ^' 
hi  steìla  di  raggi,  nono  (145,  e,  e)  quatinì  apuzii  a  dnf^  dimeti' 
itioni  ; 

La  puìtfi'g^iidtf.  il  faccio  di  piuiif,  e  il  fatelo  di  ragt^i^  sono 
f!45,  fj  g)  tre  spazii  ad  una  dimeìiit^ione, 

r)  Sì  vede  da  quanto  ò  detto  in  b  )  ^  clic  le  forme  fanda- 
invilitili  furono  diiitintc  in  forme  di  i.«,  2,"  e  *9.a  si>ede,  anche 
avuto  riguardo  al  numero  delle  dimensioni  degli  spazii  relativi 
a  queste  forme;  p  elie  quindi  lo  spazio  rigato  può  denomiimrd 
forma  di  4,»  specie. 

ti)  Hi  noti  pure  clie ,  tenendo  conto  apimnto  del  nuuieru 
dtdio  condizioni  neeesssarie  a  determinare  un  elemento  qualuii- 
(|Ue  in  uno  di  quesii  gpazii  (e  \h*v  ei^iiriiuere  niente  altro  chv 
ciò),  suiU  divisi,  elle  II-  furine  suddette  eunti^n^ono  unlinatamenti' 
X*,  X-,  X-*  e  X*  elementi;  o  elie  e,SÉie  sono  aempliettnitóntc^  éqi- 
pittmentf^   triplmneute  e  tiuadr indamente  infinite. 

IHJSTL  LATI    FtìNDAMEX'TALI  —  DCAIJTA» 

1-18.  a}  La  ^^Micraziunti  delio  spazio,  mediante  gli  elemeuii 
jfff  Ititi,  piano  e  retta,  conduce  a  tre  rami  della  geometria,  ehif 
|iotr(d^bero  einauiarsi  geometrif  delio  npazln  del  patiti  j  dtliit 
spazio  dei  pia  iti  e  delio  npazio  dHle  retttM 

Ma,  le  prime  due  geoiuetrie,  le  quali  non  si  distinguono  cbe  pef 
la  natura  deir  elemento  generato re^  ubbidiscono  ad  una  leggio 
abriai  seniiiliee  ed  importnìdej  mediante  la  quale  iii  corrispon' 
dono  una  figura  ^  o  forma  ^  della  [n-ima  ed  una  della  seconda* 
e  quindi  le  proprietà  m  corrispondonQ  in  modo  analogo. 

La  terza  geometria  poi  si  distingue  dalle  prime  due,  non 
solo  per  la  natura  dell'  elemento  generatore  e  pel  numero  di 
dimensioni  dello  spazio  a  cui  essa  si  rlferiseCj  ma  anche  i^er 
altre  differeiiise  iiotevolL 
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b)  Considerando  lo  spazio  i]p  di  punti  e  lo  spazio  I,.  di 
fiiani  j  sì  ha  che  nel  primo  due  punti  individuano  una  retta 
quella  elio  unisce  i  due  punti),  mentre  nel  secondo  due  piani 
individuano  pure  una  retta  (quella  comune  ai  due  piani).  In 
— P  tre  punti,  non  per  diritto,  individuano  un  piano  (quello  che 
eoniriun^e  i  tre  x^^^^i),  mentre  in  2^^  tre  piani,  che  non  passa- 
no por  una  stessa  retta,  indÌA'iduano  un  punto  (quello  pel  quale 
{cassano  i  tre  piani  ).  In  uno  dei  due  spazii  un  punto  ed  una 
retta,  che  non  si  appartengono,  individuano  un  piano  (quello 
che  passa  |>el  punto  e  per  la  retta),  mentre  nell'altro  un  piano 
ed  una  retta,  che  non  si  appartengono ,  individuano  un  punto 
(quello   comune   al  piano  ed  alla  retta). 

e)  Le  proposizioni  precedenti  (post alati  dello  spazio  a  tre 
«liniensioni)  comprendono  tutte  quelle  proprietà  dei  tre  elementi 
2?Hnto^  -rettfi  e  pianOj  sulle  quali  si  possono  basare  tutte  le  di- 
mostrazioni   eli    proprietà  grafiche  o  descrittive  delle  figure  (^). 

Ora  si  vede,  che  questi  postulati  sono  tali  che,  scambiando 
ili  uno  dì  es»i  g'ii  elementi  punto  e  piciìio,  e  conservando  inal- 
tvTato  relemento  retta,  esso  continua  a  valere;  poiché  si  muta 
i:i  un  altro  dei  postulati  stessi.  Quindi,  facendo  lo  stesso  scam- 
bio in  o<rni  proprietà  grafica,  si  avrà  ancora  una  proposizione 
valida;  i>crchè  Io  stesso  si  potrebbe  fare  in  tutti  i  particolari 
della  sua  dimostrazione,  visto  che  questa  si  basa  unicamente 
:>u    quelle   proposizioni    fondamentali. 

Si  à  cosi  dimostrato  nello  spazio  a  tre  dimensioni  il  princi- 
pio di  dii alitò. j  il  quale  consiste  in  ciò:  che  in  ogni  enunciato 
ili  una  pvoprictri  g'ratica  si  possono  scambiare  gli  elementi  j;?frt^o 


(')  Lte    proposizioni    geometricho  si  dividono    in  due  classi.  Quelle  di 

ÌH'ise      o    si     riferiscono  immediatamente  alla  grandezza  delle  figu- 

V  .     ^f^lyc>TX€>     J3ÌÌX     o   Hieno   dirottamente   l'idea    di  quantità  o  misura 

-,_     ^-Biic^st^z^    l'idea  di  parallelismo  ì:  tali  proposizioni  si  dicono 

,  j-  »  ^l-tirs^     ol  et  asse  poi  consta  di  proposizioni  ,  che    .si    riferiscono 

'^^  «tlli»'     jyosizlone  degli  elementi  di  quelle  figure,  delle  quali  si 

SCIATO  c?ox:n.^      i^*     l^assare  di  una  linea  qualunque  per  certi  punti,  o 

^,  i-UP^  ox-^i-<^^^^      «ITxalunque  per  certi  punti  o  certe  linee;  V  avere   corte 

/  uiJ*   ^  exrfi.<5Ì*^»     <ì®i  punti  comuni;  ecc.);  e  1'  idea   di  quantità  è    in- 

\fieBi   ^  ««-«l  ta.  s*^*--     *^    queste  proposizioni  si  dicono  grafichr,  o  deftcrif.fi- 
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t*  pianoj  coDservaudo  inalterato  T  eleuieiito  retta,  e  sostitueudo 
iid  elementi  clie  si  appartengono,  ancora  elementi  che  si  appar* 
rtnigono.  Bi  ottipite  in  tal  modo  itninedìatauiente  ima  nuova  pro- 
|iOi?izione^  die  in  alciiiu  ea^!  potrà  enineidere  eolla  itriniifivH. 

È  eli  laro  però  ehe^  col  ragiona  mouto  ora  fatto,  questa  le^^i- 
di  dttalità  vieii  dimoistrata  per  tin  qualunque  teorema  grafico, 
»olo  tjiuindo  C'ìiHki  rcf^ge  per  tutta  la  dìuiostrazìone  di  questo 
teorema;  sieeliò  cesserebbe^  ad  esempio^  di  esse  re  dìinoetraca. 
{[iiaiido  il  tooreniii  si  proTaese^  serveudo&i  dì  proposizioni  rtiv- 
rrìclie:  ma  più  tardi  i[iietitM  restrizione  sarà  tolta  (Vn 

d)  Se^ae  da  ciò  un  modo  di  ottenere  ila^li  elementi  di  1,. 
gli  elementi  di  1^^  detto  ainelntitntà  o  dualità,  e  la  coeslàienza 
fli  figure  due  a  due  dette  ronrfatlve  o  duali. 

e)  Ad  uìiff  punietjifìiittì,  ad  nn  fascio  dt  piani  e  ad  un  fa- 
sviù  di  raggi ^  apparteiuniti  ad  uno  dei  due  topazi i  eorrelativi 
ì:,.  ,  iij.  j  cornsponde  ranno  ordinatamente  nel  T  altro  un  fa  ite  io 
di  piani,  nna  pnnteAfgiata  i-d   hu  fa  se  io  di  ratjfji. 


(V)  In  una  qualuuqiK?  dell©  due  forme  2Li.  ^  -r  *1»  ^*"  apeciB,  dua  formi*? 
omonime  ftmdaiutìntiili  di  2.°  specie  htinno  eomuiio  ima  forma  fonda- 
mei  itale  dì  /.'^  specie:  din-  e  lemmari  ti  Bt&nno  ut  una  forma  foutla  menta  le 
ili  /.«  spe(!Ìc\  e  tre  ui  un  elemento  ed  una  forma  fondamtnitale  di  1,* 
»tjaeief  m  una  forma  fondamentale  di  'J.^  spccitì;  tre  dì  questo  forme 
di  ^♦«  specie  (0  puro  una  forma  fondamentale  dì  1*"  specie  ed  una  di 
2,*^)  hanno  t'oumni:!  nu  t*l emento;  e  due  fonne  fondamentali  di  /,*■  upe- 
cde  non  Imnno  iti  g-ciierale  un  tjlemento  comimes  ma,  sg  posseggono  un 
fate  olementOj  esse  apparterranno  ad  una  stesfla  forma  fondamentale*  di 

Dunque,  negli  enunciati  delle  proposizioni  di  g^eomotria  di  poBisiani-' . 
poasìauio  sostituire  ordì  natamente  f^Iemetita  3  /bn»o  foHiUtmeiitaU  di  /," 
apevie  e  formtÈ  fùndamttdaU  dì  2.^  ttperie  alle  parole  puntù  (o  piano}  retttr 
e  piitno  (o  putito).  SI  giunge  eosi  a  dare,  a  tutta  quella  geometria,  tina 
follila^  che  rende  uvidente  il  prinL-ipio  di  dualità:  poiché,  eostituendo, 
in  ogni  sua  proposisìioucT  ali-  elemento  judeterminato,  prima  il  punto  *> 
poi  il  piano,  si  otterraniso  due  proposiìsioni  dualL 

Ma  di  più  sì  otterrebbe  in  tal  modo  una  teoria  di  qualunque  ^pasìtr 
ìhieat'^  u  ire  dimettnioHi;  intendendo  con  quee$ta  esprosi^ioue  un  sistema 
infìiiitcì  di  enti  qtialunqu.',  chiamati  el&nitHll^  nei  quale  s^ieno  due  spe- 
cin  di  sistemi  infiniti  di  tali  enti,  chiamati  forme  fondamentali  di  J,* 
e  if.«  »j>ecie,  in  modo  che  tra  gli  elementi  e  queste  forme  passino  tutte 
lo  relazioui  fondamentali  di  sopra  enunciate. 
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f)  Li5  cine  operazioni^  del  proiettare  da  un  centro  (o  da  un 
asse)  e  del  st^garo  con  un  piano  (o  con  una  retta) ,  sono  due 
f^ptrùzioni  eurrelative, 

1/)  Poiché  poij  per  esempìOi  un  grappo  armonico  di  punti 
di  It  è  costruito  mediante  un  quadrandolo  completo,  e  la  fi- 
gura correlativa  di  questo  quadrali c^olo  in  1,  è  un  angolo  te- 
traedro completo^  il  quale  costituisce  il  correlativo  gruppo  ar- 
monico di  piani,  no  segue  (:VJ^  e)  che  ad  una  punteggiata  di 
l^  corrisponde  in  1^  iiu  fascio  proiettivo  di  piani. 

Dunque,  nei  due  spazii  correlatiri  1"„  >  -u  >  cid  un  gruppo 
nrmonieo  deif  nno  corrisponde  un  gruppo  armonico  delV altro; 
f  ftd  una  forma  fondamentale  di  L^  specie  corrisponde  una 
form a  p ro  iet tivù ^ 

h)  In  conseguenzaj  sé  in  uno  dei  due  spazii  si  hanno  due 
forme  fóndament^ìi  proiettive  di  i.«  specie,  le  loro  correlative 
mW  aUvQ  spazio  saranno  pure  proiettive  tra  loro;  e  queste  sa- 
mnno  involutorie,  se  le  prime  lo  sono.  Ciò  che  d'  altronde  ri- 
sulta pure  dair  osservare  che,  per  le  prime  due  forme,  si  passa 
dair  una  air  altra  mediante  un  numero  finito  di  operazioni,  e 
che  le  operazioni  correlative  serviranno  quindi  per  passare  dal- 
l'una  air  altra  delle  seconde  due  forme. 

t)  Ad  un  piano  punteggiato,  o  rigato,  di  uno  dei.  due  spa- 
zli,  corrisponde  neir  altro  una  stella  di  piani,  o  di  raggi;  eie 
forme  fondamentali  di  /.^  specie^  che  si  corrispondono  in  queste 
due  forme  correlative  di  2,^  speciej  sono  proiettive.  E  questa 
proprietà  fa  dire  che  un  sistema  piano,  e  la  correlativa  stella, 
sono  due  forme  fondamentali  proiettim  di  2.«  specie. 

k)  Kd  anche  gli  spazii  correlativi  l'p  ,  X^  a  tre  dimensioni 
si  dicono  proiettiijij  perchè  gli  spazii  correlativi  (ad  una  di- 
mensione o  a  due),  contenuti  in  essi^  sono  proiettivi. 

t)  Si  noti  peròj  che  Ja  geometria  della  stella  si  può  anche 
dedurre  da  quella  del  piano,  per  mezzo  della  proiezione  da  un 
centrOj  situato  fuori  del  piano;  e  viceversa,  la  prima  si  de- 
duce dalla  seconda,  mediante  la  sezione  con  un  piano  tra- 
sversale. 

m)  Nello  spazio  rigato  possiamo  considerare  ciascuna  delle 
rette,  che  lo  generano,  come  la  congiungente  due  punti;  ed 
allora  le  potremo  far  coiTispondere  correlativamente  la  inter- 
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sezione  di  duo  piani*  E  cosi  ai  potrà  dalla  il  "Tura  costi luita  ila 
uu  insieme  delle  prime  rette^  e  da  certe  sue  proprietà,  dedurre 
una  figura  correi ativa^  e  le  correlative  sue  proprietà. 

14».  (t)  Considerando  un  sistema  piano  [e],  e  la  sna  stella 
correlativa  \H*\  il  sostegno  q  del  sistema  piano  seglierà  [.•?] 
secondo  nn  altro  sistema  piano  [<?]'  sovrapposto  al  primo,  e  ehe 
diccsi  corrt^ìfffìvo  di  [e]  nc3l  piano  g:  perchè  ai  punti  ed  alle 
rette  di  [q]  corrit^pondono  delle  rette  e  dei  punti  ni  [g]';  e  si* 
in  [a]  duo  elementi  non  omonimi  si  appartengono,  gli  elementi 
corrispondenti  di  [e]/  m  appartengono  ancora;  e  viceversa. 

b)  Ad  una  piintegiriata  e  ad  un  fascio  dì  raggi  di  [o]  — 
0  di  [g]^— corrisponderanno  ordinatamente  in  [e]'— o  [e]  — tin 
fascio  proiettivo  di  raggi,  o  una  punteggiata  proiettiva:  e  ci<> 
fa  dire  clic  ì  duo  sistemi  correlativi  \c\  ^  [cy  sono  proiEiU'vL 

Inoltre  a  due  forme  fondamentali  proiettive  di  i,«  sspecie  in 
[oj— o  [g]'— corrispondono  in  [e]'— o  in  [e]  due  forme  proiettive 
tra  loro;  invohitorie,  se  le  prime  sono  ìnvolutorle, 

e)  11  principio  di  dualità  nel  piano  consìste  dunque  nelln 
coesistenza  dì  due  figure  correlative,  e  delle  loro  propiieta,  ot- 
tenute  mediante  lo  scambio  degli  elementi  pimto  e  veMa,'  coti 
la  condizione  che  ad  elementi  che  si  appartengono  neiruua 
corrispondono  elementi  che  si  appartengono  ne  IT  altra, 

d)  Proiettando  i  due  siatemi  piani  correlativi  da  un  ceii- 
troj  assunto  fuori  del  loro  comune  sostegno,  si  lianno  due  stelle 
concentriche  [S]  ,  [6']',  che  di  co  usi  correlative'^  e  che  si  otten- 
gono runa  dalTaltra,  mediante  lo  scambio  degli  elementi  ;?ìaw<J 
e  retta;  e  sostituendo  ad  elcniend  che  sì  appartengono  aDcora 
elementi  che  si  appartengono. 

A  una  forma  fondamentale  di  ^,«  specie  nell'  una  steli»  cor- 
risponde nella  stella  correlativa  una  forma  proiettiva;  e  perciò 
due  fetidi  e  commiati  ve  dioonsi  prmeiiim. 

Inoltre^  a  due  forme  fondamentali  dì  1.^  spoeicj  proiettive  in 
una  delle  due  stelle,  corrispondono  nel!'  altra  due  forme  pro- 
iettive tra  loro;  in  involuzione,  se  le  prime  lo  sono* 

e)  Si  noti  che  nel  piano  sono  postulati  fondamentali  i  se- 
guenti: due  punti  individuano  una  retta  ;  due  rette  individuano 
un  punto.  E  nella  stella:  due  raggi  individuano  un  piano;  due 
piani  individuano  un  raggio. 
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È  evidente  poi  che  la  dualità  nel  piano,  e  nella  stella^  poteva 
dedursi  direttamente,  come  si  è  fatto  negli  spazii  correlativi  a 
tre  dimensioni,  solo  ricordando  che  nel  piano  sono  clementi 
correlativi  il  j^m/i^o  e  la  rettay  e  nella  stella  sono  tali  il  jiiano 
e  la  retta. 

liso.  Sarà  utile  per  lo  studioso  il  ritornare  sui  §§  precedenti, 
per  rilevare  le  proposizioni,  e  le  figure  o  forme  correlative,  che 
g'ià  si  sono  presentate,  non  che  le  dimostrazioni,  che  spesso 
possono   ben  dirsi  correlative  anch'  esse. 

In  fatti,  si  rileverà  che  abbiamo  esordito  (3)  con  le  opera- 
zioni, correlative  nello  spazio  a  tre  dimensioni,  del  proiettare 
da  un  centro,  o  da  un  asse,  e  del  segare  con  un  piano,  o  con 
una  retta;  mentre  poi  sono  operazioni  correlative  nel  piano  il 
proiettare  da  un  suo  punto  ed  il  segare  con  una  sua  retta,  ed 
operazioni  correlative  nella  stella  il  proiettare  da  un  suo  raggio 
e  il  segare  con  un  suo  piano. 

Si  trovano  poi  nel  n.»  10  in  a)  le  forme  correlative  punteg- 
giata e  faccio  di  pianiy  e  in  h)  il  fascio  di  raggi  che  è  corre- 
lativo a  se  stesso:  nei  n.i  12  e  13  le  forme  correlative  di  2.» 
e  di  3.»  specie:  nel  n.o  15  le  figure  correlative  e/i/ia^o/io  pia»o 
completo  ed  angolo  ennaedro  completo  in  a);  ennilatero  piano 
completo  ed  angolo  ennispigolo  completo  in  b):  nel  n.»  16  le 
correlative  definizioni  della  prospettività  ed  omologia  di  queste 
tìjarore  correlative:  nei  n.*  16  6),  17  e  18  le  proposizioni  corre- 
lative che  ad  esse  si  riferiscono,  anche  nei  casi  particolari  di 
li  —  3  ,  n  —  4:  nel  n.o  19  le  figure  correlative  ennagono  gobbo 
completo  ed  ennaedro  completo;  le  definizioni  correlative  della 
loro  prospettività  ed  omologia,  e  alcuni  teoremi  correlativi  per 
w  =  4  :  nel  n.o  20  i  due  teoremi  correlativi  contenuti  in  a)  e 
<luelU  contenuti  in  b):  nel  n.o  21  in  a)  i  gruppi  armonici  cor- 
relativi di  punti  e  di  piani,  e  in  b)  il  gruppo  armonico  di  raggi 
che  è  correlativo  a  se  stesso,  ecc. 

Xel  piano  (o  nella  snella)  si  troveranno  nel  n.o  10  in  a)  a 
sinistra  e  in  b)  [o  in  a)  a  dritta  e  in  b)]  le  figure  correlative 
punteggiata  e  fascio  di  raggi  (o  fascio  di  piani  e  fascio  di 
raggi):  nel  n.^  15  in  a)  e  b)  a  sinistra  [o  in  a)  e  b)  a  destra] 
U:  figure   correlative  ennagono  ed  ennilatero,  completi  (o  angolo 
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ennaedro  ed  miiiÌ»ingolo^  completi} i  nei  nJ  16,  17  e  18  asini- 
Btra  (ci  a  destra)  Je  detìnizioni  correlative  della  prospcttiviià  ed 
omolog'ia  di  questo  figure  correlative,  e  lo  proposizioni  corre- 
lative che  ad  esse  si  riferiscono,  anche  per  n  ^  3  ^  n  =  I:  nd 
Ti.o  20  i  teoremi  correlativi  a)  a  Biiiistra  [o  h)  a  dritta]:  Bel 
!!.*>  21  in  a)  a  sinistra,  e  in  (A  i  gruppi  armonici  correlativi  di 
punti  e  di  raggi  [o  in  a)  a  destra  e  in  6)  i  gruppi  armonici 
correlativi  dì  piani  e  di  raggi);  ecc. 

Si  noti  pure  che  nel  piano  sono  figure  duali  la  punUggmia  di 
2/*  ordine  ed  il  fascio  di  raggi  di  2.^  ordine^  come  nella  stella 
sono  tali  il  fascio  di  piani  di  2.**  ordine  e  la  serte  di  rajgidi 
2.»  orditir.  Nello  spazio  la  figura  duale  di  una  pnnteggintn  di 
2.^  ordine  è  un  fascio  di  piani  di  2^^  ordine ,  e  quella  di  fi» 
fascio  di  raggi  di  2.^  ordine  di  un  piano  è  la  ^erle  di  raggi 
di  2,o  ordine  di  nna  stella*  Mentre  la  schiera  rigata  è  una  ftgur^ 
duale  a  gè  stessa. 

Si  osservi  in  fine  che  moltissime  proposizioni  correlative  sì 
trovano  pure  disposte  in  due  colonne  in  tutti  i  §g  precedenti; 
anzi  molte  volte,  dimostrata  una  di  due  proposizioni  duali,  ab- 
biamo laaciaU  la  dimostrazione  deiraltra  allo  studioso^  non  per 
altro  scopo  che  di  esercitarlo,  fin  d'alloni^  a  diventare  faaugliarf 
eon  la  teoria  delle  figure  correlative,  di  cui  ora  trattiamo  in 
generale. 

COKRELAZIOKE, 

161.  a)  8i  è  già  veduto  (148,  t),  che  nello  spazio  a  tre  di- 
mensioni  sono  eor relativi  un  sìstcnja  piano  [a]  ed  una  stella 
[iS%  dove  il  centro  S^  della  stella  è  il  punto  corrispondente  al 
sostegno  e  del  sistema  piano  ;  e  che  queste  due  tonile  correla- 
tive di  2,^  specie  sì  dicono  proiettive^  perchè  sono  proiettive  le 
forme  fondamentuli  di  i.«»  specie,  che  in  esse  sì  corrispondono. 
In  conseguenza,  a  due  punteggiate  (?■)  ,  (r^)  dì  [7]  corrìspondun^ 
in  [S^]  due  fasci  di  piani  (r^)  ^  (r'^)  ordinatamente  proìettìri  atl 
(r)  f  (r^^);  ed  al  punto  n\^Fj  comune  ad  (r)  ed  (rj),  deve  cor- 
riispondere  lo  stesso  piano  rr\  ^=  r.*  nei  fasci  (r*)  ed  (r\V 

h)  Inoltre j  data  una  retta  a  dì  [<^],  che  seghi  r  ,  r^   rispei- 
tivamentr  in  .4  ,  -1^ ,  ed  indicando  eon  a\  a\  i  piani  dei  fasci 


Digitized  by 


Google 


fri  r[r\}  ^•AmftpoTKlentì  ai  punti  -4  ,  .1,  di  fr),(r|),   alla   rcttìT 
n  ili  [cj  din^c  corrispondere  in  [^S")  la  retta  a*a\^*t\ 

e)  Dunque,  dato  un  punto  M  di  [o],  e  condotte  per  M  in 
[e)  dUi5  rette  a  ^  b^  se  si  cosfruìscono,  come  in  h),  le  rette  a\ 
ti\  che  ad  esse  con*ispondano  in  [S^]^  ni  punto  J/  di  [o]  corri- 
j^ìDdf.*r/i  in  [*S*']  il  piano  <(V/^'^'.  —  Fd  è  stato  ^ìà  rammen- 
tino in  a),  che  ai  ragfri  a.  h,  r,  *  .  .  del  fascio  (M)  di  [^]  cor- 
rieponderanno  in  [.S^^]  i  raggi  a%  h\  c\  ,  .  ,  di  un  fascio  proiet- 
tivo ad  (M\  che  lia  in  *Sr'  e  ut'  il  suo  contro  e  il  suo  piano: 
fascio^  che  potremo  indie, re  (ofl',  la  nota  a  pag.  12)  semplicc- 
niÉ-nte  con  f^Ji').  Sicché  al  raggio  M  rt\^p  di  (M)  corrispon- 
derà  in  [8*]  il  raggio  pi^r'r',  f^;>'  di  (;/.*). 

d)  Se^  in  vece  delle  punteggiate  (r)  ,  {ì\)^  hì  considerino 
lu  [e]  due  fasci  dì  raggi  (H)  ,  (/?,).  a  <iiiestì  corrisponderanno 
in  [S*]  due  fasci  proiettivi  di  raggi  fo')  ,  (o\);  ed  al  raggio 
HR^^py  comune  ad  {R)  ed  {Ry\  corrispondere  in  (?')  e  (^V) 
Io  stesso  raggio  ^*^\^p\ 

E  se,  dato  un  punto  3/  di  [e],  si  pone  HM^l,  R^M^l^,  de- 
terminando i  raggi  /' ,  l\  di  fp')  ,  (p',ì,  eorrìsi)ondenti  ai  raggi 
l  .1^  di  {R)  ,(R^h  a'  punto  J/ di  [r:]  eorrisponderi\  in  [.S"]  il 
|>iauo  VV\  ^  il\ 

Quindi;  data  una  retta  a  dì  [c]^  se  sì  assumono  in  a  due 
punti  ^f ,  A'  e  si  determinano  i  loro  piani  corrispondenti  |i.'  ,  v' 
In  (5^,  sarà  j^'v'^a'  il  raggio  di  [S%  che  corrisponde  alln,  retta 
n  di  [e]» — Ed  è  stato  già  ricordato  ed  applicato  io  a],  che  alla 
punteggiata  {a)^MN,,  .  di  [o)  corrisiH>nderà  in  [-?']  il  fascio 
proiettivo  di  piani  (a')  ^  jiS'.  .  .  .  Sicché  al  punto  a^RR^^P 
di  («)  corrisponderà  in  [S^]  il  piano  a* '^*o\^z*  dì  (a'j. 

Ia2,  a)  Da  quanto  è  detto  nel  numero  prec<MÌente  si  trae  il 
moda  di  ottenere,  ed  in  infinite  guise,  un  sistema  piano  ed  una 
«ella  correlativi  tra  loro. 

Assunto  ad  arbìtrio  un  piano  e,  ed  assegnate  in  esso  due 
pQUte-ggiate  arbitrarie  (r) ,  (r,),  ai  assumano  pure  arlntrarìa- 
meme  il  centro  S'  della  stella  e  due  suoi  fasci  di  plani  (r*)  , 
(r',).  Indi  ^ì  riferiscano  i  fasci  (r^)  ,  (r\)  proiottìvamente  alle 
punteggiate  (r)^(r^),  con  la  condizione  ehe  al  punto  rr,  ^P 
ài  (r)  ed  fr,)  corrisponda  lo  stesso  piano  r'i'\  ^irJ  in  ciascuno 
dei  Cuoi  (rO  ,  {r\). 


Digitized  by 


Google 


I 


—  374  ^ 

Procf*<!end(i  comò  nel  n°  151^  b),  dì  o<:nì  retta  //  tli[©],  che 
117U  ]ii\mì  per  P.  m  lìotennìiierà  ìli  [**?'j  ìt  raggio  cornsponrìeme 
p\  intersezione  dcn  dae  piani  dei  fasci  (r*) ,  (r',)j  che  corrispon- 
dono ai  ptniti  pT  j  pv^  delle  punteggiate  (r)  j(r,)t  e  vicevn'sa. 

Se  p  de&fdve  in  [a]  un  fascio  di  centro  M^  i  piani  dei  tucì 
(r')  j  {r\)^  corrispondf'iiti  ai  jmnii  pr  ,  pr^  delle  punte|]f^^jate fr»^ 
(r,)j  descriveranno  due  fasei  prospettivi,  (perciiè  proiettivi  alle 
punteggiate  prospettive,  che  p  detennìna  in  r  ,  r, ,  e  col  piano 
unito  r'r\BaTJj:  e  quindi  la  loro  intersezione  ju' genererà  Doila 
stella  [A'^]  un  fascio  di  raggi  (;i/),  proiettivo  al  fascio  {M}  de- 
scritto da  p.  Sìceliè  ad  ogtd  punto  iM  di  [ci— al  tinito  o  ali  la- 
finito  —  corrifciponderà  in  modo  determinato  ed  unico  uu  piano 
:j,'  dì  [S'];  e  perciò  alla  retta  31  rr*  di  [e]  corrisponderà  in  [N^ 
la  retta  ji'-HrV 

h)  Da  eìu  segue  mnz*a!iro^  che  la  corrispondenza,  cosi  dc- 
litiita  tra  [e]  e  [S'],  è  duale;  e  perciò  le  loro  forme  fundameti- 
tali  corrispimdenti  di   /.«  ì?pceic  sono  proiettive. 

e)  Tuttavia  ciò  si  può  anche  v^edere  dalla  costniziouv 
stessa. 

In  fattij  considerando  in  [e]  una  punteggiata  (in)  ed  mi  fa- 
scio di  raggi  (A')  pi*ospettivo  ad  {m)j  le  forme  corrispnntlentì 
(ra')  e  (■//)  di  [-S'']  saranno  au  faccio  di  pi^mi  e  \  un  faccio  di 
raggi  pri>spettìvi  tra  loro.  Ma  [a),  in  fi:ie]  è  (/')a  {A').  DamiiUi 
ò  aiiclie  (m')  A  (m);  ossia,  ad  una  punteggiata  di  [^]  corrisponfW 
in  [iV]  un  fascio  proiettivo  di  piani, 

hudlrcj  anche  al  faH^cio  di  raggi  iP)  di  [5]  corrisponde  in 
[K']  uti  fascio  proiettivo  di  raggi  (5'};  poiché,  iutroducendo  una 
punteggiata,  sezione  dì  (/'),  od  il  suo  correlativo  fascio  di  piani, 
ijuesto  sarfi  proìettiru  alla  punleggiata^  e  prospettivo  al  faseiu 
rli  ruggì  (u';i. 

tf)  Assunti  ìu  [cj  due  pnoti  arbìtrariì  A  j  Ai ,  e  costraìti  i 
pian!  a' ,  a'v.  ehc^  loro  corrispondono  in  [S%  ai  fasci  dì  ra;ri:ì* 
direttamente  ugnali,  che  da  A  ,  .4,  proiettano  i  punti  ulTiatìmiL* 
di  [^]j  e  che  hanno  in  ^4.1,  un  raggio  unito,  corrispondemnii" 
in  [S^]  i  fasci  priiiettivi  di  raggi  (-7')  ,  (a',),  che  hanno  in  %^t\ 
un  raggio  unito.  i^Hiej^ti  saranno  quindi  prospettivi,  e  i  \nàm 
d(!terininati  dallo  coppie  di  raggi  corrispondenti  di  (a') ,  ('^ih 
passeranno  per  una  stessa  retta  /",  che   corrisponden\   in  \S'\ 
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alla  retta    ali*  infinito  di  [o],  e  che  potremo  chiamare  retta  limite 
della   stellai.    [-S"]. 

e)  Se  S  '  ^  un  punto  all'  infinito,  a  due  fasci  di  piani  pa- 
ralleli di  [-S"J,  cioè  prospettivi  col  piano  all'infinito  g'^  come 
piano  di  prospettiva,  coiTisponderanno  in  [e]  due  punteggiate 
prospettive,  il  cui  centro  di  prospettiva  J  si  potrà  chiamare 
punto  limite  di  [e]  e  che  corrisponderà  al  piano  all'infinito  ap- 
partenente ad  [S'].  In  tal  caso  può  /'  andare  anch'essa  all' in- 
tìnito  (  allora,  apparterrà  J"  alla  retta  all' infinito  di  e),  ossia 
rappresenterà,   una  giacitura  limite  (9,  e). 

llSd.  a)  Per  costruire  queste  due  forme  correlative  [a]  ,  [^'J 
si  possono  pure  assumere  in  [o]  due  fasci  arbitrarii  di  raggi 
{R^]  ,  (i?i),  facendo  loro  corrispondere  proiettivamente  in  [8'] 
due  fasci  arbitrarii  di  raggi  (&')  ,  (p',),  con  la  condizione  che 
alla  retta  lìB^  di  [e]  corrisponda  la  retta  p'p\  di  [S'].  Proce- 
dendo poi  coiu^  nel.n.o  151,  rf),  di  ciascun  punto  M,  o  di  eia. 
seuna  retta  a,  di  [e],  si  costruirà  l' elemento  corrispondente 
il  [S^]. 

E  ragionando  in  modo  analogo  a  quello  seguito  nel  n.o  152, 
bj,  e),  si  dimostrerà  che  le  due  forme  di  2.«  specie,  così  co- 
struite, sono   correlative. 

b)  Da  quanto  è  detto  in  questo  numero  e  nel  precedente 
risulta,  che  la  correlatività ^  tra  un  sistema  piano  [e]  ed  una 
stella  [S'J,  è  definita  in  modo  unico,  sia  dando  due  puìitec/giate 
(r)  ,  (i\)  in  [e],  e  due  fasci  di  piani  (r')  ,  (r',)  in  [S'],  rispetti- 
vamente  proiettivi  ad  (r)  ,  (r,),  ma  tali  che  al  punto  rr,  ,  co- 
muTie  ad  (r)  ,  (r,),  corrisponda  in  (r')  ,  (r',)  lo  stesso  piano 
r'r',  ;  sia  dando  in  [o]  dice  fasci  di  raggi  (li)  ,  (R,),  ed  in  [S'] 
due  fasci  di  raggi  (&') ,  (p',),  rispettivamente  proiettivi  ad  (R), 
(K,),  Tna  tali  che  alla  retta  RR,  ,  comune  ad  (R)  ,  (R,) ,  corri- 
sponda  in   (?')  j  (f>'i)  lo.  stessa  retta  p'pV 

IS^.  a)  Assunti  in  [g\  quattro  punti  ABCD,  dei  quali  mai 
ire  appctrtenenti  ad  una  stessa  punteggiata,  e  in  [S']  quattro 
piani   ordi'fi^tamente  corrispondenti  a'^'^'o',  dei  quali  mai   ire 

avpo.ri^'f^S^^''^^    ^^  '^'*  ff^^desimo  fascio,  la  correlatività  di  [*:]  e 

fS'l    è    definita,    in  modo  unico. 
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Polche j  ai  puuil  A,  B,  AH  CD  e  Q  D,  CD- AB  dille  pun- 
teggiato che  hanno  per  soste^nit  le  rette  AB  f  CD^  coirisiHJn- 
dono  orrliuatameiUe  i  piani  a\  ^\  a'p'-^'o'  e  Tf',  S'^  "y'S^a'J^'dd 
fasci}  che  haiuio  a'^'  e  ^'^5'  per  assi;  e  ritorniamo  così  allact>- 
srnuiiriiif*  data  nel  n.f*  152,  a), 

b)  Simi limiate  si  ha,  che  la  mrrdaiività  tra  [e]  e  [$*\  é 
definitaj  dando  (n  [e]  quattro  rette  abcd,  delle  quali  mai  trt 
appatiengono  ad  un  fasrio^  e  facendo  ad  esse  cùiTWpondere 
urdirtaiameute  in  [S']  quattm  raggi  a'b  c'd',  dei  quali  mai  tre 
appartengono  ad  un  faccio;  poiché  saremo  cosi  ricondoni  aìla 
costruzionts  data  nel  ii.o  153^  a). 

e)  La  corrcìlatività  tra  [o]  ed  [S*]  può  anclie  di>finirsi,  dando 
in  [e]  tre  pnntij  non  allineati,  Aj  B^  O^  ed  una  rcrta  d,  che  non 
passi  per  alcuno  dei  punti  dati  (o  tr<*  rette  a,  bj  e,  noa  Cdn- 
eorrenei  in  un  punto,  ed  un  punto  D  non  situato  in  aleuim 
deUe  rette  date^  e  tacendo  loro  corrispondere  in  [*S' 'J  tre  piani 
a\  ^\  Yì  ""^i^  appartenenti  ad  un  fascio,  ed  una  retta  d'  non 
situata  in  alcuno  dei  ]tianl  a'j  ^\  7'  (o  tre  v^ggi  a%  b%  e'  di 
{S%  non  appartenenti  ad  un  fasciOy  ed  un  piano  ò',  che  non 
contenga  alcuno  dei  raggi  a\  b%  e')* 

In  fatti,  alle  teme  di  punti  A^  B^  AB*d  e  -1,  6\  AC-d  di 
due  punteggiate  (o  alle  terne  di  raggi  a,  h^  ab-Dj  e  a,  c^ae*!) 
dì  due  fasci)  corrisponderanno  in  [S'\  le  terne  di  piani  a.\  ?', 
a*^^**tV  e  a\  Yf  '^'Y'^*  ^i  ^^^  ^^^ci  (0  le  tarne  di  vA^gìa\ii\ 
a*b'^fy  e  a\  r',  a'r'.e'). 

d)  Ala  non  si  possono  ^  in  generale,  assegnale  in  [e]  dut^ 
pumi  Aj  B  e  due  rette  Cj  d^  e  far  loro  corrispondere  in  [S'\ 
due  piani  u^^  ^'  e  due  rette  e',  d';  poiché  non  è  in  generale  it 
gruppo  dei  4  punti  J,  Bj  AB'C^  AB*d  proiettivo  a  quello  dei 
4  piani  a'j^'^  q.*^'*c%  a'?^^i^ 

Be  poi  tali  gruppi  fossero  proiettivi,  la  correlazione  restia- 
rebbe  inclecernunata.  l>j  vero^  ponendo  cd=£,  vW^%\  ed  In- 
dicando con  F  un  punto  qualunque  di  e  (diatintu  da  E^  e  (In 
e- AB)  e  con  ^'  un  piano  appartenente  a  e'  {  distinto  da  1'  e 
da  c'-a'^'jj  la  correlazione  in  cui  ad  ABEF  eorrispondann 
a'3'=^^',  soddisia  ai  dati  della  iiuistione^  per  la  proietti  vita  sup- 
posta. 
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ISS.    Ci)    ^\l>t>iaiìio  veduto  (149),  che  la  stella  [.S"],  correlativa 
al   sisteiTia    i>iano   [e],  è  segata  da  e  iu  un  altro  sistema   piano 
[g'1,   correlativo   e  sovrapposto  a  [g];  e  che  [e]  è  proiettato   da 
^'   medinnte    Tina  stella  [S],  correlativa  e  sovrapposta  ad  [^S"]. 
E   da   ciò    seg-ue   un  modo  indiretto  di  costruire  due  forme  fon- 
damentali   omonime  di  2  «  specie^  correlative  e  sovrapposte. 

If)    Ma    si    possono  costruire  direttamente  due  sistemi   piani 

correlativi    [e]  ,  [e'],  e  due   stelle    correlative    [6'J  ,  [/S"j ,   anche 

qviaudo    i   sosteg-ni  delle  due  forme  da  costruirsi  sono   distinti. 

Di  vero,    assumendo  arbitrariamente  in  uno   dei  due   sistemi 

piani,   p.    e.   in  [e],  due  punteggiate  (?•)  ,  (r,),  e  facendo  loro  cor- 

risipondere   proiettivamente  in  [g']  due  fasci  arbitrarli  di  raggi 

i^R')  ,  C-R'i),  con  la  condizione  che  al  punto  rr^  di  [o]  corrisponda 

in   [e']   la  retta  Ii'E\,  è  chiaro,  dietro  quanto  è  detto   innanzi, 

come  si  possa  dedurre  da  ciascun  elemento  di  ognuno  dei  due 

sistemi  il   coirispondente  elemento  dell'  altro. 

Per  costruire  due  stelle  correlative,  basterà  dare  nell'una  due 
fasci  arbitrarli  di  raggi  (p)  ,  (p,),  e   riferirli   proiettivamente   a 
due  fasci  di  piani  (/•')  ,  (r',),  assunti  arbitrariamente  nell'altra, 
con  la  condizione  che  alla  retta  p;/,  corrisponda  il  piano  r'r\, 
r)  Nei  sistemi  piani  correlativi  [e] ,  [o'],  proiettando  da  E'j 
ed  A'i  i   punti  airiniinito  di  e',  si  hanno  due  fasci  di  raggi  di- 
rettamente  uguali,  e  col  raggio  unito  Ji'12\,  xV  questi  fasci  cor- 
risponderanno in  [o]  due  punteggiate  proiettive,  di  sostegni  r, 
7-,,  e   col  punto  unito  ri\,   ossia    due    punteggiate    prospettive. 
l>nnque   il   centro  J  di  prospettiva  di  queste^    che   in   generale 
è  un   punto  al  finito,  sarà  il  punto  di  [oj,  che  corrisponde  alla 
retta  all'infinito  di  [e'];  ossia  alla    punteggiata    all' in  tini  to    di 
[e']  corrisponderà  proiettivamente  il  fascio  di  raggi  {J)  di  [cj. 
b'iin/iniente    si  ha  il  punto  /'  di  [':'],  che  corrisponde  alla  retta 
ali'  infinito    di  [cj;  ed  i  punti  J ,  I'  si  diranno  2>«t«^t-^«/>i^"^^   dei 
s/sfenji    piani    [o]  ,  [o'], 

r/j  ^'a  imo  dei  punti  J,/'  va  all'infinito,  andrà  all'infinito 
anc/jo  J' nitro;  i^oicliè,  se  J,  p.  e.,  va  all'infinito,  la  retta  al- 
l'infinito   <li    [^'J?  la  quale  corrisponde  al  punto  J,  deve  passare 

per    I'' 

/-)    Se     eli    due  stelle  correlative  [.S']  ,  [S']  si  suppone  che  il 

SASfi«i^  —  ClF^om^tria  proiettiva.  48* 
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centro  aS  sìa  all'  Infinito  (o  che  sia  airintìnito  tanto  S^  quanto 
S*)i  si  avrà  ima  retta-liìmU  in  [S'\  (o  si  avranno  due  retU-ltìnitij 
V  una  in  [S],  V  altra  in  \S% 

f)  Qui  vnniKJ  rijiortati  per  dxie  sistemi  piani  coiTt^Iativi  (o 
per  due  stelle  correlative),  ì  teoremi  analoghi  a  quelli  coiite- 
miÈl  nel  n,**  154  a)j  h)^  e),  e  le  osservazioni  analoghe  a  quella 
del  n.«  154  d), 

150,  fi)  Si  è  veduto  (148j  fff  i)  che,  in  due  spazii  correlativi 
S  j  H'a  tre  dimensioni  due  forme  con'elative  di  1.^  e  di  2.<*  spe- 
cie sono  proiettive.  Andiamo  ora  a  mostrarej  come  si  possanu 
realmente  costruire  tali  spazii  correlativi. 

Assunti  due  punti  arbitrarii  8 ,  S^  ^  quali  elementi  di  2,  f 
due  piani  arbitrarii  a'  ^  s',  per  i  corrispondenti  elementi  di  -', 
si  costruiscano  le  dut^  coppie  di  forme  correlative  di  5,«  specie 
i-S']  e  [e']  j  [5,]  e  [a\],  m  guisa  che  a  tre  dati  piani  a,  ?,  > 
comuni  alle  stelle  [8\  ,  [*S',],  corrispondano  nei  sistemi  piani  [q*\ 
e  [o',]  tre  dati  punti  .4',  B\  C"  della  retta  c'o\=s'  (%  Sarà  fa- 
cile allora  di  costruire,  per  ogni  elemento  di  i,  il  corrispon- 
dente elemento  di  V;  e  viceversa* 

b)  In  fatti^  per  ciascun  ]mnto  P  di  -,  si  determini*ranna 
in  [c'I  ,  [o',]  le  rette  l'  j /',»  ^^^  corrispondono  ai  raggi  SF^, 
S^P^Ìi  di  [S]f  [S^]:  le  rette  V  j  l\  concorreranno  nel  punto 
P'  della  punteggiata  {6*)^A*B*C\  .  *,  coiTispondentc  al  piano 
tW^P^T.  de!  fascio  proiettivo  di  piani  (s)^a^^.,*\  ed  Z7',^x' 
sarà  il  piano  di  I^  corrispondente  al  punto  P  di  1, 

Viceversa^  dato  un  piano  rJ  di  1%  e  costrmii  i  raggi  ^  j  /,  di 


(*)  La  correlazione  nelle  forme  di  2.^  specie  dìcesi  pure  corn:- 
Iwaione  ternaria  \  mentre  per  dae  spazii  a  tre  dimensioni  1,1' 
correlativi,  si  dice  che  costituiscono  una  corì-elaztoìie  giiùtirnaTkf 

(^  Giusta  quanto  è  detto  nel  n.^  152,  a)j  per  costruire  tali 
coppie  di  forme  correlati ve^  si  condurranno  due  piani  jji,  v  di  [éV, 
che  si  taglino  in  a,  e  due  piaiti  *jl^  ,  v^  di  [Si]  ,  che  si  taglino 
pure  in  a;  indi  in  o' ,  r,\  si  assumeranno  le  coppie  di  pnati  3/' 
e  N\  M\  e  N\,  allineate  con  A\  e  si  riferiranno  i  fasci  di  plani 
ap-y,»,  ,  apiv..  ,j  aii,v,...  proiettivamente  alle  punteggiate  A^IÌ*C\..^ 
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f'^f  !^i1  eonispondeuH  alle  rette  t:'c^=2'  ,  k'c'jS^,  di  [q%  [o',], 
&I  piajio  z*  dì  V  corrispondLvrà  iu  Z  il  punto  11^  ^  P, 

r)  Per  una  retta  p  di  2^,  costruendo  i  punti  H' ,  i?',  di  fc'j, 

ln\]t  che  conispoiidono  ai  piani  Sp^p  ,  S^p^^t  di  [*S]  ,  [^SJ  , 

sarà  }ì*R\^p*  la  rotta  di  1'  corrìspondonte  alla  retta  p  di  «. 

È  pf>i  evidente,  come  da  una  rf^tta  p*  di  V  si  deduca  la  cor- 

ri^^pi^ridenie  retta  p  dì  5i. 

E  Bi  noti  che,  se  p  passa  por  P,  poiché  i  piani    p  ,  p,    dolle 

♦u^tle  \H\  ,  1^,]  contengono  ordinatamente  i  ra^gi  /  j  /,,  ne  segue 

cbc  i  punti  A"  ,  /^',  dì    [c'|  ,  fc',]   giacciono    rispettivamente   in 

:  e  che  quindi  il  piano  tJ  di  V,  corrispondente  al  punto 

i*  di  Z^  passerà  pel  punto  P^^l'i\  e  per  //. 

d)  Dì  qui  si  trae  che,  se  (jij^KPM .  ,  .  è  una  punteggiata 
dì  2»  i  piitni  corrispondenti  /'k*^*.,.  di  V  costituiranno  un  fascio 
(j/),  proiettivo  alla  punteggiata  (/>)  ;  poiché  (p)  è  prospettiva 
al  fascio  »{KPP .  ,  .)^yz^. .  .j  mentre  questo  fascio  è  proietti- 
vo alla  panieggiata  s\yJz'Q\  .  ,)^K*P*R\  . .  (come  risulta  dalla 
correlazione  tra  una  delle  slelle  [^VJ  ,  [ò\]  ed  il  corrispondente 
Il  piano),  e  questa   punteggiata   è   prospettiva  al    fascio 

t)  Ad  un  sistema  piano  [v]  di  1  corrisponderà   in  1^  una 
«Idia  correlativa  [N% 

In  fatti,  a  due  rette  p  ,p^  di  (vj  clie  linnno  comune  un  punto 
P  corrisponderanno  [e)\  in  X'  due  rette  p\  p\  che  giaceranno 
D^4  piano  rJ  comspondente  [6)]  al  punta  /:  Variando  le  rette 
p%P^  in  tutto  i!  sistema  piano  [vj^  le  rette  p\  p\  costituiranno 
nn  »ist<5ma  di  rette  tali  che  a  due  a  due  si  incontrano.  Ma  evi- 
demementc  non  giacciono  tutte  in  un  raedesimo  piano.  Dunque 
essa  concorreranno  tutte  in  un  medesimo  punto  N^  di  di  V  die 
cfirrisponderà  al  piano  v  di  -,  mentre  la  stella  [*V'J  sarà  cor- 
n^laiiva  al  sistema  piano  [v]. 

Il  ragionamento»  qui  liportato^  mostra  come  si  deduca  dal 
piano  ^*  di  2  il  cornsjiondentt'  punto  .V  di  Z\ 

E  evidente  poi  il  modo  di  deduiTe,  ila  un  dato  punto  A^'  di 
V  H  eorri&pondente  piano  v  di  il;  e  ne  risulterà  che  alla  stella 
(>'']  *lì  -'  corrisponde  un  sistema  piano  correlativo  [v]  in  1. 

f)  È  facile  ora  vedere,  che  ad  una  stella   [Pj,    o    ad    un 
fascio  di  piari  (/?;,  di  1,  corrisponde  in  V   un    sistema    piano 
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protettivo  [-'].  o  una  pnntegfirifita  proiettiva  (/>'):  poiché  h^* 
sierà  considerare  contcmporanf^iimente  in  Z  un  sistf?ma  piana 
[^]j  o  una  puntcsf^iata  (r), 

fj)  Il  ragionamento  fatto  in  é)  regge,  aiiGlie  quando  v  è  il 
piano  all'infinito;  e  il  punto  f  (in  genei-alf5  al  lìnìtp),  che  g^li 
coiTisponde  in  1\  ni  dirà  punto-ìimitn  di  1'. 

SìmìlnieniG  si  ha  il  puììtù-ìimìU  J  di  !*,  che  corrisponde  ;il 
piano  air  infinito,  consideralo  come  plano  di  S^ 

h)  Se  uno  dei  punti-Hinìtij  p.  e,  J,  va  air  infinita,  anclie  ì^ 
andr^  all' infinito;  poiché  allora  il  piano  ali*  ìnftnito  di  !:',  cor- 
rlspondenle  al  punto  J  di  I,  deve  passare  per  1\ 

i)  Dunque,  dite  sipfìzn  Z  ,  1^  a  tt*e  dimensioni  mno  t-ìferiti 
eorrelatinìitH'nft*  in  modo  itnico,  se  a  due  stelle  [S]  ,  [S,]  df'lVìfìto 
-  fil  fanno  corrtspoudnre  correiativaìnsiUe  m  modo  unico  neì- 
i'  nitro  Z*  line  Msfemi  plnni  [':']  ,  [^',]i  in  guisa  rhe  a  tre  piatii 
ot  ,  S  ,  Y  T  nppnvUnfinfi  alla  vptfa  SS,  ,  corri s pò nd ano  in  Z*  fre 
punti  A^  B',  C  deìla  retta  ^'f%\. 

li)  E  tla  ciò  segue  ininiodìatanK^nte,  che  dnt^  iipazii  Z  ^  Z' 
a  tre  dimcnfiiftnl  sonn  riferiti  i^firr^htlirameule  in  modo  ttnieo^ 
m  a  cinque  punti  ABC  DE  d^ìf  uno  Z,  dtil  quali  mai  qnatirf^ 
giacciano  in  un  pio  no,  ^i  fanno  rorri.*tponderE  neìl*  altro  Z^  cin- 
qui^ piani  *i*V^{*Vi\  dei  quali  nini  quattro  jìnasino  per  una 
tttesfio  punto. 

Dì  vero,  facendo  corrispondere  alle  rette  A{BCDE),  B{ÀCDE) 
di  Z  ordinatamente  le  rette  c£'(?'^'^ViO  ,  ^'(^'y^o^s')  di  Z\  le  stelle 
\A]  ,  [B]  di  -  saranno  riferite  correlativamente  in  modo  unico 
(154,  b)  ai  sistemi  piani  ['^1  ^  ["^'t]  ^"^  -^  ^«"  ^^  condizione  che 
ftì  piani  ABC,  ABI),  ABE,  comuni  ad  [A]  e  [B\  corrispondmio 
i  punti  x'^Y,  a'?'5',  a'S'i',  comuni  a  [a']  e  [-/,]. 

J)  È  evidente  che  gli  Mpnzll  Z  jZ*  a  tre  dimensioni  nf^no 
pure  ri  friniti  eorrelatirtimfnte  tra  loro  in  mid-}  uuico^  asse- 
gnando in  Z  i  veri  tri  AB  CD  di  un  tetraedro,  ed  un  piano  e 
che  non  passi  per  alcuno  di  f^ssif  e  fnrtuido  loro  corrispondere* 
in  Z'  ìe  facce  a^y^/i*  di  un  altra  tetrdH'lro  j  ed  un  punto  ¥J 
non  situato  in  alcuna  di  queste  f accie. 

Ma  il  problema  è  assurdo,  o  indeti*ruiinato,  se  si  danno  hi  I 
tre  punti  A,  B^  C  e  due  piani  5,2,  ai    c[Uìili    si  vogHano    far- 
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corrispondlore    ordinatamente  in  I'  tre  piani  a' ,  ^' ,    y'    c    due 
punti  X>'  ,   J57'- 

T>i  vero,    -ponendo  oz^s  ,  Z)'^'^«',  se  il  gruppo  dei  cinque 
plani   8 A.  ,  ^B  y  sC ,  o  ,  z  del  fascio  («)  non  ò  proiettivo  al  gruppo 
dei  cincone    ponti  s'ol*  ,  «'J' ^  s'^'  j  D' ,  E'  della  punteggiata  (."?'), 
U  pro>>leTna    ^   evidentemente  assurdo.  —  Ma,  se  questa   proiet- 
tivit-à    si   verifica,  assumendo  ad  arbitrio  due  piani  pi  ,  v  e    due 
punti   AT'  ,  JV'  appartenenti  ordinatamente  alle   rette   AB  ,  AC  y 
a'^'  ,  OL^^'y   si   costruiscano  i  sistemi  correlativi  1  ,  S',   in   guisa 
che  ai  piani   ABC^l,  |Ji,'v,  6,  s  dì  1  corrispondano  rispettiva- 
mente  i   pnnti  a'y^'=T/,  M\  .V,  /)',  E'  di  1'.  Al  punto  A=l[V) 
di   -  corrisponderà  evidentemente  in  S'  il  piano  ol^—L'M'X'-^  e 
qnindi,  poiché  ai  piani  sA,  o,  s  di  I  corrisponderanno  in  I'   i 
punti  «'a',    7>',  E\  ne  segue  (per  la  proiettività  supposta),    che 
anclie   ai   piani  8B  =  '/,  sC~g  di  1  debbono  corrispondere  in  1' 
i  punti  s"f'=K'y  s'7'=i?'.  In  conseguenza,  ai  punti  yk'i=H,  ohtz^C 
di  •-   eorrìsponderanno  i  piani  K'L'M'=^yy  R'L'N'^y'  di  I';  e 
i  sistemi   1  ,  I'  saranno  riferiti  correlativamente  in  infiniti  modi 
(per  1' arbitraria  scelta  di  ;jl,  v,  3/',  N'),  in  modo  che  si  ab- 

hiano  le   corrispondenze     ,  ^,  ^,  jy  ,„. 

157.  Avendo  ora  il  modo  di  costriiire  la  forma  correlativa 
di  una  forma  fondamentale  di  /.«,  2.»  o  .9.^  specie,  e  poten- 
dosi così  costruire  la  figura  correlativa  di  ogni  figura  gen(*- 
rata  da  un  punto  o  da  un  piano  nello  spazio  a  tre  dimensioni, 
da  un  punto  o  da  una  retta  nel  piano,  da  un  piano  o  da  un 
raorg^io  nella  stella,  la  legge  di  dualità  è  compiutamente  dimo- 
strata,  senza  restrizione  alcuna  [efr.  n.o  148,  h)\. 

Omografia. 


IBS.  n)  Due  sistemi  piani  |g], 
[c']f  con  sosteg'ni  distinti  o  coin- 
cidenti,    si     diranno   omografici 
fo  collineciri)^  o  si  dirà  che  co- 
.stitaiscono    un'omografia  terna- 
ria   se    a.    ciascun  punto  P,  e  a 
ciascuna    retta  p  dell'  uno  [o], 
corrisponclc    nell'altro  [a'\  un 


Due  stelle  [.S']  ,  {8%  con  so- 
stegni distinti  0  coincidenti,  si 
diranno  omografiche  (o  colìi'- 
nearl)^  o  si  dirà  che  costitui- 
scono un'  omografia  ternaria, 
se  a  ciascun  i)ian()  r,  e  a  cia- 
scun raggio  p  dell'una  |N|,  cor- 
risponde nell'altra  [>S"]  un  piano 
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punto  7'^  e  ima  retta  j/,  con 
la  condizione  clie,  se  /*  e  p  sì 
appartengono^  sì  appartengano 
pure  P*  V  p'. 


tJ  e  un  ra^'gio  p\  con  la  toiì* 
dizione  elie^  se  ;:  a  p  et  appar- 
tengono, sì  appartengano  an- 
cora -'  e  p\ 


b)  Vìi  sistema  piano  [ci  ed  una  sfella  [S*]  si  denomineranno 
omografie t  (o  collineari;^  o  si  dirà  che  eostltuiseono  un'  omn- 
grafia  tarnarhi^  se  a  ciascun  punto  P  e  a  ciagcumi  retta  p  di 
\q\  corrisponde  in  [H^]  un  ra/^^^io  yj'  e  un  piano  n',  con  la  con- 
dizione cliCj  se  P  e  p  si  appartengono,  sì  appartengano  pur*' 
p*  e  r.'. 

e)  Due  «istemi  jnant  {c]y  \  Due  stelle  [S]  ^  [S'J  j  correio- 
[fs\  covìrliìffrl  fttl  mf  ferzo  (o  arf^  ad  tma  terza  (o  mf  »ui 
ad  fina  steli  a),  sono  omagra' ì  si-sfema  ptanu)^  sono  amoffra- 
fivi,  fiche. 

Quegli  due  evidenti  teoremi  fornisco  ni»  un  modo  indiretto  di 
eostruire  due  stelle,  o  due  sistemi  piani,  oniograftcì;  ma  queste 
forme  oniograficbe  possotio  pure  costruirei  direttamente. 

In  fatti,  per  i  sistemi  piani  [g]  j  [«'],  sì  possono  assumere  in 
[e]  due  punte^^giate  arluirarie  (r;  ,  {r^\  alle  quali  si  riferiranno 
proiettivamente  due  punte^gìatH^  (r'j  ^  (r\)j  arbitrariamente  a^- 
seifnatt'  in  [0%  ma  con  la  condizione  die  ì  punti  rr^  ,  rV\  ^i 
corrispondaim  nei  due  sistemi.— E  non  occorre  dichiarare,  dopo 
quanto  è  stato  detto  sulla  cosirazione  dei  sistemi  piani  congela- 
tivi e  delle  stelle  correlative  ,  come  si  deduca  ogni  elemento 
di  fc],  0  \a'] ,  dal  corrispondente   (elemento  dato  in  [g'],  o  [c|. 

Potreblicro  pure  assumersi  due  t'asci  di  raggi  (^Jj  (/^i)  di  [^]^ 
0  riferirli  proiettivamente  a  due  fasci  di  raggi  {Jl%  (Ji\)  di[c']j 
con  i?A'|  ,  ÌVR\  i*er  raggi  corrispondenti  nei  due  sistemi. 

Due  stelle  omograticlie  [*S']  ,  [^S"]  poi  si  costruiranno^  rifereucio 
proiettivamente  due  fasci  di  piani  (r)j(r,)— o  dì  niggi  (p), 
(5,}  —  di  f;^]  a  due  tkset  di  piani  (r'}  j  (r \)  — ^  o  di  raggi  'o'j, 
(p\^— di  [8%  con  la  condizione  che  rr,  e  rV,— o  p^,  e  p'p'i— 
sieno  due  ])ìani— o  due  raggi— corrispondenti  in  [S]  e  [S^\. 

d)  Assunte  due  coppie  RR^  ,  R^R\  dì  punti  corrtspondenu 
nei  sistemi  [liani  omografici  [e]  ,  [g'],  se  da  R  ed  H^  si  proiet- 
tano i  punti  all'  inijnìto  del  piano  q,  sì  bamio  due  fasci  di  ragiri 
direttamente  uguali,  e  col  raggio  unito  /?i?,.  A  questi  corrispon- 
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deranno  quindi  in  [a']  due  fasci  proiettivi  tra  loro  (R')  ,  (/?',), 
e  col  raggio  unito  E'R\:  ossia  due  fasci  prospettivi.  L'asse  i' 
di  prospettiva  di  (/?'),  {R\)  sarà  dunque  la  retta   di   [';'],  che 

corrispomle    alla  retta  all'  infinito  di  [o],  e    che    diremo    l'etta- 

Itfiiife    eli    [o'J. 

Similmente  avremo  la  retta  limite  j  di  [<?] ,   clic   corrisponde 

alla  retta   ali*  infinito  di  [o']. 

e)  Può  supporsi  che  il  centro  S  di  una  delle  stelle  omogra- 
fiche [S]  ,  [^S"']  stia  all'infinito  (o  stieno  all'infinito  8  od  .S"  in- 
sieme); ed   allora  si  avrà  un  pianolimite  (o  due  piani-limiti), 

f)  Un  sistema  piano  [o]  ed  una  stella  [S'J,  correlatioi  ad 
nn  altro  sistema  piano  (o  ad  tin  altra  stella),  sono  omografici. 

Da  questo  evidente  teorema  si  trae  una  costruzione  indiretta 
delle  forme  omografiche  [a]  ,  [S'].  Ma  si  ha  una  costruzione  di- 
retta, assegnando  in  [e]  due  punteggiate  (r)  ,  (r,)— o  due  fasci 
di  raggi  (i?)  ,  (/2|)  —  e  riferendoli  proiettivamente  a  due  fasci 
di  raggi  (p')  ,  (P^'i)— 0  a  due  fasci  di  piani  (r')  ,  (r',)— in  modo 
che  al  punto  rr^ — o  alla  retta  i2/2,— corrisponda  la  retta  f/'p'^  — 
o  il  punto  rV,. 

Si  può  pure  ridurre  l' attuale  quistione  ad  una  di  quelle 
trattate  in  e),  mediante  la  proiezione  da  un  centro,  o  la  se- 
zione con  un  piano. 

g)  Analogamente  a  quanto  è  detto  in  d),  si  vede  che  esi- 
sterà in  [S  ']  un  piano-limite;  e  se  ^S"  è  all'  infinito,  esisterà  in 
[ó\  anche  una  retta-limite, 

h)  Le  definizioni  date  in  a)  e  b)  mostrano  che,  ìielle  forme 
fondamenta/i  omografiche  di  2  a  specie^  due  forme  fondamen- 
tali corrispondenti  di  l.a  specie  sono  proiettive;  perchè  proiet- 
tive ^la  forma  correlativa  ad  amendue. 

Per  t-ale    proprietà  queste  forme  omografiche    di    2.»    specie 
diconsi  proiettive, 

t)   Inoltre,  è  anche  evidente,  che  la    corrispondenza    omo- 
grafica  dì   due  form^.  fondamentali  di  2.»   specie    [già    definita 
da  duG   coppie  di  forme  fondamentali  proiettive  di  i.«   specie, 
con  la   condizione  indicata  nelle  costruzioni  date   in  e),  f)]   è 
pure   de/f^i^i^ci    da  quattro  coppie  (154,  a,  b)   di   elementi   corri- 
itpondentt,    stùjpponendo  però  che  in   ciascuna  forma    i  quattro 


Digitized  by 


Google 


^  mi  — 

rìemeìiti  aan^unfi  siano  omonimi^  e  in^  di  essi  non  (tpparfengann 
mnì  ad  una  forma  fondamrtìitiile  di  1.^  specie^ 

PoF^soiio  pure  essere  iioii  ùiihuiìxiiì  ^li  eleni  p  ti  ti  iissiintì  in 
cram-nuA  tltOle  dae  fomif*,  ma  con  le  restrizioni  analoghe  a 
t]U<?Uc  riiuirtatc  noi  iv»^  154^  d  , 

150.  a)  Dna  quadrangoli    ABCD  ,  A'B'C'D%   situati   in   dm 

jnaui  Qj  G*  dhthìtl  o  vinncideutij  sono  afììipni  j^roìetiit^ì;  om^^ 
si  può  dedurre  F  tino  dair  altro,  mediatile  un  numero  fìntto  dì 
proiezioni  e  sezioni. 

Iiiteiuli  iTmo  (.die  dehhjìnn  f&serc*  corrispoTidenti  i  Terrtei  iti- 
dicati  con  ir  iik-dt^siiue;  lettore,  e  suppoiTeuio  dapprima  clie  5^^' 
feieno  due  piani  difterentii 

Be  i  due  qiiadntu^oli  jion  hanno  vertici  corrispondenii  l'o 
luuiiì,  sulla  retta  AA\  che  unisce  due  vertici  corrispondenti  hob 
situati  entrain bi  in  aleuno  dei  piani ^  si  assuma  un  punto  *%  di- 
stimo  da  A  ed  .4',  e  per  il  pimto  .4  si  conduca  vlìi  piano  e", 
distinto  da  e;  il  t[uadrHnit^:olo  A^B^C^D'  sarà  proiettato  da  S  sopru 
g''  in  un  altro  tjuadran^i^olo  AlV*0"D'\  ehe  ha  eoniune  con  ABCI^ 
il  vmiee  .4.  Posto  poi  AB-CD—H,  AB''^U'D^'=H'\  le  rette  Blf. 
IiìV\  che  g-iaeciono  ntd  piano  BÀB^\  concorreranno  in  un  paino 
^\;  e  quindi,  conducendo  per  AB  un  piano  q^*\  distinto  da  e,  e  prrh 
iettando  da  A',  j  il  quadrau^ulo  AB'* 0*^1}*^  sarà  prolettalo  scipni 
c'^'  in  un  altro  quadrangolo  -l/^C''"i>'"j  che  ha  comuni  con 
ABCD  ì  vertici  A,  B,  e  ii  punto  //' '  sarà  proiettato  Bopra  e'" 
nel  punto  //,  che  snrà  quindi  eoniune  alle  rette  CD  .  C***ìf^\ 
Dunque  le  rette  C'C"  ,  Z>Z>"'  concorreranno  in  un  punto  S^^  cIhI 
quale  il  quadrangolo  ABC'D'"  sarà  proiettato  sopra  e  noi 
quadrangolo  ABCD\  e  perciò  questo  sarà  deilotto  da  A*B*C*U\, 
in  generale,  mediante  tre  proiezioni  e  tre  sezioni. 

Se  i  soli  vertici  1),D'  coincidono,  il  ragionamento  precedente 
mostra  che  ABCD  si  dedurrà  da  A'B'C'D^  medìaiite  due  sole 
proiezioni  e  due  sole  sezioni,  le  quali  allora  possono  pure  es- 
sere rinvenute  ragionando  come  segue.  Conduceudo  pel  punta  i> 
nei  piani  c,g'  le  trasversali  ,s,.s-',  e  ponendo  S'BV=Lf  ^-CA^M, 
S'AB=:N,  s''B'C'=:L* ,  s''C'A'=>M'/8''AUr^X'  ^  le  rette  LL\ 
MM'y  yN'  formeranno  nel  piano  ss'  un  trilatero  prospettivo  aì 
trilateri  ABC,  A'B'C 
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^  Quando    èi    O  '^^  O,    J9'=D,  se  le  rette    AA' ,  BB'    concorrono 

lu  uu  pxuito    Sj^    ^SLirit    ^Z^CZ>  la  proiezione  di  il'^'O'D' da /Sfso- 

P^a  q;  ossia,    si    docinrrà  da  A'B'C'B'  mediante  una  proiezione 

ed  una  sezione.    Mia   se  i4.4',  i?/i'  giacciono  in  piani   differenti, 

SI  dedurrà,   Vv\n    q[ii.ad rangole  dall'altro,  operando  come  nel  caso 

preccdeTito,    in    cni    si  ha  solo  D'  ==  D. 

Se  ii\  fine,  i  piani  e  ,  e'  sono  coincidenti,  proiettando  da  un 
centro  ar\>itTario  nno  dei  quadrangoli  sopra  un  altro  piano, 
siamo  Ticondotti   ai  casi  considerati  sino  ad  ora. 

b)  11  teorema   a),  e  quello  dimostrato  nel  n.  158,  /),  fanno 

vedere,   cb.e   dite   sistemi  piani    omografici    sono    sempre    real- 

m^nUe  proiettivi^   nel  senso  che  V  uno    può    dedursi    dall'  altro, 

mediante  un  numero  finito  di  proiezioni  e  sezioni.  E  queste  o- 

perazioni  sono    quelle  di  un  qualunque  sistema  che  conduca  da 

un   quadrangolo   o  quadrilatero,  al  quadrangolo,  o  quadrilatero 

corrispondente. 

e)  È  evidente  pure  che  nello  stesso  senso  due  stelle  omo- 
grafiche (o  una  stella  ed  un  sistema  piano  omografici)  sono 
realmente  proiettivi  ;  poiché,  segando  le  due  stelle  (o  V  unica 
stella)  con  un  piano,  siamo  ricondotti  a  due  sistemi  piani  omo- 
grafici. 

160.  d)  Due  spazi!  2  ,  I'  a  tre  dimensioni  diconsi  omogra- 
fici, o  si  dice  che  costituiscono  una  omografia  quaternaria,  se, 
341  Ogni  punto  P  e  ad  ogni  piano  t:  dell'uno  2),  corrispondono 
ordinatamente  nell'altro  I'  un  punto  P'  ed  un  piano  t:',  con  la 
condizione  che,  se  P  e  u  si  appartengono,  P'  e  rJ  si  apparten- 
gano  anch'  essi. 

ù)  È  evidente^  che  due  spazii  a  tre  dimensioni,  correlativi 
ad  un  terzo,  sono  omografici.  E  da  ciò  nasce  un  modo  indi- 
retto di   costruire  questi  spazii  omografici. 

e)   Ma,    assumendo  arbitrariamente  in  «  due  stelle  [S],  [8^] 

o   due   sistemi  piani  [e]  ,  [cj—e  riferendoli  omograficamente 

a  due   stelle   arbitrarie  [^']  ,  [/S'^]  —  o  a  duo  sistemi  piani  arbi- 
trarli   Io']  y  {pW  — attribuiti   a  I',  con  la  condizione  che   a  tre 
dati  piani    comuni  ad  [iS"]  ed  [^,]  —  o  a  tre  dati  punti  comuni 
a  \c\   e    \p%\  ' —   corrispondano  ordinatamente  tre  dati  piani   co- 
mani   ad.    £^']    ^^  ['^M— 0  tre  dati  punti  comuni  a  [<3']e[c',]  — 

QjLSism^ Cfc^metria  proiettiva.  49* 
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fc  facile  vMure,  nftìrrJitloKi  ii  t|uanto  si  ò  dcttn  ik*1  n.'Mfi8,  n  il 
modo  di  coistruìre  dirùttameiUc  V  Ldenii?nto  di  !1  o  di  I',  cor* 
rispoiidentca  a  ciascun  elemento  dato  in  Z\   o  hi  1\ 

E  si  vedo  pure,  che  a  forme  fondamentali  di  /.»  o  di  2." 
specie,  appartenenti  a  -,  corrispondono  fornii  proiiutlve  in  -'; 
e  che  a  duo  forme  fondamcutalìj  di  //*  o  di  3,<*  specie  »  pro- 
iettivo in  Ity  corrispoTidoiio  in  -'  duù  forme  proiettive,  ed  anche 
invoiutoriQj  se  le  prime  lo  sono. 

d)  La  corrispolìdejìza  omografica  di  due  spazii  ^  ^V  a  ir  fi. 
dimùumouìj  gih  definita,  dietro  quanto  è  detto  in  c)j  è  pure  dé- 
fiììita  ht  modo  itìileo^  dando  cinque  copjiie  dì  eUmentì  (punti 
0  piani)  corrupondenfi  in  -  ?  -^  in  guisa  perù  che  dei  cinqitt 
eUmenU  omonimi  ^  assegnati  in  ciascuno  dei  due  spaziij  mai 
quattro  appartingnno  ad  tina  forma  fondamentale  di  2j^  specie^ 

è)  Questa  coniyponden^a  omografica  è  puro  definita  in 
modo  uni  CD,  dando  in  li  i  vertici  AfìCD  fo  lo  facce  a^yo)  di 
un  tetraedro,  ed  un  piano  e,  die  non  passi  per  alcuno  dei  punti 
AììCD  (o  un  punto  E,  non  situato  sopra  alcuno  dei  piani  x^^^), 
e  facendo  loro  com spendere  in  X'  ordinatamente  i  vertici 
.A^B'C^D*  (ù  le  facce  a'^^*Y^' )  *^l^  ^^i  altro  tetraedro,  ed  un 
piano  e'j  elle  non  pnssf  per  alcuno  dei  punti  A*B*C*D^  (o  un 
punto  E\  non  situoto  sopra  alcuno  dei  piani  gc'^'y'^T 

Ma  il  problema  è  assurdo,  o  indeterminato^  se  in  ìi  sì  danno 
tre  punti  ABC  e  due  piani  5  ,  h  (o  tre  piani  ap-^  e  due  punti 
Dj  E%  e  si  vogliano  far  loro  corrisponderò  in  S'  tiM3  punti  AITO^ 
e  due  piani  o'  ^  e^  (o  tre  piani  a'"^'f  e  due  punti  D\  E"). 

f)  In  conseguenza^  du^  sj^asii  omografici  X  ,  S'  a  ire  di- 
menslonif  non  identici,  non  possono  avere  jnii  di  quattro  punti 
{o  2^i'rr«/}  unitif  coi  quali  sia  pò s h IbilB  %m  pentagono  gobbo  [o  un 
pentaedro). 

g)  A!  piano  all'  infinito,  considerato  come  appartenente  o 
1'  fo  a  Z)j  corrisponde  in  Z  (o  in  -'}  un  piano  /  (o  r^*)^  in  «re- 
ui^rale  al  finito,  e  che  diecsi  pinno4imite  di  3^  (o  di  Zy 
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Affinità. 

IGl,  et)  So  ili  due  sistemi  piani  omografici  [o] ,  [o']  le  rette 
Ihniù  jF  y  t'  sono  a  distanza  finita,  al  punto  all'infinito  di;,  in- 
ttìi-itozìono  di  _/  ooii  Ja  retta  air  infinito  di  [o],  corrisponde  il 
punta  intcrse^sione  della  retta  air  infinito  di  [o']  con  i!'  ossia 
ti  punto  %\\V  infinito  di  i\  Dunque,  se  una  retta  a  di  [a]  è  pa- 
raUelt^  «  j,  e  &alo  allora^  la  corrispondente  retta  a'  di  [o'J  sarà 
parai lel^  «ci  i'^  e  i e  punteggiate  corrispondenti  (a)  ,  (a')  sa- 
rà mio    Btm Hi    ( *) - 

la  eoTisef^nenza,  ad  un  fascio  di  raggi  abc. . .  di  [e],  il  cui 
centro  K  si  fi  iiih  jjunfn  di  ],  corrisponderà  in  [o']  un  fascio  pro- 
iettilo a'b'c'--  ci£  raggi  paralleli,  ma  non  paralleli  ad  V ,  se  non 
fi  t£  €7  II  do   K.   é    il  2it£?tio  alV  infinito  di  y.  e  viceversa. 

b)  Se  poi  J  va  all'  infinito,  ciò  significa,  che  la  retta  alVin- 
iìiiuo  di  [^1  ha  per  corrispondente  la  retta  all'infinito  di  [o'];  e 
iliiiiidi  anche   t'   va  air  infinito. 

<Ìuesto  caso   particolare  dell'  omografia  di  due  sistemi   piani 
iUcesi  afflìiitci  ;   e  i  dui!  sistemi  chiamansi  affini. 

Segando   una  stella  di  raggi  paralleli  mediante  due  piani,  si 
il  anno   due    stt^trmì  pinai  affini. 

d)  Kei  ^■t^^■►//(/  pi*ml  affini  [g\  ,  [g'J,  (per  i  quali  le  rette  al- 
l' inlitiito  si  corrispondono),  due  jyunteggiate  corrispondenti  (a), 
(a'}  MOito  senipre  simili;  e  ad  un  fascio  di  raggi  paralleli  nel- 
r  uno  corrisponde  un  fascio  proiettivo  di  raggi  paralleli  nel- 
£*  nitro. 

Sicché  ad  un  parallelogrammo^  dato  in  uno  dei  due  sistemi, 
corrispondo   nelT  altro  un  parallelogrammo. 

e)  K    chiaro   pui,  ^lie  per  definire  due   sistemi    piani    afiìni 

f^l  1  r^'JV   tiABta   assegnare  in  [e]  ,  [g'J  due  trilateri,  e   far   corri- 

f^pondprc   ai    lati   n,  b,  <:  dell'uno  ordinatamente  i  lati  a',  &',  e' 

dvir  nitro   trihitero  (158,  i);  o  a   due   punteggiate   00  ?  («*i)   di 

lo]  tìir  corrispondere  in  [g']  due  punteggiate  rispettivamente  si- 

(')  Ite  sostanza  vi  è  un  solo  punto  all'infinito  di  [a]  ,  cioè 
«jueJIo  di  direi^-ione  j,  elio  ha  per  corrispondente  un  punto  all'in- 
tìuiu>    di    [g'1  T     ^   questo  lia  i'  per  sua  direzione. 
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mili  (u*)  j  (tt\)j  nelle  quiìli  però  il  punto   h*u\   cornspondii  al 
punto  uìit* 

f)  Due  stelle  [S]  ,  [i^'|  omof^rafìcbc  si  diranno  afnì  se, 
avendo  i  centri  all'  infinita,  al  piano  air  infinito  deW  mm  car- 
risponde  il  piano  all'  infinito  dell'  altra. 

E  le  sezioni  di  (^]  ,  [8^]  rispettivamente  fatte  con  due  ptaui 
arbìtrarii  q^g*  saranno  due  sistemi  piani  [';] ,  (^M  ^A^fiini. 

163.  Andiamo  ora  a  dimostrare  alcune  proprietà  metriche, 
di  cui  godono  duo  sistemi  piani  affini  [a} ,  [o']* 

a)  Chiamando  rapporto  di  simigUan^rt,  in  duo  punteggiate 
simili,  il  rapporto  costante  dei  loro  segmenti  coiTispondcnti,  si 
ha  clie^  de  Uj  v  Rono  due  rette  \\  di  (c]j  ed  n\  v'  le  rette  com- 
spoìiffe.ìtti  (pure  ||)  di  [€'],  il  rapporto  di  ùmigìmnza  delle  pim- 
teggiate  simili  (u)  ,  (u'Jj  cAe  si  corrispondono  m  [e]  ,  [^Tj  è  m^ 
guale  a  quello  delle  allure  due  (v)  ,  (v^)* 

Di  verOj  condacendo  due  altre  ||  r  ^s  di  [«^l^  che  seghino  ri 
e  V  nelle  coppie  di  punti  M^  N  e  P,  Qj  e  le  loro  corrispon- 
denti r\  s^  in  [c^],  che  segheranno  u'  o  v^  nelle  coppie  di  punti 
M\  N*  e  P\  Q'  corrispondenti  allo  prime  coppie,  saranno  (ih^, 
€l)  MNFQj  M*N'P*Q*  due  D  corrispondenti;  e  si  avrà 

d'  onde 

MK:3VN'-Pfit  P'Q' 5 

ciò  che  dimostra  il  teorema. 

E  si  iioiì^  che  M'N\  P'Q*  saramo  segmenfei  dello  slesso  srn- 
ìso,  0  di  sensi  contrarila  secondo  che  3/A^,  PQ  saranno  dcliu 
stesso  senso,  o  dì  sensi  contrarli. 

h)  Il  teorema  a)  può  enunciarsi  pure  dicendo: 

Due  segmenti  AB,  CD,  (ipparteuenti  a  due  rette  pnralkk 
di  \q\  f  sfanno  tra  loro  come  i  corrisponde tdi  segmenti  A^B'i 
CU'  in  f^l  {'), 


(^}  Di  qui  risulta  la  segnante  costruzione  di  due  sistemi  piani 
affini  [5)  j  [a'j.  ^  Assunte  arbitrariamente  (fìg.  88.«')  duo  coppia 
xiì\gf/  di  rette,  come  coppie  di  rette  corrispondenti,  ,si  assejornljn* 
onlìiiatamente  in  x^  y  i  punti  B^  C,  e  in  x\  ^'  i  punti  D\  C%  che  8Ì 
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Perchè  in  virtù  di  o)  si  uttiene 

AB:  AB' =01):  CD'-, 

G  quindi  pnre 

Ali:  CI)  =  A'B'  :C'D\ 

e)  /^  distanze  di  due  j^unti  corrispondenti  variabili  M,  M' 
ài  {n\  ,  W\  da  due  rette  corrispondenti  fisse  a  ,  a'  hanno  tra 
lorn  un  rapporto  contante. 


vogliono  far  cor  risponderò  ai  primi  due:  sicché,    posto   xijb^A  , 
x'f/^^A*^  Jc  coppie  di  punteggiate  simili  (ac)=^15...  e  {x')=:A'iì\.,, 

fig.  88.^ 


(i/]^lACL-  e  (f/*)^A*C\^»  saranno  definite.  Ora,  dato  un  punto  P 
di  [^]j  e  condotte  per  P  le  ||  ad  i/,  a?,  che  seghino  ordinatameli  te 
Xj  ì/  in  Qj  it,  si  costruiscano  i  punti  Q',  R*  di  (a:')  ,  (y')  coi  ri- 
spondenti ai  punti  Q,R  di  (j?),  (y):  le  ||  ad  ;/',  x\  condotte  jmt 
Q',  R\  si  segheranno  nel  punto  P'  di  [c'J,  corrispondente  al  punto 
P  di  [o], 

lo  sostanza  Xj  jy  sono  gli  assi  coordinati,  ai  quali  sono  riferiti 
i  punti  di  [e]  ,  e  x\  ij  quelli,  ai  quali  sono  riferiti  i  corrisp mi- 
denti  punti  di  [^'];  e  basta  quindi  dare,  oltre  a?,  y,  x\  y\  i  rrip- 
porti  costanti,  per  i  quali  bisogna  moltiplicare  le  coordinate  «lei 
punti  P  di  [e],  per  avere  le  coordinate  dei  corrispondenti  punti 
F  dì  {fi% 

Si  osservi  intanto  che  la  precedente  costruzione  si  può,  in  vece 
elio  dedurla  dal  teoreiiia  6),  ritenerla  quale  conseguenza  dell'  os- 
servazione fatta  in  fine  di  IIIK  e),  e  della  costruzione  data  ini 
n.*»  i58,  e)  per  due  sistemi  piani  omografici  generali. 
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Sitano  (fig.  ^P^i.)  A  j  A^  due  dati  punti  corrmpundRntì  in  [a], 
\rj];  Cj  proiettando  Aj  M  ortogonatmonte  sopra  a  in  B^  N^  n 
cjacBte  proioziotiì  corrispondano  in  [o'\  i  punti  /?%  N':  sarà 
^47i' Il  3[*N\  Ciò  poBto^  indicando  con  (F,  #),  o  (^j,  /"),  la  di- 
stanza tm  un  punto  P  ed  una  retta  s,  presa  con  uu  segnOj  o 
col  segno  contrario,  secoudo  che  P  giace  da  mia  parte  di  *,  u 
dall'  altraj  si  ha,  in  vìrtH  di  a), 

fi^^  ^i/,« 


A, 


i/A^  i  AB  =  M'N^  :  A'B'  =  {M\  a')  :  {A\  a'}  ; 


d' onde 


fi)  Intendendo  per  aree   corrUjmndenti    due    porzi<ini  doi 
piani  ^  ,  ^'j  limi  tate  da  dtie  lince  (})  corrlspondtinti  in$ni)  dei 


(*)  a)  Considerando  nel  piano  e  una  linea  '^i  generata  da  uu 
punto,  clia  si  mnova  con  legge  detertninata,  gè  conduckuio  nel 
piano  €,  e  per  un  punto  P  di  ^,  una  trasversale  «,  e  la  facciamo 
l'otare  in  a  intorno  a  P,  in  modo  che  uno  degli  altri  punti  co- 
muni a  ò  e<l  s  sì  avvicini  inde  Unita  mente  a  P,  la  l'et.ta  s  potrà 
tendere  (e  tenderà  realmente  in  generale  per  le  linee,  elio  si  stu- 
dia no  ordinariamente  in  geometria)  a  prendere  una  poai^ion6  li- 
mito p:  questa  dicevi  allora  tamjente  dì  *^  in  7',  mentre  Pàtm- 
minasi  punto  di  contatto  di  p  con  ^jz-^E  suole  anche  diraij  che 
la  tangente  p  di  (}^  in  P  è  la  retta  conginngente  Pai  punto  di  ti 
infinitaraente  vicino  a  P;  e  che  la  dii-e^ione  dì  p  h  (iueìla  del  mo- 
vimento del  punto  generatore  di  à,  (inando  questo  è  giuntr>  in  P. 
h)  Se  un  punto  S  si  muove  sopra  p,  in  guisa  che  una  delle 
altro  tangenti j  che  si  possono  condurre  da  S  a  é^  sempre  pia  bl 
avvicini  a /»,  la  poaizione  limite  di  iS  è  il  punto  di  contatto  di /^ 
con  ({^*^iSi  può  dunque  considerare  ^^  come  il  luaffo  dei  punti  *li 
contatto  di  tette  le  sue  tangenti,  o  come  tUnmluppo  di  una  retta 
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ststOTin  piani  [e]  ,  [^%  Is  aree  corrhpondmiiì  in  \fj]  ,  |a'l  hannn 
tra  iont  un  rapparto  cùstante;  os.siu,  ^*ì  aree  di  due  fiijure  qua- 


mobile  nel  piano  a  secondo  una  corta  logge;  b  slioÌ  dirai  che  il 
(nmto  di  COD tatto  di  i^  con  una  p  di  qviostG  rette  è  il  punto  d'in- 
tersczioae  di  />  con  la  sua  posizione  in  finitamente  vicina* 

**)  Una  linea  piana  può  dunque  considerarsi  come  luogo  dei 
suoi  punti,  o  come  invihippo  delle  sue  tangenti;  ossia  come  una 
Jinm4uogOj  o  eome  una  linea-inmìuppo. 

La  retta,  riguardata  come  Inogo  dei  suoi  punti,  è  il  più  scempi! ca 
esempio  di  una  lìnea-luogo.  Il  punto,  considerato  come  l'inviluppo 
di  Hit  te  le  sue  rette,  è  il  più  semplice  osneraplo  di  una  linea  in* 
viluppo. 

tf)  Se  il  punt-o  mobile,  nel  generare  !a  curva  4'j  pa^^aa  due 
(o  r)  volte  per  uno  sLes.^o  punto  P^  questo  dicesi  punto  doppio 
[o  mulfipl<ì  secondo  r,  errtiplo)  dì  cj*. 

e)  In  generale,  il  punto  mobile  giungo  in  P,  la  prima  e  la 
seconda  volta,  per  due  vìe  differenti;  e  t^uindi  '^  ha  in  general© 
nel  punto  doppio  P  due  tangenti  distinto»  Ma  può  avvenire  che 
il  punto  mobile,  giunto  la  prima  volta  fn  ì\  si  aiTesti,  e  poi  si 
nuova  in  senso  direttamente  opposto,  sicché  le  due  tangenti  di 
^  in  P  coincideranno.  Si  dice  allora  che  P  è  un  punto  dì  veffrejtm^ 
Q  staztonarm^  o  urta  cunpìde;  %  la  tangente  p  di  4  in  P  denomi- 
nasi tangente  di  regresxo^  o  hmgÈnte  cnspidalc, 

f)  Considerando  in  vece  ^  come  curva-inviluppo,  se  la  retta 
mobile  passa  due  (o  r)  volte  per  una  stessa  posizione  /Jj  si  dirà 
eh  e  p  è  una  tangente  doppia  (o  multipla  secondo  ì%  er  rupia)  di  ò. 
La  tangente  doppia  p  ìm  in  generale  con  ^  due  distinti  punti  dì 
contatto.  Ma  può  accadere  clic  questi  sì  riuniscano  in  un  solo; 
ed  allora  p  chiamasi  tantfente  d'  inflessione  o  stazionaria ^  mentre 
runico  punto  di  contatto  dieesi  punto  d' infltssiontj  o  semplice- 
mente fie.ìso. 

g)  Immaginando  poi  un  cerchio,  che  passi  per  tre  punti  Pj 
Q,  R  di  ^f  se  sì  suppone  che  Q  ed  li  si  avvicinauo  di  più  in 
più  a  Pj  nel  limite  si  otterrà  un  circolo  che  diee.^i  circolo  oscn- 
ìatùre,  o  di  curmturaj  di  ^  in  P;  e  il  suo  raggio  si  chiama  rag- 
gio d^osculo  o  di  curvatura  di  ^  in  P. 

h)  Se  la  curva  è,  generata  dal  movimento  di  un  punto  P, 
iippartiene  ad  un  aistema  piano  [0],  la  retta  corrispondente  p*  di 
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lunque  di   [e]    stanino    tra    ìoru,    c(tme    ìt*    r.orrupo udenti   arfc 
di  [o'J. 

Assaliti  in  [a]  due  □  ABCD^  EFGH,    ai    quali    cornspande- 


un  sistema  piano  correlativo  [5']  invilupperà  una  curva  i^\  clie 
dicesi  correlativa  di  6  ;  e  il  punto  di  contatto  P'  di  //  con  6'  sarà 
il  punto  di  [gT  corrispondente  alla  tangente  p  di  *^  in  l\ 

In  realtà  alle  forme  di  punti  e  di  rette,  descritte  da  P  %  pm 
[0],  corrispondono  correlativamente  le  forme  di  rette  e  di  punti 
generate  da  p^  e  P'  in  [e']. 

Ad  un  punto  doppio,  stazionario,  o  erruplo  di  ^  co rriipo addii 
in  [0']  una  tangente  doppia,  stajsionana,  o  orrtipla  di  <{r'. 

E  se  a  4  possono  condursi  n  tangenti  da  un  punto  A  di  [g], 
la  retta  corrispondente  a'  di  A  in  [c'J  segherà  4*'  1^  "  pnnti  or- 
dinatamente corrispondenti  a  quelle  tangenti  ;  e  viceveraa, 

i)  Se  i  sistemi  piani  [e]  ,  [g'J  sono  in  vece  omogratici.  mentre 
un  punto  P  descrive  in  [g]  una  curva  4"?  ^^  punto  corrispondenttì 
P'  di  [o'J  descriverà  un'  altra  curva  ^\  tale  elio,  se  una  retta  * 
sega  ^  in  n  punti,  la  corrispondente  retta  *'  dì  [^'j  tjegberà  "V 
negli  n  punti  corrispondenti  di  [0']  j  s  se  da  un  punto  À  di  [0] 
si  possono  condurre  a  4  m  tangenti,  dal  corrispondente  punto  A^ 
di  [e']  si  potranno  condurre  m  tangenti  a  i^%  cìie  saranno  le  r<?tte 
di  [e']  corrispondenti  a  quella  *»  tangenti  di  4*  ^n  [cj. 

Ad  un  punto  doppio,  stazionano,  o  erruplo  di  ^  corrisponderà 
in  [e']  un  punto  doppio,  stazionari o,  o  erruplo  di  ^\ 

k)  Se  [e]  ,  [e']  sono  sistemi  piani  afìini,  1©  curve  affini  ò ,  ^' 
avranno  quindi  lo  stesso  numero  di  rami  infiniti,  e  le  tangesti 
nei  punti  all'  infinito  [assintotì]  dei  rami  corriiipondenli  saranno 
rette  corrispondenti. 

t)  Considerando  un  sistema  piano  [0]  e  la  stella  correliti^*a 
(<S'],  mentre  un  punto  P  descrivo  una  curva  ^  in  [g],  il  corri- 
spondente piano  ir'  di  [S'\  invilupperà  una  superficie  c;ùnica  *'  ^^ 
vertice  S'\  e  rJ  sarà  tangente  a  ^*  lungo  la  sua  generatrice  ret* 
tilinea  p',  che  è  il  raggio  della  stella  [S*]  corrispondente  alU^ 
tangente  p  di  4^  in  -^• 

Se  P  è  un  punto  doppio,  stazionario,  o  erruplo  di  ^^  1;^  sani 
un  piano  tangente  di  *',  doppio^  stazionario^  o  erruplo  ;  e  se  /j  è 
una  tangente  doppia,  stazionaria,  o  errupla  di  ^,  p' sarà  una  ge- 
neratrice doppia^  stazionari a^  0  arrupìa  di  "W 
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ranno  in  [o'J   due  D  A^B'C'D'j  E'F^G^H\  si  avranno  pure,   co- 
me vedesi   nella  fìg.  90.«,    due   altri  D  corrispondenti    IKLM , 


Se  da  nn  punto  A  di  [o]  si  possono  condurre  n  tangenti  a  tj/, 
il  piano  a'  di  [/S^'J,  corrispondente  al  punto  A  di  [e],  taglierà  H-' 
secondo  n  generatrici  rettilinee,  che  sono  i  raggi  della  stella  [S^\ 
corrispondenti  alle  tangenti  condotte  da  -4  a  ?}'•  E  se  una  retta  p 
di  [z\  sega  ^  in  m  punti,  dal  raggio  jp'  di  \S']j  corrispondente 
alla  retta  p  di  [cj,  si  potranno  condarre  m  piani  tangenti  a  *', 
che  sono  i  piani  di  [8^]  corrispondenti  ai  punti  comuni  a  p  e  <{/. 
tn)  Se  [S'\  è  in  vece  una  stella  omografica  al  sistema  piano 
[cj,  mentre  P  genera  la  curva  i^  in  [oj,  il  raggio  corrispondente 
p'  di  \S'\  genererà  una  superficie  conica  i';  e  il  piano  tangente 
t:'  di  ^'  lungo  p\sarà  V  elemento  di  [S^\  corrispondente  alla  tan- 
gente p  di   ^  in  P» 

Se  -P  è  un  punto  doppio,  stazionario,  o  erruplo  di  ^,  (o  se  p  è 
nna  tangente  doppia,  stazionaria,  o  errupla  di  ^j;),  p'  sarà  una  ge- 
neratrice doppia,  stazionaria,  o  errupla  di  f,  (o  rJ  sarà  un  piano 
tangente   doppio  stazionario,  o  erruplo  di  +'). 

Se  ad  un  punto  A  (o  ad  una  retta  r)  di  [a]  corrisponde  in  [S'] 
la  retta  a'  (o  il  piano  p'),  alle  tangenti  condotte  da  ^  a  ^  (o  ai 
panti  comuni  ad  r  e  4*)  corrisponderanno  in  [S  ']  altrettanti  piani 
tangenti  condotti  da  a'  a  i''  (o  altrettante  generatrici  rettilinee  di 
4',  situate   nel  piano  p'). 

n)  In  fine,  se  [^S']  ,  [S']  sono  due  stelle  omografiche,  mentre 
un  raggio  p  genera  un  cono  'f  di  [S]  ,  il  corrispondente  raggio 
p'  di  IS'\  genererà  un  altro  cono  4',  e  il  piano  tangente  u'  di  4' 
lungo  p'  sarà  Telemento  di  [S']  corrispondente  al  piano  z  di  [8]j 
che  tocca  *  lungo  p. 

Se  il  raggio  p  di  [S]  è  una  generatrice  doppia,  stazionaria, 
o  errupla  di  ^,  tale  sarà  pure  p'  rispetto  a  *';  e  se  it  è  un  piano 
tangente  doppio,  stazionario  o  erruplo  di  ^',  tale  sarà  pure  rJ  re- 
lativamente   a  i'^ 

Indicando  con  a  e  a  un  raggio  ed  un  piano  di  [S] ,  e  con  a'  e 
a'  gli  elementi  corrispondenti  di  [S'],  da  a  e  a'  si  possono  con- 
durre a  *  e  *'  lo  stesso  numero  di  piani  tangenti,  ed  a  ,  a'  se- 
gano ♦  ,  *'   nello  stesso  numero  di  generatrici. 

Sashia  —  Geometria  proiettiva.  50* 
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I^K^IJMK  Ora,  dalla  geoiiietrla  eltmientare  ^\  ìia 

UAHVD : DIAL3Ì=  CD  iLM,  UA'irC'D'iUV K'VM'^C^D* :  L\\I\ 


CD  :  LM  ^  CUJ'  :  L'M'.  In  conseguenza  multa  nnclie 
DABCD  :  nA*BCD*  =  nIKLM:  nPK'iyM\ 
E  poicliè  siuiilniente  sì  ottiene 

a  EFGH  :  D E'rQ'W  =  D IKLM  ;  D / 'K*IJM\ 
ne  scg-ue 

□  ÀBCD  :  n  À'BV^D^  ^  D  EFGn  :  U  E'F'G'H'  \ 
e  quindi  ancora 

V  ABC  :  V  .4^/?'C^  =  y  iAT.  :  y  l'A''/.'. 
Essendo  questi  triangoli  arbitrarii,  come  lo  erano  i  jjaralk-* 
logranmil  assunti  dapprima^  è  cljìam  cilte  noi  abl>iarao  così  di- 
mostrata 1'  enunciata  proposizione  nel  caso  di  due  aree  triiiii- 
tfolari  affini;  e  qniiidt  aiielie  nei  caso  di  duo  aree  polii^onall 
affini,  potendosi  queste  decomporre  ì\\  coppie  di  aree  triango- 
lari affini. 

Da  etò  risulta  in  fine  la  verit^t  del  teorema  per  le  aree  di 
due  Hgure  piane  curvilinee  affini,  come  limiti  di  tìgure  poligo- 
nali  affini  iscritte,  o  circoscritte  ad  ctìse. 

163.  a)  Un  caso  particolare  dell'affinità  è  V tquwaleìì:Ta-nf- 
fiHe,  Dicousi  cioè  equivaìenti'a^iii  due  sistemi  piani  affini  [cj, 
\^\y  quando  il  rapporto  delle  aree  corrispondenti  è  V  uiiitli. 

Per  assegnare  due  sistemi  piani  equìvalenii'afitìni ,  basta    as- 
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st»^nare  duo  y  equivalenti  ABC,  A*B^C*  come  y  corrispondenti 
dei  due  sistemi  piani. 

b)  Bi  noti  però  che,  in  dae  sistemi  piani  equivalenti-affini, 
le  imnteggiate  e orrispo udenti  non  sono  in  generale  uguali,  ma 
semplicemente  similL 

Che  se  in  vece  le  punteggiate  corrispondenti  sono  sempre 
uirualij  i  due  sistemi  piani  diconsi  congrue titi-afflai,  o  sempli- 
cemente conffntrntì  ;  poichò  allora  i  due  tiistemi  sono  sovrap- 
ponibili in  tutte  le  loro  parti, 

e)  Un  altro  caso  particolare  dell'  affinità  è  la  simiglianza. 
Due  sistemi  piani  om^j^rafìci  [t]  ^  [g']  si   flcnominano   similiy 

e   sono  affini^  se  gli  angoli  corn.spoiideurl  in  [c|  ,  \f3'\  sono  uguali. 

Sono  affini,  perchè  a  due  rette  ||  quaUmqtie  a  ,  &  di  [e]  cor- 
rispondono in  ['l'I  due  rette  ||  a^ ,  6';  e  quindi  al  punto  ali'  in- 
finito «'^  della  punteggiata  {a)  corrispondo  il  punto  al T  infinito 
u*h*  della  corrispondeTìtc  punteggiata  {a*):  ossia  due  punteg- 
f^iate  corrispondenti  in  le]  ,  [g']  sono  slmìlL 

d)  Nei  sistemi  piani  simììi  i  y  corrispondenti  sono  equian- 
goli; e  perciò  i  loro  lati  sono  proporzionali.  Sicché  due  poli- 
fjcitii  cor  rispondenti  sono  siniili;  e  il  rapporto  di  simiglianza 
por  due  punteggiate  comspondenti  è  sempre  lo  stesso. 

Per  assegnare  due  sistemi  piani  simili^  basta  assegnare  due 
^   simili  come  y  corrispondeutì  nei  due  sistemi  piani. 

é)  Nei  sistemi  piani  simili  si  ha  ancora  che  due  fasci  di 
ra^gi  eomspondenti  sono  eguali. 

K  viceversa,  se^  in  due  jtwffiim  piani  affini  [e]  ,  [a*],  due  fasci 
c^^r rispondenti  di  rngiji  (S)  ^  (S')  Borm  eguuU^  dne  fasci  corri- 
mp<>nd€Htì  qualunque  saranno  pure  eguali ^  ed  i  due  sistemi  sa- 
ranno »imili. 

f)  E  chiaro  in  fine,  che  i  isistemi  piaiìi  congruenti  sono  un 
caso  particolare  de' sistemi  piani  simili^  e  che,  per  assegnare  due 
at»teitii  piani  congruenti,  basta  assegnare  due  y  eguali,  come  y 
corrispondenti  nei  due  sistemi  pianL 

10#,  a)  In  due  spazii  omografici  I ,  V^  se  V  uno  7  dei   due 

piani-lìmiti  va  nlf  Infinito,  rslTro  r^^  andrà  anch'esso  airinfinito, 
poiché  Ti*  è  allora  il  piano  corrispondente  del  piano  y\  e  V  0- 
inografia  sarà  detta j  in  tal  casoj  affinità. 
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b)  Due  spazii  afflili  -  ^  1'  a  tre  dimeriBioni  sonò  difluifi 
in  modo  unico^  assegnando  nell'uno  S  le  quattro  facce  di  un 
tetraedrOj  e  fncendo  ad  esse  eorrispoìidere  neìt altro  V  ordina- 
t amente  le  facce  di  un  altro  dato  tetraedro^ 

e)  Negli  spazii  affini  -  y  -'  (essendo  il  piaoo  all'infinito  un 
elemento  unito)  ad  un  punto  e  ad  una  retta  aif  infinito  del- 
Vuno  corrispondono  nelV altro  un  punto  ed  una  retta  alt  infi- 
nito; e  quindi  due  puntiìggiate  corrisjìùndénti  sono  stmìUj  e  dnc 
sistemi  piani  corrispondenti  sono  aff^uL 

Ad  un  D  (o  parallele plpfdfì)  dell'uno  1  corrhpnnde  netVuìirù 
X'  un  0(0  parali eìepipedo), 

d)  Si  ha  purcj  ragionando  come  nel  n.^  1G2,  e),  che; 

Le  distanze  di  due  punti  corrispondenti  varitibiU  M\  M'  di 
I  ,  1'  da  due  piani  corrispomlenfi  fissi  a  ,  a'  hanno  un  rap- 
porto costante, 

e)  Se  VL  jY  sono  due  rette  \\  in  Sj  ed  u'  ,  v'  le  loro  cnrri- 
spondenti  (puro  ||)  tiello  spazio  affine  Z\  il  rapporto  di  simi- 
glianza  delle  puntegginfe  corrispondenti  —  simili  —  (u) ,  (u')  è 
uguale  a  qìicUo  delle  punteggiate  corrispondenti  (y)  ,  (v'). 

La  dimostrazione  è  identica  a  quella  data  nel  n-**  162^  a\ 
dove  r  ,  s  saranno  due  rette  j]  dì  H^  che  sechino  u  e  Vj  ed  r\ 
s'  le  loro  corrispondenti,  pure  ||  j  che  segheranno  u^  e  v*^ 

Del  restOj  osservando  che  i  piani  uv  ,  «'u'  segano  -  ,  -'  iu 
due  sistemi  piani  affini,  il  teorema  è  una  conseguenza  imim^- 
diata  di  quello  contenuto  nel  n.^  l^2j  a). 

f)  Se  p  ,  Pi  sono  due  piani  \\  in  Z,  e  p' ,  p\  i  loro  com- 
spondenti  (pure  Ij)  nello  spazio  affina  ^%  le  aree  di  dtw  figure 
qualunque  F  ^^  F,  j  situate  ordinatamente  in  p  ^  Pi  ,  f^tanno  irti 
loro  come  le  loro  corrispondenti  F^,  F^j  j  situate  in  p' ,  oV 

Di  vero,  indicando  con  T  un  triangolo  LjUÉilunquc  del  piano 
p,  e  conducendo  per  i  suoi  tre  lati  tre  piani  |t  ad  un<a  ilató 
direzione  (non  ||  a  p)j  <[iiesfci  determineranno  sopra  p,  un  trian- 
golo Ti  uguale  a  T*  I  piani  di  !!',  corrispondenti  ai  tre  cosi 
condotti;  saranno  pure  |'  ad  una  terza  direzione,  e  determi- 
neranno sopra  p'  ,  p\  due  triangoli  uguali  T' ,  T', ,  ordinata- 
mente corrispondenti  a  T,  T,.  Ora  si  ha  (162,  d)  F  :  F'=T:T^ 
F,  :  F',  =  T,  ;  T,  ;  e  quindi  F  :  F'  -  F^  :  F^ 
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ff)  Ih  €ÌU€  spazii  affini  I  ,  1'  «   fn^    dimensioni^    i    roìumi 
di  due  corpi  terminati  da  Bìiperficie  affini  (*)^  stanno  tra   ioro 


(*)  ff)  Assunti,  in  una  ctirvR  non  piana  ò  {gobba j  a  doppia  cur- 
ratura)y  due  punti  h\  P ,  e  condotta  la  retta  SF^Ì,  se,  rima- 
nendo fisso  S\  il  pnnto  P  percorre  la  curva  t|;  ^  ^^  rett^  l  gene- 
rerà una  superfìcie  conica  *  di  vertice  Sj  e  si  dna  che  f  proietta 
ò  dal  centro  S\ 

b)  Quando  P  sì  avvicina  indefinitamente  ad  S  f  l  &i  avvicinerà 
indefinitamente  (per  tutte  le  curve  che  gi  sogliono  considerare  in 
)E:eometria)  ad  una  certa  posizione  limite  t;  ai  esprime  ciò  con  una 
frase  più  concisa^  dicendo  che  l  coincide  con  s^  quando  /'  viene 
a  coincidere  con  8. 

Questa  retta  #  dicesi  tangente  di  ó  in  S\  ed  ogni  piano  r^  con- 
dotto per  s  si  denomina  piano  tangente  di  4'  i^  ^^':  al  punto  S  sì 
dà  il  nome  di  punta  di  conlatto  di  .*  e  "  con  *if. 

e)  XJn  piano  tangente  i:  di  ij^,  che  pasai  per  s  e  per  un  pnnto 
variabile  E  di  i^,  descrive  un  faccio  (»)  ;  se  K  m  avvicina  indefi- 
nitamente ad  t%  i!  piano  z^^mE  m  avvicinerà  imletinitamente  ad 
una  posizione  limite  *J,  con  la  quale  diremo  che  i:  coincide,  al  co- 
incidere  di  li  con  ^]  e  questo  piano  e ,  che  denominasi  piano 
mcìilatore  di  ^  in  S^  sarà  tangente  alla  superficie  conica  f  lungo 
la  sua  generatrice  s, 

d)  Suo!  dirsi  quindi ^  che  ogni  tangente  s  di  ^  è  la  retta  con- 
giungente  due  punti  infinitamente  vicini  di  tj/,  e  clie  ogni  piano 
oscnlatore  o  di  ^  congiunpje  la  tangente  in  un  punto  di  ^  al 
punto  di  ^  infinitamente  vicino  a  qnello;  osBÌa  congiunge  tre  punti 
infinitamente  vicini  di  t^. 

In  conseguenza,  una  tangente  «  di  ^  si  riguarda  come  la  inter- 
sezione di  due  piani  i>8cu latori  dì  ^  infinitamente  vicini,  ed  un 
punto  S  dì  ^  si  considera  come  la  intersezione  di  ire  piani  oscu- 
latori di  ^^  infinitamente  vicini. 

e)  L' insieme  delle  tangenti  di  ^  coatitniace  una  superficie 
di  specie  particolare,  detta  xmluppnbilej  la  quale  dieesi  in  svilup- 
pabile ùncuìatrice  +  di  é^  ed  è  pure  T  inviluppo  [cfr.  tj)\  dei  piani 
osculatori  di  ({j. 

La  curva  ^  si  denomina  Mpitjoio  di  ref/resso  di  t,  perchè  ciascun 
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In  un  rnppoHo  costante;  osBÌa^  i  volumi  di  due  corpi  dell  uno 
X  Manno  fra  loro  coma  l  voi  nini  dei  due  corjn  corngpondiHii 
upìf  altro  Z'. 
In  fatlij  inclicaiido  con  P  j  Pj  dae  parallelepipedi  qualiim^ae 


punto  P  di  ^J^,  è  in  generale  punto  di  regresso  di  ogai  sezione  di 
+   con  nn  piano  condotto  per  /*, 

/)  Mentre  il  piint^j  S  si  muove,  percorrendo  (una  volta  solaj 
1k  curva  gobba  4*,  ià  tangente  **f  e  il  piaun  ose  a  lato  re  G  di  ti  in  S 
Kì  nHtovemnno  pure,  rotandn  s  intarno  ad  S  e  n  intorno  ad  *;e 
so  tS  piiHsa  due,  o  n^  volte  per  uno  ate.i^o  puato  *V  di  ìJ^j  ?ii  dice 
che  X  ò  un  punto  doppio^  o  ennuplo ,  di  '^. 

Inoltre,  ogni  punto  di  ^,  pel  qnal^  il  movimento  di  Sin  s  va- 
ria dì  senso^  dicesi  punto  stazionario  (o  dì  regresso^  at^pìde)  i  ed 
ogni  tangente  o  piano  rli^Gulato^e  di  ^^  per  cui  ,<*,  o  G^  varia  di 
senso  nella  sua  rotiuìoue  intorno  ad  Sj  o  s,  di  cesi  tangente  sia- 
Bfonuria^  o  piano  osculatore  stazionario, 

ij)  UiHi  Buperficic  q^i'il^i^nqiie  *  si  può  generare  in  infiniti  modi 
mei  li  ante  una  linea,  piana  o  gobba  {ffeheratricejj  che  si  muova 
cm  legge  determitiata» 

Le  tangenti  in  un  punto  iS"  di  f  alle  curve  di  f^  che  pa^iJiiia 
per  iS^,  giacciono  ordinariamente  in  un  piano  /t  che  dìcesi  pianta 
tjugenie  di  +  in  S,  chiamandosi  poi  S  punto  di  contatto  di  /  con  4'. 

Si  suole  poi  dire,  che  gli  infiniti  piani  tangenti  di  f  hanno  pex 
ìnriìftppo^  o  inviluppa  no  f  questa  superficie. 

Puà  avvenire  che  in  un  punto  .V  dì  f  tutte  le  suddette  tangenti 
costituiscono  in  vece  una  superficie  conica;  allora  S^^rk  detto  tiii 
plinto  Singolare  di  f,  e  propriamente  si  denoniinevà  punto  conico, 
Bi  diranno  poi  piani  tangenti  a  t  in  *9  i  piani  tangenti  di  quella 
superficie  cornea*  Rispetto  ai  varìi  altri  casi  che  può  presentare 
la  distribuzione  dello  tangenti  attorno  ad  un  punto  di  una  siipe- 
ficje,  lo  .studente  at quieterà  poi  altre  nosiioni. 

k\  Un  piano  tangente  a  t  può  avere  due,  o  »j  punti  di  con- 
tatto f  6  può  anche  avere  tutti  gli  infiniti  punti  di  una  linea  di  ^ 
per  punti  di  contatto:  in  tali  casi  il  piano  tangente  è  »injolare . 

Se  +  è  sviluppabile  [è)],  ogni  suo  piano  tangente  ha  per  punti 
di  contatto  tutti  i  punti  di  una  retta^  cioè  della  tangente  allo  spi- 
golo di  regreisso  nel  punto,  in  cui  questo  ha  quel  pìauo  per  piano 
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di  -y  e  con  Pg  un  terzo  parallelepipedo^  compreso  tra  due  facce 
opposte  dì  P  e  due  facce  opposte  dì  "B^ ,    ed    indicando    con 

osculatore,  E  questo  piano  si  dirà  pkuo  tangente  doppio^  o  e.nnuploj 
per  la  sivìluppabile,  se  aarà  piano  osculatore  dello  «pigolo  di  re- 
gresso io  due^  0  n^  punti. 

k)  Dati  due  sistemi  correlativi  -  j  I'  a  tre  dimensirmij  se  un 
ponto  S  di  S  percorre  una  curva  gobba  '^j  indicando  con  if  e  0 
la  tangente  e  il  piano  osculatore  di  ò  in  Sj  0  con  e',  s\  jiS"  gli 
elementi  di  I'  co rriispon denti  ordinatamente  agli  elementi  *%  s,  0 
di  I^  il  piano  e'  invilupperà  nna  superficie  sviluppabile  +'  di  -', 
che  avrà  le  sue  generatrici  rettiliuee  nelle  diverge  posizioni  di  s\ 
e  per  spigolo  di  regresso  la  curva  6*  generata  da  S^^ 

Suole  pur©  dirai  cbe  ^  e  ^'  sono  due  curve,  cHe  si  corri s pon- 
gono correlativaraei^te  in  S  ^  I'. 

Se  S  è  un  punto  ennuplo  di  ^  ^  €*  sarà  tin  piano  tangente  en- 
QUplo  di  i^-j  e  se  uno  degli  elementi  Sj  #,  §  è  stazionario  in  ^f  il 
corrispondente,  tra  gli  elementi  a\  ìì\  S*^  sarà  pure  stazionario 
in  f. 

l)  Se  H  in  vece  descrive  nna  superficie  qualunque  t  di  -^  e' 
ìndhtpperà  una  superficie  i'  di  V  (cbe  dìcesi  anche  corrispondente 
di  f}:  e  al  punto  di  contatto  S^  di  0'  con  +'  corrisponderà  in  ^ 
il  piano  tangente  n  di  *  in  ^9, 

Eh  S  h  nn  punto  conico  di  f ,  alla  serie  dei  piani  tangenti  rli  t 
ili  H  corrisponderà  in  V  la  serie  dei  punti  di  contatto  di  -k^  con  e'. 

Se  f  è  nna  superfìcie  generata  comunque  da  rette  {fìgnta}^  sarà 
pure  4  '  una  superficie  rigata, 

m)  Dati  due  sistemi  omografici  S  ^  I'  a  tre  dimensioni,  se  nn 
punto  S  ài  X  descrive  una  curva  gobba  ^^  indicando  con  5  e  0  la 
tangente  e  il  piano  osculatore  di  ò  in  8^  e  con  8^^  it\  o'  gli  ele- 
menti di  Z'  corrispondenti  ordinatamente  ad  8j  *,  Qj  il  punto  S* 
descriverà  una  curva  Y  omografifia  (affine ^  se  «  ,  il'  sono  affini)^ 
fui  «'  ,  q'  saranno  la  tangente  e  il  piano  osculatore  di  *y  in  S. 

Inoltre  r,  e  z'  invilupperanno  due  superficie  svi lujip libili  omatjra- 
fit'he  +  ,  'k\  che  avranno  in  '4/  j  ^'  i  loro  spigoli  di  regrosso,  e<l 
In  *,#'  le  loro  generatrici  rettilinee;  e  se  uno  degli  elomenti  8^ 
ir,  ^  è  stazionario  in  1}/^  il  corrispondonte,  tra  gii  elementi  *S",  s',  e', 
sarà  stazionario  in  ^y. 
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P',  P',,  P'^  ì  parai! olepìpetlì    ordiiiatameTite   corrispondenti    in 
2',  sarà  P'^  eoiupréso  tra  dna  facce  opposto  dì  P'  e  due  face** 
opposte  di  P\* 

Inoltre,  P  e  Pjj  ^  avendo  la  stessa  altezza,  stanno  tra  loro 
come  le  rij^pcitivc  basi,  che  sono  situate  in  un  Tiiedcsinió  piano; 
e  lo  stesso  avviene  per  P'  e  P'^.  Ora  le  hasi  di  P  e  P^  stanno 
fra  loro  come  ìe  basi  (ad  esse  aftinì)  di  P^  e  P^;  e  perciò  sarà 
P  :  P2=P'  :  P  V  Ma  similmcnto  ai  ha  P,  :  P^^P',  -  P'^^  Dunque 
sarà  P:P,=P':P\;  ossia  resta  dimostrato  il  teorema  enun- 
ciato per  le  figure  parallelepipede. 

Questo  teorema  sarà  in  consegnenza  vero  pure  per  due  te- 
traedri corrispondenti  qualunque;  e  quindi  per  due  poliedri 
corrispondenti.  Esso  ò  dunque  vero  per  i  volumi  di  due  corpi 
terminati  da  suiiertìcie  aflìni  ;  percJiè  limiti  di  quelli  di  poliedri 
iscritti,  o  cireoscritti, 

h)  Se  il  rapporto  costante  dei  volumi  corrispondenti  è  u- 
guale  air  nuità,  gli  ^pazii  aflìni  lù  ^V  si  diranna  eqìiiGalefiii- 
afflni. 

Si  noti  peròj  che,  in  questi  spaziij  i  sistemi  piani  corrispon- 
denti sono  in  generale  semplicemente  affini,  e  non  g^ià  equiva- 
lenti-affini; e  due  punteggiate  corrispondenti  sono  in  general t* 
simili,  e  non  già  uguali. 

165.  a)  Due  sistemi  omografici  S  ,  I'  a  tre  dimensioni  si  di- 
cono simili^  se  due  angoli  corrispondenti  sono  sempre  iignuli. 
h)  I  sistemi  h  Imi  li  1,1'  sono  afflni.  Fole  he ,  a  due  eie  ni  e  mi 
paralleli  (piani  o  rette)  di  Zj  coiTispondonu  in  1'  due  elementi 
paralleli;  e  quindi  i  piani  all'  infinito  si  corrispoudoiio. 


Se  ^S^  genera  invece  una  superficie  qualunque  f  ,  S*  genererà  la 
superficie  *'  omografica  a  +  {affi^ie^  bq  1,1'  sono  affini)-  ed  i 
piani  tangenti  di  ^f'  j  -t'  in  S  ^  S'  saranno  elementi  cor  ri  spondeo  ti 
di  1  ,  1'. 

Due  piani  t:  ,  t:',  che  si  corrispondona  in  1  j  -',  segheraimo  or* 
dinatamenttì  *  j  4'  in  curve  omografiche  (affini,  gè  1 ,  ^'  Kono  affini). 

Se  ^S'  è  un  punto  conico  di  f  ,;S'  sarà  pure  un  punto  conico 
di  +'. 

Se  -F  è  una  superficie  rigata,  sarapure  4  '  una  supeHicie  ridata* 


Digitized  by 


Google 


r 


f?)  Si  ha  inoltre  che,  nei  sisUmi  simtìi  a  tre  dimenaioni 
1,1'  due  Msiemì  plam  c&rngpoìidénti  sono  «mi/*  (perchè  due 
aQgoIi  corrispondenti  sono  sempre  uguali);  e  che  quindi  (163^  d) 
il  rapporto  di  due  segmenti  reitUlnéi  corrispoìidentl  è  co»tanie. 
In  fine,  due  stelle  e  arri  sponde  uti  sono  vf/nall.  E  viceversa, 
se  in  due  sistemi  affluì  21  j  -'  due  stelle  corrispondenti  sono  u- 
guati^  i  sistemi  fiono  Himiìi. 

d)  Se  quel  rapporto  costante  è  /,  i  sistemi  ^  j  V  saranno 
congruenti  (uguali  b  sovrapponibili),  o  antieongruenti  (ugUBM  in 
tutte  le  loro  pani;   ma  non  sovnipponibtli). 


Omologia. 


166,  a)  Due  sistemi  piani 
omoffrafici  iovrapponti  [e]  ,  [ij'l 
10140  identici^  se  hanno  ìtuiti  ì 
punti  di  due  punteggiate  o  i 
raggi  di  due  fasci;  e  quindi 
anche,  m  hanno  uniti  i  vertici 
di  UH  quadrangolo^  o  i  lati  di 
itn  quadrilatero^ 


Due  stelle  omograflehe  so- 
vrapposte  (g)  ,  (s')  nono  iden- 
tiche, se  hanno  uniti  i  pianij 
0  i  raggi  di  due  fasri;  e  quindi 
anchOj  m  hanno  unite  le  facce 
di  un  angolo  tetraedrOj  o  gli 
spigoli  di  un  angolo  quadri' 
spigolo. 


In  fatti,  se  (r)  ^  (r,)  sono  le  punteggiate,  che  hanno  uniti  tutti 
i  luro  punti,  o^ìì  retta  di  [g|^  die  nnn  passa  pel  punto  rr, , 
segherà  r  e  ri  in  due  punti  uniti,  e  sarà  perciò  unita;  ed  ogni 
punto  di  [^1  sarà  unito,  perchè  intersezione  di  due  tali  rette 
unilc, — Che>  se  poi  A,  Bj  C\  D  sono  !  vertici  del  quadrangolo, 
le  punteggiate,  situate  per  esempio  Bulle  rette  AB^  CD,  hanno 
tutti  ì  loro  punti  uniti;  pràchè  la  prima  ha  i  tre  punti  uniti 
.1,  Zf,  AH* CD,  e  l'altra  i  tre  punti  uniti  C^  D,  CD- AB. 

AnaLogamento  si  dimostrano  le  altre  parti  del  teorema  a  si- 
nistra, del  quale  il  teorema  a  destra  è  il  correlativo. 

b)  DI  qui  segue,  che  due  sistemi  piani  (o  due  stelle)  omo- 
grafici sovrapposti,  e  non  identici,  non  possono  avere  più  di  tre 
*^!(?menti  omonimi  uniti,  che  non  appartengano  ad  una  stessa 
r*>nna  fondamentale  di  l.^*^  specie;  e  che,  avendosi  una  stella  e 
no  sistema  piano,  omografici  e  non  prospettivi,  non  vi  possono 
essere  piti  di  tre  eleratniti  omonimi  dell'  una^  che  contengano  i 

Sasisja  —   iìe&mclriii  jtr  aìri  (iva.  51* 


Digitized  by 


Google 


-  402  - 

coiTÌspoiidruti  ek^menti  dell'  altro,  n  ohn  non  appartonjraiio  i>ii 
una  stessa  forma  funchimcntulc  di  />«  spedo. 


167.  fi)  Due  sistemi  piani  [^]j 
[<^%  riferiti  tra  loro  in  modoj 
che  le  rette  con  giungenti  i  punti 
corrispondenti  concorrano  in 
un  punto  ^S  mentre  le  rette 
corrispondentt  si  seghino  in 
punti  di  nna  retta  ^,  si  dicono 
omologici  nello  spazio^  o  nel 
piano^  secondo  die  i  plani  e, 
e'  sono  dìs tinti j   o   coincidenti. 

Il  punto  S  e  la  retta  Sj  di- 
consi  centro  ed  asse    di    oìno- 

l  sistemi  piani  omologici  [c]^ 
[o']  sono  evidentemente  omo- 
grafici. 

Inoltre,  quando  i  piani  e  ,  o' 
sono  distinti,  essi  diventano  se- 
eìobì  di  una  medesima  stella 
[S],  e  diconsi  pnre  prospettivi 
(33^  d).  Essi  sono  al  lura  definiti 
dai  loro  sostegni  o  ,  e'  e  dal 
loro  centro  S  dì  prospettiva. 


Due  stelle  [S\  ,  [S%  rifentr 
tra  loro  in  guisa^  che  i  piani 
corrispondenti  si  seghino  in  un 
piano  Gf  mentre  gli  spiffolì  cor- 
rispondenti |::iacciano  in  piani 
che  passano  per  nna  retta  *, 
si  cluamano  omologiche  ìieiiu 
spazio^  o  7idìa  stella^  secondo 
che  L  centri  *S',  ^'  sono  distimi, 
ù  coincidenti. 

11  piano  a  e  la  retta  s  deno- 
minansi  pUtno  ed  asse  di  ^ma- 
loi/ia. 

Le  stelle  omologiche  [S]^  [S'] 
sono  evidentemente  omografia 
clie. 

Inoltre,  allorché  ì  pnnti  S^ 
S*  sono  distinti^  esse  diventa- 
no proiezioni  di  un  medesimo 
sistema  piano  [o],  e  diconsi  pnre 
proHpettive  (33,  d).  Esse  soiìtì 
allora  definite  dai  loro  sostegni 
tSjS^  e  dal  loro  piano  e  di  pro- 
spettiva. 


h)  Le  rette  timiU  j  ,  1'  dei  slMemi  piani  oìuologiei  [a],  W]^ 
nel  piano  o  nello  spazio— sono  paraUele  all'asse  s  di  omolttifia; 
poiché  i  punti  ^V  ,  f»^  debbono  essere  ordinatamente  punti  dello 
rette  ali*  infinito  di  [e']  ,  [cj. 

Inoitrcj  poiché  ad  uu  pnnto  arbitrario  (fig.  9L^)  J  di  j  cor- 
risponde in  [a']  il  punto  all'  infinito  J'  di  *bV,  ed  al  |mnto  ar- 
bitrario J'  di  r  corrisponde  In  [a]  il  punto  all'infinito  /  dì  SI*: 
e  poiché  le  rette  corrispondenti  J/,  J'/'  debbono  concorrere  in 
un  pnnto  F  di  n^  ne  se^^uc  che  si  hanno  infiniti  u  con  nn    ver- 
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lice  comune  in  S,  eoi  vertice 
opposto  ad  *!?in  5j  0  con  gli  altri 
due  vertici  in  j  e  i\  Dunque: 
I}elU  due  r  ette-i  imiti  j  i  i% 
runa  disia  dal  centro  S  di  omo- 
ia*ficiy  per  quanto  V  altra  dista 
dall'  ame  s  di  omoiogiai  ma  in 
senso  contraHo* 


e)  Se  du4ì  quadrangoli 
ABCD  ,  A'B'C'DS  che  si  corri- 
^pyndùuo  in  due  sistemi  plani 
unxograflci^  ma  non  sovrappo- 
^^*j  W  f  [^1 1  *ó)io  prospettivi, 
È  sistemi  pinni  sono  omologici 
nello  spazio. 


Se  due  angoli  tetraedri  a^^^j 
a'^'7'5'^  che  si  corrispondono 
In  due  stelle  omografiche^  ma 
non  soorappoate^  [8j  ,  [3%  sono 
prospetti vij  le  stelle  sono  omo- 
logiche  nello  spazio. 


Se  *Vè  il  centro  di  prospettiva  dei  C]iiadraTip:oiì  ABCD,À'B*C'ìy\ 
lo  stelle,  che  da  ^S' proiettano  [q\  e  [-3']^  saranno  omogralìclje 
ed  avranno  ì  quattro  raggi  uniti  S(ÀBCD)^  che  non  apparten- 
gono ad  ano  stcsgio  fascio.  Esse  perciò  saranno  identiche  |lfi<ij 
a)  a  dritta];  e  quindi  [o]j  [^'j  ^  come  sezioni  di  una  medeBinia 
stella  \S\  Bono  omologici  nelfo  spazio  \a)\. 

11  teorema  a  dritta  è  con'clativo  di  quello  ora  dimostrato. 


d)  In  due  sistemi  plani 
ifinografici  (o]  ,[o']^ — sot^rapposti 
o  pur  nOj  ma  non  ìdeutici — 
se  trapunti  di  una  retta  s  sono 
uniti j  i  due  sistemi  sono  omo- 
ìogicij  con  s  per  asse  di  omo- 
logia. 


Ih  due  stelle  omografiche  [S], 
[S'] — sovrapposte  o  pur  nOj  ma 
no  n  ide  1 1  tic  he— se  tre  jj  ìa  n  ij  che 
passano  jìcr  una  retta  Ej  sono 
uniti j  le  due  stelle  sono  omo- 
logiche^  con  s  per  asse  di  omo- 
logia. 


Nel  teorema  a  Blnistra  h  dapprima  evidente  (38,  b)  che  tutt'i 
plinti  di  s  sono  uniti;  e  che  quindi  due  rette  corrispondenti 
l  »  r  di  [o]  j  [a'J  concorrono  in  un  punto  di  s.  Ora,  assunta  in 
[«]  una  retta  a  non  unita^  e  presi  in  a  due  jmnti  non  uniti  Aj 
B^  se  s'indichino  con  a*^  A\  lì*  gli  elementi  dì  [ol  corrispon- 
ilcnii  ordinariamente  agli  clemcnt!  di  a,  A^  Bj  di  [gJ  e  con  MjM  ' 
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dm?  [Hind  cormpoudeoti  variabili,  i  due  trilateri  ABM,à'B*M' 
saranno  sempre  prospetti vi^  e  quindi  anche  omologici:  ossia  la 
retta  variabile  iiJ/' passerà  sempre  pel  punto  fisso  AA*-Bli'^S. 

lì  teorema  a  dritta  è  correlativo  di  (|ueUo  a  sinistra, 
e)  Se  uno  [q']  dei  due  sistemi  piani  omologici  rota  intorno 
airasso  s  di  omologia,  in  ogni  posizione  di  [a*]  i  sistemi  saranno 
sempre  omologici  [d}\  il  centro  S  di  omologia  descriverà  an 
cìrcolo,  il  cui  piano  è  _[  ad  ^,  e  il  cai  centro  giace  sulla  retta- 
lìmite  j'  di  [GÌ:  corno  può  dedursi  cvidentcmenic  da  quanto  è 
detto  In  &). 

/)  Si  noti  che,  se  i  sistemi  piani  omologici  sono  sovr»p 
posti,  essi  hanno  per  punti  uniti,  oltre  che  i  punti  delTassc  s 
di  omologia j  anche  il  centro  S  di  omologia^  e  per  retto  unite 
8  ed  i  raggi  del  fascio  (S).  Nò  possono  avere  (166,  b)  alcun 
altro  elemento   unito j  senza  coincidere* 

Analoglie  osservassioai  saranno  fatte  per  due  stelle  omologi- 
che sovrapposte. 


g)  Due  siatemi  piani  [a], 
[a']j  ùmfigrafici  e  aovrappoiftij 
rhe  hanno  un  fascio  (S)  di 
raggi  uuìtij  8ono  omologici^  ed 
S  è  il  loro  centro  di  omologia. 


Dm  stelle  [S|  ,  [B%  omogra- 
fiche  e  sovrapposte^  che  hanm 
un  fascio  (o)  di  raggi  uniH^ 
sono  omologiche^  ed  hanno  n 
per  loro  piano  di  omologia. 


Proiettando  [a]  e  [g']  da  nn  punto  arbitrario,  non  situato  sul 
piano  G^  si  ottengono  due  stelle  omografiche,  che  hanno  un  fa- 
scio dì  piani  uniti;  e  che  quindi  [d)  a  destra]  avranno  pire 
nu  fascio  di  raggi  uniti.  In  conseguenza  [e] ,  [a*],  che  sono  se- 
zioni di  queste  stelle  col  piano  o,  avranno  una  punteggiata  di 
punti  uniti,  e  saranno  perciò  omologiche. 

Il  teorema  a  destra  è  correlativo  nello  spazio  di  quello  ora 
dimostrato;  ed  amendue  questi  teoremi  sono  i  correlativi  di 
quelli  contenuti  in  rf),  quando  b  c^^a  ,  S'^S,  In  questa  me< 
dcsìma  Ipotesi  poi,  il  teorema  a  sinistra  {ti  dritta)  è  correlativo. 
nel  piano  (nella  stella)  di  quello  contenuto  in  d)  a  sinistra  (a 
dritta).  In  base  a  ciò  avremmo  potuto  anche  omettere  la  dimo- 
fitrazione. 

h)  Due  sistemi  piani  [e]  ,  Wl ,  omografici^  ma  non  n^ni 
si  possono  sempre  situare  in  modo  da  essere  omologici^  w*^ 
piano  e  nello  spazio. 
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Di  verOy  sovrappoiierido  [^')  a  [r.]  in   modo,    che   le    rettc-ìl- 
mìu  J  ,  ì'  sieoo  parallele  (tìg,  9i*.^},  si  conducano  per  due  punti 

flg.  02.» 


J,  B  di  j  le  rcstte  rt,  f^  di  lei  parallele  alle  loro  corrispondenti 
n\  £»'  hi  Ig'I;  il  clie  è  sempre  pussibile,  pcrclièj  p.  e.,  ai  nifrgi 
del  fascio  (/l)  di  \c\  corrispondono  in  ]g')  rette  parallele  tra 
loro  (ma  non  panillelc  ad  i')»  Posto  ab^Sj  aW^S\  saranno  S^ 
tS'  due  punti  corrispondenti  ;  e  le  rette  e  ,  c'^  condotte  per  Sf 
B'  parallelamente  a  /,  saranno  due  ra^gi  corrispondenti  dei  fa- 
sei  proiettivi  (S)  ^  (8*%  Duuiiue  può  situarsi  [c'j  in  modo,  che 
il  fascio  (S)  coincida  col  suo  uguale  (6");  ed  allora  l^)  a  sini- 
tifral  [o\  j  [c'I  risulteranno  oraolo^^iei  nel  piano  a. 

Rotando  il  piano  dì  (ojj  a  dì  [o'I,  intorno  all'asse  di  oinolo- 
f^^ia,  i  due  sist-emi  piani  risulteranno  [fi)]  omologici  nello  spazio. 

AHrì menti.  Condotte  (fig.  93  «)  due  rette  a\  b'  di  Iq%  che  si 


segìijno  in  un  punto  K*  di  i*j  le  loro  corrispondenti  a  j  b  in 
[e]  risulteranno  ||  tra  loro^  ma  non  a  i'.  Posto  poi  aj^Aj  bj^B, 
st  costruiscano  le  rette  ti\  u\  parallele  ad  i',  e  laM  che  i  loro 
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segmenti  M'N*  ^  P'Q^  ^  interccUi  iiclJ' angolo  a*b\  sieno  ugual! 
ad  Afl^  Alle  rette  u\  v'  corrisponderti nno  in  h]  le  w,  v  paral- 
lele a  j;  ed  i  segmenti  MN^ ,  PQj  deterraiiiati  sopra  u^  v  dallt^ 
Il  fij  b^  saranno  pure  uguali  ad  AB,  Dunque^  le  punteggiate^ 
MX.,. ,  PQ* , .  di  [a]  nKsulteranno  uguali  onlinatament^  alle  pun- 
teggiate M^N\..i  P^Q' ,  .  -  di  [g'];  sicché^  facendo  coinriden» 
M*N^ . . .  con  MX, , . ,  o  FQ\ . ,  con  /*Q . . . ,  [*:]  e  [g'J  saranuo  omo- 
logici. 

{)  È  evidente  ctie,  se  due  sistemi  piani  sovrapposti  sono 
omologici,  rotando  Tuno  di  essi  \a^]  di  un  mezzo  giro  iti  torno 
air  asse  s  (o  al  centro  S)  di  omologia,  [o']  sarà  ancora,  nella 
sua  novella  posizione,  omologico  airahro  la),  ma  col  centro  (u 
con  r  asse)  di  omologia  distinto  da  S  (o  *), 

k)  Seguej  da  quando  è  detto  iiinauzi,  che  in  due  sistemi 
omograflet  ^  non  atHni ,  esìstono  sempre  due  coppie  di  punteg- 
giata corrispondenti  uguali,  e  due  coppie  di  fasci  di  raggi  co^ 
rispondenti  uguali, 

ì)  Ei^aminiamo  ora  so  due  sistemi  piani  affini  [<:;],  [e'],  non 
simili,  possano  sovrapporsi  in  modo,  da  essere  iu   omologia. 

Sì  noti  innanzi  tutto  che,  dovendo  Tasse  di  omologia  s  (hÌ 
finito,  poiché  1  due  sistemi  piani  non  sono  simili)  rifiahare 
dalla  coincidenza  dì  due  punteggiate  corrispondenti  ugurtii 
(r)j  {r*)j  ed  essendo  noto  (Uì*?,  a)j  che  due  i^unleggiate  ror- 
rispondentij  i  cu»  sostegni  sono  ||  rispettivamente  ad  r,  r\ 
sono  sempre  uguali,  ne  segue  che,  se  il  problema  ò  possìhiJe, 
per  due  punii  corrispondenti  (lualutique  .4,  .4'  debbono  passarla 
i  sostegni  di  due  punteggiate  corrispondeiul  uguali  (quelli  cine 
che  debbono  diventare  1^  a<ì  «):  sicché  il  centro  di  omologia 
sarà  un  punto  nirintinito. 
Ciò  potìtOj  si  sovraiipongano  (lig,  94.»)  i  due   pian!   o,  e'  Iti 

modo  che  i  due  punti  ^,^4' coiiv 


tig.  04.^ 


cidano,  mentre  due  rette  C(^r- 
rispondenti    qualunque   m  ^  m' 
^^:^.m  risultino  Ij;  e  delle  punteggiiite 

Bì^'^^     /  l  ì     m/  simili  (m)j(m^,  che  diverraxi- 

^^^¥!^      /      y  no  allora  prospettive,  si  costrai- 

^^ii*^..,.**' I -^  gf^^t  il  centro  S  dì  prospetti^ 

"^-JB       '^  Il  circolo  di  diametro  SA  serrili 
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in   Pia   rotta  m  cqiiicIìsIantD  da  m^i??';    e    la   retta    8P  tagli 

m^m'  ordiimtììtiicntc   in   Bj  B\   II  sj  BAB%  la  cui   altezza  ^P 

biseca  la  baae  /?if',  sarà  isoscele;  e  iiuindi  le  punteggiate  corri - 
spondeuti  (simili)  AB, .,  j  jVB\,  .  saranno  uguali*  Sicché,    fa- 
cendo coincidere  queste  punteggiate  uguali,  i  sistemi  piani  affi- 
ni [g]  j  [a']  diverranno  omologici. 
Siccome  ìt  cerchio  di  diametro  SA  può  segare  in  due  punti 

PjPi  la  retta  m,  o  può  toccarla,  o   può   non    avere   con   essa 

t 
alcun  punto  comuncj  la  costruzione  indicata    mostra    in    quali 

I         casi,  e  in  quanti  modi,  due  sistemi  piani    affini   possono   met- 
"         tersi  in  posizione  omoiogica, 

m)  Se  [a] ,  [q*]  non  sono  soltanto  affini ,  ma  anche  simili, 
l>ìsognerà  distinguere,  se  essi  sono  congruenti,  o  pur  no. 

Nel  primo  caso,  ì  sistemi  [e] ,  [e']  si  porranno  in  posizione 
iHTioloì^ica,  facendo  coincidere  due  punteggiate  corrispondenti 
^jnftlunque  (necessariamente  uguali), 

Xel  secondo  caso  si  otterrà  ciò,  facendo  coincidere  le  pun- 
teggiale situate  sulle  rette  ali'  infinito  dei  due  sistemi  ;  ossia 
facendo  coincidere  due  fasci  dì  raggi  corrispondenti,  che  sono 
acrapre  uguali  (163,  fi), 

n)  Nel  n.^  159,  ò)j  e)  deducemmo  la  proiettìvità  di  due  si- 
stemi piani  omografici,  e  quindi  anche  dì  due  forme  fondanjen- 
tali  oniogra fiche  di  2.«  specie,  dalF  analogo  teorema  por  due 
qaadrangoli  piani.  Ma,  con  dimostrazione  poco  diversa  in  so- 
stanza  j  possiamo  provare  direttamente  j  che  due  sMemi  pia  ni 
*ìmografid  [o]  ,  Ia'Ì  si  déducrmo  l'uno  dall' altro ,  mediante  un  nu- 
mero flnitù  di  proiezioni  e  mziouL 

Supponiamo  dapprima  che  i  piani  {j ,  g'  sic  no  distiut!;  e  sieno 

A^A*  due  punti  corrispondenti  qualunque  di  [q\  ,  [o*]j  niuno  dei 

quali  sìa  sulla  retta  ce'. 

Da  un  punto  arV>itrarit>  S,  della  retta  .4.1^  (distinto  da  A  ed 

,  A^)  si  proietti  [a]  sopra  un    piano   ff|    arbitrariamente    condotto 

Iper  jÌ'  (ma  non  coineidcute  con  a');  si  otterrà  un  sistema  piano 
fo,)  omogratìco  a  [e'],  e  col  punto  unito  A*.  In  conseguenza  due 
loro  punteggiate  corrispondenti  (s^)  ^  (s*)^  ì  cui  sostegni  passano 
IK*r  A\  saranno  prospettive  rispetto  ad  un  centro  &,  Ora,  pro- 
iettando [e,)  da  S^  sopra  un  piano  ?7^ ,  arbitrariamente  condotto 
per  »'  (ma  non  coincidente  con  e'),  si  otterrà  un  si  f^  te  ma  piano 
bj]  omografico  a  [c'I;  ed  in  questi  sistemi  saranno   uniti    tutti 
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i  punti  di  8*.  Sicché,  [d)  a  sinistra]  essi  saranno  omologhici,  o 
dal  loro  centro  S^  di  omologia  il  sistema  [Cg]  sarà  proiettato 
in  [o']  nel  piano  o'. 

Dunque  (ol  è  dedotto  da  [o],  mediante  tre  proiezioni  e  tre  sezioni. 

Se  il  piano  o'  coincide  con  e,  la  proiezione  di  [o],  da  un  cen- 
tro sopra  un  piano  arbitrario,  ci  ricondurrà  al  caso  dapprima 
considerato. 

168.  a)  Due  sistemi  piani  [e] ,  [ci ,  omologici  e   sovrapposti^ 
sono  definiti  mediante  il  centro  &  e  V  asse  s  di  omologia,  e  me- 
diante due  punti  corHspondenti  distinti  A  ,  A'  (necessariamente 
allineati  con  8,  e  dei  quali  ninno  coincide  con  8  o  giace  in  s). 
In  fatti  (fig.  P5.«),  poiché  (^8)  ed  {s)  debbono  essere  un    fa- 
scio di  raggi  uniti  ed  una  pan- 
tig.  9t).a  teggiata  di  punti  uniti,  volendo 

il  punto  M^  di  [o'],  corrispon- 
dente ad  un  dato  punto  M  di 
fo],  posto  S'AM^Hj  sarà  ÀI* 
l'intersezione  del  raggio  unito 
8M  con  la  retta  HA'  di  [c'I^  che 
corrisponde  alla  retta   HA   di 
[o].  —  E  volendo  la  retta  b'  di 
[0%  corrispondente  ad  una  data  retta  b  di  [o],  posto  sb^K^  e 
costruito  il  punto  N*  di  (o'J,  corrispondente   ad  un    arbitrario 
punto  N  di  by  sarà  KN^^b'. 

Analogamente  da  3/'  e  6'  si  dedurranno  M  e  b. 
b)  Nelle  costruzioni  ora  eseguite  abbiamo  ammessa  V  esi- 
stenza di  una  omologia  piana,  definita  come  in  a)  :  ma  è  ne- 
cessario dimostrare  la  sua  reale  esistenza;  e  faremo  ciò,  pro- 
vando che,  se  un  punto  M  percorre  una  retta  b  di  [e],  il  punto 
3/',  costruito  come  in  a),  percorrerà  una  retta  b',  che  passa 
pel  punto  sb^K, 

Di  vero  (fig.  »9.^.«),  se  M  prende  in  b  la  posizione  N,  posto 
S'AK=L,  8N'LA'=N',  S'8A^Aq,  s-SM^Af^,  s*8N^Xo,  il  gruppo 
SAqAA^  risulta  prospettivo  ai  gruppi  8MqMM'  ,  8NqNN'  ,  ri- 
spetto ai  centri  //,  A";  e  si  ha  quindi  8MqMM'7\  SN^^NN'i  il 
che  mostra  che  i  punti  M* ,  N'  giacciono  in  una  retta  ò,  ap- 
partenente al  punto  S'MN^K. 

Altrimenti.    Assunti    due    punti    P  y   Q    di    s ,    V  omografia 
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^^'in3i  if  ^  dctìfiitiu  Ora,  in  Q,  SA^SA'  è  una  retta  unita,  e 

lall  sono  anche  SP  j  *S(i ,  Eieiitre  SA-s^Aq,  P  j  Q  sono  tre 
punti  uniti  dì  *,  Dunque  Ù  è  T  omologia  definita  da  Sy  s  e  Aj  A'. 
e)  Pf:r  la  grafica  essecuzioiie  di  quanto  è  prescritto  in  a), 
si  osserverà  elio,  se  il  punto  s>/lif  (ivi  finito)  non  giace  nel 
foglio  di  disegno  (flg.  .%'.'*),  si  costruirà  dapprima  una  coppia 
lì  8'  di  punti  corrispondcntìj 
tali  che  BM=c  seghi  s  nel  fa-  ^^'  ^^'"^ 

glio  di  disegno;  e  si  arra  poi 
JP  nella  intersezione  delle  vette 
SJ/,  c«  J5'.  "^Ma  se  è  AM[\s, 
A*M'  sarà  la  \\  ad  s  condotta 
per  J',  e  segherà  SM  in  M*. 

E  se  il  punto  hn  (al  finito) 
non  sta  ne!  foglio  di   disegno, 

si  costruiranno  i  punti  B^ ,  C"  di  (e'] ,  corrispondenti  a  due 
punti  arbitradi  B ,C  di  h,  e  sarà  /J'C'^^ò'.  —  Ma  se  è  h\\8j 
costrtiito  uno  dei  punti  B\  C\  la  parallela  condotta  per  esso 
ail  ^  sarà  6\ 

d)  Se  in  ci)  si  assuma  per  M  (fig.  f/7.«)  il  punto  all'infi- 
nito /  di  una  retta  ì  dì  [g\  ctnidueenrìo  per  S ,  A  \e  \\  r  ,  ti 
ad  /j  e  posto  su^If^  la  retta  ILV  segherà  r  nel  punto  I'  di 
['/],  corrispondente  al  punto  I  dì  W;  o  la  retta  i'j  condotta 
per  /'  parallelamente  ad  s,  sarà  la  rrtta-limite  di  (o'J. 

Similnientr,  conduccndo  per  A*  la  v  parallela  ad  r,  e  posto 
BV^Kf  si  avrà  in  7C.4-r^/il  punto  di  [ci,  che  corrisponde 
al  punto  air  infinito  di  [c'I  di  direzione  r;  e  la  |i  J  ad  «,  con- 
dotta per  Jy  sarà  la  retta  limite  tli  io]. 

Ma,  delle  due  rette-limiti  Jj 
i',  l'  una  può  dedursi   dall'  al-  ^^-  ^^•'* 

tra,  mediante  il  teorema  del 
n/^  167,  6). 

È  cldaro  poi  che,  date,  per 
esempio  in  [o],  più  rette  lmn.J\ 
ad  r,  le  corrispondenti  rette 
l'm^n*.,,  di  [c'I  saranno  le  con- 
giuBgenti  il  punto  /'  ai  punti 

BAMStix*  —  Geùinftrltt  prùktHva.  52* 
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e)  Se  in  a),  in  reco  della    coppia    ÀA*    di   punti,  è  datii 
(iì^.  98,^)  ima  delle  rette-i  imiti  j  p.  e-  la  j  (il   clie  equivale  a 

dare  un  punto  J  di  J)^  df  Mm 
retta  &|  aBscgnata  in  [e],  ìa  eor-        < 
rispondente  h*  in  [qÌ  sarà  la  ^ 

aUa  retta  i5?'ò/j  condotta  pel 
punto  bs.  —  E  per  ottenere  il 
punto  Jf'  di  W\  corrispondcntfi  i 
ad  un  dato  punto  M  di  [?'j  si  I 
costruirà  dapprima  la  retta  V 
di  [^'J,  die  corritìponde  ad  una  retta  h  di  \z\^  arbitrariamemv 
condotta  per  If,  e  sarà  h''SM^U\  ^ 

f)  Se  il  centro  S  e  1'  asse  s  dì  omologia  si  apparttìn^rono, 
nulla  sì  muta  nelle  costruzioni  innanzi  riportate:  ma  le   rette         ^ 
limiti  /  j  i'  risultano  Éaìuimetricho  rispetto  ad  Sr 

0)  Nella  (lefìnìzlone  dall'omologia  piana,  duta  ìna),sipiA 

Bostituìrc  alla  coppia  A^A^  di 
punti  una  coppia  di  rette  cor- 
rispondenti distinte  a  ^  a'  (ne- 
cessariamente concorrenti  in  mi 
punto  di  ^^  e  delle  quali  uimm 
coincìda  con  »,  o  passi  per  8ì> 
Allora  (ftg.  99.o)^  per  otti^ 
nere  la  retta  b^  (o  il  punto  .tf) 
di  [c'i,  che  corrisponde  alla  retta  b  (o  al  punto  M)  di  [sj,  an- 
che se  3/  è  air  infinito,  posto  bii=Kj  ba=B,  e  proiettando  B 
da  8  in  B'  sopra  a',  sarà  KD'=b'  (o  condotta  per  Jf  una  rcttA 
b  di  \a],  e  eostruita  la    corrispondente    retta   b'    di    [^'],  ^'^^^ 

Analogamente  da  b'  ed  il/'  sì  deducono  h  ed  M, 

h)  È  facile  in  fine  vedere,  come  si  costruisca  un'omolo^'tJ* 
piana^  senza  far  uso  dell' asse  di  omologia,  quando  sono  dati 
il  suo  centro  S  e  tre  coppie  dì  punti  corrispondenti,  o  sen^f* 
far  uso  del  centro  di  omologia,  quando  sono  dati  Tasse  dio* 
molugia  e  tre  coppie  di  rette  corrispoudenti. 

i)  Dm  sistemi  plaìu  [al  ,  [o'I,  omografici  e  sùvrappontii  ^« 
possono  dedurre  V  uno  dalV  altro ,  meduuiie  un  mumro  p^^^'^ 
di  omologìe. 

Siene  AjA^  due  punti  conùspondenti  qualunque  di  [G|,lei'^^* 


i 


Digitized  by 


Google 


—  411  — 

^tLnli  arbitrai"iiiiiient(i  in  e  un  punto  8^  della  retta  A  A'  (non 
coincideTito  con  A  o  A')  ed  una  retta  «,  (che  non  passi  per  A 
o  A^\  la  omologia  di  centro  ^S,  ed  asse  8^ ,  nella  quale  A  ed  A' 
sì  corrispondano,  tnisformerà  [c|  in  un  sistema  [g,]  omografico 
a  [^'},   e   col   punto  unito  A'. 

Se  tutte  le  rette^  che  passano  per  A*,  sono  unite,  i  due  si- 
Bteml  ft;,|  ^  f«'|  saranno  omologici  [167,  (7)  a  sinistra];  e  quindi 
[e]  sarà   trasformato  in  [g'],  mediante  due  omologie. 

In  contrario^  sìeno  (r,)  ,  (r')  due  punteggiate  distinte  corri- 
spondenti in  [^iljlc'lji  cui  sostegni  r^  ,  r'  passino  per  A': 
Cjneste  saranno  prospettive  rispetto  ad  un  centro  iS'g.  Quindi 
un'  altnii.  oniologiaj  nella  quale  le  rette  r^  ,  r'  si  corrispondano, 
e  cho  abbia  per  centro  ed  asse  il  punto  S2  ed  una  retta  8^ , 
arbitrariamente  condotta  per  A',  trasformerà  [c^]  in  un  sistema 
[a^]j  omograHco  a  |^'),  e  con  la  punteggiata  unita  (r');  ossia 
[167,  ei)  a  sinistrai  in  un  sistema  [g^J  omologico  a  [o'|.  Sicché  [e] 
è  trasformato  in  [g'),  mediante  tre  omologie. 

109.  a)  bell'omologia  piana,  definita  al  n.o  168,  a),  ogni  rag- 
frlo  SM  (tì^.  95,^)  del  fascio  (6^)  è  il  sostegno  di  due  punteg- 
giate proietiivcj  clie  hanno  S  ed  M^  per  punti  uniti;  mentre 
ogni  punto  K  éi  8  b  centro  di  due  fasci  proiettivi  di  raggi,  che 
hanno   «   e  KS  per  elementi  uniti. 

Quando  però  S  ed  3  si  appartengono,  Mq  coincide  con  Sj  e 
KiS  coincide  con  s, 

ò)  Lia  reiazione  SA^AA'  a  SMqMM't:  S^qN^'  ,  dimostrata 
nel  n."  168j  ^),  fa  vedere  che  il  gruppo  SM^MM'  rimane  pro- 
iettivo ad  j^-4yi'!.'l',  al  variare  della  coppia  3/J/'  di  punti  cor- 
rispontlenti;  sicché  SA^AA*  può  denominarsi  gruppo  caratteri- 
gfico  dell*  omologia,  poiché  può  servire  a  classificare  tutte  le 
oiBolog^ìe   piane  (*). 

r)  Co§lj  p,  e.,  m  SAqAA'  ò  armonico,  tali  saranno  pure 
tutti  ^li  analogliì  gruppi  SM^MW,  SN^NN'j ...  ;  e  le  punteg- 
g^iate  proiettive  situate  sui  raggi  SA  y  SM ,  SN^,.,.  di  {S)  sa- 
ranno tutte  involatori  e.  In  conseguenza  i  loro  punti  centrali 
Èiaraiino    equidistanti  da  ^S^  ed  «;  e    saranno   situati   sull'  unica 

(')   Evidentemente  il  gruppo  di  raggi  K{SAqAA')  può  pure  dirsi 
gruppo   ca  raUcn$iìco  dell'  omologia. 
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retta,  nella  quale  coincidono  le  rotte  limiti  dei  due  sistemi 
omologici* 

Duo  faaci  praiettivij  elio  hanno  LI  loro  centro  in  un  piitiio 
A'  di  tf,  saranno  puro  invohitoriij  eoi  vaigli  doppi  s  o  KS:  sic- 
ché dae  rotte  cornspondenii  a  ^  a*  saranno  separate  arraoui- 
eamonto  da  S  ed  s. 

Dunque  due  Tette,  o  due  punti,  connspondenti  si  corri- 
epondono  Involutorìamente,  e  sono  separati  armonicaraente  da 
S  ed  ^. 

Questa  particolare  omologia  dlcesi  armonica^  o  mmlutQm^ 
d)  Reciprocamente,  due  gistemt  plani  [<?]  ^  [e'] ,  omoffrafiH 
e  jtovrappo^tJ^  nei  quali  si  hanno  dae  coppie  dì  pvntit  «'m 
apprtrti^nenti  ad  una  stessa  punteggfatn^  (o  due  coppie  di  rd- 
te,  nmi  appartenenti  ad  uno  »iesso  fascio  di  raggi)  ^  che  ti 
corriifpondon'}  ììi  doppio  mìdOf  costittiiscono  un*  ninologin  ay- 
monirn. 

Ai  punti  -t,  C  di  [q]  corrispondano  (fìg,  /00.«J  i  punti  A'^CMi 
|c^]j  ed  ai  punti  A\C\  conmderati  come  punti  lìjD  di  [e]  cord- 
spondono  in  [^'l  i  punti  B%D\  coincidenti  eon  AjC:  garannn 
ABj  CD  due  rette  unite,  e  quindi  AB-  CD^ìS  sarà  un  punto  uqì- 
io.  Inoltre  ì  due  punti  JC  irZJ  =  ^' C'i?'i>  =A%  AD-BC^ 
J'P'*B'C=/^  saranno  unìii;  e  la  retta  KL^s  sarà  unita,  e  si> 
glierà  AB  f  CD  in  due  punti  unftij  mentre  6*Kj  SL  sarannu  duo 

rette  unite.  Dunque,  essendo  {^] 
tig:.  100,^  ^^  (^^  u^^  fascio  di  ra^gi  uniti 

Js^... .,cb'  ^^  ^^^  punteggiata  di  pnuti  uni- 


^^■^     K 


:yjù^^Ì  ti  nei    sistemi    [7]  ,  [^'1,   questi 

\"'Vc!d  ^  risultano    in  omologna  armoni- 

\J  ca,  poiché  II  centro  S  e  Tassi^ 

S  s  separano    armonieanicnip  lo 

coppie  AA* ,  ce    di    elementi 

corrispondenti ,  in    virtii  delle    proprietà    armoniclie    del  qu*i* 

drangolo  completo  ABCD. 

Altri menU.  Le  4  coppie  AA^  j  BB%  CC*  ^  BD*  di  punti  corri- 
spondenti  individuano  (158,  i)  un'oraograda  piana:  ma  un*  omo- 
grafìa» che  sorlflisfa  a  questi  dati^  è  appunto  T  omolofria  armo- 
nica di  centro  S  e  di  asse  a:  questa  sarà  dunque  l'omografia 
individuata  dai  dati  stes&i. 
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Dualmente    (  nel  piano  )  si  diraostrca  il  teorema ,   quando  due 
coppie  di  rotte  si  corrispondono  in  doppio  modo. 

e)  Da  tiitto  ciò  ai  trae  (^),  che  la  condizione  necessaria  e 
saifìciente,  perchè  una  omografia  piana  sia  involutoria,  cioè  sia 
romologia  armonica,  t  che  due  coppie  di  punti,  o  di  rette  (non 
appancnenti  ad  una  stessa  forma  fondamentale  di  i.«  specie), 
si  corrispondano  in  doppio  modo. 

ITO.  rt)  Se  nel  u.o  168^  a)  si  suppongono  s  al  finito  ed  S  al- 
1*ÌJifÌDito  nella  dii-ezione  AA^^r,  i  sistemi  piani  [o] ,  [o']  si 
diranno  O7nohfgid-a0ni,  mentre  /S  ed  s  si  denomineranno  cen- 
tro ed  asse  di  affinità, 

E  questi  sistemi  sono  realmente  affini  ;  poiché  i  raggi  del 
faccio  (S)   sono  unUi,  e  tra  essi  vi  è  la  retta  air  infinito. 

fj)  È   chiaro  quindi  ^  che  le   rette-limiti    vanno   air  infinito: 

ma,  dei  punti  airinflnito,  solo  quelli  di  direzioni  r,  «  sono  uniti. 

e)  Tutte  le  propiielà,  dimostrate  nei  numeri  162  e  163  per 

due  BÌBCeini  piani  affini,  reggono  in  conseguenza  anche  nel  caso 

attuale. 

Sicché ,  uella  omologìa  affine  ,  due  punteggiate  corrispon- 
denti ffc)  ,  (ò')  sono  sempre  simili;  ma,  se  è  h\\s  {e  quindi  an- 
Tihe  b*  Il  »)  f  le  punteggiate  (b) ,  (6')  saranno  direttamente  uguali; 
polche  le  coppie  A  A' ,  /i^', . . .  di  punti  corrispondenti  in  (b) ,  (ò') 
debbono  giacere  in  altrettante  rette  parallele  ad  r. 

Se  poi  ò  h  un  raj:^£,'ìo  di  {&) ,  e  perciò  &  =&,  sarà  hs  il  punto 
unito  al  finito  delle  punteggiate  simili  sovrapposte  {h)  ,  {b'). 

d)  Le  costruzioni  date  nel  n.^  168,  a)  sono  valide  evidente- 
mente anclie  per  questo  caso  particolare  deiromologia:  e  regge 
pure  quanto  è  detto  nel  n.»  168,  e). 

e)  È   notevole  il  caso  di  r  1|  «  (168,  f). 

Allora  ogni  retta  i^\\s  fe  un  raggio  unito;  e  le  due  punteg- 
giate corrispondenti,  situate  in  Uj^  sono  direttamente  uguali  [e)], 

(')  Si  osservi  che,  se  due  sistemi  piani  [a]  ,  [o'],  omografici  e 
sovTRppoìiti  j  sono  definiti  da  due  punti  distinti  AjA'  che  si  cor- 
rispóndono in  doppio  modo ,  e  da  un  punto  C^D',  al  quale  cor- 
riìipondano  in  [s]  e  [g'|  due  punti  distinti  D  e  C,  per  [o],[o')  è 
A  A'  nna  retta  unita,  sulla  quale  le  coppie  di  punti  corrispondenti 
costi tulscono  una  involuzione. 
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Da  ciò  segue  evidentemente^  che  due  n  earrispoudemì^  ehi- 
abbiano  le  basi  (necessariamente  uguali)  situate  in  w,  saraniii» 
equivalenti.  In  conseguenza ,  se  ne  trarrà ,  che  due  y  mnì- 
spondenti  qualunque  sono  equivalenti;  e  che  quindi  [ra^^io- 
nando ,  come  nel  n.o  162,  dj]  due  aree  corri&pQiidettti  qua- 
lunque sono  equivalenti. 

f)  Se  il  grappo  caratteristico  oo  A^AA*  h  armonico,  ossia, 
se  Aq  è  il  punto  medio  del  se*jmento  A  A* ,  si  a\Tà  i  afinità 
iìivolutoria. 

In  questa,  i  punti,  e  le  rette  corrispondenti  sono  equidi- 
stanti da  «;  e  quindi  l'affinità  involuioria  è  ciò  che  di  cesi  ibj- 
metria  obliqua,  o  normale,  all'anse  3,  secondo  che  s  è  obliijmi, 
o  perpendicolare,  alle  rette  con^ìungenti  i  punti  comspondemL 

g)  Le  aree  corrispondenti  sono  equivalenti,  q  comjru^fitu 
secondo  che  la  simmetria  è  obliqua^  o  normale^ 

Di  vero,  ciò  è  evidente  per  due  V  corrispondenti  qualBmjM 
MNP,  M'N'P*  ]  e  quindi,  ragionando  come  nel  D,o  162,  d)^  sì 
deduce  la  proposizione  enunciata. 

171.  a)  Se  nel  n.o  168,  a)  si  suppone  S  al  fìnit-o,  ed  #  all'in^ 
finito  ,  i  sistemi  piani  [a]  ,  ['.'J  si  diranno  omotetici^  ed  S  sì 
chiamerà  centro  di  omotetia. 

b)  Tutt'  i  punti  air  infinito  saranno  aHora  uniti ,  e  h  rette 
limiti  j  ,  i'  coincideranno  air  infili  ito  con    V  asse  s  di  omnIog:ia. 

e)  In  ogni  raggio  unitcj  tlel  fascio  {S}  si  avranno  putitrg- 
giate  simili,  per  le  quali  8  sarà  il  punto  unito  al  finito;  e  taut* 
le  coppie  di  rette  corrispondenti,  paraUcle  ad  una  data  liire- 
zione  e,  costituiranno  due  fasci  simili,  che  hanno  il  nigjriw 
unito  al  finito  nella  parallela  ad  u  condotta  per  S, 

d)  E  poiché  due  rette  corrispondenti    sono    sempre  imraì* 


lele,  per  tre  coppie  (fig.  lOL^)  AA^ ,  MàP ,  NN*  di  punti  eorri- 
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spondenti  si  ha 

SA  :  SA^^AM:  A*M'^SMi  SM'=MN  i  i/W  : 

ossìa  ^    li   rapporto   di   dm  segmenti   flettili  nel    corrhjJOndBim 
qualunque  è  costante ,'  e    lo  sì  considera  come  positivo,  0  ne- 
gativo ^  secondo  che  Aj  A^  giacciono  dalla  stessa  parte   di   ^', 
o  da  pnrtl  opposte. 

Questo  rapporto  costante  diccÈÌ  rapporto  dì  omoMla  ;  e  se- 
condo che  osso  è  positi \'0 ,  o  negativo  ,  V  oniotcÈia  si  dmionii- 
ner^  diretta  o  in  versa, 

e)  Questi  sistemi  piani  omoletìoi  sono  un  caso  particolare 
(in  quanto  alla  loro  scambievole  posizione)  dei  sistemi  piani 
ì^ìmìli  (163j  e), 

f)  Se  il  grappo  caratteristico  So:>AA*  è  armonico,  ossia  se 
i?  è  il  punto  medio  del  segmento  AA\  si  hanno  i  sistemi  piani 
simmetrici  rispetto  al  eeatro  di  simmetria  S, 

g)  La  liìiea  ùmoiftilca  (*)  di  tm  circolù  è  un  altro  cireohì] 
e  i  centri  dei  due  circoli  sono  due  punti   corrisponde  ut  i, 

Poichèt  so  Jf  h  in  d)  il  centro  del  cerchio  dato,  ed  X  uno  dei 
suoi  puati  (t!g.  iO/.'^j  si  ha  il  rapporto  Jlf.V:  M^N^  uguìilo  al 
eosianta  rapporto  di  omotetia  SA  :  SA'\  e  quindi,  avendo  MN 
una  costante  lunghezza,  al  variare  di  ^Y  sul  cireolo  (-Wj^  anche 


(')  Poiché  diift  eistami  piani  omologici,  coi  laro  casi  particolari 
della  omologia  affine,  della  omotetia  e  della  congruenza,  non  snno 
che  due  sistemi  piani  omografici  in  una  particolare  posizione  re- 
lativa, regge  per  due  lineo  omologiche  quanto  fu  detto  dalla  nota 
al  n.^  162,  d)  per  due  linee  omografiche  (anche  affini,  o  simili)* 

In  conseguenza  poi,  nelle  linee  omologiche  t!r  ,  t}'')  l-*  ®^  ^S'  ^^g^ 
l'asse  #  di  omologia  (aia  *  al  finito  o  all'infinito  nei  punti  ABO ... 
e  lo  tocca  nei  punti  LMX , .  .  ,  4"^  segherà  pure  ir  nei  punti  ABC» 
e  Io  toccherà  nei  punti  LJ/A^,.,;  poiché  i  punti  della  punteg- 
giata (j?)  sono  uniti:  2.^  se  ò  passa  per  S,  ^'  passerà  pure  per 
S  (sia  S  al  finito  o  all'  iniìnito)  ,  e  le  tangenti  in  fi^  a  t}/  coin- 
cideranno con  le  tangenti  in  S  ai  corrispondenti  rami  di  *|/',  es- 
sendo uniti  i  raggi  del  fascio  (S):  3.*^  le  tangenti,  che  si  possono 
condurre  da  S  a  ^^  sono  anche  tangenti  a  ^\  ed  i  relativi  punti 
di  contatto  sono  punti  corrispondenti  nei  due  sistemi  omologici* 
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M*N'  avrà  una  costante  lunghezza  :   sicché   N*  descriverà  il 
cìrcolo  di  centro  3f'  e  di  raggio  M^N\ 

lì)  Viceversa,  due  circoli  (M),  (M'),  situati  in  uno  stesso 
piano  a,  sono  sempre  omotetici  ed  in  doppio   modo» 

Di  vero,  conducendo  due  raggi  |j  qualunque  MN,  M'N\e  po- 
nendo MM^'NN'^S,  la  linea  omotetica  del  circolo  (M),  quando 
si  assume  S  come  centro  di  omotetia,  ed  MM*  come  coppia  di 
punti  corrispondenti ,  è  il  circolo  (3/'). 

Noi  abbiamo  considerato  MN  jl  ad  M'N^,  senza  aver  riguardo 
al  senso.  Segue  da  ciò  che  se  òM^N'  \\  e  dello  stesso  verso  di 
MNy  si  avi'à  in  S  il  centro  di  omotetia  diretta  dei  due  circoli 
dati;  mentre  che,  indicando  con  N^  il  punto  diametralmente  op- 
posto ad  A",  e  ponendo  MM'  -  N^N'^S^,  si  avrà  in  S^  il  centro 
di  omotetia  inversa  degli  stessi  due  circoli. 

i)  Ire  circoli  (A),  (A,),  (A^)  di  un  piano,  considerati  a  due 
a  duey  danno  luogo  a  tre  coppie  di  centri  di  omotetia,  che  sono 
le  tre  coppie  di  vertici  opposti  di  un  quadrilatero  completo. 

In  fatti,  conducendo  i  raggi  AB,  A^B^ ,  A^B^ ,  paralleli  e  di- 
retti nello  stesso  senso ,  i  v  AA^A^ ,  BB^B^  sono  prospettivi, 
e  quindi  i  punti  AA^- BB^=:D^  .A^A^B^B^D,  A^A-B^B^D^ 
giacciono  in  una  retta  d,  che  dicesi  asse  di  omotetia  diretta 
dei  tre  circoli. 

Indicando  poi  con  B' ,  B\  ì  punti  diametralmenti  opposti  a 
BjB^y  e  posto  B'B^'AA^=I^,  B'B^'AA^^r^,  B\Bi'A^A,^L 
si  vedrà  similmente,  che  le  terne  di  punti  DI^I^,  DJ^I^  D^I^ 
giacciono  sopra  tre  rette,  che  diconsi  assi  di  omotetia  inversa 
dei  tre  circoli. 

k)  Se  in  a)  si  suppone  S  air  influito,  o  nel  n.o  98,  a)  che 
s  vada  air  infinito  ,  si  hanno  due  sistemi  piani  omologici,  che 
possono    dirsi    congruenti-omotetici ,    o    congruenti  afflnù 

E  si  noti ,  che  questo  è  un  caso  particolare  dì  quello  con- 
siderato nel  n.o  168,  /), 

172.  Sia  direttamente,  sia  dalla  dualità  (poiché  a  due  stelle 
omologiche  sovrapposte  corrispondono  correlativamente  due 
sistemi  piani  omologici  sovrapposti),  sia  mediante  la  proie- 
zione da  un  centro,  si  trae  dai  n.*  168  e  169  quanto  segue  in 
questo  numero. 

a)  Due  stelle  omologiche    1,1',  di  comune  centro  S,  hoìW 
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drfìmte  mediante  il  piano  q  e  i'  assa  s  di  omologia ,  e  m^- 
dipinte  due  piatii  cotrimpondeìiti  a,  a'  (che  sì  serrano  hi  iiiìfi 
retta  dì  o,  e  dei  quali  niuno  coincide  con  a,  o  passa  pei*  s)  ^ 
o  mediante  due  rette  e.orrispoìi€leutl  a  ,  a^  (che  giacciono  con 
s  in  UDO  Slesso  piano,  e  delle  quali  ninna  coincide  v.on  s ,  o 
giace  in  o)  ;  essendo  q  ^  s  ^  a^aJ  ^  a  ^  a*  elementi  della  stella  \S\. 

Ed  è  evidente  che  ^  quando  sono  dati  a ,  a\  per  costruire  il 
plano  pi'  {o  il  raggio  b')  di  Z\  che  connspoude  al  piano  ji  (o  al 
raggio  b)  di  -,  si  costrnirà  il  piano  w^'S=X^  e  fi'  sarà  il  piano 
delle  rette  \a!  ,  Q\k  (o  si  cosferulranno  il  piano  hs  e  il  piano  ^^ 
di  Z%  corrispondente  ad  un  piano  jji  di  S  condotto  per  b^  e  la 
intersezione  dei  piani  bs  j  ;ji'  sarà  fe'). 

Quando  sono  poi  date  a^a\  invece  di  «jtt'j  per  costruirò  il  rag- 
gio ¥  (o  lì  piano  [jl')  dì  V^  corrispondente  al  ra^^gio  h  (o  al  pia- 
no ]k)  di  Sj  si  costruiranno  i  piani  È»4f^X,  ba^^^  <?^-rt.=^'^e  sarà 
k^*^'  (o  si  costruirà  il  raggia  b^  dì  I',  corrispondente  ad  nn 
raggio  6  di  S  situato  in  |jl,  e  ii  piano  delle  rette  6',  c^ji  sarà  jx'J. 
b)  Si  noti  che  il  piano  o  e,l'  asse  #  di  omologìa  possono 
apparteneraì;  e  che  si  può  pure  costruire  V  omologìa^  senza 
fare  uso  dell'  asse  «^  quando  sono  dati  il  piano  e  e  tre  coppie 
di  pìaDi  corri spondentij  e  senza  laro  uso  di  a,  quando  sono 
dati  1'  asse  *  e  tre  coppie  di  rette   corri'àpondenti, 

e)  Posto  in  a),  ota^s^ot^, ,  itli'^^^^^^, ,  «n'-Gi^at^  ,  mm*^ti=m^^ 
sarà  aa^aa!  a  Cìiufifii'  j  Bay^aa^'Ksfì\fnm*  j  oa^aa'  a  aa^aa^  \  ed  uno 
dei  gruppi  cn^fta*  ,  ^a^aa^  si  dirà  gruppo  caraUéHéfim  delle 
stelle  omoiogiche  Ijl'  e  può  servii^e  a  chissiii carie. 

d)  Be  cacata'  ,  sa^aa^  ^  è  armonico  (e  V  una  ipotesi  è  con- 
seguenza deiraltra) ,  V  omologia  eì  dirà  armonica^  e  gli  eie* 
menti  si  corrisponderanno  involutoriamcnte. 

e)  Viceversa,  due  stelle  omografiche  &ovt'apposte  -  ^  S% 
uelh  quali  dué  coppie  di  piani  (o  di  rette)  si  corrispoìulanQ 
in  doppio  modOf  ma  non  apparienganQ  ad  una  st^ifsa  for- 
ma fondamentale  dì  /**  specie ^  costìtuiscoìio  una  omologia 
armoìtica. 

f)  Sicché^  la  condizione  necessaria  e  su^cientej  perchè 
due  stelle  omografiche  sovrapposte  siano  involutorie  j  è  che  due 
coppie  di  piani  (o  di  rette)  ^    non   appartenenti   ad   una   stessa 
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forma  fondamentale  dì  /.«  Bjmcié    »i  corrupondano   in  dùpfii*f 
modo. 

g)  È  inutUe  accennare  alle  relazioni  esistenti    tra  dui'  sa* 
perfide  conicele  omologiche, 

1T3-  a)  Se  due  gitemi  omograflci  Z  j  S'  a  tre  dimemiùm 
hanno  un  sistema  piano  [a]  di  elementi  uniti  ^  eissi  avrmtno 
pure  ?am  stella  [S]  di  eleTnenti  uuitii  e  viceversa. 

In  fatti,  nella  proposizione  direttaj  se  a  ,  a'  sono  due  piani 
eorrispondcnti  di  ^  ^  S'  ,  la  retta  as^a  è  unita,  e  tutti  i  suoi 
punti  sono  uniti.  In  conseguenza  il  piano  a'  deve  passare  per  tt, 
ei  sistemi  piani  carrìspondenti  f^]|  [a'I  sono  [167,  d)  a  smistra] 
omologici  nello  spazio,  rispetto  ad  un  centro  che  indieliereiuo 
con  8.  Dunque,  ogni  raggio  r  (o  piatto  p)  della  stella  [S]  è  un 
elcinent.o  unito  ;  poiché  contiene  Telemento  unito  ra  (o  ^c)  e 
due  elementi  corrispondenti  ra  ,  ra'  (o  ^a.  ,  pa*). 

Che  se  poi  [S]  è,  per  ipotesi^  una  stella  dì  elementi  uniti , 
indicando  con  B  ,  B'  due  punti  corrispondenti  di  Z  ^  I',  il  rag- 
gio fSB^b  è  unito,  e  tutti  i  piani  appartenenti  a  b  sono  uniti. 
Quindi  il  raggio  b  deve  passare  per  B%  e  le  stelle  corrìspou* 
denti  [B]  ,  [B*]  sono  [167,  d)  a  drittal  omoiogìcho  nello  spazio, 
rispetto  ad  nn  piano  di  omologia,  che  diremo  ^,  Dunque,  ogni 
rena  ?  (o  punto  L)  del  sistema  piano  [o]  è  un  elemento  unito; 
poiché  appartiene  alTelemento  unito  Is  (o  LS)  e  a  due  elementi 
corrispondenti  IB  ,  IB*  [o  LB  ,  LB% 

b)  Due  sistemi  omografici  I  ,  S'  a  tre  dimensioni  j  eh** 
hanno  una  stella  [S]  ed  un  sistema  piano  [o]  di  elementi  nniti^ 
dìconsi  omolo^ci  (o  prospeitivt)  ;  e  si  danno  al  punto  S  ed  al 
piano  a  i  nomi  dì  et? wfro  e  piano  di  omoìogia  {o  di  prospettiva]^ 
e)  Essendosi  dimostrato  in  a),  che  nei  sistemi  omologici 
1  ,  il'  due  punti  {o  rette)  corrispondenti  qualunque  giacciono 
in  un  raggio  (o  piano)  della  stella  [S],  e  che  due  piani  (o  rettei 
corrispondenti  qualunque  si  segano  sol  piano  e,  ne  segue  che 
non  può  esistere  in  S  ,  S'  alcun  altra  stella,  o  alcun  altro  si- 
stema piano,  i  cai  elementi  sieno  tutti  uniti— oltre  la  stella  [S]  e 
il  sistema  piano  [o]* 

Del  resto,  che  oltre  agii  elementi  della  stella  {&)  o  del  sistema 
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plano  [c]i  non  tì  siano  altri  elemonti  uniti  net  aistemi  omolo- 
gici ^  ,  Ij  risulta  anche  dal  teorema  del  n.»  Iti0,/)p 

174<  a)  Due  sisteìm  omologici  a  ire  dìmenstofii  ^  ,  Z*  sono 
definiti  ,  mediante  il  centro  S  e  il  pia  no  i  di  Qmologi€(j  e  me- 
diante due  punti  corrÌ9pQndenti  distinti  A  ,  A'  (aecessaria- 
mente  aUineati  con  Sj  e  dei  quali  niuno  coincìde  con  S  o  giace 
io  g). 

Ammessa  V  esistenza  di  duo  tali  -iótemi  omologici,  fe  chiaro 
che,  per  costruire  il  punto  B-  delTun  sistema  1',  corrispondon- 
to  ad  un  puntt»  assegnato  B  dciraltro  Z,  basterà,  posto  AB^c^B^^ 
trovare  il  pnnto  ove  la  retta  ^4^^^  incontra  la  SA]  eìoèj  in  so- 
stanza^ basterà  condaiTC  il  piano  iSÀBj  che  seghi  e  in  Òq,  e  co- 
stmire  J?',  comò  il  corrispondente  di  B  neir  omologia  piana  dc- 
floita  dal  centro  8f  dall'asse  b^^j  e  dai  punti  corrispondenti 
A  ,  A\ 

Per  costruire  poi  la  retta  e'  (o  il  piano  7')  di  I\  corrispon- 
dente ad  una  retta  e  (o  ad  un  piano  7)  di  -,  basterà  costruire 
due  (0  tre)  punti  di  e'  fo  di  7')  corrispondenti  a  duo  (o  tre) 
punti  arbitrar  il  dì  e  (o  di  y), 

b)  La  reale  esistenza  dì  una  omologia  a  tre  dimensioni  , 
quale*  ò  stata  definita  in  173,  h)  risulta  dimostrata  dal  teorema  a)  e 
dalla  costruzione  stessa  che  ne  è  stata  fatta;  ma  poissiamQ  anchCi 
per  maggior  chiarezza,  l'are  il  t^eguente  ragionamento  per  pro- 
vare che,  se  un  punto  percorre  una  retta  e  '{0  un  piano  y)  in 
I,  il  punto  corrispoudt^nto  in  S',  eostruito  corno  in  a),  percor- 
rerà una  rotta  e'  (o  un  piano  Y)  ?  ^^^  ^^5?^  ^  (0  y)  ^^^^  piano  <;. 

Sieno  B  ^  O  due  punti  della  retta  <%  assegnata  in  I,  e  si  ponga 
ÀB'fi^fì  ^  AC-c^^K  ,  BC*c^fj:  saranno  //  ,  A"  ,  L  tre  punti 
delta  retta,  nella  quale  q  è  segato  dal  piano  ABC\  Ora,  dalla 
costrumone  a)j  posto  A^JiSH^B*  ,  47l' AX=C',  si  ha  che  B*  ^C 
iono  i  punti  di  ^%  corrispondenti  ai  punti  -B ,  C  di  c\  o,  per  la 
prospettività  (eoi  centro  S)  dei  y  ABC  ,  A'BV  ,  la  retta  B'C 
dove  passare  pel  punto  BC-c^L.  Dunque^  mentre  C  descrive 
la  retta  e,  6**  descriverà  la  retta  B'L^c%  che  passa  pel  punto 

Considerando  poi  le  rette  cde  .  *  .  del  piano  y,  e  le  loro  cor- 
rispondcmi  c'rf'e' ...  in  1*^  queste  ultime  [nota  (^)  a  pag.  8]  già- 
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ccranno  In  un  piano  ^\  che  ^e^herà  cvidcntemeiite  y  siil  piano 
e;  poiché  cc'j  dd\  ee' , .  *  *  sono  punti  di  ff. 

Si   FI  fT  T     4 

AlirimÈfìtL  Le  conispondenze  „  ,,  »-  r    t*    (^^y<^    UAL    e 

uc  ?  di  c,  i  cui'  lati  non  gegano  la  retta  iSA)  individuano  una 
omogratìa  a  tre  dimensioni,  nella  quale  j  posto  SAg^A^^^  i 
punti  HKLA^  sono  punti  uniti,  ed  S{EKLA^  sono  rag^  uniti; 
ossia  (173j  a,  &)  essa  è  una  omologia  di  centro  t%  e  dì  piano 
dì  oinologìa  g. 

e)  È  evidente  che  nei  siBtemi  omologici  -  ,  -',  i  pianili- 
miti  (160  j  g)  y^  j  15'  di  I  ,  -'  sono  paralleU  a  c^  mentre  poi 
r  uno  dJBta  da  0  per  quauto  V  altro  dista  da  S,  ma  ìu  senso 
cnnlrario  (167,  h), 

é)  Se  in  0)1  iji  vece  della  coppia  A  A*  di  punti  j  è  data  una 
coppia  ^Gt'  di  piani  corriapoudenti  distinti  (  necessariamente 
segantisi  iu  Oj  e  dei  quali  nìuuo  coincide  con  a,  0  passa  per 
B)^  0  è  dato  uno  dei  piani  limiti  (  Deeessariamcnte  parallelo  a 
a),  l'omologìa  è  pure  individuata,  ed  è  facile  vedere  come  si  co- 
struisca r  elemento  e'  ,  7'  o  C  di  ì,\  corrispondente  ordinata- 
mente   air  elemento  e  ,  y  o  O  dì  S  [cfr.  167,  e,  fJ. 

e)  È  cliiaro  pure  che  nulla  cangia  nel  sin  qui  detto  ,  se 
S  e  Q  si  appartengono.  In  questo  caso  però  i  piani  lìmiti  f  j  r^ 
saranno  simmetrici  rispetta  a  e. 

f)  È  facile  in  fine  vcderOj  come  ai  costruisca  una  omologìa 
a  tre  dimeusiouìj  senza  far  uso  del  piano  dì  omologiaj  quandi» 
sono  dati  il  suo  centro  S  e  quattro  coppie  di  punti  corrispoD- 
denti  [19j  d)  a  sinistra],  o  senza  far  uso  del  centro  di  omo- 
logia, quando  sono  dati  il  piano  di  omologia  e  quattro  cnppie 
di  piani  corrìspondenti  [19,  ii)  a  destra], 

g)  Due  ftktemì  omografici  S  ,  1*  a  tre  dìmensioui  si  de- 
ducmm^  V  uno  daìV  filtro  ,  mediante  un  nnmero  finito  di  omo* 
logie, 

Siene  A  ,  A'  due  punti  coiTÌspondcnt:  di  -  ,  S',  Assunti  ar- 
bitrari ara  ente  un  punto  Si  della  retta  .1.4'  (non  coincidente  con 
A  o  A^)  ed  un  piano  e?|  (che  non  passi  per  A  0  A*),  la  omologia 
dì  centro  S\  e  piano  dì  omologia  q^j  nella  quale  A  ,  A*  si  cor- 
rispondono, trasformerà  1  in  un  sistema  I„  omografico  a  X'  e 
col  punto  unito  ^4'. 
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Se  tutte  1^  tetto,     «appartenenti  ad  A',  sono  unite,  o  se  esiste 
Diano  à\  V^^^^   "txniti  per  A'^  E,  e  l' saranno  sisteftii  omolo- 
trcì  (X^^j  ^    '  ^^'^  ^   quindi    2    sarà    trasformato   in  2  mediante 
due  omologìa- 

In  contrario,  sieno  (r,)  ,  (r')  due  punteggiate  distinte  che 
•  corrì»P<^^^^^^  ^^  ^1  f  ^'j  ^  ^  ^^ì  sostegni  passano  per  A'  ; 
iieste  punteggiate  saranno  prospettive,  rispetto  ad  un  centro 
che  indicberemo  con  S^.  Conducendo  per  A'  un  piano  a^  (che 
non  contenga  ^'»  o  r') ,  la  omologia  di  centro  S^  e  piano  di 
omolog*^  ©2^  nella  quale  si  coiTispondono  le  rette  r, ,  r%  trasfor- 
nierà.   Si   ^^  ^^  sistema  S^ ,  omografico  a  I'  e    con   la    punteg- 

Se  tutte  le  rette,  appartenenti  ad  A',  sono  unite  in  I^  ,  1', 
Questi  d.tie  sistemi  saranno  omologici  ;  e  quindi  si  dedurrà  £' 
da  £   mediante  tre  omologie. 

Se  ciò  non  avviene,  sieno  (s^)  ,  (s')  due  punteggiata  distinte, 
che  si  corrispondano  in  2^ ,  S',  e  i  cui  sostegni  passino  per  A*  (o 
per  un  altro  punto  qualunque  di  r')  :  queste  punteggiate  sa- 
ranno prospettive,  relativamente  ad  un  centro  Sg.  Conducendo 
per  r'  ^^  piano  O3,  che  non  passi  per  s^  o  s',  T  omologia  di 
centro  ^3  ®  piano  di  omologia  Cg,  nella  quale  si  corrispondano 
^  ^'y  trasformerà  Y,^  in  un  sistema  I3  omografico  al',  con  le 
punteg'j^i^t®  (r') ,  («')  di  punti  uniti;  ossia  in  un  sistema  I3  omolo- 
g-ico  »  ^S  poiché  tutte  le  rette  e  tutti  i  punti  del  piano  ?•'«', 
saranno  uniti.  Sicché  si  dedurrà  I'  da  1  mediante  quattro  omo- 
logie. 

ITS.  ci)  Neir  omologia  a  tre  dimensioni,  definita  come  nel 
n.o  174  y  a)  y  0  d),  posto  AA'-c^Aq  ,  aoL^^S^o^Q  ,  il  gruppo 
SAq^^'  di  punti,  o  G^Q^a'  di  piani,  è  proiettivo  ad  ogni  altro 
gruppo  analogo  [cfr.  n.o  169,  b)] ,  e  si  ha  pure  evidentemente 
SAoAA^T^oa^aa'. 

Si  osservi  però  che,  se  S  e  a  sì  appartengono,    Aq    coincide 

con  S  &  clq  go^  0. 

jfoi  chiameremo  ciascuno  dei  gruppi  SAqAA' ,  aaQaa^  gruppo 
caratteristico  dell'  omologia,  poiché  la  caratterizza,  e  può  ser- 
vire SL    classificare  le  omologie  a  tre  dimensioni. 

Hy    Cosi,  p.  e.,  se  SA^AA^^  0  oolqGloJ ^  é   armonico  (e  1'  una 
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ipotosi  6  conseguenza  dell'  altra),  tutti  gli  elemeuH    e^>T 
denti  di  2*  ,  2'  sì  corriìipoudorauno  in  doppio  modo,  e 
forme  corrispondenti  sovrapposte  di  /,"  e  di  :?,«»  specie  sarttnoo 
in  volutone  u  id»?nticlie. 

Questa  particolare  omolo<fia  a  tre  dimeujsiitiii  ai-!ir»miiia>i  tir- 
vionica  0  int-olutorta:^  e  il  punto  S  e  il  piano  e  dicuusì  pun* 
centro  o  piano  d'  IneùlusionG  {^), 

170*  n)  Se  nel  n.o  174,  a)  si  suppone  e  al  finito  e  S  all'In- 
finito nella  direzione  AA^^r^  i  sìsteiui  omologici  1  ,  1'  si  de- 
nomineranno oniolo(/id-afpn.t\  mentre  iid  S  ed  a  o  si  darìMintt 
i  nomi  dì  centro  e  }Hnno  di  affinHà, 

E  questi  sistemi  omologici  sono  realmente  affini;  poieìic  i  pìiuii 
delta  stella  [S]  sono  uniti,  e  tra  essi  W  .è  il  piano  all'  iufl- 
niro. 

b)  È  cliiaro  quindi  che  i  piani-limiti  vanno  all'  inflruto:  ?'*-- 
dei  punti  all'infinito,  solo  il  centro  e  quelli  di  direzioni  parai 
a  0  sono  uniti. 

e)  Tutte  le  prnpriotc'i  diniostnito  noi  n/»  104,  per    due 
stemi  affini  a  tro  dimensioni,  valgono  evidentemente  nel    e    - 
attuale;  le  eostruzioni  date  nel  n."  174  reggono  aneli»  per  nats- 
sta  particolare  omologia;  e  regge  pure  quanto  è  stato  detto  nel 
n.o  1G4. 

d)  Dftnqttp^  uM'  omologia-affine  a  tre  dimensioni ^  due  pnn- 
tegliate  corrispoìidenU  (b)  ,  (b'}  sono  sempre  sìmiU:  tna,    > 

b  II  0  (e  quindi  b'  \\  b),  le  puntetjtjlnte  (b)  ,  (b'}  saranno  diicl- 
tamente  ngtiaU. 

Se  è  poi  b  un  i"iggio  di  [S]^  e  perciò  b*=bf  sarà  ba  il  ptiRto 
unito  al  finito  delle  punteggiate  simili  sovrapposte  (6)  ,  (''' 

Nt^lln  stes,sft  omolof/ia  afftnej  duA  sistemi  pinni  corrispondt  ni i 
[a]  j  [a'J  sono  iicmjjre  affini;  ?««,  ^e  è  ol  \\  a  {e  qui  fidi  a'  ||  «),  i  si- 
stemi [a]  ,  [a']  sarannu  congruenti. 

e)  Si  noti  pure  clie,  nelV  omologia   affine^    il    rapporto    co^ 


(^)  Por  i  sistemi  omografici  a  tre  dimensioni,  vedremo  eh©  non 
è  V  omologia  armonica  il  solo  caso  d*i  ri  voi  azione,  come  per 
sterni  piani  omografici,  o  j>er  le  stelle  omografiche  (n.*   169,   <\   ^ 

172,  ni 
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i^fftnte    cJi    cfiie    x-olumi  cùvnÈpondeMi  è  uguale  al  rapporto  delle 

dlmtdnzm    eli    citte    pimtl    corrùpondenti  dal  piallo  o  di  affinità, 

T^oìctiù    Ijasta   ossen-are  che  ,  se  ABCD   è    un    tetraedro  ,  la 

em   l^ase    ABO  giace  in  f?,  sarà  ^5CZ)'  il  tetraedro  corrispon- 

dctite,    e    si    avrà 

ABCD  :  ABCD'^{D  ,  o)  :  (£>'  ,  e). 

r  )   È    no  te  vele  U  caso  dì  r  ||  e. 

Allora  non  solo  /e  puntefjfiiate  proiettive^  sovrapposte  in  cia- 
scun raggio  dì  [S],  gono  dir  sitamente  uguali:  ma  ancora  due 
volumi    corrispondenti  »ono  equivalenti  [cfr.  n.o  170,  e)], 

g}  Se  il  gruppo  carattcri&Èico  oo^^^^'  è  armonico,  cioè, 
se  due  punti  corriepondenti  sono  a  ugual  distanza  da  o,  ma 
ila  parti  opposte,  sì  avrà  la  omologia-affine  involutoria-^  che 
dieesj  anche  simmetrìa  obliqua^  o  normale  al  piano  a,  secondo 
che    r   è   obliqua,  o  perpendicolare  a  e. 

E  nel  primo  caso  due  volumi  corrispondenti  sono  equivalenti, 
ma  nel  secondo  anche  tali  saranno  due  superfìcie  corrispon- 
denti, 

177-  n)  Se  nel  n.o  174^  a)  si  suppongono  S  al  finito  e  o  al- 
l' infinito^  i  sistemi  omologici  l  ,  2' a  tre  dimensioni  si  diranno 
€*fnoteticif  e  ad  S  si  darA  il  nome  di  cetitro  di  omotetia. 

b)  I  plani  lìmiti  /  ,  >;'  dì  1  ,  1'  coincideranno  allora  airin- 
fìnito  col  piano  e  di  omologia:  sicché  i  sistemi  omotetici  2  ,  V 
hanno   uniti  tutt'  ì  punti  air  infinito. 

e)  In  ogni  raggio  (unito}  della  stella  [S]  si  avranno  due 
punteg-g-late  simili,  per  le  quali  ^  è  il  punto  unito  al  finito-, 
ed  in  ogrni  piano  (unito)  della  stella  [8]  saranno  sovrapposti 
dac  sistemi  piani  omotetici,  con  S  per  centro  di  omotetia. 

Tutte  le  coppie  di  plani  corrispondenti,  paralleli  ad  un  dato 
plano  "j   costituiscono  due  fasci  simili  (')^  che  hanno  per  piano 
unito  al  finito   il  piano  condotto  per  S  parallelamente  a  tt. 
g^  Poi  e  ti  è  due  elementi  corrispondenti  (rette  o  piani)  sono 


(^}  I>ae    fasci  di  piani,  i  cui  tissi  giacciono   air  infinito  ,  si  di- 

jfy  ^ifnili^   (©    sono  proiettivi)  ,  se  una  sezione  dell'uno  è  simile 

ad   uoa    sezione   dell'  altro  [cfr.  il  n.o  47]. 


con 
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sempre  parallelìj  il  rapporto  di  due  sp^rinmitì  rettllind  com- 
gpuudtMiii  è  iHistaiito,  ed  uguale  ad  SA  :  SA\  dove  A  ,  A'  swiio 
dut.^  punti  comBpoTìdeiitl 

e)  Questo  rapporto  coBtaine  dicesì  r apporto  di  omoietw^ 
e  secondo  elio  caso  è  positivo ,  o  Dcgativo  (ossia  secondo  ctitì 
il  ,  ^d'  giacciono  dalla  stessa  parte  di  A/  o  in  parti  opposte;, 
la  omotetìa  sì  dirà  dirtitfaf  o  irwersrf, 

f)  Questi  sistemi  omotetit.*i  sono  un  caso  particolare,  tu 
c^uanto  alla  loro  scauibìevole  posizione,  doi  sistemi  simili^  con- 
siderati nel  n.o  165- 

g)  Che  anzi ,  due  ÉÌstemi  simili  a  tre  dim.ensioni  Z  ^  1'  ^^ 
pQ^sono  sempre  situare  iu  posizione    omotetica. 

Dì  vero,  considerando  due  stelle  corrispondemt  [S]  ,  fS']  di 
!I  ^  l'j  queste  stelle  hanno  i  raggi  corrispondenti  jmrallelt  [rfi;: 
e  pereiò  si  può  trasportare  V  in  modo  che  [S*\  coincida  con[^l. 
il  che  dimostra  V  enunciato  (173,  ti-,  b). 

h)  Se  il  gruppo  caratteristico  S  m  AA'  è  armonico  (ossiu 
se  S  è  punto  medio  dì  AA\  e  quindi  il  rapporto  di  omoteiiu 
lì^l)  i  sistemi  !i  ,  1'  risultano  simmetrici  rispetto  al  punto  S* 
e  sono  antìcongruenti  (165,  d\ 

17B.  a)  Neìf  omotetia  a  tre  dimensioni,  la  iìgura  omotetica  i^' 
di  una  sfera  —  o  circolo "(^^}  è  un  iiìtra  sfera— o  circo- 
lo—(J/%  dove  i  centri  ilf  ,  M'  sono  punti  corrispondenti  (e  i 
piani  di?i  circoli  sono  ,| }. 

b)  Reciprocamente,  due  sfere— o  circoli — (M)  ^  (M*)  sihiari 
ili  piani  il  si  possono  sempre  far  corrispondere  omoteticamenti^ 
in  doppio  modo. 


(*)  Poiché  due  sistemi  omologici  a  tre  dìmeusìoiii  -j-'(<^ó' 
loro  casi  particolari  deir  omologia-affinei  dell'  omotetia,  dtìlb  con* 
gruenm  e  deiranticongruen^a)  sona  sistemi  omografici  in  una  p*^ 
ticolare  posizione  relativa,  ne  segue  che  regge  per  due  linee,  " 
auperficie,  omologiche  quanto  fu  detto  uella  nota  al  n.*^  ì^  sì  P*^^ 
due  linee j  o  superficie,  omografiche. 

Reggono  pure  in  eonseguenza  nelle  linee,  o  giiperficie,  omolo- 
giche, proprietà  analoghe  a  quelle  indicate  nella  nota  n."^  ilhii 
per  due  linee  omologiche  nel  piano* 
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e)  Date  tre  sfere— o  circoli  situati  in  piani  ||— (C,)  ,  (C^) 
(Cj) — se  si  considerano  a  due  a  due,  si  hanno  6  centri  di  omo- 
tetia. Questi  centri  giacciono  a  tre  a  tre  in  4  rette  di  un  piano 
delle  quali  V  una  contiene  i  3  centri  di  omotetia  diretta,  e 
ciascuna  delle  altre  3  contiene  un  centro  di  omotetia  diretta 
e  due  centri  di  omotetia  inversa. 

La  prima  retta  dicesi  asse  di  omotetia  diretta,  e  le  altre 
tre  assi  di  omotetia  inversa,  rispetto  alle  tre  sfere,  o  ai  tre 
circoli. 

d)  Quattro  sfere  (C^)  ,  (Cg)  ,  (Cj)  ,  (C7J  ,  considerate  a  due  a 
due,  dài^no  luogo  a  12  centri  di  omotetia,  e,  considerate  a  tre  a 
tre,  forniscono  16  assi  di  omotetia.  Questi  12  centri  giacciono  a  sei 
a  sei  sopra  8  piani,  dei  quali  uno,  tTi,  contiene  i  6  centri  di  omo- 
tetia diretta;  quattro,  1^2,1^3,1:4,  ug,  contengono  ciascuno  3  centri 
di  omotetia  diretta  e  3  di  omotetia  inversa;  e  dei  rimanenti  tre, 
**6  »  •^T  ;  ^8  »  ciascuno  contiene  2  centri  di  omotetia  diretta  e  4  di 
omotetia  inversa.  In  conseguenza,  a  t:^  appartengono  i  4  assi  di  omo- 
tetia diretta  ;  a  ciascuno  dei  quattro  1^2  ?  ^s  '  ^4  )  ^5  ?  appartengono 
un  asse  di  omotetia  diretta  e  tre  di  omotetia  inversa,  mentre  a  cia- 
scuno dei  rimanenti  1^6,1:7,  TTg,  appartengono  4  assi  di  omotetia  in- 
versa. Di  questi  8  piani,  t:,  dicesi  piano  di  omotetia  diretta ,  e 
gli  altri  7  denofiainansi  piani  di  omotetia  inversa ,  rispetto  alle 
quattro  sfere  considerate. 

Di  questo  teorema  si  lascia  la  dimostrazione  allo  studioso. 

179.  a)  La  condizione  necessaria  e  sufficiente,  affinchè  due 
sistemi  omografici  a  tre  dimensioni  1,2',  non  affini,  si  pos- 
sano disporre  in  modo  da  essere  omologici  è  che  sieno  simili 
due  sistemi  piani  corrispondenti  [t:]  ,  [k'J,  i  cui  sostegni  k  ,  rJ 
sono  II  rispettivamente  ai  piani   limiti  X  ,  >]'  di  I  ,  S'  (*). 

Questa  condizione  è  necessaria,  poiché,  se  2  ,  2'  fossero  in 
posizione  omologica,  i  piani  x  ?  *l'  sarebbero  ||  al  piano  0  di 
omologia,  e  due  piani  corrispondenti,  di  sostegni  ||  a  0,  se- 
gherebbero 2  ',  2'  in  sistemi  simili. 

La  condizione  enunciata  è  poi  sufficiente  ;  e  dimostreremo 
ciò,  osservando  che,  quando  questa  condizione  è  verificata  per 

0)  Il  caso  di  2,  2  '  affini,  ma  non  simili,  verrà  trattato  in  seguito 
essendosi  già  esaminato  quello  di  2,2'  simili,  nel  n.o  177,  g), 
Saukia  — Geometria  proiettiva.  54* 
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due  piani  t:  ,  -'  ]|  rispettivamente  sk  y  ^  r^'  (e  quindi  è  verifi- 
cata per  tutto  ìc  coppie  di  tali  piani)  ^  ì  sistemi  K  ^  2'  si  ym- 
sono  disporre  in  posizione  amologicHj  col  seguente  procedi- 
lueiUo- —  Si  trasporti  V  in  modo  che  r^^  risulti  ||  a  X^  <ì  si 
faccia  rotare  V  Bino  a  che  i  sistemi  piani  [tz]  ,  [rJ]  rìsulfmo 
omotetici.  Assunto  poi  in  y  un  trilatero  abcj  si  conducano  per 
a  j  ò  f  e  i  piani  a  ,  p  ,  7  rispettivamento  j|  ai  loro  corrispoii' 
denti  ot^  ,  f  ' ,  y'  in  1'  (il  che  si  può  sempre  fare,  poiché  in  fasci 
di  piani,  di  assi  a  ^  b  ^  c^  corrispondono  in  I'  t'asci  di  piani  [|  a 
tre  fisse  giaciture,  le  quali  sono  [|  ordinatamente  ad  a^bjV^ 
e  BL  trasponi  I'  in  guisa  che  il  triedro  a'^'^'  coincìda, col  trie- 
dro a^Y*  ^^  punto  a^'^=S  sarà  i!  centro  di  una  stella  di  ele- 
menti uniti  in  1 ,  2'  (neir  attuale  posizione);  poiché  sono  unìlì 
i  piani  a  ^  ^  f  y  ùd  lì  piano  condotto  per  S  parali  clamiate  ti 
y  :  ed  In  conseguenza  (173,  ajb)l,j  I'  saranno  in  posizione  omo- 
logica. 

b)  Alla  condizione  a)  può  evideutomente  sostituirai  che 
due  fasci  di  raggi  coìTrìspondeìiti ,  i  cui  jHmti  sono  ||  rUpet- 
tivamente  a  X  ì  ^'  j  s^^^o  uguali;  o  l'altra  che  due  triedri 
corrispondenti  in  S  ,  S'  sieno  segati  da  X  ,  ^/  in  triangoli 
éimili, 

TEOREMI   DIVERSI   ED    APPLICAZIONI, 

180,  Andiamo  ora  a  dimostrare  alcune  altre  proporzioni  ed  a 
fare  qualche  importante  applicazione  alle  coniche  dei  teorenii 
contenuti  in  questo  paragrafo. 

a)  Li  nna  omografia  0  tra  due  sistemi  piani  [0]  ,  [a^]  »  Ifi 
curva  corrispOìideMte  ad  una  conica  e  è  un'  altra  conica  e'.* 
poiché  CT  può  immaginarsi  generata  da  due  fasci  di  rag^gi  clitf 
la  proiettano  da  due  sxmì  punti  j5,  ^|  (e  che  sono  perciò  proiet- 
tivi} e  a  questui  corrisponderanno  In  il  due  fasci  proiettivi  dì 
raggi  {E*)  j  {S\)  che  genereranno  viK 

Inoltrej  poicbè  ad  un  gruppo  armonico  coiTisponde  In  ù  un 
gruppo  armonico  j  ad  un  punto  e  la  sua  polare  rispetto  a  s 
corrisponderanno  un  punto  e  la  sua  polare  rispetto  a  s'. 

Sicché ,  indicando  con  j  la  retta  limite  dì  [ri]  e  con  f^  b 
retta  al  infinito  di  [g'],  alla  involuzione  [j)  di  a  corrispondt^rà 
la  in V t>  1  ns; ì on e  ij ^^  )  di  rs ^  :  q n i  1  ni i  cr    sarà    u n a    ip erbùle^    u n n 
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parabola  o  una  ellisse^  secondo  che  C3  sega  j  in  due  punti  reali 
e  distinti,  coincidentiy  o  immaginar ii. 

Il  polo  O  di  j  rispetto  a  a  avrà  per  punto  corrispondente  il 
centro  O'  di  cs',  e  T  involuzione  (0)  di  j3  si  muterà  nella  invo- 
luzione dei  diametri  coniugati  di  o'. 

h)  Analogamente  si  vede  che  in  ogni  correlazione  T  la 
figura  corrispondente  ad  una  conica  v3  è  un  altra  conica  n', 
che  sarà  iperbole,  parabola,  o  ellisse  secondo  che  il  punto  li- 
mite J  di  [e]  è  esterno  a  C3,  giace  sopra  o,  o  è  interno  ad  essa. 
e)  Date  due  coniche  C3  ,  a'  distinte  o  coincidenti ,  si  può 
trasformare  omograficamente  (o  correlativamente)  V  una  a  nel- 
V  altra  a',  in  modo  che  a  tre  punti  ABC,  comunque  assegnati 
in  e,  corrispondano  tre  punti  dati  A'B'C  (o  tre  tangenti  date 
aTb'cO  di  Vi'. 

Di  vero,  indicando  con  D  ,  Z>'  i  poli  delle  rette   BC  ,  B^O 

in  c3  j  e',  r  omografia  piana  ù  ^  . ,  ,>,x^,^,muterà  C3  in  a';  per- 
chè la  trasformata  di  C3  mediante  fì  è  una  conica  [a)],  che 
passa  per  A^B^C,  ed  è  tangente  in  J5' ,  C  alle  rette  B*D^ ,  CD'; 
e  quindi  [79,  e),  3.o]  coincide  con  C3'. 

Analogamente  si  dimostra  che,  indicando  con  D  il  polo  di 
BC  rispetto  a  C3  e  con    d'    la  polare  del  punto  b'c'  rispetto  a 

a' ,  la  correlazione    piana    r  ^    ,, ,  , ,/  muta  a  in  a'. 

d)  Dunque  tutte  le  coniche  sono  proiettivamente  identiche. 

e)  In  seguito  vedremo  che,  due  coniche  n,  a'  di  un  piano 
a  2>ossono  trasformarsi  V  una  nelV  altra  {e  in  piic  modi)  me- 
diante omologie  ;  ma  possiamo  dimostrare  sin  da  ora  il  seguente 
caso  particolare: 

Se  due  coniche  zz  ,ts^  di  un  piano  a  si  toccano  in  un  punto 
A,  esse  sono  omologiche,  sia  col  centro  di  omologia  A,  sia 
con  V  asse  di  omologia  nella  tangente  comune  a  in  A. 

Di  vero,  condotte  per  A  tre  rette  b  ,  e  ,  d,  che  seghino 
di  nuovo  C3  in  ^  ,  C ,  Z> ,  e  a'   in   B^ ,  C\  D' j  nell'  omologia 

A  B  C  D 
^^  A  j^rnrr)f^^  figura  omologica  di  a  dev'  essere  [a)]  una  co- 
nica tangente  ad  a  in  A,  e  che  passa   per    B^ ,  C  ,  D^  \    ossia 
deve  coincidere  con  ss'.— La  dualità  dà  il  secondo  teorema. 
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f)  Supponendo  che  z:*  sia  mi  circolo  (87  ,  ò),  e  facendo 
rotare  p  di  un  a  qualunque  intorno  all'  asse  di  omologia  ^  di 
0  j  le  rette  congiungonti  i  punti  di  w'  ai  punti  corrispondeiiii 
di  ce ,  nella  novella  posizione  ^  costituiranno  un  cono  la  cui 
base  b  il  circolo  e';  e  quindi  cs  e  una  sezione  piana  di  que&to 
cono    [cft\  n.^  87,  e)]. 

g)  Dei  problemi  risoluti  nel  n/»  79,  e)  si  può  dare  una 
novella  soluzione,  ^rafteaniente  assai  semplice ^  avvalendosi  del 
teorema  dimostrato  in  d)^ 

Si  voglia,  p.  Ci,  costruire  la  eonica  u  circoscritta  al  qua- 
drangolo SS^MN  (o  iscritta  nel  quadrilatero  s»*mn),  e  tangente 
in  S  ad  una  data  retta  a  (o  tangente  ad  s  in  un  punto  dato  A). 

Si  descriva  un  circolo  ct^  tangente  ad  a  in  jS'  {  o  tangente 
ad  8  in  A)  j  e  si  costruiscano  i  secondi  punti  d' intersezione 
S\  j  il/",  ,  ^\  di  ccjj  con  le  rette  SS^  ^  ^S*M  ^  SN^  (o  le  seconde 
tangenti  ^\  ,  m,  ^  ?t,  a  zs^  ,   condotte   pei   punti   u*'  ,  »m  ,  #n  )  j 

e  mediante  1'  omologia  f  f '^'!}J' y*  («  ^  /  m'rlO  ^*  «^'^'rairà  s:, 
come  figura  corrispondente  al  circolo  S|» 

181.  a)  In  due  shtemi  piani  affluì  [o]^\c%  due  cùniche  cor- 
rbpótuknti  a  ,  a'  (161,  «)  sono  ddla  sterna  specie  j  ossia  esse 
sono  auiendue  ellissi  ^  o  parabole ,  o  iperboli  :  poieliè  ai  punti 
air  infinito  di  [o]  corrispondono  (161,  è)  i  punti  airinfinìto  dì  J^'), 
h)  Viceversa,  dite  coniche  d^Ua  ut  essa  spiccie  C3,ct'  posnonn 
Hferirm  in  modo  da  corrispondersi  in  un'  affinità  £1- 

In  fatti,  se  a  ,  o'  sono  due  iperboli,  Q  si  otterril  dalia  co- 
struzione data  in  180,  e)  facendo  che  le  rette  BO  ,  B^C^  ivi 
considerate  siano  le  rette  air  infinito  di  due  piani;  e  se  p  ,  o' 
j^ono  due  parabole  facendo  invece  che  BC  sia  un  diametro  di 
p  e  if^C^  un  diametro  di  p'. 

Se  p  ,  rs'  sono  due  elHssi  di  centri  0  ^  0\  indicando  C4>ti 
À^B  i  vertici  di  due  scmidianietri  coniugati  di  p,  e  con  A\!ì^ 

fi   A  pt 

i  vertici  di  due  semidiametri  coniugati  di  p^,  sarà  Os^\,di; 

perchè  0  muta  p  in  un  ellisse  dì  centro  0'  e  di  eeinìdiametri 
coniugati  O'A' ,  O'/J',  ossia  in  e'. 

e)  Siccome  poi  indicando  con  {MN)  il  segmento  finito  di 
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una  data  parabola,  definito  rlalla  corda  M2^ j  m  ha  (  16i*j  a) 
(AB):yCÀB^iA*B')  i  V  C^A*B\  ed  ì  punti  A.U  sono  arbitraria- 
mente assunti  in  a,  mentre  A^  ,  B*  possono  riguardarsi  peonie 
Hem  in  ra',  ne  segue  che  il  rapporto  (AB)  isjCAB  è  un  numero 
costante  p,  al  variare  dì  A  ^  B  in  C3. 

Inoltre  (fl^,  Ì02.^),  se  D  è  il  punto  medio  della  eorda  AB^  sarà 
CD  un  diametro  di  S3,  che  ha 
per  vertice  il  punto  medio  E 
di  CD;  e  la  tangente  i^'f?  in  E 
sarà  quindi  ||  ad  AB.  Sicché  si 
avrà  ^EAB^^sjCABj  Vi'MK-h 
V  OEB  ^  V  CFE  +  V  Cit-W  =: 
sjCFG=iV  CAB.  Ma  è  {AB)  - 
{AEì-{EB)=  VEAB^  {  SjCAB , 
(AB)  :  SI  CAB  =  (.4 E)  :  v  FÀE^ 

{EBY^GEli-^.  In  conBCguenza  sarà  ^{\jCAB--^jFAE^^GEB)  = 
*  V  CAB  \  ossia  f  (v  CJi?  -  f  ^  C'IB)  ^  \  ^CAB,  d'  onde  p  =  f 

Dnnf]uej  te»  segmento  parabolico  è  i  due  ìétzì  del  y  ff^rnudo 
dtdia  corda  del  mgmento  e  dalle  tangenti  alici  parabola  negli 
estremi  della  cù7*da. 

Hi  ha  anche  evidentemente  (.45)  =  jy^.4S;  uguaglianza,  che 
esprime  un  teorema  facile  ad  enunciarsi. 

Si  lascia  poi  allo  studioso  la  facile  dimostrazione  del  seguente 
teorema:  Un  y  f neri  fio  nella  parabola  c3;  è  equivalente  al  doppio 
del  V  corrisjjondente  circoscritto* 

d)  Si  noti  che  due  parabole  posmno,  in  infiniti  modì^  riguar- 
darci come  cHrt}e  equÌDaÌenti'fiffÌni  (163,  et);  poiché  possiamo 
renderle  affini^  in  guisa  che  due  segmenti  corriapoudentt  sìeno 
equivalenti. 

e)  Data  una  iperbole  zs  di  assintoti  t  j  t^  ^  poiché  la  con- 
giungente il  vertice  .4  di  mi  semidiametro  reale  di  n  col  vertice 
A\  del  suo  semidiametro  coniugato  ideale  b  parallela  ad  un 
assintoto,  p,  e,  a  tj  ed  6  bisecata  dalF  altro  asf^ìntoto  ?, ,  ne 
segue  che  al  punto  vi  corrisponderà  A\  nell'  affinità  iuvolu- 
t^ria  Q  che  ha  f,  e  il  punto  air  Intìnito  in  t  per  asse  e  centro 
di  affinità.  Sicché  ìa  eonica  s'  corrinjjondente  a  e  avrà  gli 
stessi  assintoti  t  ,  t,  di  C3.  Inoltre  ciat?cuna  delle  due  iperboli 
;5  j  53'  è  i7  luogo  dei  vertici  dei  diametri  ideali  delV  altra. 
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he  due  iperholi  n  ,  n'  dì  con  si  coniugate  V  una  nell'  ai  tra. 

183*  a)  lìl  un'ellisse  k  di  centro  0  (fig.   lOS.^)^ 

l,o  ^e  dai  verfici  AjA'ài 
"g-  J03*«  ^^^^  senndiametri  coningafì  i^ì 

conducono  due  \\  arbitrari', 
queste  segheranno  di  nmiìf  :: 
nei  vertici  B ,  B'  di  dm  aUn 
se m id la m etri  e onùi ga t i: 

%°  il  D  cQstriuto  *oj>m  rf»'e 

semidiametri  coniugati  ha  inia- 

rea  costante;  ed  è  quindi  equi- 

vaìente  al   reit angolo   cmi^uik^ 

sui  s&miaiisi  di  a. 

3.**  il  G  costruito  sopra  dne  semidiavìetri ,  non  ctmutgaii  ^ 
è  equivalente  a  quello  costruito  sul  semidiametri  coniityaii  ai 
dtt^.  primi. 

Sia  OX^  il  diametro  ||  alle  corde  ABjA*B\  iì  cui  conm^niio 
OX  bisecherà  in  M,M'  queste  corde*  L'  aflinìtà  iuvolutoria  ii 
(170,  f)  j  che  ha  OX  e  il  punto  air  iiifìiiito  dì  OX*  per  asse  « 
centro  di  affinità  (170,  a),  ossia  la  siinoietria  obbUipa  ì^V^m 
OX  secondo  la  direzione  0X\  trasformai  e=  in  C3  slessa  ^  mti- 
tfuido  A  ,  -4'  ordinatamente  in  B^B%  e  lasciaudo  inalterata  0. 
In  conseguenza  OB  ,  OB^  saranno  due  semidiametn  coniugati 
in  cjj  e  il  ^OAA*  mth  equivalente  (170,  g)  al  V  Oi^'ifi  ciò  ik 
dimostra  ì  primi  due  teon^tni. 

Inoltre j  la  stessa  0  muta  A  ,  B^  nspettivameme  mB^A'\ 
e  perciò  (170,^)  il  v  OAB'  è  etjuivaieutc  al  v  OJ'iJ.  —  Mo, 
pel  primo  dei  due  teoremi  ora  dimostrati,  la  |!  a  BA^ ^  con- 
dotta per  B\  deve  segare  di  nuovo  a  nel  secondo  vertice  J, 
del  diametro  AOA^^  coniugato  ad  Ovl'  (^)  :  e  quiudij  rfl^ioiiaado 
sapra  le  nuove  eorde  ||  ,  come  al  è  fatto  sopra  AB,XB\  si 
proverà  che  0  y  B^QA*  è  cquivaleuto  al  y  BOA^  e  clie  (taÌDdi 

m 

(^)  Non  può  la  II  a  BA\  condotta  per  B\  segare  di  nnovo  ^ 
in  A:  poiché  ABA^B*  risulterebbe  un  D  iscritto  nella  colica ^'^ 
quindi  la  suu  diagonale  AA*  dovrebbe  pa^mre  per  O:  assurdo. 
GS^eado  OA  ,  04'  due  dati  semidiametri  coniugati* 
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b  imre  equivalente  al  v  AOB.  Dunque  il  tersto  teorema  è  fin- 
cbo  vero  (*), 

b)  Se^  dal  vertice  reale  A  (flg,  104.^)  e  dal   vertloì   ideala 


A'  di  due  ^émidiaiìuirì  roniugrttl  dì  un^  iperhale  xz  ,  si  cmi- 
(iucono  due  \\  arbitra  ne,  delle  quaìi  la  prima  sej/hi  di  nuora 
rs  in  B  e  r  altra  neghi  di  uujvj  in  W  V  iperhoU  C3  ^  eonitigata 
{ÌBlf  e)  «le  €?,  saranno  l^  e  W  i  veriicl,  reali  e  idGale^  ili  due 
altri  semidiametri  coìiiurgati  iu  w. 

Questa  proposizione  si  dnuostraj  [come  si  6  fatto  pel  teore- 
ma a]f  l.o]y  ricordando  (181^  c)j  che  =3  e  cs'  hanno  la  stessa  in- 
voluzione di  cIìituieÈri  coniun^atì* 

e)  In  conseguenzii^  il  ragionamento  adoperato  in  a)  prova 
purè,  che  i  y  AOA* ,  AOB'  sono  ordiìiatameute  equivalenti  ai 
V  B'OB.A'OB. 

Inoltre,  i  segmenti  AA\  ^  B^B\  (dove  A\,  7?, ,  B\  sono  i  Be- 
condi  vertici  dei  diametri  di  e,  clic  passano  per  A\  B  ^  B^)  sono 
jl  alfassintoto  £  di  o^  e  vengono  bisegati  dall'altro  assiutoto  t^. 
Bieche  i  s^OAB^^OB\A\  si  corrispondono  neir  aifinità  involu- 


(^)  Sì  ha  pure  dalla  stessa  simmetria  £L  che,  l.'J  ndVelUsm,  un 
st£o  »ett&re ,  com presso  tra  due  mmidt'ametri  non  vontuf^ati^  è  equi* 
ralente  al  settore  compreso  tra  i  semidiametri  coniugfiti  ai  primi 
due  :  2,f*  Ìl  settore  ddV  elUsm ,  compreso  tra  due  semidiametri 
coniugati y  ha  un^  area  costante:  'ì.^  ogni  diametro  divide  l'  area 
di  uìì'  ellisse  in  due  parti  equivalenti  ;  e  due  diametri  coniugati 
qualunque  la  dividono  in  quattro  seti  ori  equivalenti. 
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toria  Q,  ,  che  ha  f,  e  il  punto  all'  infinito  di  t  per  asse  e  per 
centro  di  affinità,  e  perciò  sono  equivalenti;  e  tali  saranno 
pure  in  conseguenza  i  V  BOAyB'OA', 

Dunque,  i  teoremi  2o  e  5o,  enunciati  in  a),  reggono   ancora 
nelV  iperbole  (^)  [cf'r.  n.o  142  d)]. 

d)  Poiché  il  D  OANA' ,  descritto  sopra  due  semidiametri 
coniugati  OA  ,  0-4'  di  un'  iperbole  a,  ha  la  diagonale  OK  si- 
tuata sulF  assintoto  t  (108  d),  ed  è  equivalente  al  v  formato 
dagli  assintoti  t,t^  e  dalla  tangente  NN^  in  A,  questo  v  sai'^ 
di  area  costante  [e)],  al  variare  della  tangente  NN^, 

Dunque ,    in  un'  iperbole   C3 ,   una   tangente   variabile  forma 
con  gii  assintoti  di  C3  «m  v  ^*  area  costante   [cfr.  n.o  U2  e)]. 

e)  L'ellisse  a  di  semiassi  OA ,  OB  (fig.  105.»),  ed  il  cerchio 

C3'  di  centro  0  e  di  raggio  OA, 
che  seghi  in  B'  la  retta  OBj  so- 
no figure  corrispondenti  nell'af- 
finità   i^  =  Q  ^  ^M    ossia  sono 

figure  omologiche  affini ,  con 
l'asse  di  affinità  OA  e  col  centro 
di  affinità  (  all'  infinito  )  nella  direzione  di  OB.  Inoltre,  posto 
OA  =  a  y  0B=^  y  il   rapporto  di  simiglianza  delle  punteggiate 

O/?        ^ 
simili  sovrapposte,  coi  sostegni  ||  ad  OBy  è  —-7  =  -. 

OB       OL 

Ora,  se  OM ,  OM^  sono  due  semidiametri  coniugati  di  e,  le 

]!  ad  OB,  condotte  per3/',if^,  danno  in  OM',OM\  due  raggi 

ortogonali  di  ss',  perchè  semidiametri  coniugati  dia':  e  poiché 

.  V  rettangoli   OM'P,OM\P^    sono  uguali,  si  ha  OP^  =  P3f', 

P,M\=  OP.  Ma  è  PM  =  PM'^  ^  ,  P.M,  =  P,M''^=:  OP  •  l 

,2         2         2        2         2         02 

In  conseguenza  si  ha.  OM  =z  OP  +  PM  =  PO  -\-  PM'    .  ^-r  i^\ 


(^)  Si  può  pure  dedurre  che,  date  due  iperboli  coniugate  C3,c'; 
un  settore  di  C3,  intercetto  tra  due  semidiametri  qualunque^  è  equi- 
valente al  settore  di  Cw',  compreso  tra  i  semidiametri  coniugati  ai 
primi  dtie ,  osservando  che  l'affinità  0,  muta  zs  in  a'. 

(^)  Questa  relazione  può  mettersi  sotto  la  forma 

»2  _  02     2  „ì  _ 


a^  _  g2    2  „ì  __  Ci 


OM  =  OP  +PM' ^'PM'  =a«-- ^PM'    (l 
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Oi/,  =OP,  +P|3i,  ^PM'  ^OP  '^:  d'onde  si  trae  OM^OM^  = 

rMinqiic  ,  hi  ìtu  tliiss^  t: ,  fa  tiomftia  dei  quadrati  di  due  se- 
midiarìietri  coniugati  è  uguale  alla  somma  dei  quadrati  dei  suoi 
semiassi,  ossia  è  costante, 

f)  Tenendo  presente  il  teorema  contenuto  in  e)  e  quello 
contenuto  nel  n.«  142. e),  con  la  osservazione  della  nota  a  pag.  325, 
possianao  conchiudere,  più  in  generale,  che,  in  ogni  conica  .C3,  a 
centro^  la  somma  dei  quadrati  di  due  semidiametri  coniugati 
è  costantey  ed  è  quindi  uguale  alla  somvia  dei  quadrati  dei  se- 
miassi. 

g)  Finalmente,  siccome  poi  al  rettangolo  dei  semiassi  del- 
l' ellis^e  C3  corrisponde  nel  cerchio  a'  il  quadrato   formato  sul 

2 
raggio  OAj  e  quindi  il  rapporto  delle  loro  aree  è  -  ,    ne  segue 

(92,  d)  che  tale  è  anche  il  rapporto  dell'  area  dell'  ellisse  e:  a 
quella  T^CL^  del  cerchio  cs'  ;  e  che  perciò  V  area  delV  ellisse  di 
semiassi  a ,  ^  è  misurata  dal  prodotto  nag. 

EseroiBii. 

1.  Si  può  dedurre  dal  quadrangolo  piano  ABCD  il  quadran- 
golo BCDA  ,  mediante  due  omologie  armoniche.  Il  punto  d'inter- 
sezione dei  due  assi  di  tali  omologie,  e  la  retta  che  ne  congiunge 
i  centri,  sono  due  elementi  uniti  dell'  omografia  definita  dalle  cor- 

,  ABCD 

rispondenze  j^)  (7»  /)>  ^• 

2.  Proiettando  un  sistema  piano  [e]  da  due  centri  8^  S^  (as- 
sunti arbitrariamente  fuori  di  g)  sopra  un  altro  piano  0, ,  si  ha  una 
omologia  piana.  E  viceversa,  una  data  omologia  piana  può  sempre 
considerarsi,  ed  in  infiniti  modi,  come  la  proiezione  di  un  sistema 
piano  da  due  centri  diversi. 


E  sapponendo  a  >  ^,  dalla  (1  si  trae  che,  se  il  punto  M  percorre 
i7  quadrante  ellittico  AMB,  partendo  da  ^  ,  il  semidiametro  OM 
diminuisce  continuamente  da  OA  ad  GB. 

Samnia.  —  Geometria  proiettiva.  56* 
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3.  Per  dualità  (i^eJ  piallo^  nella  stella  e  nello  spazio  a  tre  di- 
mensioni) airìnHÌeme  ùi  due  figure  omologiche  comapondono  due  fi- 
gure omologiclie, 

4*  Date  due  forme  omogratìche  sovrapposte,  p.  e.  due  sistemi 
piani  [g,]  ,  [e»]  y  3B  di  un  eleuiento  tu  si  trovino  i  corrispondenti 
Wijin^  ju  [^il,[oe])  questi  genereranno  due  novelli  sistemi  piani 
omografici,  che  hanno  coi  dati  gli  stessi  elemeati  uniti. 

5^  L' esercizio  4  a  pagina  39  può  enunciarsi,  dicendo  :  dati  in 
un  piano  w  \m  quadrangolo  completo  ABCD  ed  una  retta  s  ^  le 
coppie  LL^  ,  MM^  ,  A^V  dei  poli  di  ,9,  rispetto  alle  coppìo  di  vertici 
sulle  tre  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo,  sono  allineate  con 
uno  atesso  punto  S,  e  sono  separate  armonicamente  da  S  ed  s. 

Mediante  la  dualità  si  deducano  altri  teoremi* 

6,  Quale  relazione  esìste  tra  1'  eserciaiio  1  della  pagina  84  e 
r  esercizio  9  della  pagina  144? 

7,  Dati  5  elementi  omonimi  abcdfl'  di  una  forma  fondamentale 
di  2Ji  y  peci  e,  si  costruiscano  gli  elementi  b'c'iJ^,  per  modo  che  sia 
bcdai'Acdabb7\dabcc'Aabcdd':saràb'c'd'a'aAc"d'ab'bAd'a'b'c'CA^ 

Ne  segue  che,  se,  ripetendo  4  volte  una  proietti vifà,  si  riioma 
da  un  elemento  dato  a,  non  unito,  ad  h  stesilo,  si  ritornerà  pure  da 
un  elemento  qualunque  m  ad  m  stesso. 

Si  generalizzi  questa  proposizàone,  e  si  estenda  alle  forme  fon- 
damentali di  fi."  specie, 

8,  Date  due  stelle  omografiche  [S]  j  [iS"l ,  vi  sono  j  in  gene- 
rale, al  più  tre  giaciture,  tali,  che  un  pi^tno,  il  quale  abbia  una  ili 
queste  giaciture,  seghi  le  due  stelle  in  sistemi  aMni-  In  qual  caso 
ve  ne  sono  infinite  ? 

9-  Dati  in  un  piano  tre  punti  A  ^  B  ^  P  q  tre  rette  a  ^  &  ,  ^  , 
in  quale  caso  è  possibile  uaa  correlazione j  nella  quale  si  abbiano 

,  ,         j  A      a      B      ò       p  fi 

le  corrispondenze       ?   /?  *   ;    ^  A  ^   P 

Allorché  si  verifica  la  relaziona 

2B{A  Babp)7\ab(ahBAP). 
10»  In  due  msteml  piani  correlativi  [e]  j  [o']^  se  la  punteg/^ìata 
di  sostegno  s^  considerata  come  punteggiata  («)  di  [e],  è  prospet- 
tiva al  ffiscio  di  raggi  {S*}  che  le  corrisponde  in    [a'J,    ad    assa. 
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©onaiderata  come  punteggiata  {s')  di  [c^],  cornsponderà  in  [o\  un 
fascio  prospettivo  (S)^  E,  se  o  ,  a'  sono  due  piani  distinti,  i  piani 
iìidividuati  da  nn  punto  detrun  sLsteiiia  e  dalla  corritspondcnte  retta 
dell'altro^  coHtituirauno  due  stelle  eli  centri  i9,  S\ 

11,  Dati  due  sistemi  pitiiii  \o\ ,  (^'),  correlativi  e  sovrappostij  * 
ee  esiste  una  punteggiata  (js)  dell'uno   [o] ,  che  sia  prospettiva  al 
corrispondente  fascio  (S^)  dell'altro  Bi^^teuia  [cj'] ,  vi  è  in  generale 
un  altra  punteggiata  {u)  di  [a]  prospettiva  al  corrispondente  fascio 
{U'ì  di  [^% 

Considerando  poi  (s)  ed  (w)  come  punteggiate  {s^)  ed  («')  di  [a']j 
qtie&te  saraiino  pare  (esercissio  10)  prospettive  ai  fasci ,  che  ad  esse 
corrispondono  in  [^],  e  che  avranno  ordinatamente  per  centri  U*  ed 
i5*;  e  il  punto  su  giacerà  sulla  retta  j^' 6^',  alla  quale  corrisponde 
in  doppio  modo. 

Da  questa  particolare  posizione  dei  due  sistemi  piani  correlativi 
(la  quale  si  può  sempre  ottenerej  muoveudo  convenientemente  l'uno 
di  egsi)j  si  può  trnrre  un  modo  semplice  di  dedurre  danna  figura 
dell'uno  la  corrispondente  figura  deli-altro  sistema. 

Poiché,  dato,  p.  e»j  un  punto  M  di  [a],  le  rette  8'Mf  U^M  se- 
gheranno ordinatamente  le  rette  Hj*s  in  due  punti,  la  cui  cougi un- 
gente sarà  la  retta  m'  di  [e'],  corrispondente  al  punto  M  di  [cj. 

Può  u  coincidere  con  s.  Allora  L^'  ed  S*  coincìderanno  aneli*easi; 
e  quindi  a  qualunque  punto  di  (^)  corrisponderà  in  doppio  modo 
nn  raggio  di  (8*). 

12.  Dati;  nel  piano  di  una  linea  assegnata  ^^  un  punto  S  e 
due  rette  non  n  r^  «,  conducasi  per  un  punto  qualunque  P  di  tj^ 
la  It  ad  r,  la  quale  seghi  «  in  Q;  Ìndi,  posto  SQ^r^Q%  conducasi 
per  Ci'  la  Q'P'  inclinata  ad  r  sotto  un  A  dato  a  (in  valore  eseguo), 
B  tale  che  isia  Q'I"^  :  QP^  S(V  :  SQ;  il  punto  P',  al  variare  di  P 
sopra  tj/,  genererà  una  linea  tf''  omografica  a  ^. 

Conducendo  per  Q  la  QPj=QP  e  |!  a  Q*P^,  il  luogo  del  punto  P, 
è  una  linea  ^|  omologica-alfine  a  *^  :  mentre  poi  '^i  è  omologica 
B,  *y  ^  col  centro  iu  jS\  e  con  Tasse  di  omologia  nella  retta  Sj  con- 
dotta pel  punto  Tu^A  parallelamente  a  Q*P*;  poiché  evidentemente 
^^tP'^Pj  giacciono  per  diritto,  e  posto  s-SP'^P^y  ,  S'SQ=Q^j  ai  ha 
che  il  gruppo  SP^^P^I^  è  proiettivo  a  ^^Q^QQ',  e  quindi  ancheal 
grappo  fisso  AiSQ^^QQ/}. 

AlMmentL  La  parallela  ad  r,  condotta  per  ,%  seghi  u  in  B\  e 
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sieno  (];"  ed  5'"  le  posizioni  di  4'  ed  8^  quando  hanno  rotato  del- 
l' ^'  a,  ordinatamente  intorno  ad  A  e  B:^'^  sarà  omologica  a  4**1 
col  centro  S*'  e  con  Tasse  r  di  omologia. 

Di  vero,  indicando  con  P",Q'^  le  posizioni  dei  punti  P',  Q'  (quan- 
do hanno  rotato  con  ^'  intomo  ad  A)  sarà  Q^P''  ||  r,  e  si  avrà 
BS"  :  AQ"  =  BS  :  AQ'  =  BQ:  AQ;  sicché  i  punti  S"  ,  Q",  Q  giace- 
ranno per  diritto.  Inoltre  è  QP:  QJ'P''  =  QP:  Q'P'  =  SQ  :  SQ'  = 
BQ:BA  =  S"Q  :  S"Q"j  e  quindi  i  punti  ^"  ,  P",  P  sono  allineati. 
In  fine,  posto  S"P'r=P^,  S"Q' r^Qo,  si  ha /?"PoPP"a;S"QoQQ", 
e  perciò  anche  proiettivo  al  gruppo  fisso  A(S"QqQQ/');  d'onde  ri- 
sulta che  ^''  è  omologica  a  «j/,  col  centro  S"  e  con  l'asse  r. 

13.  La  correlatività  tra  un  sistema  piano  [e]  ed  una  stella  [S'] 
è  definita,  dando  in  [e]  due  punti  A,A^    ed  una  punteggiata  (m), 
0  facendo  loro  corrispondere  in  [>S"J    ordinatamente  i  piani  à',a', 
ed  un  fascio  (ni')  di  piani,  proiettivo  alla  punteggiata  (m),  e  con  la 
condizione  che  al  punto  AA^'in  corrisponda  il  piano    a'a'i-m'. 

In  questa  correlazione,  a  due  punteggiate  proiettive  di  [a],  che 
hanno  A  j  A^  per  punti  corrispondenti  ed  m  per  asse  di  collinea- 
zione,  corrisponderanno  due  fasci  di  piani,  che  avranno  ol\ol\  per 
piani  corrispondenti  ed  m'  per  asse  di  collineazione. 

14.  Se  a  tre  fasci  di  piani ,  aventi  per  assi  i  lati  a  ,  b  ,  e  dì 
un  trilatero,  corrispondono  proiettivamente  le  punteggiate,  che  hanno 
ordinatamente  per  sostegni  gli  spigoli  a'  b\  e'  di  un  trispigolo, 
con  la  condizione,  che  al  piano  abc  corrisponda  il  punto  a'b'c'  in 
ciascuna  di  queste  tre  proiettività,  allora  il  punto  comune  a  tre  piani 
dei  dati  fasci,  ed  il  piano  che  contiene  i  tre  punti  corrispondenti  delle 
date  punteggiate,  genereranno  due  sistemi  correlativi  £,  I'  a  tre 
dimensioni. 

15.  Ad  una  stella  [8],  e  ad  un  fascio  di  piani  (m)  non  appar- 
tenente ad  [iS^l,  si  riferiscano  proiettivamente  un  sistema  piano  [a'] 
e  una  punteggiata  (?;i)  non  appartenente  a  [a'],  con  la  condizione, 
che  al  piano  8m  corrisponda  il  punto  o'm':  il  punto  comune  ad  un 
raggio  di  [8]  e  ad  un  piano  di  (m),  e  il  piano  comune  agli  ele- 
menti corrispondenti  di  [o']  e  (m'),  genereranno  due  sistemi  corre- 
lativi a  tre  dimensioni. 

16.  I  due  centri  di  omotetia  di  due  circoli  (o  sfere)  separano 
armonicamente  i  loro  centri. 

Si  esaminino  le  posizioni  dei  due  centri  di  omotetia,  sia  relati- 
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TWmite  alla  scambievole  posuione  dei  due  circoli  (o   delÌB    due 
sfere)^  eia  relativamente  alla  grandezza  dei  loro  raggi, 

17.  Se  un  circolo — o  una  sfera  — (Cj)  tocca  due  cìrcoli— o  sfere  — 
(Cj),  (C*^)  j  i  due  putiti  di  eontatto  giacciono  per  diritto  col  centro 
di  omotetia  diretta,  o  inversa,  di  {C\)y  (C^),  secondo  che  (C^)  tocca 
(Ci)  e  (Cf)  allo  stesso  modo,  o  in  modo  diverso* 

18.  Si  enunciino  e  dimostrino,  per  i  sistemi  omologici  nello 
spazio  a  tre  dimensionij  i  teoremi  analoghi  a  quelli  contenuti  nel 
u."  101,  a),  b). 

W.  Sì  formino  le  proposizioni  correlative  dì  quelle  contenute 
neircHercìzio  10  a  pagina  40,  e  nell  eserci^eio  7  a  pagina  50* 

20,  Dato  uiì  A  trispìgolo  abc,  die  abbia  Ìl  suo  vertice  jS  nel 
pìauo  a  di  un  trilatero  assegnato  def\  si  conducano  per  un  punto 
arbitrario  M*  i  piaui  M'(ì^%\  M'e^ì*  ^  ir_f=Y'f  ^  quali  seghino 
ayhj  e  ordinatamente  nei  punti  A  ,  B  €\:  quale  è  la  relazione  eai- 
stetite  tra  lo  spazio  S'  generato  dal  punto  M*  e  lo  spazio  -  generato 
dal  piano  ABC^^? 

21.  Appiicando  successivamente  due  omologie  dello  stesso  cen- 
tro S  e  dello  stesso  asse  s,  quando  sì  ottiene  una  omologìa  ar- 
monica? 

22,  Datej  in  un  piano  i:,  n  omologie  Q^  ^  Q^  ^ .  . .  ,  £1„  ^  dello 
stesso  centro  S  ed  asse  ^,  applicando  ad  una  linen  i^  ài  t:  la  Qj  , 
alla  linea  ^'u  cosi  otteuutaj  la  fì^,  e  cosi  via^  lino  ad  applicaro  la 
0^,  si  otterrà  una  linea  ^,^^  la  quale  uon  muta,  ìippHcariclo  in  ahro 
ordine  le  stesse  omologie, 

23.  Dati  in  im  piano  "  un  cerchio  (C)  ed  una  omotetìa  Q  , 
quale  è  la  omotetia  f> ,  differente  dalia  inversa  di  Q,  tale  che  il 
prodotto  00'  trasformi  {€)  in  se  stesso?  In  qual  caso,  per  soddi- 
sfare a  quest'ultima  condizione^  si  deve  prendere  per  Q'  T  in- 
versa di  0  ? 

24.  Sovrapporre  due  sistemi  piani  omografici  in  modo,  clic,  in 
una  determinata  retta,  vi  sieno  infinite  coppie  di  punti  corrìspon- 
dentisi  in  doppio  morlo* 

25,  Due  sistemi  piani  affini  srino  simili ,  se  ,  sovrapposti ,  i 
punti  delle  loro  rette  all'  infinito  sì  corrispondono  in  una  proiet- 
tivìtà,  che  ha  per  involuzione  unita  la  circolare,  o  in  una  involu- 
zione armonica  a  questa  ^  o  nella  stossa  involuzione  circolare.  In 
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q  II  est'  ultimo  caso    le   rette  corrispondenti  saranno  perpendiceUn 
tra  loro* 

26.  Costruire  un^  omologia  piana,  senza  far  uso  dell'  %me  di 
omologia,  conoscendo  il  eantro  S  e  due  coppie  aa\  bb*  di  rette  cor- 
ritìpoiidenti  ,  o  senza  far  uso  del  centro  di  omologìa  ,  conoscendo 
Tasse  H  e  due  coppio  A/V ,  Bìi'  di  punti  corrispondenti, 

A  quali  condiEioni  debbono  soddisfare  i  dati  del  problema? 

27.  Costruire  un'omologia  a  tre  diraenaìonij  senua  far  uso  del 
piano  di  omologia,  conoscendo  il  centro  S  e  due  coppie  ^5l',  ^V  *h" 
piani  corrispondenti^  o  senza  far  uao  del  centro  di  umologìa,  cono- 
scendo ii  piano  0  di  omologia  e  due  coppie  ^.^1' ,  BB^  di  punti  cor- 
rispondenti. 

A  quali  condizioni  debbono  soddisfare  i  dati  del  proldema? 

28.  Se  due  si^stemi  piani  (o  a  tre  dimensioni)  aono  simili,  ad  aa 
circolo  (0  ad  una  sfera}  dell'  un  sistema  corrisponde  un  circolo  (o 
una  iifera)  n e) r altro. 

20,  Dei  tre  tetraedri  considerati  nelTesercizio  11  a  pagina  41 
(Idrafdì'i  di  un  sìsteìna  dmìmco)^  se  due  si  corrispondono  involti^- 
riamente  in  due  i^i stemi  omografici,  o  correìativi,  il  terzo  corrispon- 
derà a  i^B  stesso, 

30,  Amtgnatn  un  jmnta  B  nel  piano  z  di  un  dato  ennìlakro 
a,a,.»a^a,,a,a^....n^  (/, 

ti)  Chiiimundo  armonica  di  B,  rispttto  al  bilaicro  a,  a„,  la  co/i- 
iuf/aia  armonica  a'^^  ddia  t^tta  B-a^a^^,  rispetèo  ad  a|a„,  h  nr- 
mouif-h^^  ii\,^  ,  a ',3  ,  a',^  di  B,  napetto  ai  biltderi  che  m  attent^onn 
dal  triitderfj  a, 8^%  sopprime  mìo  snccessiuamcttt^.  *h  t  ^^  j  ^ji  ^'^*^'" 
tuirnnno  itu  trilatero  omoloijieo  ad  aja^a^j  col  centro  di  omolQQÌ<i 
in  B:  e  V  asse  h^  di  omoloijia  ai  dirà  rarmooica  f^'  B,  rispeth  ni 
trilatero  a,a^,a.^  [cfr  n.^  2B/i)]: 

b)  Le  annouiche  a\  ^  a'g  j  a'^  ,  a'^  di  B,  relativamente  ai  trih- 
tv.  ri  che  m  otte  Uff  0  no  dal  quadrilatero  sì.  ^b,^r^b.^  ftopprimendo  »ac<-és- 
Riraintìde  a,  ,  a4  ;  %  »  U|  j  coMlitui ranno  un  quadrilaf^To  omologico 
ad  a,a^a;jflp  e  Vame  b^  di  omologia  si  dirà  rarmonìca  di  B^  rispetto 
al  quadrilatero  a^a^a^a^  [cfr,  esercissìo    12  a  pag,  GO]: 

e)  Così  continuando^  si  avrà  f  analogo  enunciato  di  un  teorema 
ffenerah  ptr  fenniiatero  (1,*^  la  definizione  dell' armonica  h^^  di  B, 
r lupetto  a  questo  enn  Unterò. 

a)  Basterà  dimostrare  [17^  a)  a  einìt^tra]^  che  due  vertici  cor- 
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rispondenti  qualunque,  p.  e.  a, «2  >  <^^23^'i3>  giacciono  per  diritto 
con  B, 

Ora  i  due  gruppi  di  raggi  B-a^a^  ,  a',3  ,  a,  ,  «3  e  B-a^a^  ,  a'gg, 
«2  >  flfs,  essendo  armonici,  sono  proiettivi,  e  col  raggio  unito  ag. 
Dunque  i  tre  punti  B  ,  a\^a\^  ,  0,^2  giacciono  per    diritto. 

E  si  noti  che  Ò3  contiene  i  punti  a'23^1  ?  ^'13^2  >  «'ia«3- 

h)  Basterà  dimostrare  [18,ò)  a  sinistra]  che  due  vertici  cor- 
rispondenti qualunque  ,  p.  e.  a^a^  ^  ^\<^'ty  ^^^^  allineati  con  B, 

Ora,  applicando  il  teorema  a)  ai  trilateri  a^ct^a^  ,  a^a^aj^^  si  trae 
che  sono  per  diritto  i  punti  B^  0.1^3 »<i'23^'2i®  ^  punti  jB,  rt4«3,«^3a',^, 
ossia  che  sono  per  diritto  i  punti  ci^ci^^a\^a^^^,a\^a\^.  Sicché  i 
due  trilateri  a^a\^a\^  »  ^z^^2\^\\  »  ©ssendo  prospettivi  (17,&),  sono 
omologici  ;  cioè  le  rette  a^a\^  •  «30^24  ^  ^'1  7  ^4^ '13  *  ^3^'u  ^  ^'2  > 
^M^*i3'^'24^'u— ^  concorrono  in  uno  stesso  punto.  Ma,  per  quanto 
si  è  dimostrato  in  tì),  i  punti  a\^a\^ya\^a\j^gìdi,ccioxi0^yx\\?LYQit2i, 
B*a^a^\  ossia  si  ha  r~B*a^a^.  Dunque  anche  a\  e  a\^  concorreran- 
no in  un  punto  di  B'a^a.j,^  ossia  i  punti  a^a^  ,  a\a'^  sono  allineati 
con  B. 

e)  Essendosi  cosi  dimostrato  il  teorema  generale  per  71 =3  ed 
fi=4,  basterà  provare  che,  se  si  suppone  vero  per  un  (w— 2)-latero 
e  per  un  (n— l)-latero,  esso  regge  pure  per  un  ennilatero. 

Indicando  con  a\  (0  a\^^  V  armonica  di  B^  rispetto  al  multila- 
tero  ottenuto  dall'  ennilatero  (  1  sopprimendo  a^  (0  a\  e  a^,\  dietro 
V  ipotesi  fatta,  si  ha  che  i  due  (71— l)-lateri 

ottenuti  dall'  ennilatero  {1  col  sopprimere  successivamente  a^ ,  a/^ , 
sono  omologici  ordinatamente  agli  (ti— l)-lateri 

col  centro  J5,  e  con  gli  assi  di  omologia  a\ ,  a'/j. 

Sopprimendo  quindi  da  (2,  {4  i  lati  corrispondenti  a,j ,  a'^/,  e  da 
5)  e  5)  i  lati  corrispondenti  a^ ,  a!i^^a^^^^  si  ha  evidentemente  che 
r  (w— 2)-latero  ajaj...a^afc...a„   (6 ,   al   quale   si   riducono  cosi  (2  e 
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(H^  è   omologìùo  ai  due  (n"2)-kt6ri 

col  comune  centro  B  u  con  gli  assi   di  omologia  a'^  ^  a\. 

In  conseguali  za  iJ  ed  un  vertice  qualunque  a^aj^  di  (6*  giacciono 
per  dii'itto  coi  vertici  conispondenti  a^ifja^ìk.  e  a' figa* h^  di  (7  e  (tì; 
e  quindi  i  due  trilateri  a ,jii* ig a^ f^  ^  ai^a\f^a* ^  ^  essendo  proBpettH 
saranno  omologici;  ossia  le  rette  a^^aguUij'H^ti*^^  ,  a*j~aga^ii^^i^i 
^%  ^  ^^\ì  ^*iu^hx^*^^*ìk^hk^^  concorreranno  in  uno  atesso  punto* 

Ma,  pel  sigli ifìcuto  di  a* i^j  ,  a%^g  e  per  la  ipoteiji  fatta,  il  fmato 
(i\ffà*firj  di  s  giace  anllu  retta  B-a^af^j  e  per  le  stesse  ragioni  ancke 
il  puuto  ^V'^^'jUt  ^^  ^  giace  sulla  retta  A-it^a^,  Dunque  i  tre  punti 
i^,dj%,a^a'^  Bono  yituati  per  diritte;  ossia  il  teorema  è  aocor 
vero  [18,  b)  a  tóinistTa]  per  V  eonilatero  (/- 

31-  a)  A^elt  enèrfizlo  SO,  conducendo  2)6 r  B  in  z  una  retta  qua- 
luHijue  r  \  e  liosto  ra^^^A^  ^  ra'/^^A'y^  ,  rb^^B„  ,  le  punkygmtt 
A,  A^  ,  *  •  -^rt  I  A'^  A'o  .  . ,  A',^  j  aecondo  cui  r  ,wga  le  figure  omoh- 
gì  che  ai^j, . , .  a^^  ,  a^a'., ,  ,  *a\,  saranno  proiettive,  e  cai  pantì  umii 
B  ,  B„.    ■  " 

h)  Oraj  m  ì  lati  a^  ,  a^^, .  .  .  ,  a,^  rotano  in  t:  ùvdinatmMJìtt  in 
torno  ai  paìdi  fissi  A^  ,  A^  ,  . , .  ,  A„  T  armùfuca  b„  ì^oterà  iiitdrm 
al  punto  fisso  B„  dì  r;  e  il  punto  B^  ai  dira  armonico  di  Bj  rì^tih 
ai  punti  Aj  j  Ag  ,  ,  •  -  ,  A,^* 

In  latti,  qnesto  teorema  è  vero  pel  bi  hit  ero  fi  ,3^;  poiché  B^  k 
il  coniugato  armoiiico  di  lì^  rispetto  ad  .4,,  A^,  E  s©  si  ammette 
vero  il  teorema  per  T  (n— Ijdatero,  i  punti  A[^  i^^',  j  ...jA\  sa- 
ranno fissi,  poiché  tali  sono  i  ponti  vii  ,  ^^ ,  * .  * ,  *4^  ,  B,  e  ai  i^ 
la)]  A,A^  . . .  A^BaA^,A\  , .  ,  A\B. 

e)  Segue  da  ciò  che,  se  jjer  un  j)unto  B,  asstgnato  nd  ptam 
Z.  di  im  ejmilatero  a^a^  * .  *  a,,  (/j  tti  conduce  una  tranversale  r,  f, 
podo  r-a/=A^^,  si  costi^tisce  V armonico  B^  di  B  rispetto  ai  punii 
AjA^  .  . .  A„  ,  ti  luogo  di  B,^  j  ai  rùtare  di  r  intorno  a  B ,  sani 
V  armonica  di  B  rdatir amente  alt  ennilatero  (1. 

32.  a)  Dati  un  punto  B  ed  un  ennaedro  €t^a^  •  -  *  ^»  t-'i  '*  "'*" 
moniche  di  B   rifspetfo  u  tutti  gli  enniiateri^    che   i  piam  cmìdtìil* 
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per  B  producono  in  (/,  giacciono  in  U7i  medesimo  piano  p„;  il  quale 
ni  dirà  armonico  di  B  relativamente  alV  ennaedro  (i. 

In  fatti,  conducendo  per  B  due  piani  p  ,  p„  che  segheranno  1'  en- 
naedro {1  secondo  gli  enniJateri  [f]  ,  |p|],  posto  pp^^r  ,  ra;j^i4/j, 
le  armoniche  di  B  rispetto  agli  ennilateri  [p]  ,  [pj  passeranno  per 
r  armonico  di  B  rispetto  ai  punti  A^A^.^.A^  di  r.  Dunque  le  ar- 
moniche di  J5,  relativamente  a  tutti  gli  ennilateri  prodotti  nell'en- 
naedro  (i  dai  piani  appartenenti  a  By  si  segano  a  due  a  due;  e 
poiché  non  passano  per  uno  stesso  punto,  giaceranno  in  un  mede- 
simo piano  p„. 

li)  In  conseguenza  di  quanto  è  detto  innanzi,  o  ragionando  in 
modo  analogo  a  quello  usato  per  V  esercizio  30,  si  ha  che,  i  piani 
armonici  «'^,^'2  >— j  ^'n  ^*  B  ,  rispetto  agli  (n—l)aedri  che  si  ot- 
tengono dalV  ennaedro  il  col  sopprimere  successivamente  le  facce 
^\  ì  ^tì  •••  j  ^n>  costituiscono  un  altro  ennaedro  omologico  ad  {1,  col 
centro  B  e  col  piano  di  omologia   ^^. 

33.  Dati  in  un  piano  r  un  punto  B  ed  un  ennilatero  a^a2a3...a,^ 
(1,  le  armoniche  di  B  rispetto  ai  multilateri  che  si  ottengono  com- 
binando ad  m  ad  m  i  lati  dell'  ennilatero  (ly  e  le  armoniche  di  B 
rispetto  ai  multilateri  che  si  ottengono  volta  per  volta  dai  rima, 
nenti  n—m  lati  di  (1,  costituiscono  due .  multilateri  omologici  y  col 
centro  di  omologia  in  B. 

34.  a)  Se  con  lo  stesso  centro  S  di  omologia  e  con  gli  assi  d} 
omologia  S3  ,  s^  ,  si  costruiscono  due  sistemi  piani  [a^]  ,  [03]  omo- 
gici  ad  un  terzo  sistema  2nano  [c^],  i  primi  due  saranno  pure 
omologici  col  centro  S  {quando  si  faranno  corrispondere  in  [Og] , 
[cjj  gli  elementi  aj  ,  ag  corrispondenti  ad  uno  stesso  elemento  tL^ 
di  [0|]);  ed  il  loro  asse  s,  di  omologia  passerà  pel  punto  SgSg  (wa, 
se  S3  coincide  con  Sg  ,  anche  s,  coincide  con  s^). 

Viceversa,  se  tre  sistemi  piani  [0,]  ,  [Cg]  ,  [03] ,  omologici  a  due 
a  due  {in  modo  che  due  elementi  qualunque  corrispondenti  iti  [03], 
["jg]  corrispondano  ad  uno  stesso  elemento  di  [0,],  hanno  gli  assi 
di  omologia  s,  ,  Sj  ,  Sg  concorrenti  in  un  medesimo  punto  P  {ma 
non  coincidenti)y  i  tre  centri  di  omologia  coincideranno  in  un 
punto  S  {}), 


(^)  Dalla  dimostrazione,  che  segue,  risulta  essere   necessario    e 
Sa2;nia  —  Geometria  proiettiva.  56* 
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In  fatti,  indicando  con  a^  e  a^  ^  02  Q  h^  ^  c^  e  c^  le  coppie  di 
rette  di  [o^]  e  [^3] ,  che  corrispondono  ordinatamente  alle  rette 
a,  ,  &|  7  e,  di  [o,J ,  i  triangoli  a^b^c^  ,  a^h^c^  sono  prospettivi;  poi- 
ché le  coppie  di  punti  a^b^  e  «363  ,  b^c^  e  63C3  ,  c^g  e  c^a^  giac- 
ciano ordinatamente  sulle  rette,  che  da  tS  proiettano  i  punti  a^b^, 
7>,c,  ,  e, a,.  Quindi  [17,  a)  a  sinistra]  i  punti  a^a^  ,  b^b^  ,  c^c^  sono 
situati  in  una  stessa  retta  «,  ,  la  quale  non  varia,  al  variare  di 
r, ,  rimanendo  fìsse  fii  b^ ,  ed  è  perciò  V  asse  di  omologia  di  [g^] 
e  [C3I.  —  Inoltre,  poiché  i  punti  a^b^  ,  a2&2  >  ^3^9  giacciono  in  uu 
raggio  del  fascio  (S),  ì  trilateri  a^a^a^  ,  b^bj}^  sono  prospettivi  ; 
e  quindi  [17,  6)  a  sinistra]  le  rette  a^a^^b^b^^^^  ,  a^a^'b^b^^Es^ , 
a^a^'b^b^^s^  concorrono  in  un  punto  P,  —  È  facile  poi  vedere, 
che  si  possono  costruire  [a,]  ,  [Oj]  ,  [e,]  in  guisa,  che  i  tre  assi  di 
omologia  coincidano. 

Viceversa,  se  gli  assi  di  omologia  8^  ,  s^  ^  8^  concorrono  in  un 
punto  P,  i  triangoli  a^a^a^  ,  b^bjt^  sono  prospettivi  ;  e  quindi  [17, 
a)  a  sinistra]  i  punti  a,ò,  ,  a^b^  ,  a^b^  giacciono  in  una  retta  r^ 
che  contiene  i  tre  centri  a9,  ,82,8^  di  omologia.  E  potendosi  si- 
milmente avere  un'  altra  retta  r,  ,  distinta  da  r  ('),  che  contenga 
*^i  y  'Si  1  'Sf^J  ne  segue  che  questi  tre  centri  debbono  coincidere  in 
un  punto  S. 

b)  La  dualità  fornisce  altri  teoremi.  Cosi,  p.  e.,  supponendo 
in  a)  che  1  piani  e,  ,  Og  ,  Cg  coincidano,  dalla  dualità  sì  trae  che, 
«ej  con  lo  stesso  asse  s  dì  omologia  e  coi  centri  di  omologia  83 , 
Sg  ,  si  costruiscono  due  sistemi  piani  [Cg]  ,  [03]  omologici  ad  un 
ferzo  sistema  piano  [0,],  i  primi  due  saranno  pure  omologici  con 
Vasse  s  {quando  si  faranno  corrispondere  in  fog]  ,  [Cj]  due  ele- 
menti qualunque  corrispondenti  ad  un  medesimo  elemento  di  [e,]); 
e  il  loro  centro  S,  di  omologia  giacerà  sulla  retta  SgSj  (ma,  se 
Sg  coincide  con  S3  ,  anche  S,   coinciderà  con  Sg.  E  viceversa. 


sufficiente,  che  la  corrispondenza  delle  terne  di  elementi,  nel  modo 
indicato  dall'  enunciato,  si  verifichi  per  due  sole  terne. 

(^)  Assumendo  in  [cj  una  retta  Cj,  la  quale  seghi  a^  fuori  di  r, 
e  costruendo  le  rette  Cg  e  C3 ,  che  corrispondono  a  e,  in  [(jg]  e  [Cj], 
rijC,  ,  «gCg  ,  flgCg  giaceranno  in  una  retta  r,,  la  quale  contiene  S^^ 
S^  j  S'Aì  ^^  ®  distinta  da  r,  poiché  passa  pel  punto  rt,r,,  supposto 
fuori  di  r. 
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Di  vero,  indicando  Con  A^  e  .1.^ ,  i?^  o  //^  ,  C^  e  Cg  le  coppie 
di  punti  che  in  [o^]  e  [c^]  corrispoudotio  appunti  J,  ,  iJ,  ,  C^  di 
[ajj  i  trilateri  A^B^C^  ,  ^^B^Gj  saranno  proapettivi,  poiché  i  punti 
A^B^*A^B^  ,  B^C^'B^C^y  C^A^-C^À^  coincidono  coi  punti  nei  quali 
g  sega  ordinariamente  le  rette  *4,fì,  ,  B^C^  ,  C|-^li*  Dunque  le 
rette  A^A^  ,  B^B^  ,  C^j-Cg  concorrono  in  uno  stesso  punto  ò\  ,  il 
quale  non  varia  al  variare  di  C|  ,  rimanendo  Umi  A^  e  B^  ;  e 
perciò  [gJ\  e  [Cg]  anno  omologici  col  centro  ^S\. 

Inoltre^  i  tre  piani  Of  ?  ^3  ,  ^3  3  debbono  appartenere  ad  «;  e  si 
avrà  in  A^B^  ,  A^B^  ^  ^^3^3  "ua  terna  di  rette  corri^spondentij  le 
quali  concorreranno  quindi  in  uno  ateaso  punto  di  s,  I  triangoli 
^iJ^/l^  ,  B^B^B^  saranno  perciò  prof^ petti  vi  ed  in  conaeguenza  i 
punti  A^A^-B^B^S^  j  A^A^*  B^B^^ìS\  ^  A^A^^B^B^bL^S^  giaceran- 
no per  diritto  (ma  possono  pure  coincidere)* 

Se  poi  ai  suppongono  per  diritto  (e  non  coincidenti)  i  centri 
di  omologia  iS\  ^  *V^  i  ^3  j  i  trilateri  -.-l|Ja**l;j  ?  B^B^B^  saranno  pro- 
spettivi, e  quindi  le  rette  A^Bt  ,  A^B^  ,  A.^B.^  concorreranno  in 
un  punto  Q,  comune  ai  piani  di  omologia  a,  ,  Cj,  ,  c^^  ;  oasia  in  un 
punto  Q  appartenente  a  ciascuno  dei  tre  assi  di  omologia.  Sicché, 
considerando  un'altra  terna  C\C\V^^  di  punti  corri  spandenti  j  ai  ve- 
drà che  i  piani  <Jj  ,  c^  j  ^3  avranno  più  punti  comuni  ;  e  la  loro 
comune  intersezione  sarà  il  comune  asse  di  omologia  dei  tre  ai- 
sterni^ 

V)  Per  s  air  infinito^  dal  teorema  6)  st  ha  che,  ih  un  piano, 
dià€  f^tre  omotetiche  ad  una  terza  Bono  oìnotetiche  ira  loro  e  i 
ire  venir ì  di  omotetia  giacciono  pfr  diritto, 

d}  Si  enunciino  i  teoremi  correlativi,  nel  piano  e  nello  spazio, 
di  quello  contenuto  in  ^J, 
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§  YIII. 
Ciasfllflcaztfine  di  omografie  e  polarità  (V]« 

OMOGRAFIE    TERNAHIE. 

18U.  a)  Re  G  h  nn  punta  iiuitn  in  una  omrin:rafta  plann  Ù  . 
Ira  quale  non  sia  un  omoloi^ia  di  centro  O,  le  coppie  di  pun- 
teggiate corrispondenti  diatinte  (a)  e  (a^  ,  (5)  e  (&')  ^  ((^)  e 
(e*)  j  .  .  ,  j  ì  cui  sostegni  passano  per  G^  arenrlo  in  f?  un 
punto  unito  j  sono  prospt'ttive.  Ora  indicando  con  A  ^  B  ^  C  ,.*. 
ì  loro  centri  di  prnspnttiva  (^  ,  ac  due  di  essi,  p.  e,  vi  j  B^  coin- 
cidono in  nn  punto  8%  offnì  retta  r,  appartenente  ad  S^  sarà 
unita  in  U;  j^oichè  ra  e  ri^',  i7>  e  ri/  sono  coppie  di  punti  c^ir- 
rispondcnti  nelle  coppie  di  punte  ergiate  (a)  e  fa'),  (b)  e  (ò'),  e 
quindi  pure  in  ù*  Dunque  Q  (173 ,  a  ^  h)  sarà  un  omologa  di 
centro  i%  il  cui  asse  s  di  omologia  passerà  per  Gj  (e  i^li  altri 
centri  di  pi^ospettìva  C^,.  coincideranno  quindi  anch'essi  in  S\ 

Lo  stesso  caso  si  presenta  ^  se  si  suppone  che  V  uno  A  del 
centri  AjBjC^,.,  dì  prospettiva  sia  un  punto  unito  di  0;  poiché 
allora  ogni  retta  r,  condotta  per  Aj  conterrà  i  punti  A  ,  m 
ed  i  loro  corrispondenti  A  ^  ra\  e  sarà  perciò  unita, 

h)  Escludendo  quindi  1*  omologia,  i  centri  di  prospettiva 
A  j  B  f  C  j.»  saranno  tutti  distinti,  e  ninno  di  essi  sarà  punto 
unito  di  £1;  e  perciò  ad  A  corrisponderà  in  0  un  punto  A\  di- 
stìnto da  A, 

Inoltrej  se  vi  è  in  Ù  ima  rutta  nnita  g,  chn  ììoìi  pasn  per 
Gì  le  coppie  ga  e  gn' ,  gh  e  gb%,,.    di  punti  corrispon denti    in 


(*)  Kel  seguito,  oltre  alla  parola  omografia  noi  useremo  anchej 
qualche  volta,  quella  di  profMivìtà  ^  sebbene  questa  si  riferisca 
tanto  alle  omografìe  propriamente  dette  che  alle  correlazioni* 

(^)  Se  a\a  coincidono»  per  -4  deve  prendersi  il  ponto  unito  delle 
punteggiato  corrispondenti  sovrapposte  (a)  ,  (a*)  j  distinto  in  ge- 
nerale da  Gf  ma  che  può  coincidere  con  G* 
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Q    sono    pure  tali  in  («)  e  {a') ,  ili)  e  (ò')j—i  ^  perciò  g  conterrà 
ttf-tti    z    centri  A,B;C,...c?t  prospettiva:  e  no7i  può  quindi   esservi 
in    Q  ,    chéi   una  sola  retta  unita ,    non    ajypartenente    a    G.  Ma 
la  retta.   AA^^g  ò  una  retta  unita  di  ù  ,    perfèttamente    deter- 
Talnat£i;    poiché  contiene  i  punti  corrispondenti  distinti  A^A^  o 
Valtra   cox^pia  di  punti   corrispondenti    ga  ,  ga'    (che    coincide- 
rebbero nel  punto  unito  G,  quando  AA'  passasse  per  G)»  Dun- 
que, se  la  retta  unita  AA^=g  non  passa  per  G^  essa  è  il  luogo 
dei   centri  di  prospettiva  A  ^  B ,  C,....   {}) 

Che  se  poi  AA'^g  passi  per  G  (nel  qual  caso,    come    si    è 
veduto  or  ora,  è  sempre  g  una  retta  unita  di  fì),  ciò  vuol  dire 
che  non  vi  è  alcuna  retta  unita  di  Q  ,  che  non  passi  per   G  ; 
poiché  quest'  ultima  dovrebbe  contenere  il  centro  di    prospet- 
tiva A  e  il  suo  corrispondente  ^'  in  Q.  Ma ,  in    questo    caso  , 
tutti  i  centri   di  prospettiva  A  ,  B  ,  C  ,...    giaceranno    ancora 
trulla  retta  unita  AA'^gi  poiché,  se  p.  e.   la  retta    GB    non 
coincidesse  con  GA,  la  retta  AB^ì*,    la  quale  conterrebbe  le 
coppie  di  punti  corrìspondenti    ra  e  ra^  ,  rb  e  rb' ,  non  coin- 
cidenti in  G^),  sarebbe  una  retta  unita  di  i2,  non  appartenente 
a  G\  mentre  si  é  dimostrato  che  ciò  non  può  avvenire. 

Si  osservi  infine  che  la  relazione  tra  il  punto  6^  e  la  retta 
//  è  duale  a  se  stessa:  poiché,  se  A  ,  A'  sono  due  punti  cor- 
rispondenti qualunque  di  tì,  situati  in  </,  i  fasci  di  nxg^ì  corri- 
spondenti (A)  ,  (A')  saranno  prospettivi,  e  il  loro  asse  di  pro- 
spettiva passerà  pel  punto  G. 

In  fatti  i  fasci  (A)  ,  (A')  sono  prospettivi,  perché  AA'^g  è  per 

essi  evidentemente  retta  unita.  Sia  a  il  loro  asse  di  prospettiva, 

a'  la  retta  che  corrisponde  ad  a  in  fì  ed  L  un  punto  arbitrario 

di  a.  Questo  punto  sarà  proiettato  da  A  ,  A'  per  mezzo  di  duo 

rette  corrispondenti  l  ,  l\  e  perciò  avrà  per  corrispondente    in 

o  il  punto  Va'^L'.  Cioè  le  punteggiate  (n)  ,  («')  coiTispondenti 

in  Q  saranno  prospettive  col  centro  di  prospettiva  ^';  e    però 

si  avrà  aa'^G. 

ABC 
f'^)   Se   però  la  proiettività     .^n^i-r»  ••  situata  in  </ ha  punti  uniti 

Il   ^  Jt^^    è  da  assumersi  E  quale  centro  di  prospettiva  delle  pun- 
ff^iB>te    proiettive  sovrapposte  sulla  retta  GÈ. 
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e)  DiiTi(|tie: 
Se  ìfìi  tmiOfjrafla  pinna  Ù,  non  umrdngìcn,  ha 


un  piinfu  tifi  ito  G  ^  t^iisa  avrà 
ancora  una  retta  utilfa  g  (as- 
sociata a  G  e  che  juiò  passare 
per  (?)j  la  quale  è  il  luogo  del 


centri  di   proinpettìva    di   tntte 
le  copjde    di  punteggiate    Cor- 


una retta  unita  g,  essn  a9:rà 
ancora  ììu  jmnio  liiiifo  G  (fis- 
mciato  B.  (jj  è  che  può  i^iaccre 
Jii  ^}  y  pei    quale   passano     gli 


ansi  di  pro»petti^ja  di  itttte  le 
coppie  di  fasci    di    raggi     cnr- 

rispondenti  in  0^  i  cui  soste- \  rispondenti  in  Qy  *  cui  ceni  ri 
gni  pa^mno  pnr  U.  1  giacciono  in  g. 

La  dualità  nel  [Jiaiio  ùi  dedurre  il  teorema  a  dritta  da  quello 
a  sinistra;  i)erchè  ad  uu'  ouacigratia  piana  cormpoude  correla- 
tivamente uh'  omografìa  piana, 

d)  G  e  g  si  denomineranno  elementi  uniti  associati  in  O  ; 
e  iicll'  oni<ilo{^ia  piana  chiameremo  cosi  il  centro  e  V  asse  di 
omolof^ì;u 

e)  Data  ima  omografia  piamt  qnahmquej  ed  assegnata  un 
suo  elemento  unito ^  V  elemento  unito  associato  è  unico  ^  i3  i?i 
costrttii^ce  linearmente  [c)J. 

f)  Sej  in  nn^  umùfjrafia  piano  lì^  i*i  hanno  un  punto  unito 
G  ed  nna  retta  unita  g,  che  non  si  appartenf/anoj  G  e  ^  éonft 
elementi  uniti  nssfjciati  in  0, 

g)  Conseì-vando  le  ìiotazifm>i  usate  in  a)  ,  b)j  ni  ha  fu  re- 
lazione ahe  .  ,  .  a'b'c'  *  ,  .  a  ABC  .  .  .  A'B^C  ,  .  .  ^  proietUtità  ra- 
ratterintìca  mìstn,  che  indicheremo  con   \G  ^  g]^ 

Di  vui'u  (lij^.  10t>,*^)j  i^e  r  r^  sono  due  rette   corrispoudeuti    in 

Ù  ,  che  non  passano  per  ij^ 
poslo  ramM  ^  r*a*^3I\  e  suppo- 
nendo chf^  la  coppia  aa'  varii 
diretitando s^uecesaìva mente  bò\ 

punto  MM*^g^A  verrà  succes- 
sivamente   in    i?  ,  C  y  .  ,  ,  j  A*  f 

i?S  CS  , . . . 

Ora,  estìciitlo  prointUvu  le  lìuntcggiatc    descriuc    da    M  ^  M* 
bullo  r  j  r ,  ed   essendo   g    una    tlclle    congiungenti    due    pamì 
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corrispondenti  (r/r  ,  r/r')  tlì  qURste  piiTité^g'ìate^  le  altre  confriun- 
^tjuti  deteniiincraano  in  g  [42  fi)  a  dritta  ]  una  punteof^LTiata 
àBC„,A*B*C\*,  proiettiva  a  ejascuna  delle  prime  dui^j  e  quindi 
anche  i\\  fascio  ahc*..n*h*v\,, 

184,  a)  Vogliamo  ora  classificare  It*  nmo^a-alie  piane,  esclu- 
dendo k  omolo^ie^  delle  t|uali  si  è  ainpianientti  trattato  altrove, 

IHmostrererao  in  primo  luogo  che  una  fmìografia  piana  0, 
non  ftìijologlcaj  ha  s  tempre  ni  meno  un  pìnìift  uniift  U;  e  quindi 
anche  [183,  e)  a  sini^tr^ij  una  retta  unita  g,  associata  a  6'*  K 
qmtsti  due  elementi  uniti  associati  dì  Q,  sempre  esistenti,  saran- 
no costanteniente  indieitti  con  lettere  6?  ♦  ^. 

b)  Per  dimostrare  ciò  j  premetteremo  cìie  : 
8€  due  tùniche  dutititr.  ct  ,  c^i  di  tin  pia  ho  c 


hanno  un  punto  reale  coninne 
At  nel  quale  le  tangenti  a  ,  a, 
nttn  eohìvidtmOj  mse  avTantio 
ntftìtfììtì  UH  a! ivo  punto  reale 
rmiuine  H. 


hanno  nna  tangenh*  reale  ro- 
m  n  ne  a ,  i"  r  i/  Ì  punti  d  i  v  un  taf* 
io  A  ,  A|  non  eoineidtfHò  ^  fHse 
avranno  almé^nn  nu  altra  tan- 
gente  reale  eomnue  h. 


Nel  dimostrare  il  teorema  a  sinistra  supporremc^  per  maggior 
chiarezza^  che  V  nna  zz  delie  due  coniclie  sìa  un*  ellisse  i  pnìeiu'% 
se  (jiieste  hanno  ameiidue  punti  reati  air  infSnitOy  indieando  con 
j  una  retta  esterna  a  :3,  un*  omografia  piana  0,  in  cui  a  j  cor- 
risponda Ja  retta  air  infinito  di  fj  ^  muterà  (IKl,  «)  s  ^  «,  in 
due  altre  coniche  c',cj',  ,  delle  quali  ra^  sarà  un  ellijise:  e  di- 
mostrato il  teorema  ]jer  c3',s\,esso  sarà  evident*"mentc  pure 
dimostrato  per  C3  j  — ,. 

Ora  la  tangente  a  delT  ellisse  ts  ,  mentre  lascia  e  tuttn  dn 
una  stessa  parte  ,  sei^a  e,  ;  e  perciò  divide  questa  in  due  rami 
dei  quali  quello  ,  che  è  in  parte  opposta  a  C5  rispetto  ad  a  , 
non  penetra  nello  spazio  rinclduso  da  a-  Ma  V  altro  ramo  pe* 
netrerà  in  tale  spazi o,  attraversando  il  punto  -4  (ossia  segherà 
e  in  A}]  e  dovendo  poi  uscirne  futirì ,  per  ricongiungersi  col 
ramo  esterno  j  se^her?i  o  almeno  in  un  airro  punto  reale  co- 
muiR'  //  j  potendo  prrn  anche  toccare  p  in  un  terzo  punto. 
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e)  Ciò  premesso,  dimostriamo  il  teorema  a).  Essendo  Ù  non 
omologica,  essa  nou  può  avere  (166^  a)  più  di  tre  punti  uniti, 
né  più  di  tre  rette  unite ,  senza  essere  un'  identità  :  e  perciò 
possiamo  assumere  tre  punti  distinti  A^A^A.^  successivamente 
corrispondenti  in  Q ,  e  non  situati   sopra  una  retta  unita. 

Ora,  le  due  coppie  {A^) ,  (A^)  e  (A^)  ,  (.43)  di  fasci  di  raggi 
corrispondenti  in  Q,  (e  quindi  proiettivi)  generano  due  coniche 
C3,  ^  Kg ,  die  toccano  rispettivamente  le  rette  distinte  A^A^ ,  A^A^ 
nel  comune  punto  A^  ;  e  perciò  [/>)]  avranno  almeno  un  altro 
jmnto  reale  comune  G.  Ma  ai  raggi  A^G  ,  A^G  dei  fasci  (A^) , 
{A^) ,  corrispondono  i  raggi  A^G ,  A^G  dei  fasci  (A^)  ,  (A^) ,  e 
(luindi  al  punto  A^GA^^G  corrisponde  in  Q  il  punto  A^G*A^G, 
Dunque  G  è  un  punto  unito  di  Q. 

d)  Indicando  con  \G\  ,  j^j  le  proiettività  di  tì,  che  hanno 
G  y  g  per  sostegni,  e  con  {G)  ,  ig)  le  rispettive  involuzioni  unite, 
si  osservi  che,  se  G  ,  g  non  si  appartengono,  jG-  ,  igt  sono 
jn-ospettive,  nel  senso  che  due  raggi  corrispondenti  di  \G\  pas- 
sano per  due  punti  corrispondenti  di  j</j,  e  viceversa.  —  Sono 
similmente  prospettive  le  involuzioni  (G)  ,  (g). 

Sicché,  dando  una  delle  proiettività  \G\  ,  j^ì — o  delle  invo- 
luzioni (G) ,  (g)  —  e  il  sostegno  dell'  altra ,  questa  è  data  an- 
ch' essa:  e  noi  le  chiameremo  amendue  proiettività  —  o  invo- 
ìuzioni— caratteristiche  associate  dell'  omografia  Q. 

e)  Se  G  y  g  non  si  appartengono,  proiettando  da  G  la  pro- 
iettività del  n.o  183,  g),  o  sezionandola  con  g,  si  ha  la    proìet- 

*:  .VX   ^ri..ì     ab  e ...  a'b'c'...         .^    ,  ^(aòc...  a'b 'e'...) 

tmtà  ^fr,g\^  =^G(ABC...A'B<C>...y  ""  S^'i'',^  ABC...A'B'C'.:: 

la  prima  delle  quali  ha  {G)  per  involuzione   unita,    mentre    la 
seconda  ha  (g)  per  involuzione  unita. 

In  fatti,  \G  y  g\  muta  la  coppia  aa'  di  raggi  corrispondenti 
in  \G\  nella  coppia  A  A'  di  jjunti  corrispondenti  in  [^|,  mentre 
è  G{AA*)  una  coppia  dì  raggi  corrispondenti  in  |6r[,ed  è  g{aa*)y 
una  eoppia  di  punti  corrispondenti  in  \g\, 

f)  Le  involuzioni  unite  associate  {G)  ,  {g)  sono  della  stessa 
specie  (ossia  amendue  ellittiche,  paraboliche ,  o  iperboliche)  , 
(}uando  g  non  passa  per  G\  e  g  non  può  passare  per  G,  se  (G) 
è  ellittica,  perchè  altrimenti  g  sarebbe  un  raggio  doppio  di  (G). 


Digitized  by 


Google 


—  449  — 

Ora,  se  (ff)  j  (g)  sono  elliiticht^ ,  queste  involuzioni  rappre- 
sentano [65,  a)  e  68.  f)],  due  coppie  (^  una  di  rttte  iiniuagi- 
narie  e  F  altra  di  punti  imniaginarìDj  le  quali  si  diranno  cop- 
pie (assQciftte)  di  elementi  uniti  immaginarli  della  omografia  fi. 
g)  Ciò  premesso,  ecco  la  classificazione  delle  omografìe 
piane  non  omologiclie* 

l«o  Se  le  involuzioni  (G)  ^  (g)  sono  eiliitiche,  V  omografia 
Ù  ha  i  soli  elementi  uniti  rtìalì  O  ,  g,  e  le  sole  due  coppie  dì 
^It menti  uniti  im7ìia(finarii^  rappresentate  da  (G)  ,  (g). 

Poiché,  ogni  altro  punto  unito  reale  M—o  retta  unita  reale 
m— darebbe  In  GM—o  ^m— un  raggio  doppio  reale  di  ((?)— o 
un  punto  doppio  reale  di  (g)—:  ed  ogni  coppia  di  elementi  uniti 
inimaginarii  darebbe^  nel  suo  so^stegno^  un  elemento  unito  reale. 

2-i*  Ss  (G) ,  (g)    »ono  iper-  ^g^  jQja 

boltchej  e  G  j  g  non  si  appar- 
tengono j  indicando  con  e  ,  f 
[fig,  107.«)  i  raggi  doppi  di  (G), 
si  avranno  in  eg=F  ^  fgs  E  t 
punti  iloppi  di  (g)t  e  saranno 
EFG  ,  efg  i  soli  elementi  uniti 
di  Uj  eostitueati  un  triangolo  (fondamentale),  ì  cui  vertici  EFG 
sono  (triUnatamBìite  associati  ai  lati  opposti  efg. 

flg*  108.»  fìg.  109.« 


^f'ì 


3,o  Se  (G)  f  (g)  sono  paraboliche,  e  G  ,  g  (fig.  108,^)  non  si 
appartengonoj  hidicando  con  e  V  nnicn  raggio  doppio  di  (Q)  , 
jft  avrà  in  eg^E  r  unico  punto  doppio  di  (g);  ed  Q  aura  t 
Sfdi  elementi  nniti  G  ,  g  ,  E  ^  C;  eoa  gli  ultimi  due  contati  eia- 
^cuno  due  volte  (come,  convenzionalmente,  converrà  dire), 

i^^Kiru  -  Geometria  proieittm.  67* 
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4.0  Se  G  ,  g  si  appartengono  (nella  quale  ipotesi,  delle  due 
proiettività,  o  involuzioni,  caratteristiche,  non  può  V  una  de- 
dursi  dair  altra),  e  (G),  (g)  sono  paraboliche  (fig.  109.*)  ,  Q 
aì-rà  i  soli  elementi  uniti  G  ,  g ,  ciascuno  contato  tre  volte 
(convenzionalmente). 

Poiché  g  deve  coincidere  coir  unico  nnggio  doppio  di  ((r),  e 
r  unico  punto  doppio  di  (g)  deve  coincidere  con  G. 

h)  Si  noti  che^  quando  g  passa  per  G,  le  due  involuzioni 
(G)  ,  (g)  debbono  essere  amendue  paraboliche,  o  iperboliche  ;  e 
siamo  ricondotti^  nel  primo  caso,  a  quello  considerato  in  g),  4.o, 
nel  secondo  a  quello  considerato  in  g),  3.o 

In  fatti,  se  {G)  è  parabolica,  poiché  g  passa  per  G,  ciò  vuol 
dire  (183,  h)  che  Q.  non  ha  alcuna  retta  unita,  diversa  da  g. 
E  ne  segue  che  Q  non  ha  alcun  punto  unito  diverso  uh,  G  i 
altrimenti  vi  sarebbe  più  di  un  punto  unito  associato  a  g\  as- 
surdo (183,  e).  Dunque  anche  {(j)  è  parabolica. 

La  dualità  mostra  poi  che  , 
se  {g)  è  parabolica,  tale  dev'  es- 
sere pure  ((j). 

Siamo  quindi  ricondotti  al 
citso  considerato  in  g)  4.o 

Se  {G)  è  iperbolica,  g  deve 

coincidere  (fig.  110,o>)  con  Tuno 

f  dei  raggi  doppi  e,f  6ì  ((?);  e 

(g)  non  può  essere  parabolica,  poiché  allora    dovrebbe   essere 

parabolica  anche  {G).  Dunque  dev'  essere  (</)  iperbolica. 

Dalla  dualità  si  ha  che,  se  {g)  è  iperbolica,  tale  sarà  pure 
(G)\  ed  indicando  con  E  il  secondo  punto  doppio  di  {g)j  siamo 
ricondotti  al  caso  considerato  in  g)^  3.»,  scambiando  6?  ed  £ , 
g  ed  e. 

i)  Del  resto,  dal  teorema  del  n.o  183,  ^f)  discende  immediata- 
mente, che  due  proiettività  caratteristiche  associate  \G\  ,  5gi 
di  una  omografia  piana  ù  sono  sempre  proiettive  tra  loro: 
e  di  qui  segue,  che  le  involuzioni  (G)  ,  (g)  sono  sempre  della 
stessa  specie;  ossia  si  dimostra,  in  nuovo  modo,  il  teorema  h). 
k)  Da  quanto  precede  possiamo  conciiiudere,  che  una  omo- 
grafia piana  ù  (non  omologica)  ha  sempre  un  triangolo  (  )  di 
elementi  uniti,  reale  e  non  degenere,  degenere,  o  immaginario. 
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185.  (0  i^i^  gii  eia  menti  uniti  anifitciati  G  ,  *^  di  tni'  tuntt- 
tj rafia  pitina  Q  (non  omologica)  non  si  appartentjOìirQf  0  è  indi- 
vidiiata  da  una  delle  »ue  proirMiclià  caratteri stii^^  \Q\  ,  ]g|  , 
dal  sostegno  deìV  altntj  e  da  due  punti  M  ,  M',  uoìi  apparien&ìiH 
a  g^o  da  due  rettt  m  ^  m'  non  ft.pparteìiPnti  a  O—che  ììì  car- 
rìnpondoHo  in  0  (e  che  in  coiiìieguetizii  aiipìirteuguno  a  due 
viìggì—o  a  due  punti— corrispondenti  di  \G\—o  di  \g\--G  sono 
distinti). 

Di  %^ero,  essendo  \G\  ^  \g\f  V  una  conseguenza  dejl'  altra ^  se 
siuio  dati  Mj  M\  considerando  due  coppie  AA\  BIV  d!  punti 
©orrispondemi  in  j^j,  ['omografìa  0  è  definita  dalle  eormpon- 

denzo  j^ìj/^pq\  poiché  ie  rette  AÌÌE^.g  ^  A'H^^^g  risultano  cor- 
rispondenti, ossia  si  fni  in  g  unn  retta  ninta.— Se  poi  ^ono  date 
m  ,  m\  col  raofionaniento  duale  del  precedente  noi  piano,  indi- 
catido  con  aa*  ,  bb*  due  coppie  di  raggi  cordspondenii  in   IG[^ 

si  proverai  che  Q  è    defìnìta  dalle    corrispondenze    ^^ tff^^p   ; 

I  putiti  afì^Gja*b'=G  risultano,  nel  fatto,  corrispondenti  ìn  li, 
ossìa  si  lia  ìn  (r  un  punto  unito. 

(*)  Del  matO;  I'  omografia  Q,  definita  in  ft\  sì  può  costruire 
facilmente  nel  modo  seguente. 

Se  Q  è  definita  (fìg.  ///,")  dai  punti  3f  ^  W^  assegnando  un 
ponto  Nj  non  appartenente  alla  (wM^  sì  cofestrul ranno  gli  elenienti 
fM\  -I'  di  \G\  j  5^1,  corrispondenrl  a  GX^n  ,f|'M^^^Af  e  sarà 
a*'A\\r~N*  il  punto,  che  in  Q  fig,  i/A« 

corrisponderà  ad  .V.  - 

Se  poi  JV' appartenesse  n  GM^  ^ 

si  troverebbe  il  corrisptnidcote  ^'K^ 

A'*  di  X,  servendosi  delle  due  /  i^^-"^^^ 

punteggiate  prospettive,  situate  ^/^'^.y    i' 

sulle  rette  corn.spondenti  GJf,  H  AB  A    ? 

^W,  e  definite  dalle  coppie  MM\  GM^g  ^GM'-g  di  pnnd  cor- 
rii^pondentJ.— Per  o*rni  retta  assegnata  n,  costruito  il  punto  N* 
di  Q,  corrispondcnttj  ad  un  punto  qualunque  lYdi  n^  si  detenui- 
nera  il  punto  B\  che  in  \g\  connsponde  n\  punto  ng^B,  e  la 
naia  B'N'^H^  corrisponderà  ad  n   ìu  fl. 

Si  iiHoranno  costruzioni  correlative  alle   precedenti,  quando 
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Q  è  definita  dalle  rette  m,  nì\  per  ottenere  Iti  rette  «'  ed  i  punti 
X' ,  corrispondenti  in  ù  alle  date  rette  n  ed  ai  dati  punti  N. 

e)  E  chiaro  che,  in  quando  precede,  può  sostituirsi  a  cia- 
scuna delle  proiettività  \G\  ,  \g\  la  relativa  involuzione  unita. 
Poiché  dandosi  pure  in  MM^—o  in  mm^— -una  coppia  di  ele- 
menti corrispondenti  di  a  ,  si  dftnno  due  raggi  G{M  ,  3f')— o 
due  punti  g{m  ,  m*) —  che  ^f  cnrrìspondonQ  hi  \G\ — o  Ig] — e 
la  individuano  (72,  a);,  mentt'e  poi  delle  involuzioni  unite  (/?), 
(g)  V  una   si  deduce  dall'  altra. 

d)  Se  però  6?  ,  ^  si  appartengono,  quando  (G)  ^  (g)  sono  pa- 
raboliche, la  costruzione  b)  ref^gQ^  se  souo  dati  i  due  punti 
M y  M*  e  la  proiettività  \g\^  o  le  due  rette  w  ,  m'  e  la  [U'oiet- 
tività  i^i. 

Quando  poi  (G)  ,  (g)  sono  iperboliche ,  la  proposìziono  del 
n.o  183,  g)  farà  costruire  una  delle  proiettività  caratteristicha 
1^!  ?  i^!  ?  allorché  Taltra  è  data;  e  si  rientrerà  cosi  nella  co- 
struzione b).—F,  e.,  se  si  danno  \g\  ed  M  ^  M\  indicando  con 
E  ed  A  j  A'  il  secondo  punto  unito  e  due  punti  corrispondenti 
di  l^i,  il  secondo  raggio  unito  é  di  \G\  si  costruirà  mediante 
la  relazione  G{egMM')7\  EGÀAK 

e)  Da  ciò  segue  che,  assegnate  G ,  g  (ai  appartengano  o 
no),  il  dare  una  delle  proiettività  \G\  ,  \g\  equivale  a  dare  tre 
coppie  di  elementi  corrispondenti  di  0  \  mentre  il  dare  una 
delle  involuzioni  unite  {G)  j  {g%  equivale  a  dare  due,  o  tre  cop- 
pie di  elementi  corrispondenti,  secondo  che  G  ^  g  sì  appamen- 
gono,  o  no. 

186.  a)  Mediante  la  dualità,  si  estende  iminedìataraente  alle 
omografie  nella  stella  quello  che  è  stato  esposto  per  le  omo- 
grafie piane  nei  n.*  183,  1H4  e  185. 

Così,  per  esempio,  si  ha^  che  : 

Una  omografia  ù,  non  omologica  j  di  Htift  stMa  [Sj  ha  sem* 
pre  almeno 


un  piano  unito  y?  ^  quindi  an- 
cora un  raggio  unito  g  {asso* 
ciato  a  Yj  e  che  può  giacere  in 
T)?  P^^  quale  passano  i  piani 


un  raggio  unito  g  ^  e  quindi 
ancora  un  piano  unito  7  i^^- 
»ocìato  a  gj  e  che  può  passare 
per  g)j  nei  quale  giatclono  gli 
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di  prospettiva  di  tufi  e  ie  fup- 
pie  di  fasci  di  piani  covnsjìon* 
denti  in  Qf  i  cui  asiìi  giacciono 
in  T- 


fi#.n  di  prospettiva  di  tutte  le 
coppie  di  fasci  di  raggi  covri- 
spondenti  iu  0,  i  cui  sostegni 
passano  per  g^. 


187.  a)  Una  omografia  piaiia  Q  sì  deTiomiiia  ciclica  di  ordi- 
ne n,  so  la  potenza  Q**  è  la  più  pìccola  potenza  di  fl,  che  aia 
una  identità  [cfr.   il  n,^  74^  f?)  per  !e  proietti  vita  binarie]  (*}. 

h)  Un'omografia  piana  ù  è  ciclica  di  ordine  n>2j  se,  U}y- 
pììcata  ttuccessivamante  n  volte  €td.  un  dato  àleviento  (non  ftp- 
partenente  ad  alcmif)  degli  cìcmenti  uniti  fli  Q)j  riconduce  la 
prima  volta  allo  stesso  elemenfa. 

Di  veroy  so  p.  e.  questo  elomento  è  un  punto  A^  j  sarà  A^  un 
elemento  unito  di  fl**  non  situato  sulle  rette  unite  di  0*;  dunque 
Q"  6  una  Identità  (185^  a). 

e)  Vn'omoliygia  piana  non  può  essere  ciclica  di  or  di  uè  n:.2; 
poi  elle  una  sua  retta,  condotta  pel  centro  di  omotogiaj  sarcblio 
sostegno  di  una  proicttìvità  cìclica  di  tale  ordine,,  con  due  punti 
uniti  reali  ;  assurdo  (74,  e). 

d)  Una  omografia  ciclica  Q  dì  2-<J  ordine  è  V  omologia  ar- 
monica di  centro  G  e  di  asse  g,  che  noi  indicheremo  sempre 
col  simbolo  \G  j  g]. 

In  fatti,  indicando  con  A  ,  A*  due  punti  corrispondenti  <jna- 
lunque  in  0,  applicando  D  ad  J,  si  ottiene  A\  od  applicando 
0  ad  A*  dcvt^  ottenersi  .4:  ossia  i  punti  A  ,  A^  si  corrjs]ìnndono 
involutoriamentc  in  lì  ;  e  perciò  (168,  d)  ù  è  un'  omolo^qa  ar- 
monica. 


(*)  Come  la  effettiva  esi^tenKa  delle  proiettivi tà  binarle,  cìdicbe 

di  ordine  qualunque  n,  risulta  da  una  rotazione   dell'  A  -  ,    cossi 

n 

ancora  quella  delle  proietti  vita  ternarie,  cicliche  di  ordine  «,  si 
ha  facendo  rotaie  un  dstenia  piano  [e]    nel  ano  sostegno   o   del- 

r  A  — .  In  seguito  si  dimostrerà  che  tutte  le  proietti  vita  binarie 

cìcliche  di  ordine  n>2  (ed  anche  qnelle  di  2**^  ordine,  cioè  le  in- 
voluzioni, quando  sono  ellìttiche)  sono  trasformate  omografiche  di 
rotazioni:  e  che,  più  generalmentej  sodo  trasformate  omografiche 
di  rotazioni  tutte  le  proietti  vita  binarie  che  non  hanno  elementi 
uniti  reali. 
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f)  La  potenza  ennesima  di  un^omografia  piana  0,  ciclica 
di  ordine  pn^  è  un*  omografia  ciclica  di  ordine  p. 

Applicando  infatti  successivamente  p  volte  1'  omografia  Q,^, 
da  un  elemento  a^  del  ciclo  (aja^ . . .  a^J  si  hanno  successiva- 
mente gli  elementi  a„^.i  ,  a^^^.!  , .  . . ,  %,.^)n^^  ,  ap„+i  =  ai;  ossia 
iì'\  applicata  successivamente  jo  volte,  riconduce  da  a^  la  prima 
volta  ad  aj. 

g)  Un  omografia  piana  ciclica  ùj  di  ordine  n  maggiore  di 
2j  ha  due  soli  elementi  uniti  associati  {reali)  G  ,  g,  che  non  si 
appartengono. 

Di  vero,  la  proiettività  ;6rì,  di  Q  essendo  evidentemente  ci- 
clica^ e  in  generale  di  ordine  maggiore  di  2  (non  però  neces- 
sariamente uguale  ad  n) ,  basterà  dimostrare  che  quando  \G\ 
fosse  ciclica  di  ordine  2 ,  ossia  fosse  un*  involuzione ,  questa 
sarebbe  ellittica.  Ora,  supponendola  iperbolica^  Q  avrebbe  un 
\/  EFG  di  elementi  uniti:  e  le  proiettività  \E\  ,  \F\  sarebbero 
involuzioni  iperboliche.  Ma  allora,  indicando  con  M ,  M*  due 
punti  corrispondenti  di  0,  dovrebbero  essere  armonici  i  tre  gruppi 
G(EFMAf)  ,  E{FOMM')  ,  FiGEMAf)  ;  assurdo   evidèntemente. 

h)  Supponendo  p  =  2  nel  teorema  /"),  e  tenendo  conto  del 
teorema  d),  si  ha  il  seguente: 

La  potenza  ennesima  di  un'  omografia  piana  Q,  ciclica  di 
ordine  2n^  è  V omologia  armonica  [6  ,  g]. 

i)  Dal  teorema  h)  segue  che  : 
nd  poligono  semplice,  il  quale  ha  per  vertici  (o  lati)  successivi 
gli  elementi  successivi  di  un  ciclo  qualunque  di  una  omografia 
piana  ciclica  Q,  di  ordine  pari  {maggiore  di  2),  tutte  le  coppie 
di  vertici  opposti  e  di  lati  ojyposti  sono  separate  armonicamente 
dagli  elementi  uniti  associati  G  ,  g  di  Q, 

E,  in  particolare,  V  esagono  semplice,  che  ha  jìer  vertici  (o 
lati)  successivi  gli  -elementi  successici  di  un  ciclo  qualunque  di 
un^  omografia  piana  ciclica  di  6.^  ordine,  è,  ad  un  tempo,  un 
esagono  Pascal  ed  un  seilatero  Brianchon, 

k)  La  potenza  emmesima  di  una  omografia  piana  ù,  ciclica 

di  ordine  n,  è  uii  omografia  ciclica  di  ordine  -,  ire  d  é  il  mas- 
simo comun  divisore  tra  m  ed  n  [cfr.  n.o  74,  c)|. 
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188,  a)  Se  0  j  g"  sono  due  eìmnenfì  vniti  associati  in  vnn 
omografia  piana  Ù^  (jnetita  è  iraì^fnTmuta  in  se  atessa  da  ogni 
om4tiofffa  Q^  di  centro  G  ed  asse  ^;  ossia  Ù  cxl  Q'  sono  com- 
mutai ive  (65,  pi- 
lli fatti  {^^.  i/^.*^),  siano  jV^  ,  M^  dm;  puTiti  comspoiideiiti 
riaafunquo  di  U,  ai  quali  corrispniHlaiio  ordinatamente  ìn  Ù^ 
i  punti  M',  j  3/'j..  Le  punteggiate  coiTÌspondenti  in  Q^  i  oiii 
sostegni  sono  GM^  y  GM^ ,  liaimo  per  centro  di  prospettiva  il 
punto  M^M^  g^ì! \  e  le  rette 
M^M^  ,  M\M\,  le  quali  sì  cor- 
rispondono neir  omologìa  Q\ 
concorrono  in  //,  Sicché  i  punti 
M\  f  3/'^,  e  he  sono  situati  sulle 
rette  GM^  ,  GM^ ,  sono  duo  al- 
tri punii  corrispondenti  di  0. 
Dunque  fl  è  trasformata  in  se 
slessa  da  £1'  [e  quindi  (ri5,p,  1^} 
fì'  sarà  pure  trasformata  in  se  stessa  da  Q]» 

Se  0'  è  pure  una  omolofifìa  di  centro  G  ed  ass^e  g^  A/,  e  3/^ 
saranno  per  dritto  con  G,  e  le  prof  attività  elie  0  ,  O^deternu- 
nano  sulJa  retta  GM^  sono  coinniutatlve,  perchè  hanno  gli  stessi 
punti  uniti. 

b)  Si  osservi  che^  se  Ù  è  una  omologia  dì  ventro  0  e  (// 
UÉBé  g  j  Ù  mrà  trasformata  in  se  stema  anrhe  da  qualunque 
ftmoiogia  ù^,  che  ha  ordinatamente  per  centro  e  per  anse  un 
punta  Gj   appartenente  a  g  e  un  raggio  g^  appartenente  a    (i 

Di  vero  (fig.  i/.^-"}^  sieno  A, 
A*  due  punti  corrispondenti  di 
Q,  ed  A^ ,  A\  i  loro  trasformati 
mediante  Hj,  Essendo  G  un 
punto  unito  in  £ì  e  Qj ,  ed  A, 
A'  per  diritto  con  G,  anche  i 
punti  Al  ,  A\  saranno  allineati 
con  G. 

Dunque  0|  muta  la  coppia 
AA^  di  punti  corrispondenti  io 

O  ncir  altra  simile  i-oppia  AiA\',  e  pereto  il  teorema  è    dimo- 
strato, ^i  appartengajKJ  ^W  elementi  G^  g  o  pur  no. 
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Se  G  j  g  &ì  appartengono,  la  relazione  OMÀA*aGKAj^à*^  sì 
muta  in  GAA'  a  GAiA\  ii  il  ragionamento  regge  ngualmeiiie* 
Ma  del  resto,  essendosi  dimostrato  che  Aj  ^  A\  ^  G  sono  allineati 
ciò  basta  per  conchiudere  immediatamente  che  Aj^  ^  A\  si  cor* 
rispondono  in  Q. 

189.  a)  Dtie  omografie  piatie  commutative  (iiùn  omologiche) 
Q  ,  Q'  hanno  gli  atessi  elementi  uiiitt  (reali  o  immagniarii). 

Ciò  risulta  dalle  seguenti  considerazioni. 

Se  Ù  ha  tre  punti  uniti  (reali  e  distinti)  E,  F ^  G  [184^  g), 
2.0],  non  può  Q'  trasformare  E  in  F  „  F  in  0^  e  quindi  G  in 
E\  poiché  allora  Q'  sarebbe  un'omografia  ciclica  di  3 ^'^  ordine, 
e  perciò  (187,  g)  con  un  solo  punto  unito  reale  Gj ,  mentile  pòi 
ù  trasformerebbe  G^  in  un  altro  punto  unito  di  ù\  distinto  da 
G^  :  assurdo. 

Né  può  Q'  trasformare  B  m  F  fìé  F  in  E^  ^  quindi  G  in  6'j 
ed  EF=g  in  FE  =  g. 

In  fatti,  in  tale  ipotesi,  la  proietti  vita  caratteristica  \ff\\  di 
fì'  sarebbe  un'involuzione  con  i  punti  coniugati  E,  ^^  mentre 
questi  sono  i  punti  doppi  dell'  involuzione  unita  della  proietti- 
vita  caratteristica  |^|  di  Q.  DunquCy  dovendo  \g\  essere  trasfor- 
mata in  se  stessa  da  \g\\  e  non  potendo  \g\^  coincidere  con 
r  involuzione  unita  di  j^(j  dovrebbe  (68^  g)  essere  \g\  unlnvo- 
luzione  armonica  a  j^j';  mentre  noi  andremo  a  dimostrare  else, 
se  le  proiettività  caratteristiche  \^\  ,  \gY — e  quindi  anche  jG|j 
JGj'  —  di  due  omografie  piane  MOrrapposte  0,0'  sono  due  ìh- 
voluzioni  armoniche,  le  omografifi  il  j  0'  ìiou  sono  commutatiti* 

Di  vero,  supponendo  fì  ,  fl'  commutative,  poiché  mia  almeno 
delle  involuzioni  \G\  ,  j6ri'  è  iperbolicaj  possiamo  supporre  ch€ 
questa  sia  \G\j  e  che  Ey  F,  G  sieuo  i  punti  uniti  di  Ù.  Indi- 
cando allora  con  M^M^  una  coppia  dì  punti  corrispondenti  in  G., 
situati  sulla  retta  unita  GÈ  dì  0,  Tomografìa  0'  deve  trasfor- 
mare J/,  ,  il/g  in  due  punti  X^  j  N^  della  relUi  GF,  che  corri- 
sponder deve  a  GÈ  in  Q\  mentre  iVjiVa  dev'essere  un'altra 
coppia  di  elementi  corrispondenti  di  2,  Dunque,  le  rett^  M^Ni^ 
M^X2  si  corrispondono  in  Ój  e  passano  per  quel  punto  //  delift 
retta  EF,  che  é  il  centro  di  prospettiva  delle  punteggiate  de- 
terminate   da    ù'   sulle    rotte    GÈ  ^  GF.    E    poiché    al    puiilu 
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M^y^g^HdevQ  corrispondere  in  Q    il    punto    M^^N^'g^H, 
sarà  //  un  terzo  punto  doppio  dell'  involuzione  {g):  assurdo. 

Se  è  I*^^E  |IB4j  g\  ^.«],  non  può  i2'  trasformare  G  in  E 
(fig.  108,^)  ;  poiché  dovrebbe  in  conseguenza  ù  '  trasformare  la 
pmiettività  caratteristica  \G\  di  Q,  che  ha  un  sol  raggio  unito 
GEj  nell'altra  proiettivltà  \E\  di  Q,  che  ha  due  raggi  uniti 
EG  y  g.  E  perciò  Ù  devo  trasformare  G  in  Gj  E  in  E  e  g  in  g, 
,  Se  in  fine  è  F=E  =  G  [184,  ^f),  4.»],  è  evidente  che  Q'  deve 
(fig.  109.^)  trasformare  G  in  G  e  g  in  g. 

Dunque,  se  D  ,  Q  '  aoìio  commutative,  ed  Q  ha  tre  punti  uniti 
reali  E^  F,  G  (distinti  o  coincidenti),  Q'  deve  trasformare  eia- 
acuno  dei  punti  E,  F^  G  in  se  stesso;  ossia  deve  avere  con  Q 
ì  medesimi  elementi  uniti. 

Se  O  ha  i  soli  elementi  uniti  associati  (reali)  G,g  |184,  g), 
1."],  nel  qua)  caso  g  non  appartiene  a  (x,  è  chiaro  che  0' tra- 
sformerà G  in  G  e  g  hi  g,  E  dovendo  essere  commutative  le 
proiettìvità  \G\  ,  \G\*  di  0  ,  ù',  debbono  \G\  e  \G\*  avere  la 
inedesitna  involuzione  unita  (72,  h)\  non  potendo  essere  due  in- 
voluzioni armonìchCy  corno  si  è  dimostrato  innanzi. 

Dunque^  in  o^wi  caso^  se  0  ,  Q'  sono  commutative,  esse  deb- 
bono avere  ì  medesimi  elementi  uniti  (reali  o  immagìnarii). 

h)  Due  omografie  piane  Ù  ,  Q'j  che  hanno  gli  stessi  elementi 
uniti  {reali  o  immaginarli);  sono  in  generale  commutative. 

Siano  in  fatti  G  ,  g  due  elementi  associati  non  9,ppartenentisi 
di  Q  [il  che  suppone  che  Q  non  sia  nel  caso  del  n.»  184,  g) 
4.0J,  e  i/j  j  M^  dae  punti  corrispondenti  di  Q,  posti  fuori  di  g. 
Costruito  il  corrispondente  X^  di  M^  in  0',  ad  Ni  corrisponda 
K^  in  Q.  Per  le  ipotesi  fiitte  sopra  Q  e  Q',  queste  due  omografie 
avranno  le  stesse  involuzioni  caratteristiche  (G)  ,(</);  e  però  le 
loro  proiettivltà  caratteristiche  saranno  commutative. 

La  £1'  muterà  dunque  GM^  in  GN^,  ed  in  virtù  di  183  </), 
aDche  il  ponto  M^M^^g^H^,  centro  di  prospettiva  delle  pun- 
teggiate, corrispondenti  in  Q,  GM^  . . . ,  GM2  .  . . ,  nel  punto  II^, 
ctrntro  di  prospettiva  delle  punteggiate  corrispondenti  GN^ . .  .^ 

In  fl'  saranno  perciò  corrispondenti  le  rette  ffiM^  ,  ^2^1  ^ 
eooscguentemente  anche  i  punti  M2  ,  N^, 

Da  ciò  segue  che  Ù',  mentre  muta  ciascuna  in  se   stessa  le 

Savcmia — GeomÈiria  proitUiva.  58* 
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due  proiettività  caratteristiche  \0\  ,  \g\  di  0,  muta  pure  la 
coppia  M^M^  nella  coppia  N^N^,  vale  a  dire  6  Q' commutativa 
con  Q. 

Il  solo  caso  di  eccezione  si  ha  quando  (r,  g  sono  i  soli  ele- 
menti uniti  dì  Q  G  Q*,  ciascuno  contato  tre  volte  [184,  ^),  4.o]: 
allora  possono  0  ed  Q'  non  essere  commutative. 

Di  vero  (fig.  114fi\  supponendo,  in  tal  caso,  che  Q  ,  Q'  sicno 

commutative,  ed  indicando  con 
fìg.  114,<i  j^^  ^  ^^    ^^Q   punti    corrispon- 

'^v'^^v*^ t'—z:  denti  di  tì,  ai  quali  corrispon- 
dano N^  y  N^  in  tì',  questi  si 
debbono  corrispondere  in  Q. 
Quindi  le  rette  M^N^  ,  M^N^  — 
e  ancora  i  punti  M^N^  .  g^Ai  , 
M^N^'Q  ^  i42  —  si  corrisponderanno  in  Q  ,  la  quale  sarà  defi- 
nita  [  185,  d  )\   dalle  corrispondenze    q'^j/j^  ì    mentre,    posto 

M^M^-g^B^  ,  N^N^-g^B^^  le  corrispondenze  q  i^^ j^  defini- 
ranno Q'.  Ora,  supponendo  data  la  Q,  ben  potrebbe  supporsi 
che  in  Q'  il  punto  corrispondente  a  B^  sia  distìnto  da  B^.— 
Se  però  i2'  trasforma  una  coppia  M^M^  di  ù  in  un'altra  coppia 
^,^2  di  i2,  le  omografie  0  ,  tì'  sono  commutative:  poiché  l'o- 
mografia Q'',  nella  quale  Q'  trasformerà  Q,  ha  comuni  con  Q 

le   coppie    p  7  ^  7  2J   ^  ^^  coppia  (72,  e),    nella   quale    A^A^  è 

trasformata  da  j^|';  ossia  Q"  coincide  con  ù. 

e)  Segue  dalle  cose  precedenti,  che  una  omografia  commu- 
tativa ad  una  data  omografia  tì,  non  omologica,  è  individuata 
da  una  coppia  di  elementi  cornspondenti, 

190.  a)  Indicando  con  1  |Gl!  ,  |g!  1  V insieme  di  due  proiettività 
caratteristiche  associate  in  un*  omografia  piana  fì,  e  con  «jHi^, 
n^nj  due  coppie  di  elementi  omonimi  corrispondenti  in  Q,  ed 
avendosi  quindi  \  jGj  ,  jgi  |  iHiH^  a  |  |G|  ,  jgjl  mJ^^y  si  avrà  pii- 
''«  \\^\  7  \g\\  iHim^AliG!  ,  [gli  njnsj. 

Di  vero,  la  seconda  relazione  è  data  dall'omografia  Q',  com- 
mutativa con  Q,  e  nella  quale  ad  tHi  corrisponda  Hj;  e  quindi 
ad  m^  corrisponde  rij,. 
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b)  Dunque  ,  il  gruppo  costiiuUo  dtX  due  proiettìuità  carat- 
te  luetiche  associate  di  lut  omografia  piana  0  e  da  due  elemtnti 
corrispondenti^  rimane  proiettivo  a  se  stesso j  ai  variare  di  questi 
du€  elementi. 

E  noi  diamo  perciò  a  tale  gruppo  zi  nome  di  gruppo  carat- 
teristico di  tJ^  specie  in  Q,  ed  osservianio  clie  esso  eerve  a  de- 
finire Q, 

e)  Se  in  a)  si  suppone  che  le  involuzioni  unite  (G)  ,  (gì  non 
sfeno  ellittiche,  e  che  Q  abbia  i  punti  uniti  reali  (distinti)  EFG, 
se  gli  elementi  corrispondenti  considerati  sono  dei  punti,  si  ha 
che,  mentreè  EFGM^NJ^EFGM^N^.b^uvQEFGM^M^XEFON^N^ 
[cfr.  n.o  42  a)]:  sicché  sarà  EFGMyM^  il  gruppo  caratteristico 
di  ù  (0. 

d)  Da  ciò  si  deduce  il  seguente  teorema  [cfr.  n.o  42,  d)  a 
sinistra]: 

Dati,  nello  spazio  a  tre  dimensioni,  7  punti  ABCDEFG,  se, 
proiettando  da  due  A  ,  B  dt  essi  gli  altri  5,  si  hanno  due  gruppi 
proiettivi  di  5  raggi,  lo  stesso  avverrà,  proiettando  da  due  qua- 
lunque dei  7  punti  dati  i  rimanenti  5. 

Di  vero,  indicando  con  e  il  piano  EFG,  e  ponendo  AC'C=Mi, 
AD'G  =  Ni  7  BC'O^M^  ,  BD'0=x  N^,  si  ha,  dalla  ipotesi  fatta, 
EFGM^N^A  EFGM^N^;  e  quindi  [c)\  EFGM.M^a  EFGN^N^. 
Ma  questi  due  ultimi  gruppi  di  5  punti  sono  le  proiezioni  sul 
piano  e  dei  punti  EFG  AB  dai  centri  C ,  D,  Dunque,  il  teorema 
ò  dimostrato,  quando  si  sostituiscono  ai  centri  di  proiezione 
A  ,  B  due  C ,  D  dei  rimanenti  punti  dati:  ed  in  conseguenza 
il  teorema  regge  ancora,  assumendo  per  centri  di  proiezione 
uno  dei  punti  ^  ,  i5  ed  uno  qualunque  degli  altri  punti  dati  *, 
ossia  il  teorema  regge  in  tutta  la  sua  generalità. 

e)  La  dualità  dà,  per  7  piani,  un  teorema  analogo  a  quello 
contenuto  in  d), 

f)  Due  punti  M^  ,  M^ ,  che  si  corrispondono  in  una  omo- 
grafia piana  Q,  il  punto  G',  in  cui  la  retta  unita  g  è  segata 
dalla  retta  M^^M^  =  rj  e  l'involuzione,  secondo  cui  r  sega  T  iu- 
voluzionc  caratteristica  (G)  di  ù  [o  due  rette  m^  ,  m^,  che   si 


(^)  Se  è  F^  E  ,f^e,  bisogna  ricorrere  alla  forma  datii  in  b) 
pel  gruppo  caratteristico  di  1,^  specie. 
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corrispondono  in  Q,  la  retta  g\  che  protetta  dal  panto  m^nu^R 
il  punto  unito  G,  q  V  in%'ol azione ,  secondo  cui  da  R  si  pro- 
ietta r  involuzione  caratteristica  [g]  di  Ù]  formano  un  gruppo, 
che  rimane  proiettivo  a  se  stesso,  al  variare  della  coppia  M^M^ 
[o  m^ra.^ ,  e  che  chiameremo  perciò  gruppo  caratteriMico  di 
2.«  specie  in  0, 

Di  vero,  se  N^^N^  è ,  p.  e,,  un'altra  coppia  di  punti  corrispon- 
denti in  Q,  Tomogratia  Q'  commutativa  con  Ù,  nella  quale  ad 
3/j  corrisponda  N^ ,  trasformerà  questo  ^^ruppo  in  quello  rcla- 
tivo  alla  coppia  N^N^. 

g)  Di  qui  segue  che,  se  0  ha  Jc  rette  uuitc  distinte  efg^ 
posto  re==E^ ,  rf^F' ,  rg^G\  il  gruppo  caraUcristlco  di  2,« 
specie  in  Q  sarà  E^F^O'M^M^;  e  questo  diventa  F'G*M^M^^  m 
è  c^/'.— Nel  caso  di  e^f^ig,  il  ^Tiippo  diverrà  Q'MyM^^  e  non 
sarà  più  caratteristico ,  porehò  in  due  punteggiate  due  terne 
di  punti  sono  sempre  proiettive. 
Ti)  Si  noti  pure  che: 

Se  una  retta  v^  di  una  omografia  piana  ù  non  é  uniith  »^ 
passa  per  un  punto  unitùy  in  i\  esiste  sempre  una  coppia  M,M^ 
di  punti  distinti,  che  si  corrispondono  in  Ù* 

Di  vero,  se  r,  è  la  retta  (distinta  da  rj  che  corrisponde  ad 
r, ,  posto  r^r^M^ ,  il  punto  M^ ,  a  cui  corrisponde  3Ì^  iper  ipo- 
tesi non  unito),  insieme  ad  }L  darà  la  coppia  richiesta*  Nò  può 
sulla  retta  r^  aversi  un'altra  coppia  di  punti  corrìspoD denti,  al- 
trimenti r^  sarebbe  unita. 

Se  7'i  passasse  per  un  punto  unito,  questo  dovrebbe  e^ere 
3/jj ,  ed  allora  in  r,  non  ]>oirebbe  trovarsi  un^  altra  coppia  di 
punti  corrispondenti,  senza  che  r^  sia  unita. 

La  dualità  fornisce  un'  altra  proprietà  analoga. 

191.  a)  Se  di  due  elementi  omonimi  a  e  b  si  costrmsconf>  i 
corrispondenti  a'  e  b',  a''  e  h*\  a'"  e  b^", . . ,  ordinatamene  nelle 
date  omografie  piane  commutati  re  Q',  Ù*\  0^^',  .  ,  *  ,  si  atra 
aa'a"a'"  ...  a  bb'b''b'"  ...  ;  e  qtiesi'  nltinia  omografia  sarà  pure 
commutativa  con  le  date  (cft*.  72,  t). 

In  fatti,  indicando  con  Q  qucH*  omografìa  commutativa  coti 
le  date  nella  quale  ad  a  corrisponde  b  ,  Ù  devo  trasformare . 
p.  e.,  la  coppia  aa'  di  QMn  un'altra  coppia  di  Q':  ma  Ù  tra- 
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sforma  a  in  b,  e  b  ,  b'  sì  corrispondono  in  Q':  danque  0  tm- 
sForraa  a'  in  b'  ;  e  quindi  aa^t'^a'^^ ...  a  bb'b"l)'"  ...  è  un'  omo- 
grafia che  coincide  con  Q. 

b)  Dal  teorema  a)  si    trae    la    seguente    eostrusnione    delle 
omog^rafie  commutative  con  unn  data  omojsrrafin  0  : 

Assunto  un  eiemcuto  arbitrario  a^  sietio  atja^a^j  4  elfìnentl 
sHccessiv(vtììente  corrispondenti  nella  data  omografia  piana  Oj 
fi  si  cof^tmisca  l^  demento  a'  tahj  che  il  gruppo  aa,a^,n.ja'  sia 
proiettivo  ad  un  dato  gruppo:  cariando  a^  gii  eìemiinti  a  rd  a' 
descriveranno  un'  omografia  Q'  commutatila  con  Q  ;  ^  variando 
lì  gì*uppo  datoj  sti  otterrà  la  serie  dei  te  in  fluite  omografie  cowi- 
mntaiire  con  Ù* 

Dì  vero,  costruendo  un  altro  gruppo  bb]bab;^b'  proiettivo  al 
dato  gruppo,  si  ha  aa^a^a^a' a  bbjb^b^^b'  (l;  e  questa  sarà  Tomo- 
grafia U^  commutativa  con  Q,  eli  e  ha  ab  per  eoppia  di  elemonti 
coTTispondeiiti  :   poiché  ù  trasforma  ab  j  a^b,  ,  a^b^   in   a^bi  ,  a^b^ 

a^bjj ,    e    sarà   perciò    Qj  ^^  ^^  *-  '^,  ossia  sarà   0^   identica 

alla  (1  ;  e  quindi  in  D,  ad  a'  corrisponderà  b',— Costruendo  si- 
miinicntc  di  ahri  elementi  e  ,  d  ^ . , ,  i  corrispondenti  e' ,  d', . . . , 
si  avranno  altre  omografìe  0|  j  Og^--  commutative  con  Q,  e  nello 
quali,  mentre  ad  a  corrisponderanno  ordinar amente   o  ,  d  ^ , ,  .  ^ 

ad  a'  corrisponderanno  e' ,  dV--  —  Dunque  ^,    ,  ^,  ^  ...  sarà  [«)] 

un'  omografia  ù*  comnnitativa  con  £1,  costniita  nel  modo  suin- 
dicato. 

E  se,  tra  le  omografie  della  serie^  bì  volesse  quella^  che  ha 
una  data  coppia  mm'  di  elementi  corrispondenti^  basterebbe  as- 
sumere mmjm^^m^m'  pel  dato  gruppo,  dove  mm,m^,Tn^  sono  elementi 
successivamente  corrispondenti  in  il. 

e)  È  utile  notare ,  come  dalla  dimostrazione  data  in  fj) 
risulti  che  anclie  Bj  e  a' ,  n^  e  a'  j  a^  e  a'  generano  omografìe 
Q"^  Q''^  O'^  commutative  con  Q  t  e  che  inoltre  si  ha  la  rela- 
zione Q^=0Q''^a-Q'"=Q3Q'>^. 

d)  Se  ^y^^M.^  ..a„  ,  bjbjbg.  .b^  èono  due  grtip}H  di  n  dementi^ 
Buccesitieamente  corri spondttnii  in  una  omografia  plana  fì^  si 
avrà  a^a^a^.^.a^  A  b^b^b^i.^bj,^  €  questa  omofj rafia  sarà  commutaUva 
con  0. 
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Ciò  risulta  rial  toorcma  fi),  sostituendo  in  esso  ad  Ù%  0",  Q'^',.-*i 
Q  *'  ordinatiiiiiente  a  ,  Q- ,  il^, . ,  *  0''  ^  e  può  anche  diraostrar&i 
direttamente, 

e)  Come  caso  particolare  della  precedente  proposizione,  si 
ha  che  : 

In  una  omografia  piana  ùj  cinque  elementi  a^a^a^a^i^ ,  sac- 
cessivamenie  corri gpondeìiti  in  Q^  costitttisconù  un  gmppOf  dte 
rimane  proiettivo  a  se  steaitOj  al  variare  del  primo  dei  »uoi  ele- 
menti (e  quindi  degli  altri  quattro),  e  che  diremo  gruppo  ca- 
ratteristico dì  Ùj  di  3,«  specie.  Esso  definisce  Tomogratìa  0,  ae 
Q  non  è  omologica,  o  ciclica  di  3.«  ordine. 

f)  Dal  teorema  rf)  segne  che,  in  una  omografia  piana  Q^ 
ciclica  di  ordine  n>3,  due  cicli  qualunque  di  elementi  omonimi 
costituiscono  due  ennagoni  proiettii'i  [cfr.  n.°  76,  6)]  ^  e  la  uq- 
vella  proietti  vita  è  commutativa  con  ù. 

Per  »  =3  si  liauiio  infinite  umogratic  che  fanno  corrispoudere 
fra  loro  due  cicli  qualauque  di  Q,  Fra  esse  quelle  sono  cojih 
mutati  ve  con  Ù  le  quali  hanno  comune  con  Ù  uno  degli  cle- 
menti uniti  (e  quindi  anche  j^li  altri), 

192.  a)  Due  omografìe  piane  0^,0^.  si  diranno  proiettile, 
se  esiste  un*omogra(ìa  Q,  la  quale  trasfondi  Oj  in  O,;  e  si  dirà 
pure  che  Ù^  ^  Ù^  sì  corrispondono  in  Ù. 

b)  Un^ omografia  0,  che  trasforma  Q,  in  ù^,  trasforma  nu- 
che evidentf mente  un  gruppo  caratteristico  di  Ù^  nel  gruppo 
caratteristico  delia  stessa  specie  di  Q^;  viceversa,  se  i  gruppi 
caratteristici  delta  atessa  specie  dì  due  omografie  Q^  j  Ù^  som 
jyroiettivi,  vi  sono  infinite  omografie  ^  rispetto  a  ciascuna  delle 
quali  ùi  e  Oj  i*i  corrispondono. 

In  fatti,  se  i  gruppi  caratteristici  che  si  suppongono  proiel* 
tivi  sono  quelli  della  /**»  specie,  (o  se,  essendo  della  *3.«  specie, 
Q,  ,  tìg  non  sono  omologiche  né  cicliche  del  B°  ordine),  sicco 
me  ciascuno  di  essi  individua  V  omogralia  corrispondente  (185 
e  190,  h),  cosi  risulta  senz*  altro  evidente  il  teorema.  Se  dettii 
gruppi  carafteristicì  sono,  invece^  della  2,<»  o  della  *9,"  specie, 
siccome  la  loro  proietti  vi  Là  lia  per  consegue  n2  a  quella  dei  gruppi 
caratteristici  della  L^  specie,  così  il  teorema  è  vero  anche  in 
questo  caso. 
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e)  Ihte  omograftf  piane  aovrapposie^  e  eicìiché  di  3 fi  o  di 
4.0  ordine^  sono  sempre  jivoiettlve;  poiché  evidentemente  tali 
sono  se  ni  lire  i  loro  grujJi^i  canutf^nstiei  cU  3/«  Bpecie* 

é)  Due  omologie  piafie  armoniehe  soìw  sempre  pritlettive* 

e)  Dati  due  elementi  ro^  ,  m\  e  due  omografie  proiettiva  e 
sovrapposte  Oj  j  0^,  ma  ìton  omoìo^lchej  esiste  una  sola  omo- 
grafia  Qj  in  cui  ad  Qj  corrisponda  Q^  e  ad  ni]  corrisponda  m\* 

In  fatti,  se  m^ni^m^m^  ,  m\m^ni  ^m'^  sono  due  gruppi  di  4  ele- 
menti successivamente  eornspondentiaì  Ln  Q,  ,  0., ,  *"f  ""/  *"-;  ""^  , 

'        "  '  m  ^ m^ m  ^ m 4  ^ 

sarà  la  cercata  omografia  Q:  poiché  0  ha  iHjni'i  per  coppia  di 
clementi  corrispondenti ,  mentre  trasforma  le  coppie  m^mj , 
milita  ,  nigm^  di  Ùg  nelle  coppie  m\m'g  ,  m'^m'^  ,  m^,n(1^4  ^^  ^^^  ^ 
quindi  anche  (per  la  proietti  vita  supposta  di  il^  j  Q^)  la  coppia 
m^nir,  di  Qj  nella  coppia  m\m\^  di  U^  (essendo  m^^  e  m'^  i  corri- 
spondenti di  m^  e  itt'4  in  Ù^   e  Q^). 

f)  Se  Oi  j  O3  sono  cicliche  di  3*^*  ordine  (e  quindi  proiet- 
tive}^ la  costruzione  precedente  di  0  non  regger  poiché  si  ha 
m^^aii  j  m'j^m'j.  Ma,  indicando  con  G^  il  punto  unito  reale ^ 
che  sempre  esiste  in  Q|j  e  con  G^  Fanalogo  punto  di  Qj.,  sat'li 

ni  jfii  ^m  s^^É 

103,  La  legge  di  dualità  dà,  per  le  omografìe  nella  stella, 
1-  analogo  a  ciò  che  sì  è  da  noi  dimostrato  per  le  omografie 
piane  nei  n.i  188,  189,  100^  ItU  e  192* 

Ma  d'  ordinario  noi  trasanderemo  anche  di  accennare  a  quel  lo 
che  lo  studioso  può  dedurre  da  se,  facendo  uso  della  legge  ora 
neordata, 

OMDGRAFtE   QUATERNARIE, 

lfi4,  a)  Se  r  è  una  retta  di  punti  uniti  (')  in  una  omografìa 


(^)  Per  brevità,  diremo  piani  di  E,  o  di  r,  i  plani  che  passano 
pel  punto  Rj  o  per  la  retta  r;  ©  diremo  pure  che  r  è  una  retta 
(il  piani,  o  punti  uniti^  in  un'omografìa  D^  se  i  piani,  o  punti, 
di  1%  sono  elemeiUi  uni  ti  di  0. 


Digitized  by 


Google 


"*  464  ~ 

ù  a  tre  cHineiisioni,  mcutro  la  proiettività  \rl  di  piani  con'i- 
spondenti  in  Q  non  è  identica ,  indicando  con  oca'  ,  a'a"  due 
coppie  di  piani  eoiTispondcnti  la  \r\j  le  coppie  [a]  e  [aTJa^j 
e  [a"]  di  sistemi  piani  corrispondenti  in  Q  sono  [IGl,  d)  a  si- 
nistra] coppie  di  sistemi  prospettivi.  Inoltre,  /  relativi  centn 
A,A'  di  piospettiva  muo  due  punti  corHspondenti  di  0  :  poìcliq 
assumendo  in  a  due  punti  arbìtrani  L  ,  M^  ed  Indicando  con 
LL'L"  j  MM^aM^*  due  terne  di  pumi  suceessivamente  eurrì- 
spondentisi  in  Q  (dove  è  evidente  che  IJ  ,  3/'  giaccioiie  in  a', 
ed  L"  ,  ilf  "  in  a''),  le  rette  LL*  ^  MM*  passeranno  per  ^4^  e  le 
loro  corrispondenti  L*L"  ,  J/'J/"  in   Q  passeranno  per  A\ 

Sicché,  8é  A  ,  A'  coìncidonQ  in  un  piinio  S  (ossia  se  À  è  un 
punto  unito  S  di  Ù),  ogni  retta  l^  condotta  per  À'^  e  unìtti  in  0, 
perchè  contiene  i  punti  S ,  Iol  e  i  loro  corrispondenti  Sj  1%':  « 
quindi  (173,  a,  b)  ù  è  »  un*  omologia  di  centro  S,  il  cui  piano  g 
di  omologia  passerà  per  r.  In  conseguenza  allora  tutt'  i  centri 
di  prospettiva  dei  sistemi  piani  corrispondenti  in  C,  i  cui  so- 
stegni passano  per  r,  coincideranno  con  S. 

b)  Escludendo  dunque,  come  noi  intendiamo  fare,  il  caso 
di  0  omologica,  i  pienti  A  ,  A'  sono  distinti;  e  ciascun  piano  p, 
condotto  per  la  retta  AA  =s,  è  unito  in  ù,  perchè  contiene  le 
coppie  pa  e  pa',  pa'  e  pa"  di  rette  corrispondenti  in  tì,  e  quindi 
s  è  una  retta  unita  in  Q:  ma  i  punti  della  retta  s  non  sono 
unitiy  perchè  s  contiene  i  punti  corrispondenti   distinti  A ,  A', 

e)  Le  rette  unite  r  ,  s  possono  essere  sghembe  (cioè  non  si- 
tuate in  un  piano),  o  pur  no.  Ma,  in  ambedue  i  casi,  indicando 
con  fP'^"  un'  altra  terna  qualunque  di  piani  corrispoudentìsi 
successivamente  nella  proiettività  \r[,  e  con  B  ,  B'  ì  centri  di 
prospettiva  delle  coppie  di  sistemi  piani  [^J  e  [^'] ,  [^'\  e  [6"], 
che  si  corrispondono  in  Q,  i  punti  B  ,  B'  apparterranno  alia 
retta  s  :  poiché  ogni  piano  (unito)  p  di  «  sega  [^]  e  ['}'] ,  [?'j 
e  [g"]  in  due  coppie  di  rette  corrispondenti  di  questi  sistemi 
piani  ì  e  perciò  B  ,  B'  apparterranno  ad  ognuno  dei  piani  ?, 
ossia  apparterranno  ad  s, 

Xè  può  esistere,  sia  s  sghemba  ad  r  o  pur  no,  tui'altra  retta 
unita  u  di  tì,  che  sia  sghemba  con  r:  perchè  si  avrebbero  in 
uoL  e  wa',  ux'  e  wa"  due  coppie  di  punti  corrispondenti  in  [a] 
®  [^'1^  f^'J  ^  [^"]^  6  quindi  u  dovrebbe  contenere  i  centri  di 
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prospettiva  /l  ,  il'  di  queste  coppie  di  sistemi  piani^  ossia  do- 
vrebbe coincidere  con  s. 

Si  noti  pure  che,  se  M  j  M^  sono  duB  punti  corrispondenti  di- 
srinti  in  0  non  situati  in  h^  ii  piano  unito  bM  deve  contenere 
M\  E  se  [JL  ,  :jt'  yono  due  piani  corrispondenti  distinti  non  a|*- 
parteueiiti  ad  r,  il  punto  unito  t\s,  giace  in  ]i\ 

Si  noti  in  fine,  che  In,  relazione  tra  le  rette  r  ,  s  ò  duale  a 
ae  stessa  :  poiché  le  coppie  di  stelle  di  vnggì  corrispondenti  in 
0^  che  hanno  i  loro  eentri  nelle  coppie  di  punti  /l  e  .4%  ii  e 
lì*  y,,.  j  aouo  prospettive  rispetto  ai  piani  a'  y^' , ,  > , ,  i  quali 
passano  per  r- 

il)  Dal  mi  qui  dettOj  e  dalla  legge  di  dualità,  abbiamo  dun- 
que che: 

S€  un' ùììifìgrafia  (non  omologicti)  Ù  a  tre  diméugioni  ha 
una  r^ita  r  di  punti    uniti ^    e  |  una  reAta  s  di  piani    unitij    e 


non  di  plani  unitij  fissa  ha  pur^ 
una  retta  att sodata  s  di  piani 
unitij  ù  non  di  jjuuti  uniti 
(sghemba  con  r»  o  no)^  la  quale 
è  il  luogo  dei  centri  di  prosptt* 


non  di  punti  unitij  essa  ha 
pure  una  retta  associata  r  di 
punti  unitij  e  non  di  piani  u- 
niti  (ftgkemtja  con  s,  o  no),  la 
quale  è  V  inviluppo   dei  plani 


Uva  di  tntfi  sistemi  piani  cor-     di  prospettih^a  di  tutte  le  stelle 


rispondenti  in  Qj  i  cui  sostegni 
pamano  per  r. 


corrispondenti  in  0,  t  ct«  cen- 
tri giacciono  in  s. 


Inoltre^  due  punti  qualunque  M  ,  M'  cìier  si  corvi^pondmio  in 
Q,  stanno  con  s  in  tm  piano^  e  due  piani  qualunque  7.  ,  '/  ^ 
corriàtpondentisi  in  0,  segano  V  in  uno  stesso  jiunto;  ossift^  le 
rette  ctìngiungenti  punii  corrispondiUiti  distinti  tagliano  s^  e  le 
intersezioni  di  piani  corrispondtintl  distinti    tagliano  r  (')< 


(*)  Se  la  retta  u  congiange  due  punti  corrisponienti  M  ,  W  di 
un  omografia  quaternaria  Ù^  esHa  è  pure  la  interì^ùzìone  di  due 
piani  corrispondenti  di  Q  {che  possono  perù  taincidere}'^  e  vice- 
ìiersa. 

Poiché,  p-  6,j  se  ad  M^  corrisponde  31  m  il,  al  piano  M^MM*^\t. 
(indeterminato^  se  J/jJ/J/'  sono  alJineati)^  corrisponderà  in  ù  un 
piano  ]l\  che  passerà  per  AI  ed  J/' ;  ma  può  easere  ^'^jx*  —  E 
SAJturiA  ~  Oecffnetria  proittliim,  59* 
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e)  Quando  le  rette  unite  associate  r  ,  a  sono  R^homlK*  fnel 
quale  caso  ù  non  ha  [e)]  alcun'altm  retta  unita  aj^hcmba  ad  rs 
se  la  proiettività  \r\  di  piani  ha  due  piani  uniti  distinti  b  ,  ^, 
i  punti  sz^E ,  8%^F  sono  dtie  altri  punti  uniti  di  0^  faorl  dì  r, 
(e  perciò  centri  delle  omologìe,  che  il  determina  nei  piani  s,  ^}: 
sicché  i  ra<?gi  dei  fasci  Er  ,  Pi*  Q)  saranno  rette  unite  dì  Q. 
Ed  è  fticile  vedere  che  non  vi  sarà  in  Q^  oltre  quelli  già  con- 
siderati,  alcun  alfro  elemento  unito. 

Se  è  9^c,  coincideranno  i  punti  uniti  F^  E,  ed  i  fasci  Ei% 
Fr  di  raggi  uniti. 

Se  la  proiettività  \ì'\  non  ha  piani  uniti  (reali),  non  vi  saranno 
in  Q  altri  elementi  uniti  (reali),  che  lo  rette  v  ,  #,  i  punti  di  v 
e  i  piani  di  s, 

f)  Quando  poi  le  rette  unite  associate  r  ,  b  giacciono  in  un 
piano  £,  sulla  reitii  unita  -s  sì  ha  il  punto  unito  rs^F:  e  qumdi 
la  proiettività  di  punti,  che  0  determina  sulla  retta  Sy  avrà  in 
generale  un  altro  punto  unito  E\  ed  7*^ ,  r  saranno  perei<'>  il 
centro  e  V  asse  dell'  oraologia  determinata  da  Q    noi   piami  e. 

Ora,  se  E  non  coincide  con  F^  lo  due  stelle  di  eentro  E,  ohe 
si  corrispondono  in  £1,  avranno  uni  li  i  piani  di  s^  e  saranno 
perciò  [167,  d)  a  destra]  omologiche,  col  piano  di  omologia  s, 
nel  quale  giace  il  fascia  Ee  ùi  raggi  uniti  delle  stello  medesime. 

Q  determinerà  perciò  sopra  un  piano  qualunque  e  di  «  (di* 
stinto  da  e)  un'  omografia  eoi  soli  pund  uniti  E ,  J*\  perchè,  so 
vi  fosse  un  altro  punto  unito  G  la  (ìE  sarebbe  retta  unii» 
sghemba  ad  r.  In  questa  omografìa  la  retta  unita  Pj  assneiata 
al  punto  E  (183,  r),  sar?»  distìnta  da  ^^  che  ò  la  retta  unita  as- 
sociata ad  F,  perchè  se  la  s  fosse  associata  ad  E^  la  retta  as- 
sociata ad  I  passerebbe  per  E  e  sarebbe  sghemba  ad  r.  Daii- 
que  essa  passerà  per  F.  Sicché  il  piano  r^^^  risulterà  distinto 
da  e,  e  sarà  il  secondo  piano  unito  della  proiettività  }r|.*-ru 


quest'  ultima  ipotesi  si  verìfica  in  d\  dove  la  retta  M3r  sega  ^^ 
ma  non  sega  r, 

(*)  Useremo  i  sìmboli  Er  ,  Et  per  indicare  il  fascio  di  raggia 
che  da  E  proiethi  i  pxinti  della  retta  r,  o  del  piano  e;  e  non  rare 
volte  abbiamo  fatto,  e  faremo  uso  di  nuove  convenzioni,  rese  chiare 
dal  nostro  discordo,  sjenz'  altro. 
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conseguenza,  3  comciderà  con  e,  solo  quando  ^coincidorà  con 
F;  e  viceversa, 

DunquCj  *e  le  rette  unite  aBsoclatc  r  ,  s  si  sr.(;anOj  V omografia 
Q  {non  amoloipca)  avrà  per  altri  dementi  utiiti^  {oltre  ad  r,  s, 
tu  punti  di  r  e  ai  piani  di  s)  solo  i  punti  E  ,  F  e  i  raggi  dei 
fiiscì  Ee  ,  F9  :  ma  se  è  F  ^  E ,  e  quindi  y  ^  i,  i  A#c("  Ee  ,  F9 
co  in  e  ide  ra  n  no:  e  vice  ve  rsa, 

g)  Conservando  le  notamoni  usate  in  e),  si  ha  la  relazion^^ 
«X^Y  ■  -  ^'yY    ■A  ABC , . ,  A'B'CK  .  .  . 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  è  identica  a  quella  del 
n.°  183j  g)^  se  si  indicano  con  u  ,  u'  due  rotte  corrispondenti 
di  0  situato  in  un  piano  (unito)  di  Sj  e  al  pone  au^M,  a*a'^^M\ 
MM''S=A. 

h)  i^e  un'omografia  quaternaria  0  ha  una  vBtta  T  di  punti 
é  piani  uniti,  la  rttla  con  giungente  due  j^/i?i/i  corrispondenti 
ditrtinti  qualunque  A  ,  A^  (0  intersezione  di  due  piani  corri- 
spondenti distinti  qualunque  a  j  a')  sega  V  [d)]\  ed  è  una  retta 
unita  ili  Q,  perchè  il  suo  punto  d'intersezione  eon  r  è  unito  in  0. 

Ed  ogni  retta  unita  l  (ma  non  di  punti  uniti)  sega  quindi  r^ 
perchè  in  l  esiatono  coppie  di  punti  corrispondenti. 

Si  possono  però  presentare  due  casi ,  cioè  che  0  ^  oltre  ai 
punti  e  piani  uniti  dì  r,  ne  abbia  altdj  o  pur  no. 

i)  Nel  ì.^  casOj  so  ^S"  6  un  punto  unito  fuori  di  r,  le  stelle 
di  contro  Sj  che  si  eornspondono  in  Ù^  avranno  il  fascio  Sr  di 
raggi  uniti;  e  quindi  [167,  g)  a  destra]  avranno  ancora^  oltre 
al  piano  Sr^  un  fascio  (s)  di  piani  uniti.  E  se  r,s  sono  ghenibc^ 
i  punti  dì  8  saranno  uniti  in  Oj  pereliè  intersezioni  dulia  retta 
unita  s  coi  piani  (uniti)  di  t\ 

S[aj  se  r  ^  s  si  segano,  ù  san\  un'  omologia,  che  avrà  per 
centro  e  piano  di  omologia  il  punto  rs  e  il  piano  rs:  eatìo^  che 
noi  e&cludiamo. 

La  dualità  mostra,  che  alle  stesse  conseguenze  conduce  Tìpo- 
tcsi  dì  un  piano  unito  e?,  non  appartenente  ad  r, 

E  se  ^i  parte  dall'  ipotesi,  elie  0  abbia  una  retta  r  di  punti 
e  piani  uidti,  ed  una  retta  unita  s  sghemba  ad  r,  ne  seguo 
pure,  che  i  piani  e  i  punti  di  s  sono  uniti;  perchè  i  primi  pro- 
iettano i  punti  di  r,  e  i  secondi  sono  intersezioni  di  s  coi 
piani  dì  r. 


Digitized  by 


Google 


—  468  — 

Duii<]UCj  quando  vn^  omf agrafia  quaternaria  (non  omitìogiai) 
P  ha  urta  retta  r  dì  puìiti  e  piani  nnifi^  se  ù  ha  pure  un  pttnhr 
0  pianoj  unito  non  appartéìimite  ad  V,  essa  avrà  ancora  mi  al- 
tra retta  n  di  punti  e  di  j^^^^i  uniti ^  sghemba  ad  i\ 

Qucstii  particolare  omografìa  la  iiulìeheremo  con  7*  ^«ij  Q.h 
chiameremo  nmlalef  dcmnrninaiido  attici  le  rette  r  j  «^  E  cvidenii* 
poi|  che  r  omografia  'r  ,  s'  hn  per  elementi  uniti  solamente  i 
punti  e  i  piani  dei  suoi  a  sai  r  ^  b  ^  e  le  rette  r  ,  s  ^  huiemt;  m 
quelle,  che  »l  appoggtaìio  ad  r  e  s. 

ìS)  Bieche  ad  ogni  punto  M  (o  piano  p.)  non  apparìenmk 
ad  uno  degli  a*ssi  r  -,  s  appaì^tiene  una  sola  retta  unita— qn^ìh 
che  91  ajjpoc^^ìa  ìkì  r  ^  s  —  :  ma  se  M  (0  |J.)  ajtparfipne  ad  nim 
degli  a.^si^  p,  e.  ad  r,  ad  M  {0  ;jl)  apparterranno  le  infinite  retti 
unite  che  da  M  proiettano  i  punii  dì  s  (0  dal  punto  jis  pmet* 
tana  i  punti  di  r), 

TuoltrCj  «li a  retta  m  non  appoggiata  ad  alcuno  degli  om  è 
Mgheniha  alla  sua  corrispojtdente  m'. 

Poiché  se  m  ^  jn^  si  segassero^  al  punto  (dou  unito)  mm'^M 
dì  m  corrisponderebbe  un  punto  distinto  Jf'  di  m'^  e  quindi  m' 
sarebbe  [h)\  una  retta  unita. 

^)  NelV  omografia  assiale  J  ^  s\^   due  punti  corrispondétiti 

qualunque  (ti|j.  Itò*^)   A  j  A*  es 
fìg,  IIB.^  i  punti  R  ,  S,  111  cw-f  r,  s  *i?nfl 

segati  dalla  retta  {unitajXA*^^, 
costituiscono  un  gi*nppo ,  th: 
rimane  proiettivo  a  se  stasstif 
al  variare  dei  punti  corrìspmi- 
denti  A  ,  A'  ;  gruppo^  eUe  di- 
remo perciò  caratteristico  wà- 
V  omografìa  \r  ,  «|, 

Di  verOj  se  A^  ^  A/  sono  due 
altri  punti  corrispondenti  arlii- 
tran  delF  omo  grafi  a^  situati  in  un'altra  retta  unita  tt^,  la  quale 
seghi  r  j  s  in  A*^  j  S^  ^  indicando  con  li ,  B*  due  punti  corrispon- 
denti situati  sulla  retta  unita  R^S^Vf  romognifìa  \r  ^  s\  deter- 
minerà sui  piani  (uniti)  uv  ,  u^u  due  omologie^  l'una  di  centro  // 
ed  asse  *r,  l'altra  di  centro  iS'j  ad  asse  ?\  Sì  avrà  dunque  {l^% 
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m)  Due  piani  corrispondenti  qualunque  a  ,  a'  deiromogriifia 
assiale  \r  ^  si,  e  quelli  che  protettano  r  ,  ìì  dalla  rcttìL  "xn^  for- 
mano un  gruppo  di  quattro  piani,  e  %'i  dente  monte  proiettivo  ai 
BQddetto  gruppo  cfiratteristico  di  -r  ,  s!  ,  e  duale  a  questo.  Pm) 
perciò  pure  esso  dirsi  gruppo  carafUrtittiro  di  'r  ,  s\ 

E  di  qui  segue  che,  ne  è  armonico  uìw  del  due  gruppi  ca- 
raHevìstiei  ddV omografia  asslah  \v  ,  sj,  due  ptiìitt\  o  piaulf  cor- 
rispondenti in  questa^  sono  mmpr*i  separati  armonicameiUe  da 
r  j  Sj  ossin  r  omografia  ansiate  è  allora  iìivfjìutorta, 

n)  Uti"  0 mi ft/ rafia  inumale 
(tig-  //ff.**)  c^  indlmdtf  aia  diti mioi 
dne  nsui  v  ,  ^  (rette  sghembej 
assunte  arbitrariaiuente),  e  da 
una  coppia  A  A'  di  punti  cor- 
risjfùndenti  (assunti  ad  arbitrio 
!n  una  retm  qualunque  u^  che 
seghi  r  ,  s). 

Di  vero,  segnando  nelle  rette 
r,  g  le  coppie  MX^  PQ  di  punti 

arbitrarii,    T  omografìa    Q  ^^^\f  avrà  r.s  per  rette  unite, 

ed  rA^rA*  ,  &A^sA^  per  piani  uniti  In  conseguenza  saranno 
uniti  in  0  i  punti,  nei  quali  ì\  s  sono  segate  ordinatamente  dai 
piani  tfA  ,  rA;  d'onde  segue,  elle  r,  s  saranno  rette  di  punti  e 
jiiani  uniti  per  Q,  ossia  0  sarà  ia  richiesta  omograha  assiale. 
o)  Passiamo  ora  al  secondo  dei  due  casi  menzionati  in  A), 
eioò  a  quello  in  cui,  oltre  alla  rutta  r  di  punti  e  piani  nnitij 
non  vi  sono  [f}]  altri  punti^  o  pìanij  unltij  né  vi  sono  rette  unite 
sghembe  con  n 

In  tal  casOj  per  ogni  punto  A,  esterno  ad  r,  pasna  una  retta 
ìtnitfì,  ed  una  mia,  cioè  quella  che  mngimign  A  ut  corrii^pon- 
dHuU  punto  iV  in  Q;  e  in  ogni  piann  %  non  appartencntf*.  ad 
r,  ffiacfi  una  retta  unila^  cioè  la  intersezione  di  i  eoi  corri- 
spondente piano  a'  in  0. 

p)  A  veder  meglio  la  distribu/Sione  di  queste    iiitinitr  rette 
unite,  sì  noti  quanto  segue. 

l*o  Li  ogui  piano  (unito)  jjl  di  ì\  f^^i^te  un    f asvio    (Mj    di 
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rnggi  nriftij  il  cui  centro  M  giace  m  r  ;  ed  chjìiI  puntai  [unitfì) 
M  di  r  è  centro  di  un  fascia  (M)  di  raggi  uniti^  il  ctct  ifiano  ^ 
passa  per  r.  Poiché  Tomografia  in  esame  deÈennina  nel  pìann 
unito  JJL  un'omologia  dì  aase  r  [167j  d)  £t  sinistra],  il  cui  ceiirm 
M  ti  nn  pQtito  nnito,  e  ^iace  finìndi  sopra  j% 

2.»  Tra  i  punti  M  e.  l  relativi  plani  }l  si  ha  mm  mm* 
spondenza  proietfhm.  Poiché,  se  (u)^ABC .  .  .  ^  (u')^_4^^'C"*.. 
sono  dne  punteggiate  corrispondenti  deiromogratìa  in  ^juisUainv 
i  cui  sostegiu  a  ,  u'  sono  S£,4ieinbi  con  r,  le  rette  (uuite)  .1-1', 
BB* ,  CC\...  incontrano  la  retta  r.  Ciò  posto  i  fasci  di  piam 
che  proiettano  ^1.4'^  BB^  ^  CC"  ,  . ,  .  da  r  e  da  a*  sono  proiet- 
tivi, percbò  prospettivi  alla  punteggiata  ABC.^*^  mentre  il  fa- 
scio (jiQ  è  prospettivo  alla  punteggiata  determinata  sopra  r. 

Da  ciò  segue  un  modo  di  costruire  runica  retta  unita,  che 
appartiene  ad  un  punto  A"  (n  ]>iinio  y)  assegnato,  quando  sm 
data  la  proieitività  tra  i  punti  M  e  i  piani  \l;  poiché,  pOì?to 
rJi=;i  (o  ry=M)  e  detto  M  (o  ji)  il  punto  (o  il  piano)  corrispon* 
dente  di  pi  (o  M)  sarà  K3I  (o  yjji)  la  retta  richiesta- 

195.  a)  Neir  omologìa  armonica  0,  di  centro  S  e  di  phim 
di  omologia  0  (175,  b)j  ogni  retta  unita  r,  se  apparliene  a  e, 
è  aostegno  di  punti  uniti  e  di  un  fascio  invokitorio  di  pììiui, 
mentre  se  r  appartiene  ad  S\  essa  è  sostegno  di  piani  uìiiti  e 
di  una  involuzione  di  punti. 

Aimunziammo  però  nella  nota  al  n.*^  175,  /^),  e  risulta  già  da 
quanta  si  è  detto  in  194, 'm)j  n]  che  questa  non  è  la  sola  omo- 
gratfa  involutorìa  a  tre  dimensioni, 

b)  Perci(\  esamineremo  ora  i  diversi  casi  dinvolttzione  cbu 
può  presentare  un'  omografia  nello  spazio,  cominciando  a  dimfv- 
S  tra  re  che  se,  in  un'omografia  ìnvolntoria  0  a  tre  dinienif^ionij 
u n a  re tt a  v n l fa  è  so steg n o  d i  pun ti  u n it i  t  d i  u na  in  v n l ta i^ n r. 
di  inanif  a  è  sostegno  di  piani  uniti  e  di  un'involuzione  di  punti ^ 
0  è  un^ omologia  armonica. 

Si  os&ervi  dapprima  che,  in  una  forma  invoìutoì^ift,  la  refin 
Uj,  che  appartiene  a  due  punti  A  ^  A'  [o  piani  a  ,  a')  cornspotc 
denti  distinti f  è  una  retta  uìiitaf*  perchè  ad  u  appartengono  k 
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due  coppie  Uìstliite  4i' ,  A'A  (o  at' ,  a'a)  di  elemeutt  carrlapon- 
denti. 

Oraj  tin  r  b  sostegno  di  punti  uniti  e  dì  una  involuzione  di 
pianì^  Q  determina  [167,  rf)  a  sinii^ti-a]  sopra  due  piani  coniugati 
di  questa  involuzione  due  sistemi  piani  t^l  j  [^M  omologici  nello 
spazio;  e  poiché  le  congiiingenti  i  punti  corrispondenti  di  ['z)^ 
[a'i  sono  rette  unite,  li  centro  di  omologia  *S'  è  un  punto  unito 
di  0,  e  tutt'i  raggi  della  stella  [i9]  ^onn  rette  unite  in  il.  Sic* 
clie  (173,  a^  b)  Ù  è  un'  omologìa  involutoria  [ed  S  è  in  conse- 
guenza li  centro  di  omologia  di  tutti  i  sistemi  piani^  i  cui  so- 
stegni sono  coniugati  nelT  involuzione  (r)  di  piani]* 

Se  invece  r  è  sostegno  di  piani  uniti  o  di  una  involuzione 
di  punti,  due  elementi  coniugati  di  questa  involuzione  sono 
centri  [t(]7j  d)  a  d ritta |  di  due  stelie  [A]  ,  [A']  omologiche  nello 
spazio;  e  poichò  le  intercezioni  del  piani  corrispondenti  di 
\A]  f[A']  sono  rette  unite,  il  piano  di  omologici  e  ì;  unitf>  in  Q, 
ed  ò  sostegno  di  punti  uniti  in  Ù.  Sicché  (173,  a,  b)  0  ò  un'o- 
mologia armonica,  [e  e  ò  in  conseguenza  il  piano  di  omologia 
di  latte  le  stelle,  i  cui  centri  sono  clementi  coniugati  delTinvo- 
lu2iooe  (r)  di  punti], 

€)  Volendo  oni  costruire  un'  omogratìa  Involutoria  0  a  tre 
dimensioni,  clje  non  sia  un'  omologia  armonica,  si  assumano 
(liJOj  e)  due  ì^teilo  omografiche  [A\  ^  [A'\  di  centri  distiotij  e  tidi 
che  i  piani  corrispondenti,  appartenenti  alla  retta  AA\  costituì- 
seano  una  involuzione,  mentre  le  stelle  stesse  si  corrispondano 
in  doppio  modo.  Ad  ogni  punto  P  corrisponderà  nella  richiesta 
omografìa  0  il  punto  P',  intorìjczione  dei  raggi  A'P^ ,  JP'  di 
\A^  ,  [A],  che  corriifpondono  in  doppio  modo  ai  raggi  AP,  A*P 
di  [j4j ,  [4'];  e  quindi  P  ^  P*  ni  corrisponderanno  involutoria- 
mente, 

d)  Se  l'involuzione  di  piani,  che  ha  -.4*1'  per  asse,  è  iperbo- 
lica, in  ciascuno  dei  suoi  piani  doppi  £ ,  f  la  omografia  invo* 
intona  0  determinerà  un*  omologia  armonica,  e  gli  assi  r  ,  5  di 
queste  due  omologie  saranno  due  rette  unite  di  Q  j  sostegni 
araendue  di  punti  uniti,  e  quindi  anche  (134j  d)  di  piani  uniti. 
Inoltre  r  ,  #  sono  sghembe*  altrimenti  r ,  s  concorrerebbero  in 
un  punto  (unito)  8  di  AA%  ed  fì  sarebbe  [!*»*>,  a)  a  dritta  t»  t7,'S, 
a,  b}\  un'  cnioìogia  annoniea  di  eentro  Ne  di  pinne  di  omologia 
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rs]  il  che  non  può  esserr»  perchè  la  retta   AA[^   non  ^iacciidip 
in  questo  piano,  è  sostegno  dì  un'  involuzione  di  iHaiii  in  Ù* 

Adunque  l'omografìa,  cosi  ottoinUay  è  assiale  (194,  t)  ,  e  poi* 
elle  essa  è  involutoria,  il  auo  gruppo  caratteristico  (194^  0  sarà 
armonico. 

e)  Se  V  involuzione  di  piaHtf  di  a&se  AA/,  è  PÀlUtica^  aUm-a 
V omografìa  involutoria  ù  non  avrà  aìcvn  punto ^  o  piano ^  unito 
(l'eale)'^  e  quindi  due  rette  tinite,  o  cfjrrispoìideìitij  sono  sempre 
sghembe. 

Poiché,  se  jji  fosse  un  piano  unitOj  non  appartenente  alla  retta 
AA\  ogni  piano  condotto  per  la  retui  uiìita  .4.4'  o  per  un  puiit^^ 
unito  deiromologiainvolutorìa,  che  0  delennina  in  ■■/,  sarebbe  oh 
piano  unito  ;  contro  T  ipolesi  fatta, 

E  se  M  fosse  un  punto  unito,  ogni  piano,  condotto  per  due 
raggi  corrispondenti  della  stella  involutoria  [3/]^  sarebbe  unito. 

In  fine,  se  due  rette  unite  (o  corrispondenti)  avessero  un  puiiiò 
comune  P,  questo  sarebbe  unito  (o  P,  che  non  è  unito,  e  il  suo 
corrispondente  in  Q  giacerebbero  sopra  una  delle  due  rette 
corrispondenti,  e  quelita  sarebbe  unita). 

f)  Da  quanto  è  detto  innanzi  risulta  che,  nello  spazio  a 
tre  dimensioni  vi  sono  due  sole  specie  di  omografie  iuvolnto- 
rie,  cioè  le  involuzioni  Oinoìoylche  (175,  b)  e  le  involuzioni,  che 
diremo  rigate,  e  che  sono  quelle  considerate  in  d)j  e), 

g)  Le  involuzioni  rigate  si  suddividono  ancora  in  due  sot- 
tospecie, cioè  in  quella  considerata  in  tfj,  che  diremo  iperbolica^ 
ed  in  quella  considerata  la  e)j  che  dii*cmo  eUitiiat. 

h)  In  ciascuna  delle  due  involuzioni  rti/att*^  ie  rette  con- 
giungenti  due  punti  corrhpondentl  {coniugati}^  e  le  rette  inter- 
sezioni di  due  piani  corrliipondtuti  (cQnìtigatì)^  sono  j/j)]  unite 
(doppie,)  e  formano  uno  ìitesso  sistema  [efr*  nota  a  n***  llU,  dj]. 
Inoltre,  ad  un  punto  A,  o  piano  ot,  tìrbitrarìOf  appartiene  unn 
retta  doppia,  ed  in  generale  una  soìa^  poiché,  se  *4'  ,  a'  sono 
gli  elementi  coniugati  di  .1,  a,  questa  retta  è  AA\  o  aa\  Quindi, 
ciascuna  di  queste  rette  doppie  e  sostegno  di  un'  in  voi  azione 
di  punti  (o  piani)  coniugati  iieir  involuzione  rigata:  involo^ìone 
di  punti  (o  piani),  che  ò  sempre  i(icrbolìca,  o  sempre  ellittica, 
secondo  che  V  involuzione  rigata  é  iperbolica,  o  eli  ittica  ;  ed 
ha,  nel  primo  caso,  per  pumi  (o  piani)  doppi,  due  punti  (o  piani) 
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apparttjnenti  a^lì  assi  dell'  involuzioue  rigata  ìperbolicH,  cìqè 
Tina  coppia  dì  punti  (o  piani)  doppi  di  questa  ;  e  nel  secondo 
caso  una  coppia  immani  nana  di  punti  (u  piani)  doppi,  che  di- 
remo ancora  punti  (o  piani)  doppi  (inima^inarii)  dell'involuzione 
rigata  ellittica- 

11  luogo  dei  centri  delle  ìtivoIu^eìouì  di  punti  situate  sulle 
rette  doppie  dell'  involuzione  ridata  è  un  piano  (il  coniugato 
del  piano  all'infinito),  che  diremo  piano  centmle  dell'involuzione 
rigata. 

i)  L' insieme  delle  coppie  di  punti  (e  piani)  doppi  imma- 
ginanì  di  un'  involuzione  rigata  ellìttica  presenta  proprietà  del 
tutto  analoghe  a  quelle  delle  coppie  di  punti  (e  piani)  reali, 
appartenenti  rispettivamente  a  due  rette  sghembe  r  ,  s,  assi  di 
una  involuzione  rigata,  iperbolica:  poichC^,  1."^  sopra  ogni  piano 
vi  e  una  retta,  che  contiene  una  tale  coppia  di  punti  ;  2.^  per 
ogni  punto  passa  una  retta,  che  contiene  una  tale  coppia;  S.*^  non 
vi  è  alcuna  coppia  composta  di  due  punti  coincidenti;  4.^  nel- 
V  involuzione  rigata  ellittica,  due  punti  coniugati  qualunque 
sono  separati  anugnicamente  dalla  coppia  che  sta  sulla  retta 
che  lì  congiungc  ;  5*^  reggono  le  proposizioni  duali  alle  quattro 
ora  enunciate*  Perciò  questo  insieme  di  coppie  di  punti  e  piani 
immaginarii  uniti  (oppure,  T  involuzione  rigata  ellittica^  che  lo 
determina)  si  chiama  coppia  tU  rette  immagìitarfe  sghembe j  o 
di  2j^  specU. 

Le  coppie  di  rette  immaginarie,  che  prima  consideravamo, 
e  che  ora  diremo  di  L^  specie,  differiscono  sostanzialmente  da 
queste:  infatti  esse  contengono  un  punto  (ed  un  piano)  reale, 
mentre  le  rette  immaginarie  di  2.«  specie  non  ne  hanno. 

Una  coppia  di  rette  immaginarie  sghembe  dieesi  anche  coppia 
degli  aifsl  de  IT  involuzione  rigala  ellittica,  che  la  defiuisee.  In 
eonsegnenga,  le  involuzioni  rigate,  anche  se  cllitiicije,  dieonsi 
pure  assiali;  pere  ho  sempre  dotate  di  una  coppia  di  assi  di 
punti  e  piani  uniti  (immaginarii). 

k}  Segue  dalle  cose  precedenti  che: 

l.o  O^nl  coppia  di  mite  sghembe,  reali  n  immaglnariéf  de- 
termina un  siMtema  d* infinite  rette j  delle  quali  ognuna  contiene 
una  sua  coppia  di  punti  e  giace  in  una  ^tia  €02}pta  di  piani; 
SAKtftA  —  Geometria  prokltica,  UU* 
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e  vi  è  sempre  una  nMa  del  »hUma,  che.  passa  per  un  d<iin 
pnnfo,  o  fjiace  in  un  dato  pia  no; 

12."  La  CO}} pi  a  di  rette  sgìif^mùe  rostituiscc  gli  iismI  di  niia 
deienniHata  inmìuzione  rigata,  nella  qnaìe  due  puuU  (*t plimiì 
cotiiHtjfftì  qHaìnuqìte  sana  coniugati  armonìciy  rispetto  aìla  a*p* 
pia  di  punti  (o  pm/i/},  che  la  loro  ndta  congiungente  (o  in  i*tnf 
retta  d'intf^rnezione)  dMerraina  con  la  coppia  d&yli  asù* 

ì)  E  evidente  che,  se^  in  ima  involuzione  ridata  Ipcrbolìcn 
di  assi  r  ,  s,  V  uno  b  va  all'  influito,  la  retta  conj^iaiigente  due 
punti  coniugati  qualunque  A  ^  A'  6  bisecata  dall'  altro  ì\  ed  è 
paraJIola  al  piano^  la  cui  giacitura  Individua  «.  Questa  invoìa- 
z  i  o  n  e  vi  «:a  t  a  si  d  i  vl\  al  1  o  ra  »i  it  i  m  ef  r  ia  o  bliq  u  a^  se  co  n  do  ì  a  già  e  i- 
tura  di  s,  rispetto  idla  retta  r.  Se  poi  la  giacitura  di  h  è  per- 
pendicolare ad  Tj  la  particolare  involuzione  rigata,  che  si  ot- 
tìeoe^  si  dirà  slnimfdna  ortogonale  r tipetto  alla  retta  r- 

10©.  a)  Essendosi  già  ti^attato  di  tutti  i  c*nai,  in  cui  (com€. 
p,  e.  nt^ll'  omologia)  Fomogratìa  ha  un  numero  ìntìuito  dì  pmiti 
uniti  reali,  dobbiamo  ora  csannnaru  qucllij  nei  quali  ve  n'è  mi 
numero  fìnitOj  o  non  ve  n'  è  alcano  (^), 


(*j  I  casij  nei  quali  V  omogralìa  quaternana  ha  infiniti  punti 
ttiiitl  reali,  sono  Fomologla,  Tomografia  assiale  (ed  in  particolare 
l'iavolusiioDe  rigata  iperbolica),  le  omografie  considerate  nel  lu^  VMj 
^)t  f)i  ^  quella  trattata  nel  n.»  194,  o),  p).  Ora,  delle  prime  ab* 
biamo  data  la  costruzione  nei  numeri  174  e  104,  ?*),  e  delFaltiuia 
daremo  In  coHtr unione  in  seguite*  As&mmendo  poi  due  penti  arbi- 
trarli A,  B  di  una  retta  qualunque  r^  un  piano  arbitrario  a,  cli^ 
seghi  r  in  E^  e  due  coppie  dt  punti  LV  ,  MM\  tali  che  le  rette 
ZiL'  j  MM*  m%no  sghembe  tra  loro  e  ad  r,  e  quindi  seghino  a  iu 

due  punti  distinti  i?,  S^  sarà  Q  ^  ,|  ^  ^,  ^p^  Tomografia  studiata 

nel  n**>   194,  /),  o  nel  n.o  194,  p),  secondo  che  la  retta  i?5  passi 
pel  punto  E^  o  pur  no» 

Di  vero,  avendo  0  i  punti  uniti  A^  B^  avrà  in  AB^r  unfi 
retta  unita,  e  perciò  in  ro^E  un  terzo  punto  unito;  sicché  sarà 
T  una  retta  di  punti  uniti,  ma  non  di  piani  uniti  in  Q  (essenxk 
tL  e  rL\  rM  e  nW  due  coppie  di  piani  corrispondenti  distinti). 
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fr)  Sd  una  omoj^rafìa  quaternaria  Q  possiede  ut*  punio  uiiiio 
rciUc  D^  e  se  Q  non  è  an'  omologia  di  centro  i>,  tutte  le  di- 
vei-se  coppie  {a)  e  {a%  (b)  e  {0%  (e)  e  (c^j.*.  di  punteggiate 
corrispondenti  in  Qj  i  cui  sostegni  passano  per  />,  sono  prò- 
spettìve.  Indichiamo  ordinatamente  con  A ,  B j  C,. ,.  i  loro 
centri  di  prospettiva  {^). 

Se  dae  di  casì^  p.  e.,  .1,  Bf  coincidono  in  un  ptinto  *?  i  si- 
stemi piani  corrispondenti  [ab] ,  [it*b*]  saranno  cvidciiteniente 
omologici  rispetto  al  eentro  B:  e  quindi  la  loro  retta  d'iaterso- 
zìooe  sarà  una  retta  di  punti  uniti  in  Ùf  la  quale  passa  per  D; 
e  questa  omograiìa  avrà  inoltre  (104,  €Ì)  una  rotta  dì  piani  uniti, 
che  passerà  per  Bj  potei jò  ogni  piano  unito  se^a  i  piani  ah^  a^l/ 
in  rette  corrispondenti  di  [ab]  ^  [fi'i?*],  e  quindi  passerà  per  *S'. 
Siecbè  Q  sarà  T  omogratia  del  n/^  191,  dj^  o  sarà  un'omologìa 
di  centro  S^  ii  cui  piane  dì  omologia  passerà  per  riatersexiouc 
dei  piani  ab  ,  a'/y. 

Se  tre  di  essi,  p.  e.  Aj  B,  C,  coincidono  in  un  punto  Sj  od 
n,  fe,  e  (e  quindi  anche  a%  b\  e')  non  stanno  iu  uno  stesso 
piano,  ogni  piano  p^  condotto  per  /f,  è  unito  in  0  ;  perchè  cun- 
tienc  le  tre  coppie  pa  e  pa\  ph  e  p6',  pc  e  pc'  di  punti  corri- 
spondenti nelle  coppie  di  piiute^^^iate  (a)  e  {a')j  (b)  e  {b%  (e) 
e  ic%  e  quindi  anche  tali  in  0.  8iceliò  Ù  è  allora  (171,  a,  b) 
un'  omologia  di  centro  *%  il  cui  piano  a  di  oimdogia  passerà 
per  /J  ;  o  in  consegnonza  anelie  gli  altri  centri  dello  indicato 
coppie  di  punteggiate  prospettive  coLuciderauno  con  K 


la  consegne  n  za  0  (che  non  può  e^isere  omologica,  se  n  ss  a  che  ì 
punti  lìf  S  coincidano;  perehè  MM\  JJi  dovrebbero  pasNaro  [lel 
eentro  il  dì  omologìa,  oil  IJ  duvrebbe  appuri  onere  ad  a)  avrà  an- 
cora (104,  el)  una  retu^  di  piani  unili^  e  non  dì  }Juutì  uniti:  e 
fjtiesta  sarà  la  retta  MSh^Hj  perehè  »  d(3ve  trovarsi  uni  pìimo 
imito  %  e  deve  |ltKl,  tt)  ìn  fiiie|  ìqqioggìarsi  alla  rette  ìjl/^  MM\ 
Dunque  lì  starà  T  omogiaKìi  iM  n,*'  IDI,  /j,  u  quella  del  u."  11*5, 
p),  socondo  che  s  passa  per  ^j  o  pur  no, 

(*)  Sì  noti  che,  quando  i  sostegni  ^i,  a'  tàotio  sovrappnstì,  por  il 
rentro  .4  di  prospettiva  delle  punteggiate  corrispondenti  sovrap- 
poste  (a)  j  (a')  deve  prendersi  il  loro  secondo  puuto  unito,  distinto 
da  D  in  generale^  ma  che  può  pure  co  incidere  con  D, 
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Escludendo  dunque  V  omologia,  e  il  caso  in  cui  per  D  [ìB^hì 
una  retta  di  punti  uniti,  a  duo  coppie  distiate  (a)  o  fa')^  {b)  e 
(^')  di  punteggiate  corrispondenti,  i  cui  sostegni  passano  per  D, 
corrisponderanno  due  centri  distinti  ^1,  B  di  prospettiva  ;  e  vi- 
ceversa. 

e)  Se,,  prendendo  a,  b^  e  non  in  uno  steaso  piano,  rìsiiKas* 
sero  Aj  B,  C  situati  in  una  retta  s  (non  appartenente  a  D) , 
o^i  piano  p  di  s  sarebbe  unito  in  il  (perchè  conterrebbe  le 
tre  coppie  di  punti  corrispondenti  pa  e  pa',  pò  e  pò',  ^c  e  pc'); 
e  quindi  [194,  d)  a  dritta]  l'  omografia  Q  avrebbe  pure  una 
retta  di  punti  uniti,  appartenente  a  D, 

d)  Escludendo  V  omologia,  e  il  caso  che  per  D  passi  una 
retta  di  punti  uniti ,  ossia  supponendo  che  D  sia  un  punto 
unito  isolato ,  vi  saranno  dunque  tre  centri  A  ^  D  ,  C  ^\  pro- 
spettiva ,  non  coincidenti  e  non  per  diritto.  Il  piano  o^  ABC , 
se  non  passa  per  D,  conterrà  le  tre  coppie  di  punti  corrispon- 
denti f*a  e  oa'  ,  Ib  e  o6'  ,  oc  e  or/,  e  sarà  perciò  unito  in  0. 
Viceversa  un  piano  unito  6  di  Q,  che  non  passa  per  Z>,  con- 
terra il  centro  di  prospettiva  L  di  una  coppia  qualunque  dì 
punteggiate  (l) ,  (V)  corrispondenti  in  iì,  i  cui  sostegni  passano 
per  D;  perchè  S  contiene  i  punti  òl ,  or,  che  si  corrispondono 
in  Q. 

Né  vi  sarà  in  conseguenza  alcun  altro  piano  unito  di  Q,  clie 
non  passi  per  D, 

E  se  o^ABC  passa  per  Z>,  non  vi  sarà  alcun  piano  unito  di 
0,  che  non  passi  per  D:  ma  anche  in  tal  caso  5  sarà  un  piano 
unito. 

la  fatti,  si  noti  dapprima,  che  anche  allora  3  conterrà,  oltre 
ad  A  j  B  y  C,  tutti  gli  altri  centri  L  di  prospettiva:  poiché,  se 
il  punto  L  non  giacesse  nel  piano,  ò=ABCj  vi  sarebbe  un  pia- 
TiOj  non  appartenente  a  D,  e  che  conterrebbe  L  e  due  dei  punti 
A^BjC'^  sicché  questo  piano  conterrebbe  tutti  i  suddetti  centri 
di  prospettiva  ABC,..,  e  coinciderebbe  poi  con  ò  assurdo. 
In  conseguenza  ò  conterrà  pure  i  centri  di  prospettiva  A^ ,  H\ 
C"  delle  coppie  di  punteggiate  (a')  e  (a'')  ,  (b')  e  (&") ,  (e')  e  {e"), 
che  si  corrispondono  in  ù,  e  si  dimostrerà,  come  alla  fine  del 
n.^  183,  &],  che  AA' ,  BB' ,  CC  sono  coppie  di  punti  corrispon- 
denti in  Q. 
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e)  Si  osservi  ancora  che,  se  per  1  punti  A ,  A'  si  condu- 
cono in  6  due  rette  m,m' ,  corrispondenti  in  Q,  i  fasci  di  assi 
m  ,  m\  che  si  corrispondono  in  ù,  saranno  prospettivi ,  e  il 
loro  piano  di  prospettiva  passerà  evidentemente  per  a',  e  quindi 
per  D.  Sicché  il  punto  Z>  è  T  inviluppo  dei  piani  di  prospettiva 
di  tutte  le  coppie  di  fasci  di  piani  corrispondenti  in  Q  ,  i  cui 
assi  giacciono  nel  piano  S. 

f)  Dunque,  tenendo  anche  conto  del  principio  di  dualità, 
si  ha  che 

Se  una  omografia  quaternaria  Q  {non  omologica), 
ha  un  punto  unito    isolato  D  ,    ha  un  piano    unito    isolato    o, 


essa  ha  ancora  un  piano  unito 
8  (associato  a  D,  e  che  può  pas- 
sare per  D),  il  quale  è  il  luogo 
dei  centri  di  prospettiva  di  tutte 
le  coppie  di  punteggiate  corri- 
spondenti in  l2,  i  cui  sostegni 
passano  per  D. 


essa  ha  ancora  un  punto  unito 
D  (associato  a  o,  e  che  può 
giacere  in  o),  il  quale  è  V  invi- 
luppo dei  piani  di. prospettiva 
di  tutte  le  coppie  di  fasci  di 
piani  corrispondenti  in  Q,  i  cui 
assi  giacciono  in  ò. 


Si  noti  però ,  che  ,  tenendo  conto  della  nota   posta  in   ò)  ,  i 
teoremi  ora  enunciati  valgono  anche,  quando  Ù    è   un'  omolo- 
gia quaternaria. 
Analoga  osservazione  va  fatta  per  i  teoremi  del  n.o  183,  e). 

g)  Il  punto  unito  i>,  e  il  piano  unito  o ,  diconsi  elementi 
uniti  associati  in  0;  e  se  £2  è  omologica,  si  denominano  così 
il  centro  e  il  piano  di  omologia. 

Jnoltre  la  proiettività  che  Q  determina  tra  le  due  stelle  di 
centro  />,  e  quella  che  determina  tra  i  due  sistemi  piani  di  so- 
stegno 5  si  diranno  omografie  caratteristiche  associate  \D\  e  |o| 
di  Q. 

h)  Se  in  una  omografìa  quaternaria  Q  un  punto  unito  1),  e 
un  piano  unito  5 ,  che  non  si  appartengono ,  sono  isolati ,  essi 
saranno  associati  [d)]:  e  D  ,  ò  saranno  pure  associati ,  se  si 
appartengono  e  sono  i  soli  elementi  uniti  isolati;  poiché  ad  ogni 
elemento  unito  isolato  corrisponde  un  elemento  unito  associato. 

i)  E  facile  vedere,  che,  nella  omografia  ù  considerata  al 
n,^  194  ,  e)y  i  piani    uniti  isolati  (reali  e  distinti)    s  ,  9    sono 


Digitized  by 


Google 


—    JTH   — 

asgocktll  (irdinatamtnie  ai  prrnti  uniH  ùolati  F  jE;  e  mc  è 
f^iy  e  quindi  F=E|  al  punto  unito  E  è  m^ociatù  in  0  ilpiatw 
miùo  z. 

Ciò  è  evidente^  dìetni  quanto  è  detto  in  h)  ;  poiché,  nel  pritno 
caaOr  uon  sì  appartengono  g:li  elementi  uniti  isolati  i^  P\  uh  ^W 
altri  due  ^  ^  E\  e,  nel  secondo  caso,  sona  E^  t  ì  soli  elementi 
uniti  isolati  di  0. 

k)  Per  f  omografia  ù  pot,  considerata  nel  n°  194 ^  f\  $e  i 
piani  E  j  9  iùHO  distinti  si  vedràj  come  in  i%  che  il  piano  z  è 
aBSociatù  al  punto  E  ;  ma  li  luogo  dei  cenM  di  prospettiva  ddk 
jy il n tffffifia tt'  e o rrisjìon dt n t i  d i  Ù j  i  e u t  assi  p a ssa no  perF  (aii- 
clic  quando  è  9  ^  Ej  e  (juindi  E^  F)^  è  ia  retta  s;  poiché 
quei^ti  cciitn  coincidono  coi  centri  di  prospettiva  dei  sistemi 
piani  corrispondenti  in  ù,  i  coi  sostegni  passano  per  r. 

1)  Sì  riotiy  che  il  luogo  del  cèntri  di  pros^pett iva  dette  coppk 
di  2^nittf'f/f/iate  corrispojìdcutij  i  cui  so.Hegni  pascano  per  tuìfì 
stesso  punto  quahtnqne  di  r,  è  la  retta  Sj  in  ciasruna  ddk 
om ografie  amni dv ra te  nel  n , "  1 94 j  e)^  f  )  (^) . 

m)  Conservando  le  notazioni  adoperate  in  questo  numero  è 
facile  provare  che,  in  una  ojnografla  quaternaria  0  (jion  omo- 
logica) ,  la  quale  possiede  un  plinto  uiJto  isolato  (reale)  D ,  si 
ha  la  relazione  abc  .  . .  a'b'c' ...  a  ABC  . . .  A'B'C  . ., ,  omografia 
caratteristica  mista,  che  indicheremo  con  \D,S\, 

Si  osserverà  dapprima  che,  se  i  raggi  abc  appartengono  ad 
un  fascio,  i  punti  ABC  saranno  in  linea  retta:  poiché  un  piano 
(jualunquc  p,  condotto  per  la  retta  AB  (%  sega  i  piani  corri- 

Q)  In  generale,  in  un'  omografia  quaternaria  Q,  i  centri  di  pro- 
spettiva delle  coppie  di  punteggiate  corrispondenti,  i  cui  assi  pas- 
sano per  uno  stesso  punto  unito  D,  se  Z>  è  isolato,  hauno  per 
luogo  un  piano  unito  G  ;  se  Z>  appartiene  ad  una  retta  r  di  punti 
uniti,  hanno  per  luogo  ima  retta  s  di  piani  uniti,  associata  ad  r 
(in  particolare  V  altro  asse,  se  Q  è  un'  omografia  assiale  di  assi 
r  ,  .s)  ;  e  se  Z>  appartiene  ad  un  piano  di  punti  uniti,  i  centri  di 
prospettiva  coincidono  tutti  nel  centro  dell'  omologia  Q. 

(^)  Negandosi  che  i  tre  punti  ABC  sieno  per  diritto,  certamente 
due  tra  essi,  p.  e.  A,  B,  debbono  essere  tali,  che  la  retta  AB  non 
passi  per  D, 
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spon  denti  ab  ^  a*ì}'  in  due  rette  corrispoTidentl  (comfì  concimi - 
^enti  i  punti  pa,  ph  ed  i  laro  eorrìspondenti  fa'  ,  pò'};  e  queste 
SPghi'raiiDO  ì  due  ragf^ì  e  ,  c\  die  sì  cnrrisponflono  nei  fase! 
{ali)  ,  (a'b*)j  in  due  punti  corrispondenti  pr  ,  pf>',  la  cui  concimi- 
pfento  passerà  pel  punto  tU  intersezione  delibi  rettii  J/i  col  pinno 
ee*  ;  e  perciò  (eonsidcrftndo  due  posizioni  di  p)  ipici^to  punto  di 
in  ters elione  è  precisamente  C. 

Viceversa,  s€  i  punti  ABC  giacciono  in  una  retta  n^  che  non 
passa  per  D,  i  rafìiji  abc  apparterraniiù  ad  nn  fa  sci  o^'  altri- 
menti i'  omo^raiia  Q  avrebbe  [r)]  uuìl  retta  di  punti  uniti,  ap* 
partenente  a  D  ;  contrariamente  all'  ipotesi  0)- 


(*)  Quando  u  (e  quindi  aneli  e  S)  paaBa  per  D^  m  tihc  (e  perciò 
ancora  a'6'p')  non  sono  in  un  fascio,  i  plani  aa\  hh\  cc\  cha  con- 
tengono ordinatamente  i  punti  Ay  B,  C,  passeranno  per  l^,  ed  al 
piano  ah  corri  spondei^  in  Q  d  piano  ab\  Indicando  poi  con  l 
V  intersezione  dei  piani  ah  ,  ce\  la  corrispondente  retta  V  in  Q 
deve  essere  situata  ne!  piano  a*b^  e  deve  passare  per  D  ;  e,  per 
la  proposizione  diretta,  già  dimostrata,  il  centro  L  di  prospettiva 
delle  punteggiate  corrispondenti  {l)  ,  (l*)  di  Ù  deve  essere  allineato 
con  A  e  Bj  oHsia  V  deve  giacere  nel  piano  hi^cc\  In  conseguenza 
il  piano  cc\  che  contiene  le  due  coppie  di  rette  corrispondenti  ll\ 
tc\  sarà  unito  in  0.  E  similmente  si  proverà,  che  aa',  hb'  saranno 
due  altri  piani  nnitL  Dunque  0  avrà  in  u  una  retta  di  piani  uniti 
(tra  i  quali  è  ò). 

Qnesto  si  può  veder  pure  più  semplicemente  cosi  —  Dalle  cor- 

spondenze    i   ^  k*    *  ^  individuata  nella  stella  [/>]    un'omografia, 

la  quale  è  quindi  contenuta  in  Q.  Ma  è  anche  individuata  nella 
stella  [Ì>]  Forno  lo  già  di  asse  ttt  in  cui  si  corrispondano  a  e  a\  h 
e  h\  e  e  c^  ;  ed  in  quest ^omologia  il  piano  ò  è  nnito,  perchè  passa 
per  Tasse  tu  Dunque  0  determina  nella  stella  [D]  un'omologia  di 
asse  u  \  ossia  u  è  asse  di  un  faf^cio  di  piani  uniti  in  0  (tra  ì 
quali  è  d)^  e  quindi  5  non  è  un  piano  isolato  in  0, 

Ciò  posto,  poiché  Q  ha  la  retta  n  di  piani  uniti,  essa  avrà  purt* 
una  retta  di  punti  uniti,  intersezione  dei  piani  di  prospettiva  delle 
stelle  corrispondenti,  che  hanno  i  loro  centri  ì^opra  m.  Ma,  se  -fi'  è 
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Ciò  posto,  Vunivocitàj  già  dimostrata  in  &),  della  corrispon- 
denza tra  abc  ...  e  ABC  ... ,  e  quanto  si  è  ora  provato,  dimo- 
strano (158,  b)  la  verità  delT  enunciata  relazione. 

E  si  noti,  che  dalla  relazione  ora  dimostrata  si  trae,  che  ogni 
punto  ^  di  6  è  centro  di  prospettiva  di  una  coppia  di  pun- 
teggiate corrispondenti  in  0 ,  i  cui  sostegni  a  ^  a^  passano 
per  D. 

n)  Si  noti  che  AA\  BB\  . . .  sono  coppie  di  punti  corrispon- 
denti in  Q,  (e  quindi  in  joj),  poiché,  p.  e.,  indicando  con  L,  L\ 
L"  tre  punti  ordinatamente  di  a,  a',  a",  che  si  corrispondono 
successivamente  in  0,  al  punto  LTJ -ò^A  corrisponderà  il  punto 
VL'^'l^A'. 

o)  In  fine  se  Z> ,  S  non  si  appartengono,  proiettando  da  /) 
la  omografia  caratteristica  jZ>  ,  5j ,  o  sezionandola  con  ò,  si  ha 

la  omografia  j^^^^^   ^    ^,^,^,      ^ ,  o    )^^^      ^,^,^,  ^    ^  ,    la 

prima  delle  quali  è  commutativa  con  iD|,  e  la  seconda  è  com- 
mutativa con  JGJ. 

In  fatti  \D  y  ò\  muta  la  coppia  aa'  di  raggi  corrispondenti 
in  \D\  nella  coppia  AA'  di  punti  corrispondenti  in  [òj,  mentre 
D(AA')  è  una  coppia  di  raggi  corrispondenti  in  \D\  e  o{aa')è 
una  coppia  di  punti  corrispondenti  in  \o\. 

191.  a)  Se  in  un'omografia  quaternaria  ù,  che  non  ha  un 
numero  infinito  di  punii  uniti  reali,  esiste  un  punto  unito  (reale) 
Dj  e  quindi  anche  [196,  f)  a  sinistra]  il  piano  unito  associato 
(reale)  ò,  nell'omografia  piana,  che  Q  determina  in  o,  vi  saranno 
almeno  (184,  a)  due  elementi  uniti  associati  (reali)  G  ,  g. 

Ora,  se  si  suppone,  che  gli  elementi  5  ,  g  non  appartengano 
ai  loro  rispettivi  associati  /> ,  (r,  e  che  la  proiettività  caratte- 
ristica j^!  della  suddetta  omografia  piana  abbia   i   punti  uniti 


il  centro  di  prospettiva  delle  punteggiate  corrispondenti  (a'),  {a"\ 
il  piano  di  prospettiva  delle  stelle  [A]  ,  [A']  passa  evidentemente 
per  a\  e  perciò  anche  per  D.  Dunque  ognuno  dei  detti  piani  di 
prospettiva  passa  per  D  ;  ossia  D  sta  sulla  retta  di  punti  imiti, 
e  non  è  quindi  un  punto  unito  isolato. 
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(reali  e  distinti)  E ,  F,  T  omografia  Ù  avrà  (fig.  Ì/7.«)  4  punti 
uniti  nei  vertici  del  tetraedro 
(fondamentale)  DEFG\  4  piani 
uniti  nelle  facce  EFG^ò, 
FGD=i ,  GDE=^ ,  DEF=  ^ 
di  questo  tetraedro,  e  6  rette 
unite  nei  suoi  spigoli  FG  ^  e, 
DE=e\  GE^fy  DF=f,'EF=g, 
DG=9\ 

b)  Se  "3/ ,  M'  sono  due  punti  corrispondenti  di  Q,  dei  quali 
ninno  sia  situato  in  una  delle  facce   del   tetraedro   DEFG,    Q. 

T)  F  V  e  \f 

sarà  definita  (160,  d)  dalle  corrispondenze  r>  v  t^i  r»  yr   E   la 

costruzione  di  Q,  oltre  al  modo  indicato  nel   n.o  160,  e),    può 

eseguirsi  facilmente  come  segue. 

Posto  DM^nij  DM'^^m',  mò^MQ,  m'ò^M'Q,  se  si  vuole, 

p.  e.,  il  punto  N'  in  Q,  corrispondente  ad  un  punto  assegnato 

e'  f  a'  m 
X,  si  costruiranno  nelle  proiettività  ternarie  !2>|=    i  ^t     r      f  ^ 

E  F  G  M^ 

\ò\  =^,  ^  ^  ,-.  ®  il  raggio  7i'  e  il  punto  £?',  corrispondenti  a  DN=n 

e  MN'ò=ff,  e  sarà  WW'n'=N\ 

e)  Non  può  supporsi,  che  la  retta  MM^^u  passi  per  Tuno 
D  dei  vertici  del  tetraedro  fondamentale  di  Q,  ;  poiché  sareb- 
bero Me'/y  4  l's^^ffì  leniti  della  stella  [D\  \  e  quindi  (173,  a,  ò) 
0  sarebbe  un'omologia,  che  avrebbe  D  per  centro^  e  6  per  piano 
di  omologia. 

d)  Nò  può  supporsi  che  la  retta  u  seghi  due  spigoli  op- 
posti g  ,  g*  del  tetraedro;  poiché  per  ciascuna  delle  rette  g  ,  g' 
passerebbero  tre  piani  uniti  di  ù,  ed  fi  sarebbe  V  omografia 
assiale  di  assi  g  ,  g\ 

e)  Né  che  u  seghi  un  solo  spigolo  g  del  tetraedro  ;  poiché 
sarebbe  g  una  retta  di  piani  uniti,  e  quindi  </'  una  retta  di 
punti  uniti  in  ù\  mentre,  non  essendo  g'M^g'M%  ì  piani  di  g* 
non  sarebbero  uniti,  e  quindi  non  risulterebbero  uniti  i  punti 
di  g.  Sicché  Q  sarebbe  Tomografia  considerata  nel  n.o  194,  d), 
nella  quale  la  proiettività  di  piani  j^'j    avrebbe   i    piani    uniti 

Salvia  — Geometria  proiettiva.  GÌ* 
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g'F  j  g'Ef  e  la  proiettività  di  punti  j^|    avrebbe    i    punti   uniti 
F,  E, 

f)  Deve  dunque  supporsi  che  u  non  seglii  alcuno  degli  spi- 
goli del  tetraedro  fondamentale  ;  ed  allora  ù  non  avrà  alcun 
altro  elemento  unito,  oltre  al  vertici,  alle  facce  ed  agli  spigoli 
del  tetraedro  fondamentale  EFGD;  [e  quanto  è  detto  in  ^)  mo- 
stra la  reale  esistenza  di  una  tale  omografia  quaternaria,  e  la 
sua  costinizione]. 

In  falci,  un  punto  /l  —  o  un  piano  a  —  che  non  appartenga  ad 
una  faccia  —  o  ad  un  vertice  —  del  tetraedro,  non  può  essere 
unito,  senza  che  Q  sia  una  identità  (160,  f). 

Nò  può  Telemento  unito  A  —  o  a  —  appartenere  ad  una  fac- 
cia 5  —  0  ad  un  vertice  D-—.  Poiché,  se  non  appartenesse  ad 
uno  spigolo,  sarebbe  identica  la  proiettività  caratteristica  |ò  — 
o  ]Z>)— di  Q,  e  quindi  ù  sarebbe  un'omologia:  assurdo,  poiché 
M  y  M'  non  sono  allineati  con  alcun  vertice  del  tetraedro.  E 
se  A  —  0  a  —  appartenesse  ad  uno  spigolo  g,  senza  essere  un 
vertice  —  o  una  faccia  —  ,  g  sarebbe  una  retta  di  punti  —  <> 
piani  —  uniti,  e  g'  una  retta  di  piani  —  o  punti  —  uniti,  mentre 
la  retta  MM'  non  incontra  né  g'  né  g:  assurdo  (194,  d). 

g)  Se,  mantenendo  ferme  le  altre  ipotesi  fatte  in  a),  si  sup- 
pone però  F=Ej  Q  avrà  (fif;.  IIS.^)  i  punti  uniti  Z>,  /;,  G' ,  i 

piani  uniti  5  =  ^6,  £=^'^,  T=.^<''» 
e  le  rette  unite  e,  e',  g ,  g'\ 
e  conviene  di  dire  che  gli  ele- 
menti E,  e,  e,  eJ  sono  da  contar- 
si ciascuno  due  volte. 

In  questo  caso  poi;  mentre 
regge  per  Q,  la  costruzione  data 
in  6),  non  può  supporsi  che  la 
retta  u^MAF  passi  per  D  (supponendo  sempre  essere  M ,  M' 
due  punti  corrispondenti  di  Q,  dei  quali  ninno  sia  situato  in 
alcuno  dei  piani  Òcy):  poiché  sarebbe  uò  un  altro  punto  unito 
della  omografia,  che  Q  determina  nel  piano  8;  il  che  è  con- 
trario airipotesL— Nò  può  u  segare  le  due  rette  g ,  g',  o  l'una 
solamente  g  ;  poiché  Q  sarebbe  un'  omografia  assiale  di  assi 
g  ,  g',  0  quella  considerata  nel  n.o  194,  d).  Devesi  dunque  sup- 
porre che  u  non  seghi  alcuna  delle  rette  ee^gg'  ;  ed  allora  ù 
non  avrà  altri  elementi  uniti,  oltre  quelli  già  considerati. 
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il)  La  precedente  omografia  £L  si  sa  costruire  [6)],  dando 
Z>,  5,  e  in  5  dando  pure  G,  cj  (in  modo  però  che  ò,  g  non  ap- 
partengano ordinatamente  a,  D ,  G) ,  e  la  retta  GE^e,  comò 
Faitro  raggio  unito  (associato  ad  E)  deiromografla  che  ù  deve 
determinare  sul  piano  5,  ed  assegnando,  sopra  una  retta,  sghemba 
con  DG,  GÈ,  DE,  g,  due  punti  qualunque  M ,  1/'  (dei  quali 
ninno  giaccia  in  alcuno  dei  piani  6,  Dg,  De)  come  corrispon- 
denti. 

Del  resto,  la  reale  esistenza  di  una  tale  omografia  £t  si  puù 
dimostrare  nel  modo  seguente,  che  ne  dà  anche  un'  altra  co- 
struzione. 

Pel  vertice  E  di  un  dato  y  DEG  si  conduca,  fuori  del  piano 
s  del  V,  una  retta  g,  e  si  assumano  in  g  tre  punti  AA^A^  tali, 
che  il  gruppo  ^^42^.4,  sia  armonico:  indi  si  prendano  due  punti 
arbitrarii  M  ,  M'  dei  piani  DGA^  ,  DGA^  ,  non  situati  nei  lati 
dei  V  DGA^  ,  DGA^,  e  tali,  che  la  retta  MM*  non  seghi  alcuna 

delle  rette  DE ,  GÈ ,  g  :  sarà  ^^  jj  j^  r  a   xr  ^'^  richiesta  o- 

mografia. 

In  ffitti,  evidentemente  sono  elementi  uniti  di  ù,  i  punti  7),  E 
G,  le  rette  DE,  EGj  GD,  e  il  piano  DEG:  e,  poiché  g  contiene 
due  punti  A  ,  A^  corrispondenti  in  Q  ed  il  punto  unito  i^  an- 
che g  è  retta  unita  di  0,  e  sono  uniti  i  piani  ADE,  AGE. — 
Inoltre,  sono  corrispondenti  i  piani  DGM  ,  DGM^ ,  e  quindi 
anche  i  punti  A^,  A^,  in  cui  essi  segano  g,  per  cui  saranno  AA^A^ 
tre  punti  successivamente  corrispondentisi.  Sicché ,  essendii 
AA^EA^  armonico,  la  punteggiata,  determinata  da  ù  sulla  retta 
g,  ha  E  per  unico  elemento  unito  (67,  a,  b).  È  chiaro  poi,  che 
niun  piano  ;jl  della  retta  DG,  diverso  da  e,  può  essere  unito; 
altrimenti  il  punto  [jg,  diverso  da  Ej  sarebbe  unito.  E  poiché 
le  proiettività  di  piani  di  assi  ED,  EG,  g  hanno  ciascuna  due 
piani  corrispondenti  distinti  (quelli  che  passano  ordinatamente 
per  M ,  M'),  ne  segue  che  per  tali  assi  non  passa  alcun  piano 
unito,  oltre  quelli  considerati. 

Non  può  Q  avere  un  altro  piano  unito  r^  :  poiché  -  non  può 
segare  g  in  un  punto  distinto  da  E  (giacche  questo  sarebbe  un 
secondo  punto  unito  di  Q,  situato  in  ^);  ne  può  t:  passare  per 
E  (altrimenti  la  stella  \E\  avrebbe  quattro  piani  uniti,  e  quindi 
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£>  sarebbe  un'omologia  di  centro  Ey   mentre    i  punti    M,M\ 
che  8i   corrispondono   in    tì,    non    sono    allineati  con  E). 

Non  pu-'j  quindi  Ù  avere  nemmeno  un  altro  punto  unito:  poi- 
ché il  ha  già  tre  punti  uniti  DEG  associati  ai  soli  tre  piani 
uniti  esistenti  in  0. 

In  fine,  Q  non  può  avere  un'  altra   retta   unita   a,   poiché  a 

segherebbe  6  in  un  punto  uni- 
to^ distinto  da  quelli  che  soli  Q 
possiede,  o  giacerebbe  con  una 
delle  rette  g,  EGy  EA  in  piani 
uniti,  dei  quali  uno  almeno  è 
diverso  da  quelli  che  soli  0 
possiede. 

i)  Supponendo  in  g)  che  sia 
G  =  F=E,  Q  avrà  (fig.7m«/ 
i  punti  uniti  D  jG  ,  ì  piani  uniti  ò  ,^^g'e,  e  le  rette  unite 
e  ,  g':  ma  converrà  di  dire  che  Q  ha  gli  clementi  uniti  6^ ,  Y  » 
g  ,  g  contati  ciascuno  tre  volte. — Ed  è  facile  vedere,  che  fi  non 
avrà  altri  elementi  uniti,  se  la  retta  u^MM'  è  sghemba  con 
e,  <7';  e  che  può  facilmente  costruirsi. 

k)  Del  resto,  ecco  dell'  omografia  Q  considerata  in  f),  una 
individuazione,  la  cui  dimostrazione  si  lascia  per  esercizio. 

Dati  due  punti  D  ,  G,  si  assumano  sopra  una  retta  g  ài  0 
tre  punti  AA^A2  tali,  che  il  grappo  AA^GA^  sia  armonico,  e 
sulla  retta  GD  due  punti  arbitrarii  C ,  C^:  indi  si  prendano  tre 
punti  BB^B^  fuori  del  piano  Dg,  e  tali  che,  mentre  le  rette 
BB^  ,  B^B^  passino  rispettivamente  per  ^,  ,  ^^ ,  il  gruppo  dì 
raggi  G{lìB^AB,)  sia  armonico:  sarà  ^  = />  ^^  4  »  «'  ^*  ^'" 
chiesta  omografia. 

l)  Supponendo  in  vece  in  g),  che  D  coincida  con  (?,  men- 
tre g'  conservi  la  sua  posizione. 


120,^ 


ù  avrà  {fig,  120.<^)  i  punti  uniti 
Dj  E,  i  piani  uniti  o^eg^  i^eg\ 
e  le  rette  unito  egg':  ma  con- 
verrà di  dire  che  ù  ha  gli  ele- 
menti uniti  DEòz  contati  due 
volte  ciascuno  e  la  retta  unita 
e  contata  quattro  volte. 
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m)  Ecco  ora  come  si  può  individuare  romografln  U  con- 
siderata in  /). 

Per  due  dati  punti  /;  y  E  passino  due  date  rette  sghembo 
g\  g]  e  si  prendano  in  ^'  ,  ^  le  terne  di  punti  AA^A^  ^  fìB^fi., 
tali,  che  sieno  armonici  i  gruppi  AA2DA^  ,  BB^EB^,  e  sanile  rotte 
A^B^  ,  A^B^  i  punti  Af ,  3/'  fuori  di  g  ,  g',  e   tali    che    la    reti.H 

ly  E  A  B  \f 
MM'  non  seghi  DE  j  nb  g  e  g'  :  sarà  ^  ^  jj  jp  a  i^  1/;    ^^  l'i- 
chiesta  omografia. 

n)  Supponendo  in  i)  che  sia  D^G^E^E,  0  avn^  un 
punto  unito  Z>,  un  piano  unito  6  ed  una  retta  unita  * ,  tali  che 
e  passa  per  D  e  5  passa  per  e  :  ma ,  come  di  solito  .  diremo 
contati  quattro  volte  gli  elementi  D,8,  e  sei  volte  la  retta  e, — 
Xè  vi  saranno  altri  elementi  uniti,  se  la  retta  it^MM*  b  sghem- 
ba con  e. 

Ecco  intanto  un  modo  (la  cui  dimostrazione,  come  (iiiolln  (Italia 
costruzione  precedente,  si  lascia  allo  studioso)  per  iiìdivkluarc 
una  tale  omografia. 

Assunti  un  punto  i>  e  un  piano  5  di  una  retta  arbirrarici  ^, 
si  prendano  in  e  tre  punti  AA^A.2  tali,  che  il  gruppo  AAJ)A^ 
sia  armonico,  e  in  o  tre  punti  BB^B^,  esterni  ad  e,  <^  mìW  cbo, 
mentre  le  rette  BB^  ,  B^B^  passino  rispettivamente  \\rv  .1,  ,  A^^ 
il  gruppo  di  raggi  I)(BB.jAB^)  sia  armonico:  indi  si  H^s1lnultl^ 
pure  tre  punti  CC^C^,  esterni  al  piano  6,  e  tali  che,  ni»  ntn-  W 
rette  CC,  ,  C^C^  passino  rispettivamente  per  B^  ,  B^ .  il  t^rtitipo 

D  A  B  (  '  f^ 
di  piani  e{CC^BC^)  sia  armonico:    sarà    tì  ^  ^   .  ^  (*  (^  bi di- 
mandata omografia. 

6)  Se,  rimanendo  ferme  le  ipotesi  fatte  in  a),  si  ^uitpunc 
]»erò  che  la  proiettività  di  punti  \g\  ,  determinata  (bi  0  sul 
piano  ò,  abbia  immaginarii  gli  elementi  uniti,  ù  avrà  due  i>uriti 
uniti  reali  I),  (jy  e  due  punti  uniti  immaginarii,  rap|»reseutati 
dalTinvoluzione  unita  di  \g\\  due  piani  uniti  reali  6=t/f/^  7^i>^, 
e  due  piani  uniti  immaginariij  rappresentati  dall'  iuvolu^siunu 
unita  della  proiettività  di  piani  \g'\  in  Q  ;  duo  rette  inule  reali 
g  y  g\  e  due  coppie  di  rette  unite  immaginarie  di  7."  imperi  e 
rappresentate  dalle  involuzioni  unite  delle  proiettività  dì  raggi 
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determinate  da  Q  nei  piani  &  ,  7j  e  che  lianno  i  centri  rìs[>et- 
tivamente  in  6r  ,  Z>. 

I?)  E  se  in  o)  si  suppone  /J^O,  d'onde  S^ey,  conservaudu 
(/'  la  sua  posizione,  £2  avrA  il  punto  unito  reale  iJ>  il  piano 
unito  reale  ò,  e  la  coppia  di  piani  uniti  immagìnarii  di  asse  g' 
^ciascun  elemento  contato  due  volte)  ;  mentre  ha  le  rette  unite 
reali  g  ,  g'j  e  la  coppia  di  rette  unite  immaginarie  appartenente 
al  fascio  (1)  ,  6),  quest'  ultima  contata  due  volte. 

q)  Tutte  le  varie  specie  di  omografie  quaternarie,  conside- 
rate sinora  in  questo  numero,  avevano  almeno  un  punto,  o 
piano,  unito  reale  ;  ma  vi  sono  anche  omografie,  che  non  ne 
posseggono  alcuno.  Tali  omografie  si  possono  individuare  nel 
seguente  modo. 

Sopra  due  rette  sghembe  ?• ,  s  (fig.  /2/.«)  si  determinino  due 

proiettività  di  punti  (r)^  A'B'M'  '  ^^^  ^  f"/)' V  P^'^^'*^  ^^  P^"^^ 
uniti  reali,  e  si  assumano  sulle  rette  MN ,  J/'-Y'  due  punti  ar- 
hitrariì  E ,  E'  (non  situati  in  r  ,  s):  sarà  ^^  A'n'CD'F'  ^^^" 
mografia  priva  di  punti  e  piani  uniti  reali. 

Dì  vero,  r=Afì=A'B\  s^CD=C'D'  sono  rette  unite  di  Q; 

e  poiché  sE  ed  sE'^  rE  ed  rFJ 
fig.  /2i.«  gono  due  coppie  di  piani  cor- 

rispondenti in  Q,  esse   segano 
r  ,  s  nelle  coppie  MM',  XN'  di 
punti  corrispondenti  in  2.  Sic- 
^,jr. — w-^  che  le  due  proiettività  (r) ,  [s] 

^  appartengono  ad  il,  e  perciò  dei 

punti  di  r  f  8  ninno  è  unito  in  0.  Né  quindi  un  piano  a  di  r 
(o  s)  può  essere  unito,  [)erchò  darebbe  in  a«  (o  in  ar)  un  punto 
unito.  In  fine,  ogni  piano  ;jl  (o  punto  3/),  non  appartenente  ad  r, 
o  ad  8,  non  può  essere  unito;  altrimenti  sarebbero  uniti  gli  cle- 
menti p  r  ,  [JL«  (o  Mr  ,  Ms). 

r)  Si  noti  che,  se  nella  costruzione  data  in  q)  si  suppone 
che  runa  (r)  delle  proiettività  abbia  i  punti  uniti  reali  E,Fy 
e  Taltra  (*)  li  abbia  immaginari!,  si  avrà  un'  omografia  qua- 
ternaria con  due  soli  punti  uniti  reali    E  y  F   e    con    due    soli 
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piani  uniti  reali  sE ,  sF ,  ossia  della  specie  di  quella  conside- 
rata in  o).  E  se  ò  i^^=-B,  si  ha  T  omografia  considerata  in  p\ 

198.  a)  Se  D  ,  ò  sono  due  elementi  uniti  associati  (reali)  di 
una  omografia  quaternaria  Q,  ogni  omologia  0'^  che  ha  J)  e  o 
per  centro  e  piano  di  omologia  (e  che  indicheremo  spesso  col 
simbolo  |Z>  ,  5|),  è  commutativa  con  Q. 

In  fatti,  sieno  3/,  ,  M^  due  punti  qualunque,  che  si  corri- 
spondono in  Qy  ed  N^  ,  N^  i  loro  rispettivi  corrispondenti  in  Ù  \ 
I  punti  iV,  ,  N^  giaceranno  rispettivamente  sulle  rette  Z)3f, , 
DM^\  e  le  rette  M^M^  ,  ^1^2  ?  ^^^  ^^  corrispondono  in  0,%  con- 
correranno in  un  punto  //  di  S.  Ma  M^M^'ò^H  è  il  centro  di 
prospettiva  delle  punteggiale ,  che  Q  determina  sulle  rette 
DM^  ,  DM^  (196^  f).  Dunque  N^N^  è  un'  altra  coppia  di  punti 
corrispondenti  di  ù  :  ossia  0  ,  Q'  sono  commutative. 

h)  Il  ragionamento  precedente,  e  quindi  il  teorema  conte- 
nuto in  a),  valgono  ancora:  l.o  se  0  è  un'  omologia,  e  Z) ,  0 
appartengono  rispettivamente  al  suo  piano  ed  al  suo  centro  di 
omologia  ;  2.o  se  tì  è  un'  omografìa  delle  specie  considerate  nel 
n.o  194,  e),  f),  mentre  Z)  e  S  appartengono  rispettivamente  alla 
retta  r  di  punti  uniti  ed  alla  retta  s  di  piani  uniti  ;  3.^  Se  Q  è 
un'  omografia  assiale,  mentre  D  ,  6  appartengono  ordinatamente 
ai  suoi  assi  r ,  »  ;  4.0  infine,  se  0  ha  una  sola  retta  di  punti  e 
piani  uniti  (194,  n),  e  D ,  ò  appartengono  a  questa  retta. 

e)  Se  r  ,  s  sono  rette  (sghembe)  unite  di  una  omografia  qua- 
ternaria Q,  ogni  omografia  assiale  ir  ,  8|  è  commutativa  con  Q. 

Sieno  A  ,  A'  due  punti  qualunque,   che   si   corrispondano    in 
r  ,  «|:  sarà  (194,  h)  u^AA'  una  retta  unita  di  ir  ,  s\,  e  segherà 
r  ,  s  ordinatamente  in  R  ,  ^S'. 

L'omografia  Q  trasformerà  R  y  S  \n  due  punti  R^  ,  St  rispet- 
tivamente appartenenti  agli  assi  r  ,  8  di  Ù  ;  e  quindi  trasfor- 
merà la  retta  u  nella  retta  M^S^^u^,  e  i  punti  A,  A'  in  due 
punti  A^  ,  A\'  di  M,:  sicché  si  avrà  RSAA'aE^SìAìA^,  Ma  questa 
relazione  mostra  (194,  l)  che  AiA\  è  un'altra  coppia  di  punti 
corrispondenti  in  \r  ,  s\.  Dunque  \r ,  s\  è  trasformata  in  so 
stessa  da  Q, 

d)  Due  omografie  quaternarie  0,  ,  Q^,  che  hanno  lo  stesso 
tetraedro  fondamentale  DEFG,  sono  commutativp. 
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In  fìg  ad  un  elemento  qualunque  M^  corrisponda  M^  (fig.  122,<*y^ 

e  condotta  per  M^  la  retta  y, 
fig.  i22.«  ehe  seghi  gli  spigoli />F=r, 

EO  ^  f  del  tetraedro  ,  si  tiri 
per  G  la  retta  r,  la  quale  se- 
ghi le  rette  2>J/„  y  in  M\,M'\, 
Ciò  posto,  indicando  con  ò  ,  7 
le  facce  EFGy  EFD  del  tetrae- 
dro, e  con  Q  ' ,  Q  "  e  Q  "'  le  omo- 
logie I  D,5,3/,il/M ,  |(^,v^  J/',i/'V 
e  l'oinografia  assiale  \f  ,f^jM'\M^\  0),  Tomografia  tì'0"Q"', 
che  ha  evidentemente  comuni  con  ù^  il  tetraedro  fondamen- 
tale e  la  coppia  M^M^  di  elementi  corrispondenti,  coincidere 
con  fìg.  Ma  ù^  è  trasformata  in  se  stessa  (a)  ,  h)\  da  ciascuna 
delle  omografie  Q' ,  Q''^  0'".  Dunque  £2,  è  trasformata  iu  se 
stessa  da  Q^. 

e)  Dal  teorema  precedente  si  trae  che,  se  M, ,  M^  «omo  due 
elementi  corrispondenti  qualunque  di  un' omografia  quaternaria 
ùy  che  ha  DEFG^Oc^y  per  tetraedro  fondamentale,  indicami** 
con  D'E'F'Ci'  /  punti  d' intersezione  delle  facce  òs^^  con  la  retta 
M|AL^u,  il  gruj)po  D'E^F'G'MjM^  rimane  proiettivo  a  se  stesso, 
al  variare  della  coppia  MjM,;  e  questo  gruppo  si  dirà  perciò 
gruppo  caratteristico  di  /.«  specie  nelT  omografia  Q. 

Di  vero,  indicando  con  M\  ,  M^^  due  altri  punti  qualunque, 
che  si  corrispondono  in  tì,  e  con  D\E\F\G\  i  punti  d'in- 
tersezione   di    §£97    con    la    retta    M\M'^^  n' ,    Tomografia 

/)  7*^  Ji*  (  *   \f 

^'^Z>  F  F  G  1/'  ^''^formerà  [d)]  Tomografia  0  in  fi  ;  e  quin- 
di, poiché  trasforma  3/,  in  3/',,  trasformerà  M^  in  3f' j ,  e 
perciò  anche  il  gruppo  D'E'F'G'M^M^  in  D\E\F\G\M\M',. 

f)  Allo  stesso  modo  si  vede  che  m  una  omografia  Q^  che  ha 
DEFG  per  tetraedro  fondamentale^  dalla  relazione  DEFGM,M',a 


(1)  I  simboli  \D,  rj,  M,M',\  e  \f,f',  M'\M^  indicano  Tomologia 
individuata  dal  suo  centro  D,  dal  suo  piano  ò  di  omologia  e  da 
due  punti  corrispondenti  J/|  ,  M\ ,  e  T  omografia  assiale  indivi- 
duata dai  suoi  assi  / , /*  e  da  due  punti  corrispondenti  M^\  ,  3/^- 
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DEFGMgM'^  (dove  M^M^  ,  M\M'.^  sono  coppie  di  punti  corri- 
spondenti in  Q),  8i  trae  V  altra  DEFGM,M^  a  DEFGM',M^^  kì 
quindi  DEFGM^M^  è  un  gruppo  caratteristico  di  2.«  specie  in  0, 
g)  Due  omografie  quaternarie  Q  ,  i2,  si  diranno  proieMìve^ 
se  esiste  un'altra  omografia  Q^y  ^^®  trasformi  Q  in  Q,. 

E  da  quanto  è  detto  innanzi  segue,  clie  due  omografie  qrfa- 
ternarie  £2,0,,  che  hanno  reali  i  loro  tetraedri  fondamHntnli 
DEFG  ,  D,E,F|G„  sono  proiettive,  se  sono  proiettivi  i  loro  gruppi 
caratteristici  della  stessa  specie;  e  viceversa. 

Così,  per  esempio,  se,  indicando  con  M^M^  ,  -^^i-^g  due  cop- 
pie di  punti  corrispondenti  ordinatamente  in  Q  ,  0^ ,  e  con 
D*E'F'G' ,  D\E\F\G\  le  quaterne  di  punti,  che  le  facce  dei 
tetraedri  DEFG  ,  D^E^F^G^  determinano  rispettivamente  sulle 
xeiie  M^M^,N^N^,  si    ha    D'E'F'G'M^M^a  D\E\F\G\N^X,^ , 

V  omografia  Q^^  ^j  j.  ,^  ^  ^*  ,  trasformerà  anche  M^  in  N^^^. 

quindi  ù  in  Q,.  Poiché,  se  Q^  trasformasse  M^  in  N^',  ed  in  con- 
seguenza i  punti  D'E'F'G'  della  retta  M^M^  nei  punti  D"E"F''U'* 
della  retta  N^N''.  sarebbe  D'E'F'G'M^M^aD"E"F''G"N^N"  ,  e 
perciò  pure  D''E''F"G''N^N''KD\E\F\G\N,N^,  Sicché  le  retto 
D"D\  ,  E"E\  ,  i^"i^',  ,  G"G\  ,  che  appartengono  ordinataracuttj 
alle  facce  del  tetraedro  D^E^F^G^  ,  concorrerebbero  in  uno 
stesso  punto;  ossia  il  piano  delle  rette  N^N^ ,  N^N^'  segherebbe 
le  facce  del  tetraedro  D^E^F^G^  secondo  quattro  rette  concor- 
renti  in  un  punto:  assurdo. 

h)  Se  Rifin^mg  . . .  m^  ,  P1P2P3  •  •  •  P/i  ^^'*^  ^^^^  gruppi  di  n  eh- 
menti  omonimi,  successivamente  corrispondenti  in  un'omografia 
quaternaria  ù,  che  possiede  il  tetraedro  fondamentale  DEKir  , 
si  ha  la  relazione  m^mjm^  . . .  m^,  a  p^p^Ps  •  •  •  Pa*  ^^  dimostrazione» 
sì  lascia  allo  studioso  [cfr.  n.o  191,  a),  d)], 

i)  Da  h)  segue,  che  il  gruppo  di  sei  elementi  m,m2m3m^m,,m^^^ 
successivamente  corrispondenti  in  Q,  è,  per  Q,  un  gruppo  carat- 
teristico di  5.«  specie,  al  quale  si  applica  quindi  il  teoremìi  y). 

A:)  Se  due  omografie  quaternarie  tì,  ,  Q^;  ^^^  hanno  retti i 
l  loro  tetraedri  fondamentali,  sono  proiettive,  vi  sono  inflmtn 
omografie,  che  trasforrnano  le  0,  ,  Qg  l^  una  nelV  altra  \  e  cia- 
scuna ù  di  queste  è  individuata  da  una  sua  coppia  mp  di  ele- 
menti corrispondenti  (punti  0  piani). 

Sannia  —  Geometria  proiettiva.  62* 
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In  fatti,  per  ipotesi,  esiste  un'  omografia  Q3 ,  la  qaale  tra- 
sforma Of  in  Ù27  niatando  m  in  un  certo  elemento  n.  Ora  il 
prodotto  di  Q3  per  queir  omografia  che  ha  comune  con  ù^  il 
tetraedro  fondamentale,  e  che  è  individuata  dagli  elementi  cor- 
rispondenti n  ,  p  (omografia,  la  quale  trasforma  Q^  in  tì^)»  ^^^^ 
un'omografia  Q,  che  trasformerà  evidentemente  Q,  in  fl^  ed 
m  in  p. 

È  bene  però  di  notare  che  la  verità  del  teorema  precedente 
risulta  anche  dal  ragionamento  fatto  in  g)  ;  poiché  la  fi,  ivi 
costruita  muta  Tuna  neir  altra  le  omografie  Q  ,  Qj  ,  ed  ha  per 
coppia  di  elementi  corrispondenti,  data  ad  arbitrio ,  la  coppia 

199.  a)  In  un'  omografia  assiale  Q,  ad  una  retta  qualunque 
e,  sghemba  agli  assi  a  ,  b  di  Q,  corrisponderà  in  ù  una  retta 
d,  sghemba  ad  a  ,  b  e  e  ;  e  Ze  quattro  rette  abcd  apparterranno 
ad  una  schiera  rigata.  Inoltre,  la  schiera  incidente  alla  schiera 
rigata  abcd . . .  sarà  costituita  da  rette  unite  di  St, 

Di  vero,  poiché  ciascuna  retta  unita  di  ù  sega  (194,  i)  i  suoi 
assi  a  ,  b,  la  retta  e  non  è  unita  in  Q:  e  quindi  a  e  corrispon- 
derà una  retta  distinta  d]  e  questa  non  segherà  alcuno  degli 
assi  a  ,  b ,  che  sono  (194,  i)  il  luogo  dei  punti  uniti  di  2,  e 
sarà  perciò  (194,  k)  a  sghembo  con  e.  Inoltre,  se  una  retta;;, 
sega  gli  assi  a  ,  ò  ed  una  delle  rette  e  ,  d,  p.  e.  e,  essa,  con- 
tenendo i  punti  uniti  p^a  ,  p^b ,  sarà  unita  in  Q  ;  e  segherà 
quindi  anche  d  nel  punto  corrispondente  a  p^c  in  Q.  E  se  una 
retta  p^  ^^S^  ^^  ^^®  ^^^^^  ^7  ^y  ^^  ^^^  delle  rette  a,  6,  p.  e.  rt, 
conducendo  pel  punto  p^a  V  unica  retta  s  che  sega  le  rette 
sghembe  &,  e,  questa  segherà  anche  d,  e  coinciderà  perciò  con 
2?2 }  la  quale  è  Tunica  retta  che  passa  pel  punto  p^a  e  sega  le 
rette  sghembe  Cj  d  ;  ossia  P2  segherà  le  quattro  rette  abcd ,  e 
sarà  unita  in  ù. 

b)  Viceversa,  se  4  rette  abcd,  sghembe  a  due  a  due,  appar- 
tengono ad  una  schiera ,  due  di  esse  si  corrisponderanno  in 
un'  omografia  assiale,  che  avrà  per  assi  le  altre  due. 

Poiché,  indicando  con  p^p^Pz  tre  rette  della  schiera  incìdente, 
nell'omografia  assiale  definita  (194, 7i)  dai  suoi  assi  a,  ò  e  dai  punti 
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corrispondenti  p^c,  p^d  alla  retta  e  corrisponderà  una  retta,  che 
passerà  pel  punto  jt>,d  e  si  appoggerà  [a)]  alle  rette  p^ìP^\  ossia 
corrisponderà  d. 

e)  Diremo  in  seguito,  per  brevità,  che  quattro  rette  abcd 
sghembe  a  due  a  due  formano  un  gruppo^  se  appartengono  ad 
una  medesima  schiera  ;  ossia  [a),  6)]  se  due  delle  quattro  rette 
abcd  si  corrispondono  in  una  omografia  assiale  ù,  che  ha  per 
assi  le  rimanenti  due. 

d)  Un  gruppo  di  rette  abcd  è  proiettivo  al  gruppo  abcd  de- 
gli elementi  di  una  forma  semplice,  se  indicando  con  p^  una 
retta  che  taglia  abcd,  il  gruppo  di  punti  p^{abcd)y  o  di  piani 
p^{abcd)j  è  proiettivo  ad  abcd;  e  Tuna  di  queste  relazioni  è  con- 
seguenza dell'altra.  Se  abcd  è  armonico^  il  gruppo  abcd  è  armo- 
nico [cfr.  n.o  110  a)  b)]. 

Inoltre,  due  gruppi  abcd,a'b^c'd'  si  dicono j^ro/e^^m,  se,  indi- 
cando con  p  e  Pi  due  rette  che  segano  rispettivamente  abcd, 
a'b^c^d'y  si  ha  p(abcd)Ap\a'b'c'd')opTp\xrc  p{abcd)  a  p\a^b^c*d% 

In  fine,  si  ha  pure  evidentemente:  che  due  gruppi  proiettivi 
ad  un  terzo  sono  proiettivi  fra  loro;  che  due  gruppi  armonici 
sono  sempre  proiettivi;  ecc. 

e)  Le  rette  unite  di  un'omografia  assiale  Q,  o  di  un*  in- 
voluzione rigata  qualunque  I,  che  si  appoggiano  ad  una  retta 
non  unita  1  (sghemba  alla  sua  corrispondente) ,  costituiscono 
una  schiera;  poiché  congiungono  i  punti  Z  ai  punti  corrispon- 
denti in  Q  —  0  in  /— i  quali  giacciono  sulla  retta  V,  che  cor- 
risponde ad  Mn  Q  —  o  in  /. 

f)  Due  schiere  rigate  abc,..,  a^b^c^.,,  si  diranno  proiet- 
tive, se,  indicando  con  a',  a\  due  generatrici  dalle  schiere  ri- 
spettivamente incidenti,  sono  proiettivi  i  fasci  di  piani  a\abc,.,), 
a'^ia^biC^.,.),  0  le  punteggiate  a\abc.,.),  a',(a,6,C|...). 

Inoltre,  le  generatrici  abc... ,  a,6,c,...  di  una  stessa  schiera 
rigata  costruiranno  una  proiettività  di  rette  nella  schiera,  se,  in- 
indicando  con  a'  una  generatrice  della  schiera  incidente,  si  ha 
la  proiettività  a\abc..,)A  a'{a^b^c^,..)  di  punti,  o  piani. 

E  se  la  proiettività  a\abc,„)  a  a'(a,6,c,...)  è  involutoria,  si 
dirà  che  le  generatrici  abc. ,  a,b,C|...  sono  in  proiettività  in- 
volutoria nella  schiera. 
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g)  Due  schiere  rigate  proiettive   ahc... ,  a|b,C|...    som  tra- 
sformate V  una  nélV  altra  mediante  infinite  omografie  (o  corn- 
lazioni)  quaternarie. 

Indicando  con  a'ò'c'  ,  a\b\c\  due  terne  di  generatrici 
delle    schiere     rispettivamente     incidenti   alle     date ,    sarà 

/^      aa'     ab'     ha'    bb*     ce'  »         .  # 

^  =  a,a\  a,6'.  b,a\  6,6',  c,c\  '  °^'«  «•«  '  '  ''•^  •  '  -  rappre8ent.no 

tutti  dei  punti  (o  dei  piani),  una  delle  infinite  omografie  (o  cor- 
relazioni) deir  enunciato. 

Di  vero,  poiché  alle  coppie  di  punti  aa'  e  aò',  ba'  e  hb'  cor- 
rispondono ordinatamente  in  Q  le  coppie  di  punti  (o  piani)  a^a'^ 
e  aib\fb^a\  e  ò,ò', ,  ne  segue  che  alle  rette  a,b  corrisponderanno 
rispettivamente  le  rette  a,  ,  6,  :  e  similmente  si  vede  che  alle 
rette  a',  b'  corrispondono  le  rette  a\  ,  b\.  Inoltre,  alla  retta  e, 
che  passa  pel  punto  ce'  e  sega  a' ,  b\  corrisponderà  in  Q  l'unica 
retta  c^ ,  che  passa  pel  punto  (giace  nel  piano)  c^c'^  e  sega  le 
rette  sghembe  a', yb'^:  e  similmente  si  ha  che  a  e'  corrisponde 
c\.  In  fine,  se  d ,  d^  sono  due  generatrici  corrispondenti  qua- 
lunque delle  due  date  schiere,  poiché  il  gruppo  di  punti  a^{abcd] 
è  proiettivo  [f)]  al  gruppo  di  punti  (o  piani)  a\{a^b^c^d^),  alla 
retta  d,  che  passa  pel  punto  a'd  e  sega  le  rette  b'  ,  e',  corri- 
sponderà la  retta  unica  d, ,  che  passa  pel  punto  (giace  nel  piano) 
a\d,  e  sega  le  rette  sghembe  b\  ,  c\.  Dunque  Q  trasforma  le 
generatrici  abcd . . .  della  prima  schiera  nelle  corrispondenti 
generatrici  alb^c^d^.,.  dell'  altra. 

E  si  noti  l.o  che,  se  abc... ,  a'b'c'...  sono  due  schiere  rigate 
incidenti,  proiettive  a  due  altre  schiere  rigate  incidenti  a,b,c,..M 
a',b',c',.'.  7  esiste  una  omografia  (o  correlazione)  quaiernamy 
che  trasforma  le  prime  due  schiere  ordinatamente  nelle  altre  due- 

2.0  che  similmente  si  prova  che,  se  abc...,  a,btCf...  costitui- 
scono una  proiettività  di  rette  in  una  stessa  schiera,  esistono 
infinite  omografie  (o  correlazioni)  quaternarie,  le  quali  trasfor- 
mano abc...  rispettivamente  in  a,b,C|.... 

200.  a)  Due  involuzioni  rigate  1,V,  che  hanno  comuni  U^^^^ 
rette  doppie,  sono  coincidenti. 

In  fatti,  se  Tuna  /  ò  iperbolica,  ed  ò  quindi  individuata  dai 
suoi  assi  r,«  [194,m)  e  195,  d),  g)\,  tutte  le  infinite  rette  dop- 
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pie  di  /,  che  passano  (194,  0  per  ciascun  punto  di  r  o  #,  sona^ 
per  ipotesi,  rette  doppie  di  /'.  In  conseguenza  ciascitno  di 
questi  punti  è  punto  doppio  ancora  per  /',  e  quindi  r,  i^  sono 
puro  gli  assi  di  I',  dai  quali  è  individuata  /';  ossia  I^  coin- 
cide con  /. 

Se  poi  si  suppongono  /;  /'  araendue  ellittiche  distintt^,  il  pro- 
dotto Z/'^Q  non  sarà  un'  identità,  ma  un'  omografia^  die  avrà 
per  rette  unite  tutte  le  abc...  doppie  di  /  e  quindi  anche  di  /  '. 

Ora,  indicando  con  m  una  retta  doppia  qualunque  di  /  ed 
/',  e  con  I^  ,  /',„  ,  Q^  le  proiettività  di  punti,  che  J,  7',  0  de- 
terminano ordinatamente  sopra  w,  saranno  /,„  ,  /'^  due  invo- 
luzioni ellittiche,  e  sarà  J,J\„^Q^^.  Ma,  se  ù^  è  involutoria, 
essa  deve  essere  armonica  ad  I,^  ed  I'^^  (70,  a),  e  quindi  iper- 
bolica; e  se  Q,„  non  è  involutoria,  la  sua  involuzione  unita  de- 
v'  essere  iperbolica,  perchè  armonica  ad  /,„  ed  /'^  :  scicche  ù 
avrebbe  punti  uniti  reali  sopra  ciascuna  retta  unita  comune  ad 
/ed  /',  e  quindi  vi  sarebbero  due  rette  r  ,  8,  che  segherebbero 
le  rette  m.  Ma  queste  rette  m  non  possono  essere  tutte  segato 
da  una  stessa  retta,  poiché  allora  dovrebbero  formare  una 
schiera  [199,  e)],  mentre  è  poi  noto  (195;  h)  che  per  ciascun 
punto  dello  spazio  passa  una  retta  doppia  di  /  ed  una  sola. 
Dunque  0  dev'essere  una  identità;  ossia  dev'essere  V  eoin* 
cidente  con  1. 

b)  Esistono  omografie  quaternarie^  non  involutork^  ehe  non 
hanno  alcun  punto,  o  piano,  unito  reale,  ma  hanno  infinite 
rette  unite  reali,  distribuite  in  guisa,  che  a  ciascun  punto  (o 
piano)  dello  spazio  ne  appartiene  sempre  una,  ed  una  soia. 

Noi  chiameremo  assiale  ellittica  una  tale  specie  di  omografìa, 
denominando  d'ora  in  poi  assiale  iperbolica  quella  considerata 
nel  n.o  194,  i),  k),  ed  assiale  parabolica  Tomografìa  del  n.<J  194, 
o),  p),  denominando  asse  di  questa  omografia  Tunica  sua  retta 
r  di  punti  e  piani  uniti:  e  diremo  quindi  semplicemente  omo- 
grafia assiale,  quando  non  intenderemo  alludere  piuttosto  al* 
T  una  che  alT  altra  di  queste,  tre  specie. 

Sopra  una  retta  doppia  a  di  una  data  involuzione  rigata 
ellittica  I  si  assumano  due  punti  arbitrarii  A  ,  A',  non  comu- 
gali  in  I.  Sia  poi  M  un  punto    qualunque   dello   spazio,    {pel 
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quals  jniftHt  l'unica  retta  dffppta  m  di  I):  tatte  la  ret-te  doppk 
di  Ij  che  gì  appoggiano  alla  retta  AM^m,j  costituiraìmo  [19t^^}] 
una  schiera  (alla  quale  appartiene  a)  e  se  ti  conduce  per  A'  In 
generatrice  m\  deìla  achieva  incidentej  posto  iii'im^M'j  al  vn- 
riare  di  Mf  i  punti  M  ^  M'  geHererattn&  uu^ omografia  Q  mdnft^ 
ellittica j  non  inDoluioria^  che  ha  per  rttte  unite  le  rette  doppk 
di  Ij  ed  A  j  A'  per  punii  coT^ispondenti, 

In  fatti,  è  evidente  che,  secondo  che  M  percorre  la  retta  m^, 
o  la  retta  m  ,  M'  percorrerà  la  retta  m\ ,  o  la  retta  m  stessa; 
e  perciò,  se  M  y  M'  generano  un'  omografia,  m  sarà  una  sua 
retta  unita.  —  Inoltre;  se  m,  rota  intomo  ad  A  in  un  piano  ?, 
indicando  con  b  V  unica  retta  doppia  di  1  appartenente  a  ^ 
(195,  h)j  sarà  b  una  generatrice  comune  a  tutte  le  schiere  ge- 
nerate dalle  rette  doppie  di  /,  che  si  appoggiano  ad  m|,  nelle 
sue  diverse  posizioni:  e  perciò  la  corrispondente  retta  m\  si 
appoggerà  pure  sempre  a  b,  ossia  roterà  intorno  ad  A'  nel  piano 
i4'6^g'.  —  Quindi,  se  M  percorre  una  retta  qualunque  «,  posto 
As^^ ,  ed  indicando  con  e  l' unica  retta  doppia  di  /  apparte- 
nente a  Y,  le  corrispondenti  posizioni  di  AT'  dovranno  giacere 
sul  piano  A*c^=^\  e  sulle  generatrici  della  schiera,  formata  dalle 
rette  doppie  di  /,  che  si  appoggiano  ad  «.  E  poiché  e  è  una 
di  queste  generatrici,  il  piano  A'c^Y  segherà  questa  schiera 
secondo  una  generatrice  s'  della  schiera  incidente;  ossia  M' 
percorrerà  la  retta  «'.-—In  conseguenza,  se  Af  percorre  un  piano 
qualunque  [k,  M^  percorrerà  pure  un  piano  jìl'  -,  e  perciò  M ,  M* 
generano  un'  omografia  Q,  la  quale  avrà  per  retto  unite  tutte 
le  rette  doppie  di  /,  ed  A  y  A*  per  punti  corrispondenti;  come 
risulta  dalla  stessa  costruzione  suindicata,  poiché  wi,m'„  m^m^,-' 
sono  coppie  di  rette  corrispondenti  in  0. 

Né  0  può  avere  alcun  piano  unito  reale  s.  Poiché  ì  punii, 
nei  quali  £  è  segato  dalle  infinite  rette  unite  di  Q,  sarebbero 
uniti  in  0  ;  e  quindi,  se  questi  non  fossero  per  diritto,  £  sarebbe 
un  piano  di  punti  uniti,  e  quindi  Ù  un'  omologia,  e  le  rette 
unite  di  Q,  che  non  sono  situate  in  £,  dovrebbero  concorrere 
in  uno  stesso  punto;  assurdo,  perché  queste  rette  sono  rette 
doppie  di  un'  involuzione  ellittica  /:  e  se  questi  punti  uniti,  si- 
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tuati  in  z,  fossero  per  diritto,  le  rette  doppi*^  <lf  /  si  appogge- 
rebbero ad  una  retta;  assurdo. 

Di  qui  segue  pure  che  0  non  può  avere  alcun  punto  unito 
reale  E,  perchè  il  piano  condotto  per  E  e  per  m  sttrebbo  unito 
in  Q. 

In  fine,  0  non  può  essere  involutoria,  poiché  avrebbe  con  / 
le  stesse  rette  doppie,  e  dovrebbe  [a)]  coincidere  con  J,  incentro 
A  ,  A'  sono  punti  corrispondenti  in  Q,  e  non  si^no  tali  in  L 

Si  noti  che,  se  I  fosse  un'  involuzione  rigafn  iprrìjiìllca^  la 
costruzione  suindicata  darebbe  per  iì  un'omografia  assiale  iper- 
bolica^ che  avrebbe  per  assi  gli  assi  di  I.  —  Di  veroj  la  stessa 
dimostrazione  fatta  pei  caso  di  /  ellittica  prova  che  0  è  una 
omografia,  la  quale  ha  per  rette  unite  le  rette  doppie  di  /.  Inol- 
tre, poiché  una  retta  doppia  m  di  /  si  appoggia  sempre  agli 
assi  r  ,  »  di  J,  quando  M  coincide  con  uno  dei  punti  mr  ,  ms, 
pei  quali  passano  infinite  rette  doppie  di  /,  il  punto  M  '^  che 
deve  giacere  su  tutte  queste  rette,  coinciderà  con  Jf,  che  sarà 
quindi  un  punto  unito  di  Q.  E  perciò  r  ,  s  saranno  rette  di  punti 
uniti  in  (2,  ossia  saranno  gli  assi  di  Q  (^). 


(^)  Per  dimostrare  che  anche  a  è  una  retta  ìt/iitu  dt  Q  (  già  I 
ellittica,  o  iperbolica),  si  osserverà  che,  partenti o  da  M  j  M^,  in- 
vece che  da  A  ,  A',  e  facendo  la  stessa  suindicata  contruzionef  bì 
ottiene  la  stessa  omografia  Q.  —  In  fatti  se,  parte  tu  lo  da  A  ^  A'  , 
sono  N  y  N^  due  punti  corrispondenti  qualunque  di  ù^  e  quindi 
NN  =w  una  retta  doppia  di  /,  saranno  JUN ,  M  'X  '  due  rette  cor- 
rispondenti in  Q  ;  e  quindi  la  schiera  di  rette  doppie  di  /,  che  di 
appoggia  alla  retta  iWiV,  si  appoggerà  ancora  alla  retta  M^N\ 
Dunque,  partendo  da  M  ,  M',  se  di  N  si  costruisce  il  punto  cor- 
rispondente nella  novella  omografia,  si  troverà  evidentemente  che 
esso  è  A^';  e  perciò  questa .  omografia  coinciderà  con  0. 

Da  ciò  risulta,  e  che  a  è  una  retta  unita  di  0^  e  il  modo  di 
costruire  la  proiettivi tà  di  punti  che  ù  determina  in  a, 

È  bene  pure  osservare  che,  dovendo  Q  trasformare  I  in  una 
omografia  involutoria  (65,  Z),  che  ha  le  stesse  retto  dojjpiej  que- 
st'  ultima  deve  coinc'dere  con  /  [a)]  ;  ossia  0   trasforma  /  in  /,  e 
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e)  Se  tre  coppie  di  punti  A\\  BB',  CC,  i  quali  si   corri- 
spondono involutoriamente  in  un'omografia  quaternaria  ù,  sono 
situate  ordinatamente  sopra  tre  rette  abc,  sghembe  a  due  a  due, 
Q  è  un'  involuzione  rigata  (iperbolica^  o  ellittica). 

Di  vero,  abc  sono  tre  rette  unite  in  fì  ;  e  la  proiettività  di 
punti,  che  0  determina  sopra  ciascuna  di  esse,  è  involutoria. 
Quindi,  conducendo  per  un  punto  qualunque  M  le  rette  / ,  m, 
che  segano  ordinatamente  le  coppie  di  rette  aò,  bc,  corrispon- 
deranno ad  Z,  m  in  Q  le  rette  V,  m\  che  segheranno  rispetti- 
vamente le  stesse  coppie  ab,  bc,  e  che  perciò  corrisponderanno 
ad  ìj  m  in  doppio  modo.  Dunque  anche  i  due  punti  corrispon- 
denti qualunque  Im^M,  l'm^^M'  si  corrispondono  involutoria- 
mente in  Q,  ed  MM^^n  è  retta  unita  di  Q:  ossia  0  è  un'in- 
voluzione rigata. 

d)  Data  un'omografia  assiale  ù  {iperbolica  o  ellittica,  ma 
non  involutoria\  esiste  sempre  un'involuzione  rigata  I,  eduna 
sola,  che  ha  per  rette  doppie  le  rette  unite  di  ù,  e  trasforma 
Q  in  Ù. 

E  noi  chiameremo  I  involuzione  unita  di  ù  [cfr.  la  nota  (') 
a  pag,  precedente]  ;  e  poiché  /  determina  la  coppia  degli  assi 
(reali)  di  Q,  quando  questa  è  iperbolica,  si  dirà  che  determina 
la  coppia  degli  assi  {immaginar ii)  di  Q,  quando  questa  è  el 
littica. 

Sieno  (fìg.  123,o>)  abc  tre  rette  unite  di  0,  sghembe  a  due  a 
due,  e  sieno  p^PìPsPa  ^l^attro  rette  successivamente  corrispon- 
denti in  0,  delle  quali  la  prima  jp,  seghi  le  abc:  le  altre  tre 
PìPsPa  segheranno  pure  le  abc;  e  posto p^{abc)^ A ^B^C\,Pi{abc)^ 

A^B^C2,  P3Ì^^^)^^3^9^3  7  i^4(«^c)=^^B^C4  ,  Ì  gruppi  ^,^2^4» 
B^B^B^B^j  C^C^C^C^  saranno  proiettivi  tra  loro,    e    saranno  i 


quindi  /  trasformerà  Q  in  Q.  E  noi  chiameremo  in  seguito  [Ì'i\ 
I  involuzione  unita  di  ù. 

Ciò  dimostra  ancora,  in  altro  modo,  che,  se  /  è  iperbolica^  1'^" 
mografia  assiale  ù  risulta  iperbolica:  poiché  basterà  osservare,  che 
Q  muta  gli  assi  r  ,  s  di  /  rispettivamente  in  r  ,  «  (non  potendo 
mutare  invece  r  ,  s  ordinatamente  in  s  ,  r]  altrimenti  le  proietti- 
vita,  che  Q  determina  sulle  rette  unite,  sarebbero  involutorie,  t»s- 
sia  0  sarebbe  involutoria). 
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gruppi  caratteristici  di  i.«  specie  delle  proietti  vita  di  punti  P^  , 
P^ ,  Pg ,  che  0  determina  rispettivamente  in  a,  ò,  e. 

Costruiti  i  gruppi    armonici    A^A^A^A*^  ,  A^A^A^A'^  ,   si    con- 
ducano per  A'^,  u4'3  le  rette  p\,  p'3,  le  quali  seghino  la  cop- 

fig.  123.a 


pia  di  rette  bc  rispettivamente  nelle  coppie    di   punti    B\C^^, 

B'^C\  :  saranno  pure  armonici  i  gruppi  B^B^B.^B\,  B^B^B^B'.^, 

C\C^C^C\  ,  C'gC^CjC/ 3  ,  e  J^^l-^gijlg,  -^3^4 '3 1 ,  \f=\B2B*2f  B^B^^ . 

Jg^ICgCg,  C3C'3|  saranno  ordinatamente  (68,  a,  h)  le  involi^ 

zioni  unite  delle  proiettività  P^,  P^,  P^. 

A   A    B   B  O* 
Andiamo  ora  a  dimostrare,  che  Tomografìa  J^  .f  A  ^f  'z?  fr 

A  2^  z^  2^  3^-i 

è  r  involuzione  unita  di  0. 

In  fatti,  le  rette  a^=A2A'^^A^A'^  ,  h^B^B^^^B^B'^  sono  uniti- 
in  J,  e  alle  rette  A^B^^p^,  A^B^^p^  corrispondono  ordinata- 
mente in  I  le  rette  A^^B^^p'^j  A\B*^^p\.  Inoltre  alla  retta 
e ,  che  passa  per  C\  e  sega  p^  7  Psì  corrisponde  in  I  la  rett:i 
che  passa  per  Cg  e  sega  jp'2  ?  P'3  ?  ossia  la  stessa  e  ;  e  perciò  r 
è  anche  unita  in  J,  e  c/^j^Cj,  cp\^^C\  sono  due  punti  cor- 
rispondenti di  /.  Ma,  alla  retta  p\y  che  passa  per  C'^  e  seirn 
a ,  6 ,  deve  corrispondere  in  /  la  retta,  che  passa  per  C^  i* 
sega  a,  ò,  ossia  la  j[?jj.  Dunque  p^  e  jp'^  si  corrispondono  invi>- 
Saxnia — Geometria  proiettiva,  (JB* 
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lutorìamcnte  in  /;  e  quindi  A2A'^  ,  i^g^'s  j  C^Cg  sono  tre  coppie 
di  punti,  1  quali  si  corrispondono  involutoriamente  in  /,  e  che 
sono  situate  sulle  rette  abc  sghembe  a  due  a  due  ;  ed  in  conse- 
guenza [e]]  romografia  Io  un'involuzione  rigata,  che  determina 
sopra  a,  b,  e  le  involuzioni  binarie  J^, ,  J^ ,  J^. — Ora,  applicando 
a  quest'involuzione  rigata  /  la  costruzione  data  in  6),  e  sosti- 
tuendo ai  punti  -4  ,  ^'  di  quella  costruzione  i  punti  A2 ,  A^,  si 
ottiene  un'omografìa  assiale  tì',  che  ha  /  per  involuzione  unita 
[vedi  nota  a  pag.  495],  ed  A^A^  ,  B^B^  ,  C^C^  per  coppie  di  punti 
corrispondenti.  Ma  (tenendo  conto,  che  J^  ,  p.  e.,  trasforma  P<, 
in  P^)  /  trasforma  le  coppie  ^^.43  ,  B^B^  ^  C^C^  rispettivamente 
nelle  coppie  A^^^'^  ,  B^^B^  ,  C\C\  di  tì.  Dunque,  poiché  /deve 
trasformare  una  coppia  di  punti  corrispondenti  di  ù'  in  un'al- 
tra simile  coppia,  ne  segue  che  Q'  ha  comuni  con  Q  le  coppie 
di  punti  corrispondenti  A^A^  j  A^^A'^yB^B^yB'^B^yC^C^^  C'^C^', 
e  perciò  (173,  d)  coincide  con  Ù.  Dunque  Q  ha  /  per  involu- 
zione unita  ;  ed  è  evidente  essere  unica  [a)]  la  involuzione  riga- 
ta, che  gode  delle  proprietà  richieste  noli'  enunciato  teorema  ('). 
Dalla  dimostrazione  ora  fatta  risulta,  che  la  costruzione  data 
in  h)  fornisce  tutte  le  omografie  assiali  ellittiche  ed  iperboliche: 
poiché,  assegnata  un'  omografìa  assiale  Q  (ellittica  o  iperbolica), 
e  determinata  nel  modo  suindicato  la  sua  involuzione  unita  /, 
la  dimostrazione  stessa  prova  che,  con  la  costruzione  data  in 
6),  dalla  /  si  deduce  la  0. 

e)  Risulta  pure  che  se  Q  è  un'  omografìa  assiale  d' involu- 
zione unita /,  indicando  con  a_,  ,a,a,  tre  piani  (0  con  A^^AjA^ 
tre  punti)  di  una  retta  unita  a,  successivamente  corrispondenti 
in  Q  ,  e  costruito  il  grappo  armonico  a_ia,aa'  (o  A^^A^AA^)ì  sa 
ranno  a  ,  a'  (0  AA^)  coniugati  in  /. 

f)  Se  un'omografia  Q  ha  tre  rette  unite  abc,  sghembe  a  due 
a  due,  tutte  le  generatrici  della  schiera,  individuata  dalle  sue 


{})  Se  in  d  )  si  suppone  che  ù  sia  un^  omografia  assiale  para- 
bolica, sarà  A\=A\  ,  B\=B'2  ,  C\=C\  :  ma  noi  potremo  allora 
assumere,  come  involuzione  unita  /di  Q,  l' insieme  di  tutt«  le 
involuzioni  unite  (paraboliche)  J^  ,  J^  ,...  delle  proiettività  binarie 
^a  »  ^ftr-  ;  c^®  ^  determina  sulle  sue  rette  unite  a  ,  6,.*' ^  P^^ 
che  Jfi ,  p.  e.,  trasforma  Q^  in  Q^ ,  e  quindi  a  in  a,  e  perciò  que- 
sto insieme  trasforma  Q  in  12. 
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tre  generatrici  abc,  sono  rette  unite  in  Qy  e  questa  omografia  è 
assiale  (ellittica,  parabolica^  o  iperbolica). 

Di  vero,  un' omografia  assiale  Q,,  di  assi  a,  6  trasforma 
(198,  e)  Q  in  0,  e  quindi  e  in  un'altra  retta  unita  d  di  Q,  la 
quale  forma  [e)]  un  gruppo  con  abc:  siccliè,  variando  Q„  d  ^n- 
nercrà  la  scliiera  abc...  di  rette  unite  in  Q. 

Inoltre,  indicando  con  .4,^2-^3^4  ^^  gruppo  caratteristico  ih-Uii 
proietti  vita  di  punti  Ù^^ ,  che  Q  determina  in  a,  se  Tinvoluzionc 
unita  di  0^  non  è  parabolica,  ragionando  corno  in  rf)  >  si  pro- 
verà che  Q  è  un'  omografia  assiale  ellittica,  o  iperbolica. 

Se  poi  l'involuzione  unita  di  Q„  è  parabolica,  s' indichi  con 
0'  una  data  omografia  assiale  parabolica,  con  a'6'c'...una  schmra 
di  rette  unite  di  Q'  (^),  e  con  A^A^^A'^A'^  il  gruppo  caratteri- 
stico della  proiettività  di  punti,  che  Q'  determina  sopra  a\  Si 
indichino  poi  con  P^P^PzPa  ^  rette  successivamente  corrispon- 
denti di  0,  delle  quali  p^  passi  per  A^  e  seghi  ò,  e  (e  quindi 
PìPzPa  passeranno  ordinatamente  per  ^^^3-^4  ®  segheranno  bj 
e),  e  con  p\p\p\p\  4  rette  successivamente  corrispondenti 
di  Q',  delle  quali  p\  passi  per  A\  e  seghi  V  ,  e'  (e  quindi 
p*2P\p\  passeranno  ordinatamente  per  A\A\A\  e  segheniinio 
ò' ,  e').  I  gruppi  di  4  rette  p^lhl^sPa  P'iP'^P'sPU  ^^"^  proiet- 
tivi [perchè  tali  sono  i  gruppi  ^j^^^s^i  »  ^'ì^^ì^^s^'a  C^^j  9)\*-ì 
e  quindi  esistono  (199,  g)  infinite  omografie,  che  trasfonmmo 
P\P ìP*zP\  ì^  PìPìPsPv  Sicché  una  qualunque  Q^'  di  qurstc 
omografie  trasformerà  una  retta  qualunque  a',  che  si  appo^^f^ia 
*  P\  PiP\p\  (^  ^^^®  perciò  è  unita  in  Q'),  in  una  retta  cr,  cim 
si  appoggia  a  p*PiPzP\  (^  che  perciò  è  unita  in  ù).  Dunque  Q'^ 
trasformerà  più  che  cinque  coppie  di  punti  corrispondenti  di 
Q'  in  altrettante  coppie  di  punti  corrispondenti  di  0  ;  ossia  tra- 
sfonnerà  (173,  rf)  lì'  in  i2  ;  e  perciò  ii  è  un'  omografia  assiale 
parabolica,  essendosi  supposta  tale  la  Q'. 

g)  Date  tre  rette  qualunque  abc,  sghembe  a  due  a  du*"^  co- 
struire un^  omografia  assiale  Q  (iperbolica,  parabolica  o  ellitti- 
ca), che  abbia  in  abc  tre  rette  unite. 


(})  Queste  rette  unite  sono  quelle,  che  si  appoggiano  ad  una 
retta  non  unita  di  Q '  ;  perchè  evidentemente ,  il  teorema  conte- 
nuto in  (199,  e)  è  vero  per  qualunque  omografia  assiale. 
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Sopra  runa  a  delle  tre  rette  datL^  sì  as&nnitiiio  quattro  punfi 
arbitrarii  A^A2A^A^,  per  i  quali  si  conducano  ordinatamente  le 
rette  p^PiP^Pi^i  ^^^  seghino  le  retto  & ,  e  nelle  coppie  dì  punii 

B,C,  ,  B^C^  ,  B^C^  ,  J?,Q  :   sarà   ù  =  j* j'^^'f'^'  un'  omografia 

assiale,  che  ha  àbc  per  rette  unite. 

In  fatti,  evidentemente  &2  ha  in  a,  b  due  rette  unite,  e  quindi 
in  A^A^^  ^i-Sg  ^ue  coppie  di  punti  corrispondenti,  ed  in  p^p  ^PzVi 
quattro  rette  successivamente  corrispondenti.  Inoltre,  poiché  e 
taglia  P2  j  Pi  e  passa  pel  punto  C,  di  p^ ,  le  corrisponderà  in 
ù  una  retta  e,  ,  che  segherà  p^  1  p^  ^  passerà  pel  punto  C^  di 
P2  :  sicché  e, ,  segando  le  tre  rette  PtP^p^  del  gruppo  PiPtPzPi 
segherà  ancora  la  quarta  jp,  (199,  e)  e  coinciderà  perciò  con  e, 
con  la  quale  ha  comune  il  punto  C^\  ossia  e  sarà  una  terza 
retta  unita  di  Q.  Dunque  Q  è  [f)]  un'  omografia  assiale,  che 
determinerà  sulle  sue  tre  rette  unite  a,  6,  e  le   tre   proiettività 

^proiettive;   r^_^^^^^^,  ^t— b^B^B^'     ''~  C/J^C^  ^  ^• 

Se  Pfl  ha  i  punti  uniti  E ,  i^,  reali  e  distinti,  0  è  un*  omo- 
grafìa assiale  iperbolica,  i  cui  assi  r ,  a  sono  le  rette,  che  se- 
gano ò  ,  e  e  passano  ordinatamente  per  E  ,  F. 

Se  p^  ha  r  unico  punto  unito  reale  -E  ,  Q  è  un'  omografia  as- 
siale parabolica,  e  la  retta  r,  che  passa  per  E  e  sega  ò  ,  e,  è 
r  unica  retta  di  punti  e  piani  uniti  in  Q  (asse  di  tì).  Si  avrà 
dunque  così  la  costruzione  dell'  omografia  considerata  nel  n.<> 
194,  /"),  g) — da  noi  chiamata  poi  omografia  assiale  parabolica— 
costruzione  che  fu  annunciata  nella  nota  al  n.o  196,  a). 

Se,  in  fine,  P„  ha  i  punti  uniti  immaginarli,  ù  è  un'omografia 
assiale  ellittica. 

È  utile  però  notare  quanto  appresso: 

1.0  In  un*  omografia  assiale  ù  {iperbolica,  parabolica,  o  el- 
littica) quattro  punti  successivamente  corrispondenti  AjAgA^Ai 


(})  Sono  proiettive,  p.  e.,  le  proiettività  P^  ,  P^  ,  perchè  un'omo- 
grafia assiale  Q',  che  ha  per  assi  due  generatrici  qualunque  /,  m 
della  schiera  individuata  dalle  tre  generatrici  abc,  ed  ^,  ,  ^|  per 
punti  corrispondenti,  trasformerà  il  gruppo  caratteristico  ^,^3-^3^ 4 
di  P^  in  quello  B^  B^B^B^  di  P^ ,  e  quindi  ancora  P^  in  P^. 
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(necessariamente  situati  sopra  una  retta  unita  a  di  tì,  perchè 
per  A^  passa  una  retta  unita  a  di  Q)  costituiscono  un  gruppo^ 
che  rimane  proiettivo  ad  un  gruppo  fisso  (e  che  diremo  perciò 
gruppo  caratteristico  di  Q);  poiché,  indicando  con  D^D^D^D^  un 
altro  gruppo  di  4  punti  successivamente  corrispondenti  in  Q,  e 
con  d  ]a  retta  unita  sulla  quale  sono  situati ,  i'  omografia  as- 
siale, che  avrà  per  assi  due  rette  unite  ^ ,  m  di  Q  che  si  ap- 
poggiano alla  retta  i4,I>, ,  e  che  avrà  -4,  ,  I>i  per  punti  corri- 
spondenti, trasformerà  Q  in  Q  (198,  e),  a  in  rf,  e  quindi  A^A^A^A^^ 
in  D^D^D^V^. 

Ed  è  facile  vedere  [ragionando  come  si  fece  in  f),  pel  caso 
deiromograiia  assiale  parabolica]  che,  se  sono  proiettivi  i  griippi 
caratteristici  AiAgAjA^  ,  A'iA'gA'jA'^  di  due  omografie  assiali 
ù  ,  ù!,  esiste  una  terza  omografia^  che  trasforma  Q,  in  Q'  ;  os- 
sia, le  omografie  lì  ,  Q'  sono  proiettive  (198,  g). 

2.0  Se  Pfl  è  una  proiettività  ciclica,  di  ordine  n  maggiore  di 
2,  V  omografia  Q,  costruita  nel  modo  suindicato^  sarà  assiale 
ellittica,  ciclica  di  ordine  n. 

3.0  Un'omografia  quaternaria  tì,  ciclica  di  3.o  ordine,  è  as- 
siale ellittica,  0  della  specie  considerata  nel  n.o  194,  d),  secondo 
che  i  punti  di  ogni  ciclo  giacciono  per  diritto,  o  pur  no;  poi- 
ché, se  (A^A^Aq)  è  uno  dei  cicli,  nel  primo  caso  sarà  unita  la 
retta  ^4,^2^3,  e  nel  secondo  caso  sarà  unito  il   piano   ^,^2-^3- 

Che  anzi,  se  i  punti  A^A^A^  di  un  ciclo  individuano  un  piano 
(unito)  a  di  tì,  indicando  con  g  Tunica'  retta  unita  (187,  1/) 
esistente  neir  omografia  ternaria  individuata  da  Q  nel  piano  a^ 
non  può  Q  possedere  un'  altra  retta  unita  h  (fuori  di  a),  che 
non  sia  una  retta  di  punti  uniti  in  li  :  poiché  ab  sarebbe  un 
punto  unito  della  proiettività  binaria  di  punti,  ciclica  di  3.o  or- 
dine, che  0  determinerebbe  in  h  :  assurdo  (74,  e). 

Dunque,  se  i  punti  AjAgAg  di  un  ciclo  di  Q  individuano  va 
piano  (unito)  a,  V  omografia  ù  è  della  specie  indicata  nel 
n.o  194,  d).  E  quindi,  se  due  cicli  AiA^Ag  ,  6,6263  individuano 
due  rette  (unite)  distinte  a  ,  b,  V omografia  ù  è  assiale  ellittica. 

4.0  Facendo  la  stessa  costruzione  indicata  nel  principio    di 

g),  si  ottiene  m  I^  .  ^^^^'o^P^  un'involuzione  rigata,  che  hn 
abc  per  rette  dopine,  e   che    è    ellittica,    o    iperbolica,    secondu 
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chn  le  coppie  di  jmnti  A^A^  ,  xV^Aj    ftì  sr parano   o  jinr    no,  — 
Poiché  I  si  trova  nelle  s  tesse  condizioni  deJT  in  voi  azione  risaia 

.f  ^?  „?  o?  .y^  considerata  in  dX 

Jì     ^iL    giJ    ^IJ     ^L    ^ 

5-^  Per  costruire  un'  omografia  assiale  qualunque;  si  \mi* 
procedere  pure  nei  modo  seguente.^ Sopra  due  rette  sghemba 
rt  j  &  si  assegnino  due  gruppi  proiettivi  di  punti  A^A^A^A^, 
Bj^B^B^B^}  e  al  gruppo  formato  dalle  4  rette  A^Bi=2>ij  A^B^=p^, 
A^B^^p^f  A^B^^^p^  si  appoggi  una  retta  qualunque  r:  postai 

e{p^p^)=C^C^  j  ai  avrà  io  0  =^=^^^^ ^-^^ ^?r omografia  rìcMest^ 

§,0  Se  a'b'c'.-  sono  le  generatrici  delia  nchiera  rigai  a  ^  uni- 
dtntt  ad  una  data  schiera  rigata  iiwolutoria  aa^  *  bb^ < ce,  - .,. , 
è  individuata  V involuzione  rigata  l^  che  ha  iVWc* per  rette  dop- 
pie ed  aa^  ^  bbj  ,  cc^  ^*,,  per  coppie  di  rette  coìiiugate^ 

Di  vero^  Fomografìa  I,  cbe  trasforma  [199,  g\  lj^\  le  scliiere 
aafib^.-.  j  a'&'c'  nelle  schiere  a^abyb...^  a'b^c*  protettive  ordinata- 
mente alle  primo  due,  sarà  assiale  [f]]j  perchè  avrà  a'b^c. . . 
por  rette  unite  ;  e  sarà  involuioriaj  perchè  a  e  a^  ^h  ^  h^, ,., 
61  corrispondono  in  essa  involutorìamente.  —  E  si  noti,  che  i 
riiggt  doppi  delia  schiera  invoiatoria  na^-bb^'CC^'^^.  sono  gli  assi 
(rcidi  o  immaginarii)  di  7. 

201.  a)  Se  una  schiera  rigata  R  è  trasformata  in  se  stesm 
da  itn^  omngrafta  quaternaria  Q  {non  assiale)^  que^tta  è  il  pr*r- 
dotto  di  due  omografie  at^niali^  delle  quali  ciascuna  trasformi} 
pure-  Il  in  R. 

Di  vero,  poiché  cvii^enicmente  anche  la  schiera  U*  incidejue 
ad  li  sarà  trasformata  in  se  stessa  da  Qj  possiamo  assumere 
quattro  generatrici  p^p^p^p^  di  R  successivamente  corrispoa- 
deuti  in  0,  e  quattro  generatrici  abcd  di  IV  pare  successiva- 
mente comspondcnti  in  Q.  In  conseguenza  (fig.  123.^)^  potìHi 
a{p,  p.;}=AiA^,  b{  jj, p, p^)= /il  B^ B^,  c{ p^ p^ psì^C^ C^ C^y  d( p^p^) ^ 

AA,  si  ha  a^:^^^^; .  le  due  omografie  0,^^^^  J; 

Q,^^i^*^'5;-n^  danno  la  relazione  QiO^=fl,— Ora,  in  fl^  evi- 
dcniemente  sono  unite  le  rette  p^  ^  p^ ,  e  si  corrispondono  sur- 
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ceBsivamente  le  retle  a,h^c\  mentre  alla  r,  che  passa  per  C^ 
ù  se^a  p^  j  p^f  coiTJspoìide  TuLiìca  retta  d^  che  passa  per  I)^  e 
sega  p^  j  p^.  Ma  alla  p^^  che  pasisa  per  C\  e  sega  a/b^d,  cor- 
risponderà in  ù  una  retta,  che  passerà  per  D^  e  segherà  &,  e, 
ossia  corrisponderà  la  stessa  jj^.  Dunque  Q^  ha  in  i^'jPyP^  tre 
rette  unite,  ed  è  perciò  (200,  f)  un'  omografia  assiale  (*}-  —  E 
poiché  similmente  sì  vede  che  Q^  è  no*  altra  omografia  assia- 
le (^),  M  teorema  6  dimostrato. 

Se  £l  è  assiale,  le  generatrici  di  R  o  R\  sono  rette  unite  in 
0;  poiché  ^^  PiPsJhPi  ^^^^  succeeisivamente  comspondenti  in 
0,  ed  0  è  assiale,  la  retta  unita  di  0  condotta  per  un  punto 
qualunque  di  p^  deve  segare  p^  ,  e  quindi  anche  p^  e  p^. 

h)  Dimostraniiuo  nel  n.**  200.  n)  elio  due  involuzione  rigate 
coincìdono,  se  hanno  comuni  tutte  le  loro  rette  doppie*  Ma  pos- 
siamo ora  dimostrarcj  che  due  iuinduziom  rìtjate  i  ^V  coinci' 
dotto j  se  hanno  comuni  4  rette  doppie  ahcd,  sghembe  a  du€  a 
due,  ma  non  appartenenti  ad  una  stessa  schiera. 

Di  vero,  se  l'una  /  è  iperbolica,  i  suoi  assi  r ,  #  si  appog- 
giano ad  ahcdi  e  quindi  debbono  essere  r,s  gli  assi  ancora 
di  /'  :  altrimenti,  le  rette  doppie  abcd  di  /'  dovrebbero  (199,  e) 
appartenere  ad  una  medesima  schiera.  Dunque  J'  è  pure  iper- 
bolien^  di  assi  r  j  «j  e  perciò  coincide  con  /. 

Be  poi  /j/'  sono  amendue  ellittiche  (e  quindi  niuna  retta 
può  appoggiarsi  ad  abcd),  \\  prodotto  J/'^2,  se  non  è  una 
identità^  sarà  un'omogratìa  assiale  (200j  /),  perchè  avrà  abcd 
per  rette  unite.  Ora,  indicando  con  J„  ,  /'^  ,  0^  le  proiettivi tà 
di  punti,  che  /j  J' ,  Q  determinano  ordinatamente  sopra  a  (delie 
qu£\l!  le  prime  due  J„  ,  P^  saranno  involuzioni  ellìttiche),  V  in- 
voluzione unita  di  Q^  sarà  amioniea  [cfr.  n,o  70 ,  a)]  ad  I^ 
e  J'^ ,  e  quindi  iperbolica;  ossia  Q^  avrà  due  punti  uniti  di- 
stinti. In  conseguenza,  0  avrà  due  punti  uniti  reali  sopra  a, 
ed  anche  sopra  ciascuna  delle  6,  e,  d  (come  similmente  si  pro- 
verebbe), e  sarà  perciò  un'omografìa  assiale  iperbolica,  e  i  suoi 


(*)  Che  conterrà  quindi  la  schiera  H  di  rette  unite,  e  trasfor- 
merà perciò  R*  in  l^-. 

(-)  Che  contiene  la  schiera  A"  di  rette  unite,  e  trasforma  perciò 
li  in  /^. 
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assi  m  appoicgeranno  ad  abcd  :  assurdo.  Dunque  fl  dev'  essere 
una  identità,  e  quindi  1,1*  debbono  coincidere. 

Dal  teorema  ora  dimostrato  si  trae,  che  la  condizione  jiecti- 
garia  e  sufficieìiie,  perchè  dtm  ùwolusioni  rigate  coiRcidanOj  f- 
che  é8Be  abbiano  comuni  4  rett&  doppie,  sghembe  a  due  a  dne^ 
e  non  appartenenti  ad  una  stessa  schiera  :  poicbè  è  noto  ('iOO^ 
fjr  4*^)  che  sì  pQBSono  costruire  infinite  involuzioni  rigate,  le 
quali  abbiano  comuni  tre  rette  doppie  aòr,  sghembe  a  due  a 
due;  e  quindi  (200  f)  tutte  le  generatrici  della  schiera  aòc.^*  sa- 
ranno rette  doppie  comnni. 

e)  Essendosi  dimostrato^  che  per  ogiii  omografia  assiale  Q 
esìste  la  sua  involuzione  unita  /,  la  quale  ha  per  assi  quelli 
di  ù.  se  questa  è  iperboliea^  e  dt^fìniscc  ^^U  assi  di  Q,  &e  questa 
k  ellittica,  ne  segue  la  dciinizione  dì  gruppo  di  4  rette,  delle 
quali  due  a ,  b  sono  reali,  e  le  altre  dne  sono  iramagìnarie  e 
rappresentate  da  un'  involuzione  rigata  ellittica  ;  cioè  diremo 
(190,  e)  che  lab  è  un  gruppo  di  rette,  se  a  y  b  si  corriepondcmo 
in  un*  omografia  assiale  Oj  che  ha  /  per  sua  involuzione  unita 
(anche  quando  è  i2  =  /). 

Da  questa  deflnizioue  segue  che,  ae  lab  è  un  gruppo  di  rette, 
IHuvolnziùne  ridata  ellìttica  I,  e  quella  di  a^si  a  e  b,  hanno  e*»- 
muni  infinite  rette  doppie;  cioè  tutte  le  rette  doppie  di  /,  che 
si  npj)oggianij  ad  a,  e  quindi  anche  a  b  percliè  a  e  ò  si  cor- 
rispondono in  un'omografìa  assiale,  d'involuzione  unita  L 

Viceversa,  due  involiimom  rigatu  l  j  1',  déile^  quali  V  una  al- 
meno V  è  iperbolica j  fof^iauo  un  gruppo j  se  hanno  comuni  iìi- 
finite  rette  doppie  e  nessun  punto  {o  piano)  doppio  comunt  {\\. 

In  fatti,  indicando  con  m  una  di  queste  rette  doppie,  e  con 
A^B  i  puntij  in  cui  m  sega  gii  assi  a/t  di  /',  siccome  A,B  non 
sono  punti  doppi  in  /,  esiste  romografìa  assiale  Ù,  che  ha  /per 
involuzione  unita,  ed  A  j  B  per  punti  corrispondenti  ;  ed  in  essa 
alla  retta  a  (la  quale  sega  le  rette  doppie  comuni  a  J  e  /',  che 
8ono  pure  rette  unite  di  Q)  corrisponderà  b  (che  sega  le  stesse 
rette  unite)* 


(*)  Se  le  rette  a  ,  e  si  segano,  come  pure  h  ^  d  ^  ed  inoltre  il 
punto  ac  giace  nel  piano  bdj  le  abcd  non  formano  un  grupp^ 
mentre  però  le  infinite  rette  che  passano  pel  punto  ac  e  giacciono 
nel  piano  bd  sono  rette  doppie  comuni  ad  /  e  /'* 
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W  Generalizzando  quinrli,  potremo  dire^  che  due  coppie  qualuil- 

P  que  di  retto  I^I^  (reali  o  iraniagrinarie)  formano    un   gruppo^ 

cjuandn  le  involuzioni  rigate  /  j /'  hanno  infinite  retto  doppie 
coinoni,  e  nessun  punto  (o  piano)  unito  comune, 

E  si  noti,  che  le  infinite  rette  doppie  comuni  costitaìscono 
una  schiera  rigala.  Poicliè^  se  abc  sono  tre  rette  doppie  comuni 
alle  myoìuzioni  rigate  /,  P  (e  necessariamente  sghembe  a  due 
a  dueX  saranno  pur  tali  tutte  le  generatrici  della  schiera  ahc.i 
né  può  esservi  un'  altra  retta  doppia  comune,  altrimenti  (201, 
h)  le  involuzioni  i  ,  J'  coinciderebbero, 

n  gruppo  //'  si  dirà  poi  armonico,  se  il  prodotto  //'  è  com- 
mutativo {ìj5,  d)  ;  e  diremo  pure  allora  che  le  involuzioni  rigale 
I  f  I*  sono  armoniche^ 

Di  qui  segue  immediatamente  quanto  appresso. 

I.«  Di  due  ÌHi^otìtziont  rigate  armoni  che  l  yV,  ttna  almeno  è 
iperbolica:  poìehè^  indicando  eon  /„,  j  I\^  ie  involuzioni  binarie, 
cl»u  /,  /'  determinano  sopra  una  loro  retta  doppia  comune  w, 
le  I^  j  I*^  saranno  pure  armoniche,  perchè  involuzioni  binarie 
commutativo^  e  pereiò  una  di  esse  almeno  (e  ^juindi  anche  la 
relativa  involuzione  rigata)  avrà  elementi  doppi  reali- 

"IJ^  Il  prodùtta  di  due  invai uzÌoìh  rigate  armoniche  1,1'  è 
una  terza  invùki^ione  rigata  1",  armonica  ale  I'.—  Di  vero, 
ogni  retta  doppin^  comune  a  Je /'j  è  retta  unita  neiromografia 
/"^  la  quale  è  «luindi  assiale  ;  ed  è  poi  anche  involutoria^  per- 
chè/,/'   sono   involutorie   o    commutative*   Inoltro ,    essendo 

i''^ir=ri,  Biirh  ip'~ipi^r'i,rr'^rip^i''r\ 

ossia  /'^  è  commutativa  eon  /  e  /'. 

È  facile  vedere^  da  quanto  si  è  <lettOj  che^  delle  tre  involu- 
zioni /,/',/''  una  e  eMittica,  e  due  sono  iperboliche. 

3,**  £e  IV  è  un  gruppo  qualùnque  di  rette^  il  prodotto  ll'=i2 
è  UH  omografia  a^aiale^  la  cui  inmduzione  unita  V^  è  arìnonica 
ale  r.  —  In  fatti,  per  Q,  e  <iuindi  anche  per  /",  sono  unito 
Je  rette  doppiti  m  comuni  a  /  e  I\  Inoltre  le  involuzioni  I^  , 
^*m  j  -^'m?  ^^^^  ^  r  ^' }  J^"  determinano  rispettivamente  sopra  m^ 
sono  tali  ehe  /"^^  è  armonica  ad  J^  e  I^^:  ei6  elie  dimostra 
il  teorema;  poiché  I*^  Inisforma  più  che  cinque  coppie  di  ele- 
3AKau  —  Gtùmttrla  prùiettiva.  04* 
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menti  coniuj^atì  <lì  /  (n  /')  in  nlrrettantc  ?4iniìll  copiifo  <!ì  / 
(o  /'). 

4.0  Dal  teorema  precedente  segue  che,  se  due  involuzioni  ri- 
gate I  ,  V  formano  un  gruppo,  esiste  sempre  ima  terza  involu- 
zione rigata  I"  armonica  ad  l  e  I',  ed  una  sola;  e  questa  è  la 
involuzione  unita  del  prodotto  II'. 

5.0  Se  4  rette  abcd  formano  un  gruppo,  le  tre  involuzioni 
rigate  I=|ab  ,  cd|  ,  I  =|ac  ,  db|  ,  I"^|ad  ,  bc|  sono  armoniche  a 
due  a  due,  e  ciascuna  è  il  prodotto  delle  rimanenti  due. 

Ciascuna  delle  2  ,  I' ,  I'^  è  individuata  (200,  g^  G.o)  dalla  con- 
dizione, che  le  generatrici  della  schiera  rigata  incidente  a  quella, 
alla  quale  appartiene  il   gruppo    abcdj    sieno    rette    doppie    in 

d)  Un'involuzione  rigata  qualunque  I,  e  la  involuzione  ri- 
gata iperbolica  /',  che  ha  per  assi  due  rette  sghembe  a  ,  a' 
coniugate  in  J,  formano  un  gruppo  di  4  rette.  Inoltre,  7,  J' 
sono  commutative  ;  poiché  /  trasforma  ciascuna  involuzione  di 
punti  appartenente  ad  /'  (il  cui  sostegno  segherà  a  ,  a')  in 
un'  altra  involuzione  di  punti  appartenenti  ad  /'.  Sicché  le  in- 
voluzioni /,/'  sono  armoniche. 

Reciprocamente,  se  V  è  un'involuzione  rigata  iperbolica^  ar- 
monica ad  I,  gli  assi  a  ,  a'  di  V  sono  rette  coniugate  in  I:  poi- 
ché, essendo  77'  un  gruppo,  ed  7,7'  commutative,  deve  7  tra- 
sformare a  in  a'  ed  a'  in  a  ;  non  potendo  trasformare  a  ,  a 
ordinatamente  in  a  ,  a' ,  altrimenti  a  ,  a'  sarebbero  rette  doppie 
di  7  e  quindi  7 ,  7'  avrebbero  punti  doppi  comuni,  cioè  i  punti 
in  cui  a  ed  a'  sono  segate  dalla  schiera  di  rette  doppie  comuni 
ad  7 ,  7'. 

Generalizzando,  se  7'  é  un'  involuzione  rigata  ellittica,  che 
forma  un  gruppo  armonico  con  una  involuzione  rigata  qualun- 
que 7,  noi  diremo  che  7'  rappresenta  una  coppia  di  rette  im- 
maginarie  coniugate  in  I. 

Da  questa  definizione,  e  dal  teorema  che,  di  due  involuzioni 
rigate  armoniche,  una  almeno  è  iperbolica,  segue  che,  una  in- 
voluzione rigata  ellittica  non  ha  coppie  immaginarie  di  rette 
coniugate, 

e)  Due  omografie  assiali  Q  ,  Q'y  che  hanno  la  stessa    invo- 
luzione unita  I,  sono  commutative:  poiché  le  proiettività  binarie 
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^in  y  ^'m>  determinate  da  Q  ,  Q'  sopra  una  qualunque  retta  ilo[i- 
pia  m  di  /  (la  quale  è  quindi  una  retta  unita  comuuu  ad  0  ed 
Q'),  hanno  per  involuzione  unita  l'involuzione  binaria,  clic  /  tlc- 
terniina  sopra  m;  e  perciò  [65,  Ti)  e  70,  e)]  0,„  ,  ù\^  80ii«  com- 
mutative. 

Viceversa,  se  due  omografie  assiali  Q  ,  Q^  sono  comnmtaUce^ 
ed  hanno  comuni  tre  rette  unite  mnp,  sghembe  a  due  a  dae^  esm 
hanno  la  stessa  involuzione  unita  I. 

Di  vero,  indicando  ordinatamente  con  L  l' le  involuzìotii  unite 
di  Q  ,  Q',  poichò  £2'  trasforma  Q  in  Q,  trasformerà  \mvv  /in  I 
(68,  rt),  e  quindi  (65,  f)  I  trasformerà  £2'  in  fì',  ed  aneli  e  (68, 
a)  /'  in  /' :  ossia  /,  /'  saranno  commutative.  In  conseguenza, 
le  proiettività  binarie  Q,„  ,  Q',„  ,  che  0  ,  fì'  determiaiano  sopra 
m,  sono  commutative  -,  e  quindi  I ,  F  determinano  sopra  m  una 
medesima  involuzione  binaria.  Dunque  il  prodotto  ir^=I*\  che 
(per  la  commutatività  di  /,  /')  è  pure  un'involuzione  rigata  (*), 
avrà  in  m  uno  dei  suoi  assi.  Ma,  similmente  si  prova  che  h,  p 
sono  assi  di  /".  Dunque  /"  è  una  identità  e  perciò  I^  coin- 
cide con  /. 

f)  Quando  una  coppia  di  rette  reali  r ,  s  sono  ^^ornTatrici 
di  una  schiera  rigata  Rj  le  generatrici  della  schiera  incidente 
R'  sono  rette  doppie  dell'involuzione  rigata  /^|r,^|;  e  vice- 
versa, quando  le  generatrici  della  schiera  rigata  7^',  incidente 
ad  una  data  schiera  rigata  i?,  sono  rette  doppie  dì  un'invio- 
luzione  rigata  iperbolica  /,  gli  assi  r  ,  s  di  /  sono  dae  genera- 
trici di  R. 

Generalizzando  quindi  diremo,  che  una  coppia  I  di  rtHte 
sghembe,  reali  o  immaginarie^  appartiene  ad  una  data  schiera 
rigata  R,  se  le  generatrici  della  schiera  rigata  R',  incidente  ad 
i?,  sono  rette  doppie  dell'  involuzione  rigata  L 

Segue  da  questa  definizione,  che  due  coppie  di  rette  sghembe 
I  ,  r,  reali  o  immaginarie^  appartengono  entrambe  ad  una  data 
schiera  rigata  R,  se  le  generatrici  della  schiera  R',  iìiciduuie 
ad  R,  sono  rette  doppie  comuni  ad  l  ed  V. 


(*)  L'  omografia  involutoria  /''  non  può  essere  un'  omologìa»— 
Poiché  le  rette  7«,  n,  p^  unite  in  I"  dovrebbero  giacere  n&l  piano 
di  omologia  e  di  J",  mentre  m,  w,  p  sono  sghembe. 
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E  chiaro  quindi  che,  ad  una  data  schiera  rigata  R,  appar- 
tengono sempre  infinite  coppie  di  rette  sghembe  immaginarie. — 
Di  vero,  se  abc  sono  tre  generatrici  qualunque  della  schiera 
7?',  incidente  ad  E,  le  infinite  involuzioni  rigate  ellittiche,  che 
hanno  abc  per  rette  doppie  [201,  <;),  4.o|,  avranno  (201,/)  per  rette 
doppie  tutte  le  generatrici  della  schiera  afte... =/^',  e  rappresente- 
ranno altrettante  coppie  di  rette  immaginarie  sghembe  di  E. 

g)  Data  un'omografia  assiale  Q,  se  dice  coppie  a^a^  ,  b,bj, 
di  rette  sghembe  corrispondenti  in  0,  e  la  coppia  di  rette  rap- 
2)resentata  dalV involuzione  unita  I  di  Q,  appartengono  ad  una 
stessa  schiera  rigata  R,  V  involuzione  rigata  l'^l^jb^  ,  a^bjj  è 
armonica  ad  I,  e  trasforma  Q  in  ù"^. 

In  fatti,  se  m  è  una  generatrice  qualunque  della  schiera  K' 
incidente  ad  R,  indicando  con  /,„  ,  /'^ ,  Q,„  le  proiettività  bi- 
narie che  I  j  r  y  Q  determinano  in  m,  V  involuzione  J',^  sarà 
armonica  ad  /"^ ,  e  trasformerà  Q^  in  Qa,'"^ 

h)  Combinando  a  due  a  due  le  rette  doppie  sghembe  di 
un'  involuzione  rigata  qualunque  /,  possiamo  considerare  cia- 
scuna coppia  ab  di  esse,  come  rappresentata  da  un'involuzione 
rigata  iperbolica  di  assi  a  ,  ò  ;  e  questa  involuzione  è  commu- 
tativa (178,  e)  con  /.  Ora,  tutte  queste  involuzioni  rigate  iper- 
boliche, ed  anche  quelle  ellittiche,  che  fossero  commutative  con 
/,  senza  essere  armoniche  a  questa,  formeranno  un  sistema  0  ; 
e  noi  chiameremo  ciascuna  di  esse  involuzione  di  9. 

Diremo  pure,  che  la  coppia  di  rette,  rappresentata  da  un'in- 
voluzione qualunque  di  0,  si  appoggia  alla  coppia  di  rett«  (reali 
o  immaginarie)  rappresentata  da  I  (^). 

Ciò  posto,  è  facile  dimostrare  che,  il  prodotto  di  I  per  un  in- 
voluzione qualunque  \  di  0  è  un'altra  involuzione  I^  rf*0. — 


Q)  È  facile  vedere  che,  per  due  involuzioni  rigate  I ,  I^  y  due 
soli  sono  i  casi  di  commutatività;  quello,  cioè,  in  cui  il  gruppo  //, 
è  armonico,  e  1'  altro  in  cui  V  una  J,  si  appoggia  all'  altra  /. 

In  fatti,  se  è  I^  l^  j  s\  y  I^^  \r^  ,  s^\  ,  dovendo  /  mutare  J,  in 
J,  ,  o  deve  mutare  r,  in  r,  ed  s,  in  s^  (e  quindi  r,  ,  s^  debbono 
appoggiarsi  ad  r  ,  s),  o  deve  mutare  r,  in  s^  ed  s^  in  r,  (e 
quindi  I ,  J,  debbono  formare  un  gruppo,  perchè  / ,  /,  sono  com- 
mutative). 
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Di  vero,  essendo  coiniuutativc  lo  involuzioni  / ,  /^ ,  li  fiu'n  iiro- 
dotto  I^  è  un'  involuzione  rigata.  Ma,  poiché  /  e  /j  sono  euin- 
rautative  con  /,  anche  I^  è  commutativa  con  /  (e  con  /J.  Dun- 
que /jj,  che  non  coincide  con  I,  nò  è  armonica  ad  /(*),  è  un'altra 
involuzione  di  0  ;  ossia  rappresenta  due  rette  (reali  o  imma;i:i- 
narie),  che  si  appoggiano  alle  rette  L 

i)  Se  I  ed  I,  sono  iperboliche,  tale  sarà  jmre  1^;  poìi'liè,  se 
r  ,  8  sono  gli  assi  di  J,  ed  a  ,  6  quelli  di  J^  ,  i  4  punti  ria  j  /A, 
s{a  ,  b)  saranno  doppi  ìu  I^ ,  e  quindi  le  rett*'  ra-^b  ,  rbm  sa- 
ranno gli  assi  di  Jg  :  ossia,  I  j  I^  ,  I^  rapprese  ni  ermi  no  le  tre 
coppie  di  spigoli  opposti  di  un  tetraedro  reale. 

k)  Siccome  poi,  essendo  Jg^J/j,  si  ha  pure  I^i^^^^II^^ 
II^I^^Ij  ne  segue  che,  se  I  é  ellittica,  ed  1^  è  iprHjfdica,  I^  sarà 
ellittica  (il  che  prova  V  esistenza  di  un'  involuzioiio  ellittica  di 
0,  se  /  è  ellittica):  perchè,  se  fosse  iperbolicM  \a  L, ,  essendo 
/==/,  Jg ,  /j  non  può  essere  armonica  ad  Jj ,  ma  le  si  apiJOggia, 
ed  I  dovrebbe  essere  iperbolica  [i)]:  contro  l' ipotesi. 

L'esistenza  poi  di  un'involuzione  ellittica  /,  di  0,  se  /  è  iper- 
bolica, si  prova  nel  modo  seguente.  —  È  noto  potersi  costruire 
un'involuzione  ellittica  J, ,  che  abbia  per  rette  doppie  «^H  assi 
a  ,  6  di  J,  poiché  indicando  con  e  una  retta  j^iiriieiulia  ad  a  ,  ft, 
si  può  costruire  un'  involuzione  ellittica  I^  che  lia  <t  ,  h  ^  v  per 
rette  doppie  [201,  ^),  4.o];  ed  /  muterà  in  conseguenza  f  TJH,  e) 
la  /|  in  Jj ,  e  quindi  (70,  e)  Jj  è  commutativa  con  /,  e  non  ò 
armonica  ad  /;  ossia  è  un'  involuzione  di  tì. 

Si  osservi  pure  che,  se  /  ò  iperbolica,  di  ììssì  r  ,  s  essendo 
IiI^^Ij  il  prodotto  /jlj  determina  sopra  r  (o  s)  la  identità;  e 
quindi  le  /,  ,  I^  determinano  sopra  r  (o  s)  la  stessa  involuzione 
binaria. 

Dunque  : 

l.'j  In  un  involuzione  rigata  iperbolica  1,  tftftn  nnn  coppia 
immaginaria  I,  di  rette,  che  si  appoggiano  ftUe  rette  raali  l, 
esiste  sempre  un^  altra  coppia  L  di  rette  imin'igìnanej  chfi  si 
appoggiano  ad  I  ed  I^  ;  ed  II^l^  è  un  tetraedri  hìimagluarto  di 
2.«  specie  [chiamando  di  /.»  specie  quello  considcratfì  m^.ì  n.^*  1117 


(*)  Se  I2  fosse  armonica  ad  J,  anche  //g  ^  ///,  ^  /,    sarebbe 
[e),  2.0J  armonica  ad  /;  assurdo,  per  l'ipotesi  i'utta  sopra  L 
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6)j  il  quale  ha  due  vertici  e  due  iacee  reali],  t^ba  hn  ì  aoh'  fine 
spigoli  reali  Ij  e  non  ha  aletta  mrtice  uù  atainn  facci  fi    re  iti  e. 

2<«  Per  un/  ìnvoitizìone  riffatcì  eìlitUca  Ij  delle  due  coppie  1^ 
I| ,  che  Bi  appoggiiino  tra  loro  e  alla  coppia  Ij  una  è  sempre 
reale. 

l)  Quanto  si  è  detto  sino  ad  ora  per  le  rette  doppie  di  J, 
vaie  eTidentemente  por  Jo  rette  unite  di  una  omografia  assiale 
Uj  delia  quale  /  sarebbe  la  involuzione  unita-  Cosi^  p<  e.,  cia- 
scuna int^oluzionti  di  0  rappresenta  due  rettt  unite  {reali  o  im- 
maginarie) di  U, 

m)  JJate  4  rette  abéd^  sghembe  a  due  a  due^  ma  non  ap- 
parte  ne  ìiH  ad  una  stesila  schiera^  ed  assegnati  ndV  una  a  dué 
jtanti  distinti  A  ^  A',  è  individaata  V omografìa  assiale  0,  che 
ha  ahcd  jìer  rette  unite  ed  A  ^  A/  per  pìititi  corrispondenti  ('), 

Per  A  si  condueano  le  tre  rette  j  che  si  appoggino  ardina- 
l  amen  le  alle  tre  coppie  di  rette  bcj  ed,  db  nelle  tre  coppie  di 
punti  BiCy  j  C\D^ ,  Ai^sT  ^^se  saranno  sghembe  ordinatamente 
a  df  b^  Cj  poiché  abcd  non  è  nn  gruppo  di  rette,  Similmenta 
si  conducano  per  ^4'  le  tre  rette,  clie  sì  appoggino  rispettiva- 
meute  alle  coppie  bc^  cd^  db  nelle  tre  coppie  di  punti  JÌ\C\j 
C^^D'^f  D\B*^^  e  che  saranno  sghembe  ordinatamente  a  d^  6,  e  (^. 

Sarà  Q  =  j,,J  ^rf  j3  %  dove  a,  a'  sono  i  piani  B^UJ\f  B\€\D\^ 

l'omografìa  assiale ,  che  ha  abcd  per  rotte  unite  ed  A  ,  4'  per 
punti  eorinspondeuti. 

Di  %^ero,  risulta  ìinniediatamcntej  eli  e  B^ìi^^  ,  QC^'j  ,  ^^O^ 
sono  tre  altre  coppie  di  punti  corrispondenti  in  Q:  poiché,  p*  e.j 
alla  retta  AD^  e  al  piano  a  corrispoudono  in  0  la  retta  A*D*^ 
e  il  piano  a';  e  quindi  al  punto  AD^a^B^  corrisponderà   il 


(*)  8e  sulla  retta  a  esistono  dei  punti  reali,  per  i  quali  passano 
rette  che  8Ì  appoggiano  a  bcd  (|)unti  che  non  possono  essere  più 
di  due,  altriinefiti  abcd  apparterrebbero  ad  una  stessa  schiera), 
ni  a  DO  di  tali  punti  può  assumersi  per  A  ^  A\ 

(^  Tre  punti,  appartenenti  alle  tre  coppie  B^C^  ,  C^D^  ,  ^3^»» 
non  possontJ  giacere  per  diritto;  p  eie  he  le  rette  AB^  ,  AC^  ,  Alì^ 
giacerebbero  in  un  piano,  che  dovrebbe  eontenei'o  lo  rett*  hcd  : 
assurdo.  E  io  atesso  va  dotto  sui  punti  B\C\C\D\D\B' ^ 
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punto  A'D\'CfJ^B^^.  In  conseguenza,  le  rette  sghembo  hcd, 
delle  quali  ciascuna  contiene  due  coppie  di  punti  corrispon- 
denti di  ù,  sono  unite  in  £i;  e  perciò  [200 ^Z")]  l'omografìa  0 
è  assiale,  ed  a  è  pur  essa  [200,  h)  e  194,  i),  ^•),  o)]  una  retta 
unita  di  Q. 

Di  qui  segue  che,  date  '4  rette  abcd,  sghembe  a  due  a  due^ 
ma  non  appartenenti  ad  una  stessa  schieray  l.o  esse  individuano 
[201^  b)]  un^  involuzione  rigata  I,  che  ha  abcd  per  rette  doppia 
(cioè  l'involuzione  unita  deiromografìa  assiale  Q,  definita  qui 
sopra);  2.o  questa  involuzione  rigata  I  rappresenta  la  coppia  di 
rette  {reali  e  distinte^  reali  e  coincidenti,  o  immaginarie),  che  si 
appoggiano  alle  quattro  rette  date  abcd. 

In  fine  si  osservi,  che  tutto  ciò ,  che  è  stato  detto  innanzi^ 
regge  inire^  se,  invece  delle  qitattro  rette  reali  abcd,  sono  data 
due  rette  reali  sghembe  a,  b,  ed  una  coppia  I,  di  rette  imma- 
ginarie, che  non  si  appoggino  alla  coppia  ab,  né  formi  con  que- 
sta un  gruppo. 

In  fatti,  indicando  con  Imn  tre  rette  doppie  qualunque  di  /,, 
che  si  appoggino  ad  a  (e  che,  per  V  ipotesi  fatta,  non  si  ap- 
poggeranno a  b),  e  costruite  due  generatrici  e,  d  della  schiera 
incidente  alla  schiera  Imn,., ,  queste  rette  e ,  d  apparterranno 
alla  schiera  individuata  dalle  tre  rette  a,  I^ ,  e  si  ricadrà  nel 
caso  dì  4  rette  reali  aJjcdj  sghembe  a  due  a  due,  e  non  appar- 
tenenti ad  una  stessa  schiera. 

OMOGRAFIE    E   CORRELAZIONI   TERNARIE   DEGENERI. 

202.  a)  Abbiamo  sinora  parlato  di  omografie  ternarie  e  qua- 
ternarie, nelle  quali  gli  elementi  si  corrispondono  univoca- 
mente, senza  eccezione  alcuna.  Ora  ci  occuperemo  di  quelle, 
per  le  quali  tale  univocità,  benché  esista  ancora  in  generale^ 
non  è  senza  eccezione:  ma  per  queste  ci  fermeremo  alle  solo 
ternarie. 

b)  Sappiamo  che,  di  due  forme  omografiche  di  2.«  specie, 
runa  si  può  dedurre  dall'altra,  mediante  un  numero  finito  di 
proiezioni  e  di  sezioni  (159,  b,  e),  E  viceversa ,  due  forme  di 
2.«  specie ,  dedotte  V  una  dall'  altra  mediante  tali  operazioni, 
saranno  omografiche,  secondo  le  definizioni  del  n.'J  158  (cioè  nel 
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denso  sinara  lìsato),  purclit;  tìi  mìoperino  proiezioni  e  sezìouì 
uninoche  (ossia  proiezioni  e  sezioni^  che  determinano  una  cor- 
rispondenza univoca,  aonza  eccezione,  tra  la  forma  su  cm  si 
esegaooo  e  quella  clic  producono);  vale  a  dire  le  sole  proie- 
zioni e  sezioni  da  noi  sinora  consiileratc. 

Ma^  se  si  userà  la  proiezione  di  un  sistema,  piano  da  un  suo 
puntOj  o  la  seziono  dì  una  stella  con  un  suo  piano  —  open- 
zìoni  non  univoche—,  si  octerraimo  nuovo  corrispondenze,  uni- 
vocile  con  eccezioni;  corrispondenze,  che  diremo  omografie  ter- 
narie  thgenerij  e  che  vo^^iiamo  ora  esaminare. 

e)  Se  una  stella  [*S']  è  segata  da  mi  suo  piano  <?',  ad  o^ni 
raggio  di  [S]^  non  situato  hi  e',  corrisponderà  sempre  lo  stesso 
punto  i^  nel  sistema  piano  prospettivo  [e']  ^  mentre  ad  un  ni^r- 
gio  qualunque  u  di  [^S'J^  situalo  in  o',  corrisponderanno  in  [c'| 
tutti  punti  della  punteggiata  {a),  —  Ad'  un  piano  qnalunque  3 
di  {B\  eccetto  (^^  corrisponderà  in  \n^\  una  retta  b\  che  passa 
per  H\  mentre  al  piano  e'  di  \8\  corrisponderanno  tatte  le  rette 
dì  [<;n. 

A  ciascun  punto  C  del  sistema  piano  [o'J,  eccetto  *"?,  corri- 
sponderà nella  stella  \B'\  la  retta  BC^^€,\  ma  al  punto  &  di 
[c'I  corrisponderanno  tatti  raggi  di  [j^J.  —  A  ciascuna  retta  n' 
di  \ù\  la  tjnale  passi  per  *S',  corrisponderà  in  \H\  il  fascio  di 
j>iani  di  asse  tV  \  ma  ad  una  retta  qualunque  t*  di  [e']  che  non 
passi  per  B^  corrisponderà  sempre  in  \B\  il  piano  <i\  mentre 
al  hi  punteggiata  (f/)  di  [g']  coiTlaponderà  in  \B\  un  fascio  eli 
raggi  prospettivo  ad  (e'). 

Abbiamo  cosi  ottenuto  una  prospettività  ^e^ewere  tra  la  stellfl 
(^1  ed  il  sistema  piano  [c'I,  in  cui  il  punto  B  ed  il  piano  ^' si 
diranno  elementi  ùmjnlm%  ordinatamente,  del  s^istema  piano  ^ 
della  stella. 

e£)  Sostituendo  ora  all' una^  o  air  altra,  delle  forme  \S\% 
[g'J,  o  ad  entrambe  j  delle  forme  che  sic  no  con  esse  iti  oiiu> 
gratìa  non  degenere,  si  avranno  le  scgnenli  proprietà  dulit* 
omografie  degeneri* 

But  ifhfemi  piani  [o]  ^  [e'],  1  Due  ^UUe  [S]  ,  [S'],  tu  amrt- 
iH  omufjru/iti   tìefjtrìurrù   [lii    /.«    t/ru/itt  dtt/enttni  {di  L«  ftpemjf 
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specie),   hanno   rispettivamente 
una  retta  r  ed  un  punto  R'  (e 
lementi    singolari)'  nella   rela- 
zione seguente: 

Ad  ogni  punto  di  [a] ,  non 
appartenente  ad  r,  corrisponde 
in  [o']  il  punto  R',  ma  ad  un 
punto  di  [o],  assegnato  in  r, 
corrispondono  in  [e']  tutt^  i 
punti  di  una  determinata  retta 
di  R';  e  viceversa: 

La  corrispondenza  ,  tra  i 
punti  della  punteggiata  (r)  di 
[e]  e  i  raggi  del  fascio  (R')  di 
[c'I,  è  proiettiva ,  e  definisce 
V  omografia  degeìiere  tra  i  si- 
stemi piani  [a]  e  [e']: 

Ad  ogni  retta  a  di  [a],  diversa 
da  Y,  corrisponde  in  [g'\  il  rag- 
gio del  fascio  (R'),  corrispon- 
dente al  punto  ar  della  punteg- 
giata (r)  ;  ma  alla  retta  r  di 
[e]  corrispondono  tutte  le  rette 
di  [o']. 
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hanno  rispettivamente  un  piano 
p  ed  un  raggio  r'  (elementi  sin- 
golari) nella  relazione  seguenti^' 


Ad  ogni  raggio  di  [S] ,  non 
appartenente  a  p,  corrispondi 
in  [S'j  il  raggio  r',  ma  ad  un 
raggio  di  [S],  assegnato  in  f. 
corrispondono  in  [S']  tuttH  rag- 
gi di  un  determinato  piano  di 
r'  ;  e  viceversa: 

La  corrispondenza 'j  tra  i 
raggi  del  fascio  (p)  di  [S]  e  i 
piani  del  fascio  (r')  di  [S'j  ^  *" 
proiettiva,  e  definisce  V  omo* 
grafia  degenere  tra  le  steìh' 
[S]  e  [S']: 

Ad  ogni  piano  a  di  [S] ,  d/. 
verso  da  p,  corrisponde  in  [S'] 
il  piano  del  fascio  (r') ,  corri- 
spondente al  raggio  ap  del  fa- 
scio di  raggi  (p)  ;  ma  al  piano 
p  di  [S]  corrispondono  tutt'  / 
piani  di  [S'j. 


e)  Se  si  segano  due  stelle  omografiche  [S]  ,  [6^']— in  omo- 
gi'afia  non  degenere — rispettivamente  con  due  piani  e  ,  e',  dei 
quali  o'  appartenga  ad  [S']  e  a  non  appartenga  ad  [8]^  si  ot- 
tiene appunto  un'omografia  degenere  tra  due  sistemi  piani  [a|^ 
[e']  della  specie  considerata  in  d)  a  sinistra.  Ma^  so  si  supponi^ 
che  0  ,  e'  appartengano  ordinatamente  ad  [S]  ,  [S'],  senza  cIh^ 
però  sieno  due  piani  corrispondenti  (^)  delle  due  stelle  omo- 
grafiche, si  avrà,  tra  i  due  sistemi  piani  [a]  ,  [o'],  un'omografici 


(')  Se  e  ,  e'  sono  piani  corrispondenti,  i  due  sistemi  [g]  ,  [o^J 
saranno  anche  in  omografìa  degenere,  ed  ognuno  di  essi  avrà  un 
punto  singolare,  senz'  altro. 

Sannia  —  Geometria  proiettiva.  65* 
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ancor  più  particolare,  la  quale  sì  deduce  atvcJie  da  <ineìla  di 
d)  a  sinistra,  supponendo  che  V  omografia  binaria  tra  (r)  ed 
{E'),  ivi  considerata,  degeneri,  e  che  ne  siéno  rispettivamente 
R  ed  r'  gli  elementi  singolari.  Si  avrà  così  una  omografia  de- 
genere di  2.»  specie,  tra  due  sistemi  piani  [o] ,  [e'],  caratteriz- 
zata da  ciò,  che  [a]  ,  [a']  hanno  amendue  una  retta  ed  un  punto 
singolari,  che  si  appartengono  ;  cioè  ad  ogni  punto — o  retta  — 
di  [o],  non  appartenente  ad  r  —  o  ad  E  —  ,  corrisponderà  in 
[a'J  il  punto  E'—o  la  retta  r'— ,  ma  ad  ogni  punto— o  retta — , 
appartenente  ad  r— o  ad  ^— ,  corrisponderanno  tutt'  i  punti  di 
r'—o  tutte  le  rette  di  JB' — . 

f)  È  evidente  esservi  un'analoga  corrispondenza  omografica 
degenere  tra  due  stelle. 

g)  Tra  una  stella  [8]  ed  un  sistema  piano  [g']  si  ottengono 
tre  specie  di  omografie  degeneri,  caratterizzate  dai  seguenti 
elementi  singolari. 


l.f*  specie.  [S]  e  [c'J  hanno 
rispettivamente  un  piano  ed 
un  punto  singolari,  sostegni  di 
due  fasci  proiettivi  di  rette 
corrispondenti. 


2.«  specie.  [S]  e  [c^  hanno 
rispettivamente  due  rette  sin- 
golari, sostegni  di  un  fascio 
di  piani  e  di  una  punteggiata 
proiettivi  tra  loro. 


5.«  specie.  [S]  ha  una  retta  ed  un  piano  singolari,  che  si  ap- 
partengono, e  [e']  ha  un  punto  ed  una  retta  singolari,  che  pure 
si  appartengono  Q). 

h)  Due  forme  di  2.«  specie  diconsi  in  correlazione  dege- 
nere ,  se  r  una  è  in  correlazione  con  una  forma ,  che  sia  con 
r  altra  in  omografia  degenere. 

Da  questa  definizione,  e  dalle  cose  dette,  segue  che  esistono 
due  sistemi  piani  [a]  ,  [a']  in  correlazione  degenere  (*) 


(0  [S]  e  [o']  potranno  avere  ancora  rispettivamente,  [S]  un  rag- 
gio, e  fc']  un  punto,  singolare,  senz'  altro. 

(^)  Le  proposizioni  che  qui  seguono,  a  rincontro  l'una  dell'al- 
tra, non  sono  correlative. 
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di  i.*  specie^   che   hanno    due 
Tétte  siììf^olari  r  ,  ^^ 

Ad  ogni  2^^^^to  di  [o]  corri- 
sponde in  [o*]  la  retta  r'  ;  m 
ad  un  punto  di  [a],  assegnato 
in  Tj  cùrì'ispùfìdono  In  [o'\  tutte 
le  reitt  di  %in  detsrndnato  pun- 
to di  r':  e  analùgamBnfe  scam- 
biando tra  loro  a  e  c\  r  e  r'. 


ia  corrisjmndenza  ^  tra  i 
pttnti  delle  pmìteggmie  (r),  (r^) 
di  [a]  ^  [g'I,  è  proiettiva j  e  de- 
fluisce la  correlazione  degenere 
tra  [o]  e  [g']- 

A€l  Oijìd  retta  m  di  [a]  ^  di- 
verga da  Tj  corrisponde  ih  [a'] 
il  punto  della  punteggiata  {r'% 
corrispondente  ai  punto  mr 
delta  punteggiata  (r)  ;  ma  alla 
retta  v  di  [g]  corrispondono 
tutfi  punti  di  [g^]:  e  viceversa. 


di  2*a  specie,  che  hanno  due 
punti  singolari  K  ,  R', 

Ad  ogni  retta  di  [a]  corrt- 
sponde  in  [e']  il  punto  E';  ma 
ad  una  retta  di  R,  assegnata 
in  [a]j  corrispondono  in  [c'J 
tutt'i  ptinti  di  una  determinata 
retta  di  R'  :  e  aìialùgamente 
scambiaìido  tra  loro  g  e  ti'  ^ 
r  e  r'. 

La  corrispondenza^  tra  i  rag- 
gi dei  fasci  (li)  ,  (R')  di  [e]  , 
[o'j,  è  proiettiva,  e  definisce 
la  ùorrelazione  degenere  tra 
[e]  e  [a'}. 

Ad  ogni  punto  M  di  [e]  di- 
verso da  Uj  corrisponde  in  [o'J 
il  raggio  del  fascio  (W),  cor- 
risponde nte  ai  raggio  MR  del 
fascio  (R);  ma  al  punto  R  di 
[e]  cùrrisjjondono  tutte  le  rette 
di  [c']:  e  viceversa^ 


i)  Si  hanno  ancora  due  sistemi  piani  [a]  ,  [a*]  in  correla- 
zicne  degenere  di  3.*  specie,  che  hanno  due  rette  singolari  r^ 
r'^  con  due  loro  punti  siìigolari  R  ^  R^ 

Ad  ogni  punto  —  o  retta  —  di  [gJ,  7ton  appartenente  ad  r— 
o  ad  E—,  corrisponderà  in  [a']  la  retta  r*  —  o  il  punto  R^  —  ; 
ma  ad  ogni  punto  —  o  retta  —  appartenente  ad  r  —  o  ad  E  — 
corrisponderanno  tutte  le  rette  di  E'  —  o  tutf  i  punti  iti  t'  —  , 
e  viceversa  (*). 

fc)  È  quasi  inutile  accennare  agli  analoghi  casi  i\i  corre- 
lazioti!  degcnori  tra  due  stelle,  o  tra  una  stella  ed  un  sistema 
piana:  potendosi  i  primi  ottenere   dat   sistemi    piani   mediante 


(0   l^]  ì  [^'J  potranno  avere  ordìfiatamente,  l'uno  un  punto  singo- 
le, r  altro  una  retta  singolarDj  senz*  altro* 
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proiezioni  univoche;  e  gVì  ultimi^  sezionando  univocamente  una 
di  queste  stelle  con  im  piano. 

POLARITÀ   NEL    PIANO* 

203.  a)  Se  due  sistemi  piani  correlativi  [a]  ,  [g]'  sono  sovrap- 
posti (ossia  sono  situati  in  uno  stesso  piano  e),  ciascun  punto 
(o  ciascuna  retta)  del  plano  q  può  considerarsi,  tanto  come  un 
punto  A  (o  una  retta  e)  del  sistema  [e],  a  cui  corrispouLbi  una 
retta  a'  (o  un  punto  C")  del  sistema  [g]\  quanto  come  un  punto 
B'  (o  una  retta  d')  dì  [gJ'>  a  cui  corrisponda  in  [q]  una  retta  h 
(o  un  punto  D). 

b)  In  generale,  una  retta  a'  deìVun  stsiema  [n]\  ed  il  cut- 
rispondente  punto  A  delV  altro  [o]^  non  si  appartengùno;  ma  *t: 
a'  passa  per  A,  per  A  passerà  pure  la  retta  b  di  [e],  che  cor- 
risponde ad  A,  consideratù  come  puntò  B'  di  [o]i  poicliÈ^  ap- 
partenendosi gli  elemenli  a\B^  di  (e]',  debbono  appartenersi 
(81,  e)  anche  i  corrispondenti  elementi  A^b  di  [e]. 

E  similmente,  se  una  retta  a  di  [a]  contiene  il  punto  A\  che 
le  corrisponde  in  [c]'j  SBsa^  considerata  come  retta  di  [o]'j  con- 
terrà pure  il  punto  A,  che  te  corrisponde  in  [e], 

e)  Può  ancora  avvenirCj  che  ad  un  elementOj  considerato 
come  appartenente  successivamente  a  [?;]  e  [c]\  corrisponda  uno 
stesso  elemento  in  [e]'  e  [^]  ;  e  si  dirà  allora  che  questi  due 
.elementi  si  corrispondono  in  doppio  modo^  o  involntùriamentr. 

d)  Che^  se  tutti  gli  elementi  corrispondenti  si  corrispondono 
involutoriamente,  non  b  piti  neeessario  di  considerare  i  due  si- 
stemi ;  ma  si  dirà,  che  questi  elemeutì  corrispondenti  coitimi- 
scono  un  sistema  polare  pianto  (o  una  polarità  nel  piano)^ 

e)  Due  sistemi  piani  [e]  ,  [c]'j  correlativi  e  so cr apposti^  u^ 
stituiscono  un  sistema  polare^  gè  emste  nell'uno  [o]  un  ^  ABC. 
ai  cui  vertici  A,  B,  C  corrispondano  ordinatamente  neìV  altro 
[o]'  i  lati  opposti  a,  b,  e. 

Per  dimostrare  V  enunciato  teorema,  si  osserverà  dapprima 
(fig.  i24.«)  che ,  in  ciascniia  delle  coppie  Aa^  Eh,  Ccj  gli  cl^ 
menti  si  corrispondono  in  doppio  modo  ;  perchè  ,  p*  e.,  alla 
retta  a  di  [o],   che    congiunge  i  punti  B^  O,  deve  corrispon- 
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dere  m  [g]'   il   punto   coimme 
alle  rette  b^  Cj  cìoè  il  punto  A, 

Inoltre,  poiché  ai  raggi  di- 
atinti  6,  e  dd  fascio  (A)  corri- 
spondono  iuvolatoriameute  i 
paliti  B  ^  C  della  punteggiata 
corrispondente  (a) ,  ne  segue 
{63,  a^  b)  che  le  forme  proìet* 
live  {A\  {a)  sono  in  ìnvolUEio- 

nc,  —  E  lo  stesso  va  detto  dei  fasci  di  raggi  (B),  (C)  relativa- 
mente alle  punteggiate  (h)^  {c\  ad  essi  proieidve. 

In  conseg^en^a,  una  retta  p,  assunta  arbitrariamente  nel 
piano  del  sj  ABC\  segherà  i  lati  n^  bj  e  nei  punti  L,  My  i^,  ai 
quali  corrisponderanno  ordinatamente  in  doppio  modo  ì  raggi 
/,  m,  n  dei  fasci  (A)f  (B)^  (C)  ;  e  perciò  Z,  m,  n  concorreranno 
in  uno  stesso  punto  P^  il  quale  comsponderà  involutoriamente 
alla  rett^  p. 

f)  Dal  teorenia  e)  si  deduce  ina  mediatamente  ciie,  sé  nel 
piano  di  un  assegnato  v  ABC^nbc  si  assvmono  tm  punto  ar- 
bitrario P  (non  appartenente  ad  alcuno  elei  lati  abc)  ed  una 
retta  p  [non  appartenente  ad  alcuno  dei  vertici  ABC),   le   cor^ 

A      R      P      P 

rÌMpondense       ;  u  j  ,.  ?        individuano  (154,  a  )    una  polarità 

piana. 

(j)  Si  noti  poi  che  in  una  correlazione  ternaria  r,  non  rfe- 
gtnere^  non  può  ciascun  elemento  appartenere  al  suo  corrispon- 
dente. 

Di  verOj  in  una  correlazione  piana  r,  p*  e,j  considerando  un 
punto  A  ed  una  retta  qualunque  b  di  A^  a  cui  corrispondono 
ordinatamente  in  V  una  retta  a*  ed  un  punto  /i',  dovrebbero 
«'  0  B^  appartenersi,  ed  appartenere  per  ipotesi  ordmatamente 
M  j4  e  k  Dunque  a*  dovrebbe  cGÌncidere  con  b]  ossia  ad  A 
dovrebbe  corrispondere  in  r  la  retta  arbitraria  b  :  assurdo. 

2Ù4,  a)  I  sistemi  polari j  come  sì  sono  definiti  nei  n.o  prece- 
dente, sono  più  gcneralìj  come  vedremoj  di  quelli  costiÈuiti  da 
due  sistemi  piani  [a]  ,  [e']  pt ilari  reciproci  riapctto  ad  una  co- 
nica Wj  già  considerati  (n.^  97  e  seguonijj.  Però  tutte  le  def  ni- 
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zioni  ,  e  i  teoremi  che  reggono  per  questi  ultimi  e  che  possia 
mo   estendere  a  quelli,  li  enuncieremo   senz'  altro  ;  o  tutto    al 
più  citeremo  qualche  proposizione  già  dimostrata,  lasciando  a 
cura  dello  studioso  di  fare  una  dimostrazione  analoga. 

ò)  In  una  polarità  piana  IT,  di  sostegno  e,  un  punto  qua- 
lunque A  si  denomina  polo  della  retta  corrispondente  a;  e  que- 
sta dicesi  polare  del  punto  A. 

Se  A,  a  si  appartengono,  gli  elementi  -4 ,  a  si  chiameranno 
uniti. 


e)  Due  punti  ^ ,  jB  dì  o 
diconsi  reciproci  (coniugati)  in 
n,  se  la  polare  dell'uno  A  passa 
per  Taltro  B. 


Due  rette  a  ,  6  di  o  si  chia- 
mano reciproche  (coniugate)  in 
IT,  se  il  polo  deiruna  a  giace 
nell'altra  ò. 


d)  E  poiché  la  polarità  piana  è  costituita  da  due   sistemi 
piani,  correlativi  e  sovrapposti,  ne  segue  che: 


Se  la  polare  a,  di  A  passa 
per  B,  anche  la  polare  b  di  B 
passerà  per  A. 

e)  Un  punto  A  del  sistema 
polare  piano  IT  è  reciproco  a 
ciascun  punto  della  sua  polare 
a,  ed  è  reciproco  al  solo  punto 
ca  di  una  retta  qualunque  e  di 
U,  distinta  da  a. 


Se  il  polo  A  di  a  giace  in  b, 
anche  il  polo  B  di  b  giacerà 
in  a. 

Una  retta  a  del  sistema  po- 
lare piano  n  è  reciproca  a 
ciascuna  retta  di  IT  che  passa 
pel  suo  polo  A,  ed  è  reciproca 
alla  sola  retta  CA  di  un  punto 
qualùnque  di  H,  distinto  da  A. 


Nel  caso  che  -4,  a  si  appartengono,  ciascuno  degli  elementi 
A,  a  è  evidentemente  reciproco  di  se  stesso. 

É  unica,  in  generale,  la  retta  d  di  IT,  reciproca  ad  a  e  per- 
pendicolare ad  a;  poiché  d  deve  passare  pel  polo  A  di  a. 

f)  Se,  dei  punti  LMN..,  di  una  retta  a  si  costruiscono  le 
polari  lmn..,y  queste  passeranno  [e)  a  dritta]  pel  polo  A  di  a, 
e  segheranno  a  nei  punti  L*M'JS\.,,  reciproci  ordinatamente  ad 
LMN.,.,  E  poiché  il  fascio  (A)^lm7i,..  é  proiettivo  (149,  b)  alla 
punteggiata  (a)^LMN,.,j  mentre  la  polare  di  V  é  AL,  ne  segue 


Digitized  by 


Google 


-  619  — 

{BSf  (tj  b)  che  Io  forme  (A)  j  (a)  sono  in  involuzione^  e  che  tali 
sono  ancora  le  punteggiate  L3IN.,.  ^  L^3I*N\..  {*), 
Dunque  ; 


Tn  un  sistema  polare  piano 
ìe  polari  Imn,.»  dei jmntl  LMN,** 
di  una  punieggiuta  (a)  di  IT 
rostituhcono  vn  fascio  involu- 
torio  ad  (a),  e  che.  ha  per  cen- 
tro il  polo  A  di  a:  e  l^  coppie 
LL',  MM^  NNV-.  di  pmiti  re- 
ciproci nella  punteggiata  (a) 
coìstitniscono  una  involuzione^ 
che  diremo  invohtzhne  (a)  di  IT* 
g)  Ifi  una  retta  a  di  IT 
emstono  al  piii  due  plinti^  che 
ff  tace  tono  nelle  riifpettìve  pò- 
lnri\  cioè  i  punti  doppi  del- 
V  involuzione  (a)  di  II. 


/  poli  LMN..-  dm  raggi  Iinn..-. 
di  un  fascio  (B)  di  IT  costitui- 
Hcono  una  punteggiata  involw 
toria  a  (B)^  e  che  ha  per  soste* 
gno  la  potare  h  di  B  \  e  le  cop- 
pie ìì\  mm'j  nn'j."  di  raggi  re- 
ciproci nel  fascio  (B)  costitui- 
scono una  involuzione^  che  sarà 
denominata  involuzione  (B)  di  II. 
Per  un  punto  B  di  U  pas- 
sano al  piti  due  rettej  che  con- 
tengono  i  rispettivi  poli  ]  cioè 
i  raggi  doppi  dell'  involuzione 
(B)  di  n. 


h)  La  insolazione  (a)  —  o  (B)  —  dì  IT  sarà  parabolica,    se 
il  polo  di  a  giace  in  a—o  se  la  polare  di  B  passa  per  B --  . 


P)  Se  A  giace  in  a^  i  punti  L*M*W ,  .  .  coincìdono  in  A,  ed 
LMN .  -  .  L*M*N*  *  *  ,  costituiscono  una  involuzione  parabolica. 

Si  osservi  ptire  che,  quando  ^1  ,  a  non  si  appartengono,  noi  ab- 
biamo suppoiito  che  non  può  ciascuno  dei  punti  di  a  giacere  sulla 
Bua  polare;  ossia,  che  la  punteggiata  (a)^LMN  ,  .  .  non  può  es- 


sere prospettiva  al  fascio  di  raggi  {A)^lnin. 


senza  che  la 


polarità  sia  costituita  eia  sistemi  correlativi  degeneri. 

A  dimostrar  ciò,  basterà  osservare  che,  se  i  punti  L  ,  M  di  a 
giacciono  ordinatamente  in  l  ,  m^  di  un  punto  B  dì  l^  distint^j  da 
Ia  ed  A  j  la  polare  .sarA.  una  retta  LC^  che  segherà  m  in  un  punto 
Cj  distìnto  da  3/  ed  A  e  lo,  cui  polare  sarà  la  retta  MB.  Tn  con- 
seguenza, il  punto  LCMB^D  avrà  per  polare  la  retta  BC;  ed 
il  punto  BC-a  non  sarà  situato  sulla  sua  polare  AD^  dalla  quale 
é  se  palmato  armonicamente  mediante  i  punti  L  ,  M. 
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E  se  rinvoluzione  {B)  di  n  è  iperbolica,  gli  elementi  doppi 
e,  f  di  {B)  si  dicono  assintoti  del  punto  B, 

In  fine,  esistono  sempre  (58,  a)  due  raggi  coniugati  di  (-B), 
ortogonali  tra  loro,  e  che  denomineremo  assi  del  punto  B, 

i)  Due  fasci  di  raggi  (A)^lmn...,  (B)^l'm'n'...  di  IT,  rife- 
riti tra  loro  in  modo,  che  i  raggi  corrispondenti  sieno  rette  re- 
ciproche^ sono  proiettivi  (cfr.  n.o  97,  n)  {}), 

Analogo  teorema  si  ha  per  due  punteggiate  di  II. 

fc)  Se  ^  è  un  punto  unito  di  II,  la  cui  polare  s'indichi  con 
a,  in  ogni  retta  m  di  Ay  non  coincidente  con  a,  esiste  sempre 
[g)]  un  altro  solo  punto  unito  P,  distinto  da  ^  ;  e  ad  ogni  punto 
B  di  a,  non  coincidente  con  A^  appartiene  sempre  un'altra  sola 
retta  unita  e,  distinta  da  a. 

205.  a)  Chiameremo  triangolo  autoreciproco  (reale  o  imma- 
ginario), in  una  polarità  piana  II,  Tinsieme  di  un  punto  A,  della 
sua  polare  a,  e  di  due  involuzioni  (iperboliche  o  ellittiche)  pro- 
spettive tra  loro  ed  armoniche  rispettivamente  alle  involuzioni 
(^)  ,  (a)  di  n  ;  e  indicheremo  questo  y  autoreciproco  col  sim- 

bolo  (i). 

E  se  un  punto  S  giace  sulla  sua  polare  s,  noi  chiameremo 
ancora  v  autoreciproco  (reale)  degenere  (di  i.«,  o  di  2.«  specie) 
rinsieme  del  punto  S,  della  sua  polare  s,  di  un  punto  C  di  «, 
e  della  polare  e  di  C  (secondo  che  C  è  distinto  da  S,  o  coin- 
cide con  ^S')  (^). 

h)  Il  teorema  del  n.o  203,  e)  può  enunciarsi  dicendo:  una 
2Jolarità  piana  U  è  definita  da  un  suo  triangolo  autoreciproco 
reale  e  non  degenere^  e  da  un  punto,  non  appartenente  ad  al- 
cuno dei  lati  del  triangolo,  insieme  alla  sua  polare,  non  appar- 
tenente ad  alcuno  dei  vertici. 


(^)  Si  noti  che  il  centro  di  collineazione  dei  fasci  proiettivi 
(A)  ,  (B)  è  il  polo  della  retta  ABy  sia  situato  fuori ,  sia  apparte- 
nente ad  AB.  Analogamente  per  le  punteggiate. 

(^)  Se  n  non  ha  elementi  uniti  reali,  (  J  non  può  essere  im- 
maginario, né  degenere. 
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e)  Dati  un  fascio  di  raggi  (S)  ed  una  punteggiata  (s) , 
proiettivi  tra  loro,  e  supposto  che  queste  forme  sieno  in  invo- 
ÌHzione  (63,  a),  se  S,  s  non  si  appartengonOj  e  che  al  punto  S 
della  punteggiata  (s)  corrisponda  il  raggio  s  del  fascio  (S),  se 
S  j  s  si  appartengono,  possono  costruirsi  infinite  polarità  piane, 
a  ciascuna  delle  quali  apparterranno  le  due  forine  jjroiettive 
(S),(s). 
In  fatti,  se  S ,  s  non  si  appartengono  (fig.  125.<*),  assunti  ar- 


bitrariamente nel  piano  Ss  un  punto  P  ed  una  retta  p  [non  ap- 
partenenti Ad  s  o  Sid  S,  ma  tali,  che  al  raggio  SP^b  di  (S) 
corrisponda  il  punto  sp  ^  JS  di  («)],  di  un  punto  A  della  pun- 
teggiata (s)f  distinto  dal  punto  ps^B,  si  costruisca  il  raggio  a, 
che  gli  corrisponde  in  (S).  Allora,  posto  as^A^,  sarà  definita 
quella  polarità  piana  IT,  che  ha  in  -4^1'^  un  v  autoreciproco, 
e  P  per  polo  di  p:  ed  in  IT  evidentemente  (S)  ,  {s)  sono  due 
forme  in  involuzione. 

Si  noti  però  che,  se  P ,  jp  si  appartengono,  scegliendo  ad  ar- 
bitrio uno  degli  elementi  P ,  p,  V  altro  è  individuato:  poiché, 
se,  p.  e.,  si  assume  P  ad  arbitrio,  Taltro  elemento  j;  è  la  retta 
PB,  Ma,  se  (s)  ha  i  punti  reali  E,  F,  per  i  quali  passano  i  cor- 
rispondenti raggi  di  (S)  ,  P  non  deve  giacere  in  uno  di  questi 
raggi  S^ ,  SF. 

Se  poi  S  y  s  sì  appartengono  (fig.  126.^),  assumendo  P,  p  nel 
piano  del  fascio  (8)y  e  nelle  stesse  condizioni  del  caso  prece- 
dente, di  un  raggio  e  di  (S),  distinto  da  «  e  da  SJ^^b,  sì  trovi 
il  corrispondente  punto  C  in  (s):  e,  posto  cp^Q,  si  riferiscano 
involutoriamente  la  punteggiata  (e)  ed  il  fascio  di  raggi  (C),  in 
modo  che  ai  punti  S  y  Q  corrispondano  i  raggi  «,  CP^q.  È 
allora  definita  (come  è  provato  nel  primo  caso)  una  polarità 
piana,  nella  quale  (e) ,  (C)  sono  in  relazione  in  voluto  ria,  e  Fé 
Saxnia — Geometria  proiettiva.  66* 
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il  polo  di  p:  ed  a  questa  polarità  appartengono  evidentemente 
le  forme  proiettive  (S)  ,  (s). 

Notiamo  in  fine,  che  la  dimostrazione  stessa  indica  chiara- 
mente il  modo  di  definire  ciascuna  delle  infinite  polarità,  delle 
quali  è  parola  neir  enunciato  teorema. 

(t)  Una  polarità  piana  IT  è  definita  da  un  7  antoreciproco 

Immaginario  (  ^  )  ?  e  da  un  punto  P  con  la  sica  polare  p  (non 

appartenenti  ad  a  0  ad  A). 

Di  vero  (fig.  /27.«),  il  punto  pa  ^  L  è  il  polo  della  retta 
AP^l\  e  quindi  è  reciproco  del  punto  Va^L\  Ora,  essendo 
data  un'  involuzione  armonica  all'  involuzione  (a)  di  IT,    e   due 

punti  coniugati  L  ,  L'  di   que- 
fig.  127,0  g^a^  l'involuzione  (a)    di    IT   è 

definita;  ossia  è  data   la  rela- 
zione involutoria  tra  la  punteg- 
giata (a)  e  il  fascio    di    raggi 
^  1  (i4),  e  perciò  si  rientra  in  quau- 

^  to  è  detto  in  e), 

e)   Una  polarità  piana  H  è  individuata  da  un  v  (lutoreci- 

procQ  degenere  l     )  di  i.a  speciej  definito  come  in  d),  e  da  un 

punto  P  con  la  sua  polare  p  (non  appartenenti  ad  S,  C,  e  o  s). 
In  fntti,  ragionando  come  in  d)  si  rientra   nel  secondo  caso 
considerato  in  e). 


f)  In  un  sistema  polare  piano  IT 


unquadrangolo  completo  Ji^CZ) 
si  chiama  armonico,  se  le  sue 
tre  cojtpie  di  lati  opposti  sono 


un  quadrilatero  completo  abcd 
si  dice  armonicoy  se  le  sue  tre 
coppie  di  vertici   opposti   sono 


tre  coppie  di  rette  reciproche,  i  tre  coppie  di  punti  reciproci. 

Ed  è  chiaro  [cfr.  n.o  98,  a)]  che 
se  due  coppie  di  lati  opposti  di  \  se  due  coppie  di  vertici  opposti 


un  quadrangolo  completo  ABCD 
sono  due  coppie  di  rette  reci- 
prochey  ABCD  è  un  quadran- 
golo armonico. 


di  un  quadrilatero  completo 
abcd  sono  due  coppie  di  punti 
reciproci,  abcd  è  un  quadrila- 
tero armonico. 
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g)  Due  V  reciproci  ABC  ,  A'B'C  di  una  polarità  piana  TI 
sono  omologici;  e  il  centro  D  di  omologia  è  polo  delVasse  d  di 
omologia  [cfr.  n.o  98,  d)]. 

Però  noi  possiamo  ora  dimostrare  anche  il  reciproco  di  que- 
sto teorema,  cioè  dati  in  un  piano  a  due  y  omologici  ABC , 
A'B'C  (Ì7i  cui  due  elementi  corrispondenti  non  sieno  mai  coin- 
cidenti), è  individuata  una  polarità  piana  II,  biella  quale  i  due 
V  sono  reciproci. 

In  fatti  (fig.  S3,o),  indicando  con  D  il  centro  di  omologia, 
in  cui  concorrono  le  rette  AA^^l,  BB'^m,  CC'^n,  e  con 
d  Tasse  di  omologia,  sul  quale  giacciono  i  punti  BC-B'C^^zL, 
CA'C'A*=Mj  AB'A'B'=Ny  la  punteggiata  {d)  =  LMN...  è  ri- 
ferita involutoriamente  al  fascio  di  raggi  (Z>)  ^  Imn...:  poiché 
il  quadrangolo  DABC  è  segato  dalla  retta  d  in  tre  coppie  di 
punti  in  involuzione.  Sicché  le  due  forme  {D)  ,  (cf),  riferite  in- 
volutoriamente, e  il  punto  A,  considerato  come  polo  della  retta 
B'C'j  individuano  [d)]  una  polarità  II,  nella  quale  ai  punti 
Ly  My  Ny  A  corTispoudono  ordinatamente  le  rette  7,  w,  n,  B'C^=a\ 
Dunque  in  IT  alle  rette  MA  ^  &,  NA  ^  e  corrispondono  i  punti 
m'BV=B'y  nB'C'=C':  e  quindi  a'i¥=ò',  5'iV=c' corrispon- 
dono ca^By  ab^C\  ossia  i  v  ^^0,  A'B'C  sono  reciproci  (^). 

h)  Un  pentagono  inano  or- 
dinario ABCDE^abcde  defini- 
sce una  polarità  piana,  nella 
quale  ciascun  vertice  è  il  polo 
del  lato  opposto. 

Di   vero    (fìg.    128, <^) ,   posto 
ca^Fy  se  si  considera  la  pola- 

larità  in  cui  è  ACF  un  \j  autoreciproco  ed  è  ^  il  polo  di  6, 
saranno  in  essa  D  y  E  ì  poli  di  d ,  e ,  mentre  sono  poi  A  y  C  i 
poli  di  a ,  e. 

i)  In  ogni  xj  autoreciproco  ABC=abc  (reale  e  non  degenere) 


(})  Se  d  passa  per  D,  si  ha  D{ABCct)^lmndALMND;  e  per- 
ciò [e)]  queste  due  forme  proiettive,  e  il  punto  A,  considerato 
come  polo  della  retta  B'C,  individueranno  una  polarità  piana  IT. 
Si  vedrà  poi,  come  nel  testo,  che  i  v  ^BC ,  A'B'C  sono  reci- 
proci in  If. 
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di  una  polarità  piana  IT,  delle  involuzioìii  (a) ,  (b)  ,  (e)  di  FI 
due  sono  iperboliche  ed  una  ellittica^  o  tutte  e  tre  sono  ellitti- 
che j  secondo  che  U  ha  punti  uniti,  o  non  ne  ha,  E  lo  stesso 
quindi  si  verifica  nelle  involuzioni  (A) ,  (B) ,  (C)  di  TI. 

In  fatti,  è  evidente  che,  quando  II  non  ha  punti  uniti,  ciascuna 
delie  involuzioni  (a) ,  {b) ,  (e)  di  IT  è  ellittica.  Ma  se  IT  ha  un 
punto  unito  P  (appartenente  alla  sua  polare  p),  ragionando  come 
nel  n.o  98,  A-),  si  dimostra  che  due  delle  involuzioni  (a),  (6),  (e) 
sono  iperboliche  ed  una  ellittica. 

A:)  Da  quanto  è  detto  in  i)  risulta  chiaro  che,  tra  le  pola- 
rità piane  di  cui  è  parola  in  e),  ve  ne  sono  influite  dotate  di 
punti  uniti  ed  infinite  prive  di  punti  uniti.  E  noi  chiameremo  di 
i.»  specie  le   prime  e  di  2.»  specie  le  altre. 

Di  vero,  supposto,  p.  e.,  che  P ,  S  non  appartengano  ordina- 
tamente a,  j)  ,  s  (fìg.  12f),f*),  si  può  definire  la  proiettività  tra  il 
fascio  di  raggi  (S)  e  la  punteggiata  («),  in  modo  che  Tinvolu- 
zione  di  punti  reciproci,  situati  sulla  retta  s=AA*,  sia  ellittica, 
0  iperbolica:  e,  nel  primo  caso,  si  può  dare  a  ^;,  facendola  ro- 
tare intorno  al  punto  By  una  posizione  tale,  che  le  involuzioni 
di  punti  reciproci  situate  sugli  altri  due  lati  del  v  autoreci- 
proco SAA'  siano  amendue  ellittiche  o  iperboliche. 

206.  a)  Due  dati  sistemi  jnani  correlativi  [e]  ,  [i^che  hanno 
al  finito  i  rispettivi  punti  limiti  J  ,  I',  si  possono  sempre  so- 
vrapporre in  modo  da  costituire  una  polarità. 

Di  vero,  sicno  A'^B'^C'^,,,  i  punti  airinfinito  di  [oj,  che  cor- 
rispondono ordinatamente  ai  raggi  abc.  del  fascio  (J)  di  [o]. 
Ponendo  l'A'^  =  a' ,  l'B'^  =  b'  ,  l'C'^  =  e',... ,  la  punteggiata 
A'^B*^C'^^.„  sarà  prospettiva  al  fascio  a'ò'c'...,  e  proiettiva  (149, 
b)  al  fascio  ahc,..\  e  quindi  si  avrà  abc..,Aa^b'c'..„  Ora,  se  p,  q 
sono  (49)  i  raggi  ortogonali  del  fascio  abc.,.,  i  cui  corrispon- 
denti p' ,  q*  nel  fascio  a'b'c',.,  sono  pure  ortogonali,  sovrappo- 
nendo [e']  a  [o]  in  modo ,  che  p* ,  q'  coincidano  rispettiva- 
mente con  q  jP,  il  punto  p*q^['  coinciderà  col  punto  qp^J\ 
e,  dopo  la  sovrapposizione,  nel  trilatero  formato  dalle  rette  /?, 
q  e  dalla  retta  air  infinito  r^  di  [o],  i  lati  p  ,  q  j  r^  avranno 
per  corrispondenti  in  [a']  i  vertici  opposti:  ciò  che  dimostra 
(203,  e)  il  teorema  enunciato. 
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Dalla  dimostrazione  stessa  rìsnltaj  che  la  sovrapposizione  di 
[5^  a  [cj,  in  guisa  da  castitiiire  una  polarità,  può  farsi  iu  infi- 
niti modi,  o  in  quattro  modij  secondo  che  i  fasci  ahc,  a*ò^c\„ 
sono  Eguali,  o  pur  no;  potcliò  di  coppie  di  raggi,  quali  p^  q^ 
ve  ne  sono  infinite  nel  prirao  caso^  e  vo  n'b  una  sola  nei  se- 
condo. 

b)  Se  è  airinfiuito  uno  dei  punti  limiti  J,  /',  e  quindi  an- 
che TaUro  (155,  d)j  suppouotido  cho  [a*]  si  sia  potuto  sovrap- 
porre a  [g],  iu  modo  da  costituire  uua  polaritfi,  le  din^zi^uii 
jft  dei  punti  all'infinito  J,P  saranno  coincidenti:  poiché  J 
e  r  debbouo  essere  V  unico  polo  deìla  retta  all'  infiiiito  nella 
polarità.  Ma  se,  dopo  la  sovrapposizione,  s'indichi  con  Il^j^S*^ 
il  puntn  nirinfinito  di  direzione  perpendicolare  a  j,  la  sua  po- 
lare r^^s  (dovendo  passare  pel  polo  J^V  della  rotta  all'in- 
fluito)  sarà  parallela  a  /;  e  se  s'indichino  con  P^  P\^  Py  ^  /^' 
due  punti  reciproci  t|ualunt]iie  nella  polarìtc^t  situati  sulJa  retta 
r*^*,  sarà  FP^R^  un  7  autorcciproco,  nel  quale  i  lati  PJl^^ 
p^^/jj,  PR^^p\^p  sono  ordìnataiuente  i  poli  dei  vertici 
F^P',  5  /*  ^  F.  In  eonseguenxaj  neonduecndo  [g']  nella  pri- 
mitiva posizione,  agli  eleraeniì  »  ^  P  ^  P^  ^  R^  di  [^]  corrisp  on- 
deranno in  [c'I  gli  elementi  S[^  ^  p^ ,  p\  ,  r' :  e  sarà  S'^  airin- 
finito  sulle  retlé  2^*  r  p\  ?  perpendicolari  ad  r\  mentre  il  seg- 
monto  P'P\  sarà  uguale  a  PP,,  —  Inoltre  ^  se  P  descrive  la 
puBleggiata  {»)  ,  p*  descriverà  in  [o"]  un  fascio  proiettivo  di 
raggi  perpendicolari  ad  r\  che  avrà  la  retta  all'  infinito  di  e' 
per  raggio  corrispondente  al  punto  all'  infinito  di  (j*'^^:  e  perciò 
P*  genererà  sopra  r'  una  punteggiata  simile  alla  punteggiata 
t>jj  e  col  rapporto  di  simiglianza  P'P',  :  PP^  che  fe  uguale  ad  1, 

Ma,  se  tutte  queste  condizioni  si  verificano,  evidentemente  si 
può  sovrapporre  [c'j  a  [g]  in  modo  da  formare  una  polarità. 

Dunque  : 

8t  \z\  ,  ['j']  muQ  due  sLstami  piani  correlati i^t^  chf^  hanno  i 
punti  limiti  airinflnito,  di  rùfpetUve  direMoni  \  ^  \\  e  dei  punti 
ftl  Vi  ti  finito  H^  j  B'^  di  [a]  ^  \g*],  in  direzioni  perpendicolari  or- 
dbmtafnfinte  a  .]  y  ì\  si  costriumoni  le  rette  corriBpondenti  t\  8 
in  [q']  ^  [5],  la  condizione  necessaria  e  sufficiente,  perchP  \q*] 
pQnm  sovrapporsi  a  [a]  In  modo  da  costitnire  una  polarità  pa- 
rabolica (e  ciò  in  infinite  gaise),  è  che  ta  punteggiata,  descritta 
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da  un  punto  P  sulla  retta  s,  in  generale  simile  a  quella  gene- 
rata sopra  T  dalla  retta  p'  di  [o'J,  che  corrisponde  al  punto  P 
di  [c]y  le  sia  uguale, 

e)  Dati  due  sistemi  piani  [a]  ,  [e']  in  correlazione  degenere 
di  /.»  specie  (202^  h)  trasportiamoli  in  un  piano  g,  in  guisa  che 
le  loro  rette  singolari  r ,  r'  coincidano  in  una  sola  retta  p,  e 
die  la  proiettività  tra  le  punteggiate  (r)  ,  (r'),  la  quale  definisce 
(202,  h)  una  tale  correlazione,  diventi  un'involuzione  J  (71,  e,  f). 
Si  avrà  una  prima  polarità  piana  degenere  IT. 

Di  vero,  in  IT,  ad  un  punto  qualunque  3f,  considerato  corno 
appartenente  a  [e]  o  a  [a']^  corrisponderà  sempre  la  retta  p^  se 
M  non  giace  in  p  ;  ma,  se  M  giace  in  p^  ad  esso  corrisponde- 
ranno tutte  le  rette  del  piano  p,  che  passano  pel  coniugato  3/' 
di  M  in  J  :  ossia,  nel  primo  caso  sarà  p  la  polare  di  M,  e  nel 
secondo  caso  saranno  polari  di  M  tutt*i  raggi  del  fascio  (3/', 
p).  —  Inoltre,  ad  una  retta  m  di  p,  considerata  come  apparte- 
nente a  [oj  0  a  [e'],  corrisponderà  sempre  in  II  il  punto  N*, 
coniugato  di  mp^N  in  j,  se  m  è  distinta  da  p  :  e  corrisponde- 
ranno in  vece  ad  m  tutt'  i  punti  di  p,  se  è  m  ^  ^  :  ossia,  nel 
primo  caso  sarà  N  il  j)olo  di  m,  e  nel  secondo  caso  saranno 
poli  di  m  tutt'i  punti  di  p. — In  fine,  se  J  ha  i  punti  doppi  reali 
E  j  F,  le  polari  di  E  —  o  F  —  saranno  tutt'  i  raggi  del  fascio 
(^,  p)  —  0  (f^  p)  —  ;  ma  se  è  F^E,  sarà  E  il  polo  di  ogni 
retta  in  di  p,  mentre  però,  se  m  passa  per  Ey  saranno  poli  di 
m  tutt'  i  punti  di  p. 

La  retta  p,  e  i  punti  doppi  di  J  si  chiamano  elementi  fonda- 
mentali di  IT. 

Ragionando  similmente  sui  sistemi  piani  correlativi  di  2.«  spe- 
cie (202,  h),  si  avrà  nel  piano  p  una  secoìida  polarità  piana  de- 
genere n,  che  avrà  un  punto  fondamentale  P,  e  una  involu- 
zione J,  che  rappresenta  una  coppia  di  rette  fondamentali  che 
passano  per  1\ — In  IT,  di  ogni  retta  m  di  p  sarà  P  il  polo,  se 
m  non  passa  per  P:  ma,  indicando  con  J  l'involuzione,  che  rap- 
presenta le  rette  e  ,  f,  se  m  passa  per  P,  essa  avrà  per  poli 
tutt'i  punti  del  coniugato  m'  di  m  in  J. — Inoltre,  di  ogni  punto 
M  di  p,  disjtinto  da  P,  la  polare  è  il  raggio  coniugato  del  ra.i::- 
gio  MP  in  J. 

Si  noti  però  che,  quando  parleremo  di  polarità  piane,  esclu- 
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deremo  sempre  le  degeneri^  a  meno  che  non  si  dica  espressa- 
mente il  contnirìo. 


207.  a)  Consirterìarao  le  polarità  di  i,^  specie* 

Si  è  osservato  (204,  k)  che,  se  utia  polarità  piana  IT   ha  nn 

pamo  UDiio  S  (tig.  Ì29J^},  alla  polare  s  di   S  non    apptirtiene, 

oltre  Sf  alcun  altro  punto  uni* 

tOj  nò  ad  S  appartiene,  oltre  s^  ^g*  -'^^»" 

alcuna  altra  retta  unita;  ma  che 

ad  una  retta  qualunque  r  dì  *S' 

in  TI,  distinta  da  s,  appartiene 

sempre  un  altru  solo  punto  u- 

Tiìto  Lj  non  coincidente  con  *S'; 

mentre  ad  un  punto  qualunque 

D  di  Hj  distinto  da  Sj    appar- 
tiene sempre  un'altra  sola  retta 

unita  nij  non  coincidente  con  s, 

b)  Oraj  rotando  r  intorno  ad  8  (lag.  129.^),  il  punto  L  de- 
scriverà una  curva  a  (che  noi  chiameremo  curva  fondamnn- 
taUj  o  curila  direttrice,  di  TT),  e  il  punto  L,  partendo  dalla  po- 
sizione S  (quando  cioè  r  coincide  con  s),  ritornerà  in  S^  per- 
correndo tutta  la  curva  e,  senza  mai  passare  due  volte  per  Io 
stesso  punto  dì  :^. 

La  polare  l  di  un  pmuo  qualunque  L  di  a,  che  ha  con  o 
il  solo  punto  comune  X,  sì  dirà  tangente  di  vSf  mentre  L  si  de- 
nominerà jmnto  di  contatto  dt  1  con  n  :  sicché  s  sarà  tan^^rente 
a  s  in  Sj  ed  m  sarà  pure  un'  altra  tangente  d!  C3p  il  cui  polo 
M  sarà  il  punto  di  contatta  di  m  eoo  e:.  K  siccome,  quando  r  si 
avvicina  indcttnitameute  ad  »j  anche  L^Ibì  avvicinano  Indefini- 
tamente ad  S,  s,  cosi  suol  dirsi  che,  mentre  r  proletta  da  S  il 
punto  £,  di  CT,  *  proietta  da  .S'  lo  stosso  punto  S  di  a  ;  e  che, 
come  h  è  il  punto  comune  alle  tangenti  l,  s  di  p,  cobì  8  è  il 
ptmto  comune  alle  due  tangenti  (coincidenti)  b  ,  s  di  a.— Dun- 
que m  può  CQHSuhrarsi  come  Inagt)  di  tittt'l  pimtì  uniti  in  IT, 
ù  come  inciliqw^  di  tutte  ie.  rette  unite  in  TT. 

e)  Se  S  ^  8*  f  A  yono  tre  punti  di  s,  ì  punti  reciproci  si* 
tuati  ordinatamente  sulle  rette  8A  ,  S^A*  generano  due  punteg- 
giate proiettive  (204^  /)  col  punto  unito   A,  ossia  due  puuteg- 
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gìate  prospettive:  e  il  loro  centro  di  prospettiva  è  il  punto  iS"' 
d' intersezione  delle  tangenti  s  ,  s*  a.  ts  in  S ,  S\  perchè  sopra 
ciascuna  delle  s ,  s^  giace  una  coppia  dei  suddetti  punti  reci- 
proci. 

Sicché,  conducendo  per  ^"  una  retta  arbitraria  r,  essa  sega 
i  raggi  SA  ,  S'A  in  una  coppia  di  punti  reciproci  ;  e  viceversa. 

Facendo  restare  fissi  i  punti  S  y  S'  e  variare  il  punto  A  sopra 
tutta  la  curva  n,  i  fasci  {S) ,  (8^)  che  proiettano  da  8,8*  il 
punto  variabile  A  di  vs  determineranno  sopra  r  la  involuzione 
(r)  di  IT.  Sicché  tali  fasci  saranno  proiettivi  ;  e  possiamo  enun- 
ciare che  : 

La  curva  fondamentale  o  direttrice  di  una  polarità  piana  di 
i.a  specie,  non  degenere,  è  una  conica  zs,  non  degenere,  e  due 
elementi  corrispondenti  in  IT  costituiscono  un  polo  e  la  suxi  po- 
lare rispetto  a  C3. 

d)  Se  la  polarità  IT  è  poi  degenere,  dei  tipi  considerati  in 
206,  e),  sempre  però  di  1,^  specie,  gli  elementi  fondamentali  di 
C3  costituiranno  ancora  una  conica  C3,  degenerata  però  in  una 
coppia  di  rette,  o  di  punti, 

e)  E  poiché  una  polarità  piana  IT  di  i.»  specie  individua 
una  conica  (anche  degenere)  e  ne  è  individuata,  diremo  con- 
venzionalmente che  una  polarità  piana  di  2.»  specie  possiede 
una  conica  fondamentale  immaginaria,  E  adopereremo  indiflPe- 
rentemente  le  locuzioni  :  conica  a,  o  polarità  IT. 

La  introduzione  delle  polarità  in  luogo  delle  coniche  dà  a 
varie  proposizioni  nelle  quali  entrano  coniche  tali  forme,  da  po- 
ter aggiungere  la  frase  reali,  o  immaginarie,  senza  che  cessino 
di  essere  valide  5  e  quindi  diversi  teoremi  e  problemi  potranno 
ricevere  una  grande  estensione. 

f)  Una  polarità  piana  IT  si  dirà  a  centro  [cfr.  205,  a],  o 
priva  di  centro,  secondo  che  il  polo  0  della  retta  all' infinito 
è  al  finito  0  pur  no.  Inoltre  IT  si  dirà  pure  iperbolica,  parevo- 
lica,  ellittica,  circolare,  secondo  che  la  sua  conica  direttrice  è 
una  iperbole,  una  parabola,  un'  ellisse  o  un  circolo. 

g)  Se  la  polarità  0  é  parabolica,  essa  ha  un  solo  punto 
unito  air  infinito ,  il  quale  è  il  polo  della  retta  all'  infinito.  Se 
TT  è  iperbolica,  questa  ha  due  punti  uniti  distinti  all'infinito, 
che  sono   i   poli  dei  suoi  assintoti.   Se  infine  è  ellittica^  essa 
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non  Ila  punfi  uniti  all'  infinito,  ma  può  avL^ro  punti  uniti  al  fi- 
nito, e  può  esserne  priva. 

Sicché  saremo  ancora  indotti  a  chiamare  eUiif^i  immaginane 
le  eoniclie  fondamentali  delle  polarità  piane  di  2."  specie;  e 
ijuando  diremo  aemplieeniente  dìismj  intenderemo  che  sia  reale, 
h)  Ritenendo  per  la  polarità  in  (generale  le  definizioni  di 
rorrfc  (o  diametri)  ideali^  già  date  nel  n,^  102,  è  facile  Tedere 
oome  si  modificheranno  nella  loro  forma  ì  teoremi  dei  n.*  102, 
a),  e)  lo  e  S'^,  I03j  h),  i)  e  molti  altri  (che  laseiamo  allo  studioso)j 
ehe  si  sono  già  avuti  per  le  coniche. 

20§.  Prima  d!  andare  più  innanzi^  premetteremo  alcune  no- 
zioni i^enerali,  che  saranno  utili  in  aog^uitOj  e  dalle  quali  sin  da 
ora  dedurremo  dei  note  voli  risultati  per  le  polarità  piane, 

a)  È  chiaro  (65,  d)  che: 

L»  (l  prodotta  di  mt  omografia  e  di  una  corretazlone  è  una 
correiazione,  che  pttù  msere  anche  involùtorìaif 

±o  il  prodotto  di  dtiÉ  correlazioni  è  un'  omog rafia  ; 

'S,o  il  f/uadrato  di  una  cor  rispondenza  univoca  invoìutoria  è 
l'  identltù^ 

b)  Be  CijC^  sono  due  corrisjìQtidenze  uniiwche  involutorie^ 
anche  non  o  moni  me  ^  il  prodotto  C,C^^G^  (1  è  una  terza  corri- 
spondenza unieoca^  che  è  trasformata  nella  sua  inversa  da  o* 
gnuìia  delle  j^^ifue  due'^  e  se  C,j  è  pars  involutorìaj  ciascuna 
delle  C,  j  Cj;  ,  C^  è  t7  prodotto  delle  altre  due. 

Inoltre,  la  candì  sione  necessaria  e  sufficiente^  perchè  C,  cor- 
risponda a  se  steatia  rispetto  a  C^ ,  é  che  Cg  sia  incohitoria. 

Di  vero,  essendo  C|  ,  C^  involutorìcj  si  ha  (65,^)  Ca0,=C^~^; 
ma,  dalia  (1  si  trae  l!g^C|Cg;  dunque  sarà  C,CaC,  ^C^j"*  ,  e 
quindi  (4ì5j  7u)  la  F,  muterà  C^    nella    Bua  inversa. 

Analogamente  per  C^. 

Inoltre,  se  Cg  è  invoiutoria,  mentre  è  Gjj=CiC^  =  C3C|,  sarà 
pure  C^  -  C,C,  =  C,C, ,  C,  -  C.C^  -  C^C^. 

Ili  finej  se  C,  corrisponde  a  se  stessa  in  C^,  si  ha  (65  ^  p) 
C,C„  =  C^C,  ;  e  quindi  C^  è  invoiutoria;  e  viceversn. 

e)  La  potenza  ènnesima  di  una  corrispondenza  univoca  C 
^  un*  altra  corrispmidÉnza  univoca^    che    è    trasformata    in    se 
Saììììia  -  G^Qmùtria  pr&ÌÉtHva,  tì7* 
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stessa  da  C  :  poiché  C ,    applicata  successivaniente    a   C ,  non 

l'altera;  ossia  C**  non  altera  C. 

Aa  A 
Così,  p.  e.,  dalla  correlazione  piana  (non  in volutoria)  r=     .     ' ... 

a  A I  Al 

A  a 
si  ha  r*=  .        .  .  .;  e  r  mata  la   coppia  qualunque   AA^    di 
A^a^ 

punti  corrispondenti  deiromografia  r*  nella  coppia  aa^  di  rette 

corrispondenti  di  r^. 

d)  È  chiaro  che,  trasformando  un'  omografia  Q  ed  una 
correlazione  r  mediante  un'omografia  Q|  ,  si  ottengono  un'omo- 
grafìa Qg  della  stessa  natura  di  Q,  ed  una  correlazione  T^  della 
stessa  natura  di  P. 

Così  ancora,  se  T  è  una  polarità,  sarà  T^  una  polarità  della 
stessa  specie  di  r  ;  poiché  gli  elementi  uniti  di  P  saranno  tra- 
sformati negli  elementi  uniti  di  Tg. 

e)  Se  delle  tre  corrispondenze  univoche  C  ,  C,  ,  Cg  le  ul- 
time due  sono  commutative ,  e  se  0  trasforma  C^  ,  Cg  ordina- 
tamente in  C',  ,  C'2  j  queste  due  saranno  pure  commutative. 

In  fatti,  si  ha  (65,  0)  C\=C"^C,C  ,  C'g=C"*C2C  ;  e  quindi  si 
trae  C'^C'g^C  "^CiC^C,  C'2C\=C"*C^C,C.  Ma  è,  per  ipotesi,  ^fit^ 
CgC,.  Dunque  sarà  ancora  O'^O'^^C'^^^^. 

Si  noti  poi,  che  il  teorema  regge,  anche  quando  C,  ,  C^  ap- 
partengono ad  una  forma  fondamentale  di  specie  inferiore  a 
quella,  alla  quale  appartiene  C.  — ■  Così ,  p.  e. ,  se  C,  ,  C^,  sono 
un'  omografia  ed  una  correlazione  in  un  piano  e,  commutative 
fra  loro ,  mentre  C  ò  un'  omografia  (  0  correlazione  )  quaterna- 
ria, saranno  C'i ,  C'^  ordinatamente  un'  omografia  ed  una  cor- 
relazionc;  commutative  tra  loro,  in  un  piano  (o  in  una  stella). 

200.  a)  Ogni  omografia  ternaria  ù  é,  in  infiniti  modiy  il 
prodotto  di  due  polarità. 

Basterà  dimostrare  questo  teorema  per  le  omografie  piane  ; 
ed  a  far  ciò,  distingueremo  i  seguenti  casi. 

1.0  Q  è  un'omologia,  individuata  dal  centro  G^  dall'asse  g^ 
e  da  due  punti  corrispondenti  M ,  M\ 

Se  G  y  g  si  appartengono,  posto  GM^GM^^a,  si  assumano 
in  ù  una  retta  arbitraria  m  (che  seghi  g  in  un  punto  A  di- 
stinto da  G),  un  terzo  punto  B  di  g,  ed  una  terza  retta  b  di  G: 
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sono  allm-fì  definite  (203,  e)  le  polarità  piane  IT^  ''       ,         ^ 

n  =  .  „  I  ^,,  ;  ed  ò  il  prodotto  TIF'^^,  ,  j,  ^  .  iir^Q- 

g   a  U  m  ^  ^  O  A  B  ab  ài 

Ee  G  j  g  non  si  appartengono^  assunti  in  Q  due  punti  ar- 
bitrarli E  j  F  dì  gj  ed  una  retta  qualunque  tn^  die  non  appar- 
tenga ad  alcuno  dei  punti  FFG^  e  poBto  GE^f^  GF^e^  sonu 
individuate  (203,  t)  Je  polarità  II  ,  ìl\  ehc  li  anno  A'f  Yi'  per  co- 
nnine ^  autoreciprocO;,  ed  Jlf/ Jf  per  poli  di  m  ordinatamente 

hi  n  ,n';  ed  è  il  prodotto  lìW  =f,f,fj^  ^  ^."li—  Ù, 

2*o  0  è  una  delle  omografìe  considerate  nel  n>o  184,  ^},  1.*^, 
2.«j  3.^,  ^  ^  j  g  sono  gli  elementi  uniti  aBsociatij  sempre  cìjì- 
stenti  in  Q,  e  che  non  si  appartengono. 

Indicando  con  (  ^^  )  "^  V  fondamentale  di  Q  [ossia  l'inBieme 

del  punto  (?,  delja  retta  g^  e  delle  involuzioni  unite  {G)  ,  i^) 

delle  proiettività  caratteristielie   \G\  ,  \g\   di  Q],  sarà  (^jun^ 

reale  e  non  degenere,  o  degenere  di  1,*  specie ,  o  imma*^i- 
nariOj  secondo  clie  1' una  delle  involuzioni  {G)  ^  {g)^  e  quin- 
di anche  l'altra,  è  iperbolica,  o  parabolica,  o  ellittica.  E 
se    si    assumono    in    Q    due    punti   corrispondenti    qualuni[ue 

Jf  j  ^1/'  che,  insieme  al  V  fondamentale  f^'^V  individuano  0  , 
ed  una  retta  arbitraria  m  non  aiipartenente  b^  M  o  M%  né  ad 
alcun  vertice  del  y  (     \  \,  saranno  definite  (*J05j  &)  le  polarità 

n  f  n'f  che  hanno  (  'j  per  comune  y  autoreciproco,  ed  J/,  il/' 

per  poli  di  wi.^Ora,  eseguendo  il  prodotto  ITri',  mentre  esso 
avrà  6-,^.  per  elementi  uniti  associati,  ed  if ,  iJ/' per  clementi 
corrispondenti^  la  proiettività  caratterisiica  \G\  dì  niT'  è  il  pro- 
dotto delle  ìnvoluìsioni  Ho  ,  U*^'  ,  che  IT  ,  U'  determinano  in  G. 
Ma  il  prodotto  Hon'o  ha  GiM ,  GM^  per  raggi  corrispondenti^  e 
per  sua  involuzione  unita  F  involuzione  armonica  a  Ita  ,  Il  q  j 
la  quale  è  V  involuzione  caratteristica  (6^)di  Q-  Dunque  IIgTT'ii 
coincide  con  la  proiettivìtà  caratteristica  j{?Ì  di  Q  ;  e  quindi  il 
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prodotto  nn'  coinciderà  (185,  a)  con   la  omografia   Q,  con  la 

quale  ha  comune  la  proietti  vita   caratterìstica  j6r|,  T  elemento 

unito  g  associato  a  6r,  e  la  coppia  MM'  di  punti  corrispondenti. 

3.0  Q  ha  i  soli  elementi  uniti  associati  G ,  g,  ciascuno   con  - 

tato  tre  volte  [184,  g\  4.o]  ;  e  quindi  il  7  fondamentale   (     \ 

di  0  è  degenere  di  2.»  specie. 

In  questo  caso,  Q  è  definita  (185,  a)  dagli  elementi  uniti  (?, 

g,  da  due  suoi  punti  corrispondenti  M ,  3/',  e  dalla  proicttività 

f^Li    Li 
caratteristica  \g\  ^  Qr.'^],  •—  0^*'  posto  GM^l,  GM*^l^ ,  sono 

definite  (203,  e)  le  polarità  n=^-f'-«["^,  n'=^['^^'^!,  dove  è 

m  una  retta  arbitraria  di  Z,  ;  e  si  ha  JTH'^  GL*L  M^al  ^  ^' 

b)  Date  due  corrispondenze  univoche  C,  ,  C^ ,  se  di  esse  , 
la  Zx  è  involutoria  e  trasforma  C^  *w  ^«""S  *  prodotti  CiC^  , 
CgC,  saranno  involutorii,  e  trasformeranno  C^  in  0^""^ 

Di  vero,  si  ha  (65,  m)  CiCgC,  ^C^'^  d'onde  si  trae  C,Cg^ 
Cg'^C,  ,  CgCi^C^Cg"^  :  e  poiché  C^'^C,  ,  C,Cr^  sono  ^V  inversi 
ordinatamente  di  C^Cg  ,  CgC, ,  ne  segue  che  questi  ultimi  due 
prodotti  sono  involutorii.  —  Inoltre  C,  trasforma  Cg  in  Cg~* , 
mentre  evidentemente  Cg  trasforma  Cg"^  in  Cg~*  ;  ossia  C,Cg 
trasforma  Cg  in  Cg'^.  Ed  analogamente  si  dimostra  che  CgC, 
trasforma  pure  Cg  in  Cg"*  (}). 

e)  Chiameremo  polare  reciproca  di  ima  corrispondenza  u- 
nicoca  C,  rispetto  ad  una  polarità  qualunque  R,  la  trasformata 
di  C  mediante  R. 

d)  La  polare  reciproca  di  un'omografia  piana  fi,  rispetto 
ad  una  polarità  H,  che  ha  il  y  fondamentale  di  ù  per  v  «w- 
toreciproco,  se  Q  non  è  omologica,  (o  che  ha  il  centro  G  di  ù 
per  polo  del  suo  asse  gy  se  ù  è  omologica),  è  Vinversa  di  0  (*). 


Q)  Dal  teorema  ò)  si  può  dedurre  come  caso  particolare  quello 
del  n.o  66,  h). 

(^  Se  fi  V  omografìa  considerata  nel  n.o  184,  g)^  A  fi  ossia,  se 
il  V   fondamentale  (      ì  di  fi  è  degenere  di  2.«   specie,   R  deve 
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Di  vera,  dietro  quanto  è  detto  in  a)j  sì  può  Sf*iiipre  costruire 
tiD*  altra  polarità  TI'  tale,  che  si  abbia  nTT'^il.  Questa  rela- 
zione  poi  mostra  (2ÙBj  6),  che  II  trasforma  Ù  in  0"^ 

É?)  Il  prodotto  di  un'omografia  piana  Q^  non  omolofficaj  e  di 

min  p  filar  Uà  IT,  che  ha  il  y  fondamentale  i     \    di    0    per   \j 

nttforÉCìprùcOf  è  im' altra  poi  arti  à  TT',  la  qiiaìe  ha   pure   fi 

per  7  autoreciproco:  ed  il  prodotto  di  un'omologia  piana   Ù^ 
di  Cèntro  G  ed  asm  g,  e  di  una  polarità  IT,  che  ha  G  per  polo 

di  g^  è  im  altra  imlaniiì  l\%  che  ha  pure  G  per  polo  di  g   (*)* 

In  fatti,  per  quanto  è  detto  in  fr),  si  pnù  trovare  una  pola- 
rità n*  (ciie  saràj  rispetto  ad  Q,  nelle  stesse  condizioni  indi- 
cate per  IT  dair  enunciato)  tale,  che  sia  Tl'n^  Q  \  e  da  questa 
relazione  si  deduce  TÌ'^QTT* 

/}  Se  vu'  omografia  piana  0  è  tra»formata  nella  sua  in- 
verMa  da  una  polarità  IT,  questa  avrà  il  V  fondarne ntaìe  di  Ù 
per  V  autoreciprocoy  quando  ù  non  è  omologica'^  e  quando  0 
e  un  ontologia  di  centro  G  ed  aj^^e  g,  H  avrà  G  per  polo  di  g. 

Dì  veroj  poiché  0  ed  0"*  hanno  gli  stessi  elementi  uniti,  e 
U  trasforma  0  in  Q~^j  ne  segue  evidentemente  chcj  se  fl  è 
un*  omologia  di  centro  G  ed  asse  g  ,  IT  deve  trasformare  il  fa- 
scio (G)  di  raggi  uniti  nella  punteggiata  {g)  di  punti  uniti  ^  © 
(julndì  G  dev'  essere  il  polo  di  g  in  TT. 

Quando  poi  Q  non  e  oniologicaj  è  facile  vedere  che  esiste 
almeno  una  coppia  Gg  di  elementi  uniti  associati  in  0,  che  si 
corrispondono  ìnvolutodainente  in  TT.  Inoltre  le  involuzioni  Ho, 
n^ ,  che  n  determina  in  G  j  gj  debbono  trasformare  le  proiet- 
tività  caratteristiche  associate  \G\  ^  \g\  di  Q  nelle  loro  inverse; 
e  perciò  (69,  e)  debbono  essere  armoniche  alle  involuzioni  ca- 
ratteristiche (O)  j  (g)  dì  Ù  :  ossia  [209^  a%  2.*,  3,»  e  205^  a)]  il 
7  fondamentale  di  0  dev'  essere  autoreciproco  in  IT. 

Si  noti  pure  che^  ^e  uita  correlazione  F   iraèforma   un'  omo- 


pur«  trasformare  la  proiettività  \g\  dì  O  neirinveraa  della  proiet- 

tività  jGi   di  Q^  se  st  vuole  che  il  teorema  regga. 
(')  Qid  va  ripetuta  la  nota  precedente. 


\ 


Digitized  by 


Google 


—  634  — 

grafia  piana  ùy  non  omologica^  in  tì"*  ,  r  dev'  essere  una  2?0' 
larità,  —  Poiché,  indicando  con  II'  una  polarità,  rispetto  alia 
quale  il  7  fondamentale  di  0  è  autoreciproco,  II'  muterà  pure 
[d)]  ù  in  0~^;  e  quindi  il  prodotto  TU' ^11'  (1  sarà  un'omo- 
grafia^ che  trasformerà  fi  in  Q.  Sicché  ù'  avrà  per  v  fonda- 
mentale quello  di  fì,  o  sarà  un'omologia,  il  cui  centro  ed  asse 
saranno  elementi  uniti  associati  di  0.  Ma,  dalla  (1  si  trae 
r^liT'.  Dunque  [e)\  V  è  una  polarità. 

g)  Ogni  correlazione  piana  T  (involutoria,  0  pur  no)  è 
commutativa  con  qualunque  omologia  armonica  ù,  che  ha  per 
centro  ed  asse  di  omologia  due  elementi  G ,  g  corrispondentisi 
involutoriamente  in  P,  e  che  non  si  appartengono.  —  E  vice- 
versa, se  V  omologia  armonica  Q  ^  [G  ,  g]  è  commutativa  con 
una  correlazione  piana  P,  gli  elementi  G  ,  g  si  corrispondono 
involutoriamente  in  P. 

In  fatti,  per  la  proposizione  diretta,  basta  osservare  che  r 
trasforma  gli  elementi  uniti  G  ,  g  dì  Q  ordinatamente  negli 
elementi  uniti  g  ,  G  della  stessa  0  ;  i  punti  (uniti)  di  g  nei  raggi 
(uniti)  di  Gy  e  viceversa:  e  quindi  trasformerà  il  gruppo  ca- 
ratteristico (armonico)  di  punti  di  Q  nel  suo  gruppo  caratte- 
ristico (armonico)  di  rette. —  E  d'altronde,  se  r  è  una  polarità, 
la  proposizione  attuale  è  un  corollario  del  teorema  d)]  perchè 
un'  omologia  armonica  coincide  con  la  sua  inversa. 

Per  la  proposizione  inversa,  siccome  P  deve  trasformare  Ql 
in  Q,  così  deve  trasformare  il  centro  (rei'  asse  ^  di  0  ordi- 
natamente in  ^  e  6r;  poiché  l'omologia  armonica  é  iuviduata 
dal  suo  centro  e  dal  suo  asse. 

201.  a)  Dal  teorema  del  n.o  208,  b),  applicato  al  caso  in  cui 
C|  ,  Cg  sono  due  polarità  piane ,  risulta  che  la  condizione  ne- 
cessaria e  sufficiente,  affinchè,  di  due  polarità  piane  IT  ,  II',  Vuna 
sia  polare  reciproca  di  se  stessa  rispetto  all'altra,  è  che  il  pro- 
dotto nn'  sia  un^omologia  armonica,  il  cui  centro  G  è  polo  del 
suo  asse  g  tanto  in  II  quanto  in  W. 

b)  Andiamo  ad  effettuare  la  costruzione  di  una  coppia  di 
polarità,  ciascuna  delle  quali  sia  la  polare  reciproca  di  se  stessa 
rispetto  all'  altra. 

Si  assuma  ad  arbitrio  una  polarità  piana   U,   e  si   prenda 
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bi  XI  un  punto  Bj  cM  non  ffiaccitt  nella  stia  jJoJrtr^  s:  twrfk^fijtrfo 
fon  0  tornolotjia  annomca  di  centro  B  ed  ns^e  Sj  e  pmto  ITQ^n' 
fi,  /j?  pnìUTiià  IT  ,  rf'  costìtmranno  la  richiesta  coppia. 

In  fattt,  essentio  ù  ,  Ti  commutative  (209,  ^),  ed  involntode^ 
sarà  TI'  una  correìnzione  iuvcilutoria:  e  dalla  (1  si  trae  JIII-^ 
Q  (^)  ;  ciò  che  dimostra  [a)]  la  costruzione  indicata. 

E  sì  noti  che  in  TI'  è  B  il  polo  di  s. 

e)  Il  prodotto  di  nna  polarità  piana  IT,  di  centro  0»  p*'r 
Jn  simmetria  Q,  rispeMo  al  punto  0^  è  tm^ altra  poì arila  jnutìa 
IT',  eommutfìfiva  con  Hj  e  ehe  Ita  comune  con  TI  r  inroìiizione 
(O)  dei  dinniptri  fioniugatì.  Inoltre^  ìe  involuzioni  di  punti  E ^^ 
ìì\ ,  che  IT  ,  TI'  determinano  sopra  un  diametro  arbitrario  g  — 
rhe  non  coincida  con  un  raggio  doppio  di  (0)j  m'  queata  è  iper- 
ftfìlica  —  hanno  lo  stesso  punto  centrale  0,  ma  una  di  esse  è 
ijìerbolica  e  V  altra  è  ellitlicaf  ed  i  punti  doppi  del V iperbolica 
mnn  punti  eoniugati  nfiU'i'Ufttica,  In  fine^  delle  due  polarità 
rr  ,  TT^  una  almeno  ^  di  /."  specie, 

E  no!  chìamereuio  coniugate  le  polarità  ÌT  ,  H'  (e  quindi  an- 
cora le  loro  eonìclie  fondamentali  c3  ,  k',  reali  o  immaginarie). 

Di  vero,  essendo  ù  l'omologia  armonica*  che  ha  per  centro 
0  e  per  asse  la  polare  o^^  di  O  in  TT,  il  prodotto  ITil  ^  IT'  (l 
^  \h)]  nn' altra  polarità^  e  poiché  dalla  (l  si  trae  TTTT'^Q, 
n*^  se^ue  [a)]  che  TT  ,  TI'  sono  commutative  (e  quindi  eiascuua 
6  polare  recìproca  di  so  stessa  rispetto  all'  altra). 

Indicando  poi  con  s  un  diametro  di  IT^  e  con  s' il  suo  coniti- 
gato,  il  punto  airinfìnito  S^  di  *  sarà  polo  di  s'  in  TT,  mentre 
6  punto  unito  in  Q:  e  perciò  dalla  (l  si  deduco  che  S^  è  anche 
il  polo  di  s*  in  ^^  Ma  O  e  eentro    anche    di    II'  [b)].   Dunque 
s  f  s*  sono  pure  diametri  coniugati  in  IT'. 

Inoltre,  è  evidentemente  O  il  punto  centrale  delle  due  invo- 
luzioni TI,  ,  ì\\.  E  se  runa  TTj,  ha  i  punti  doppi  reali  A  ,  A^  , 
conducendo  per  A  ^  A^  le  rette  a  ^  a^  \\  nd  b\  B.d  A  corrispon- 
derà a  m  TI,  mentre  ad  a  corrisponderà  a,  in  0  ;  e  quindi  la 
a  mostra,  che  ad  A  corrisponde  a^    in  TT',  ossia   .4,^a,.f   in 


(*)  Quest'ultimo  risultato  è  pure  un'immediata  consogueujEiì  ilei 
teorema  del  n»o  208j  //), 
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IT',:  il  che  prova  pure  che  II',   è   ellittica,   perchè    ie    coppie 
AA^  y  On  di  punti  coniugati  in  II',  si  separano. 

rf)  //  prodotto  di  una  polarità  piana  II  per  Vomologia  ar- 
monica ùy  che  ha  per  asse  un  diametro  s'  di  II  —  non  coinci- 
dente con  un  assintoto  di  II  ,  se  questa  è  iperbolica  —  e  per 
centro  il  polo  S^  di  s',  è  un'altra  polarità  piana  W  y  la  quale 
è  commutativa  con  U,  ha  pure  S^  per  polo  di  s',  ed  ha  comu- 
ne con  IT  la  involuzione  (S^)  di  raggi  reciproci.  Inoltre,  in 
generale,  le  involuzioni  di  punti  U^ ,  II',. ,  che  II ,  II'  determi- 
nano sopra  una  retta  arbitraria  r  di  S»,  comune  a  II  e  H', 
hanno  lo  stesso  punto  centrale  rs'^M:  ma,  mentre  t  una  è 
iperbolica  e  V  altra  è  ellittica,  i  punti  doppi  delV  iperbolica 
sono  punti  coniugati  nelV ellittica  \  se  però  TI,,  è  parabolica,  si 
ha  IT,.  =  I1V. 

Le  polarità  n  ,  II'  (o  le  loro  coniche  fondamentali  ss  ,  cs')  si 
diranno  supplementari  rispetto  alla  direzione  r. 

La  dimostrazione,  analoga  a  quella  fatta  in  e),  si  lascia  allo 
studioso. 

e)  Un  punto  G  si  dirà  bipolo,  se  ha  la  stessa  polare  g  ri- 
spetto a  due  polarità  piane  II ,  TI'  ;  e  ^  si  chiamerà  la  bipolare 
di  G. 

f)  Date,  in  un  piano  a,  due  polarità  II  ,  11'^  esiste  sempre 
un  punto  bipolo  G,  e  non  esiste  alcun  altro  bipolo,  non  appar- 
tenente alla  bipolare  g  di  G. 

Se  G  ,  g  non  si  appartengono,  o  sono  bipoli  tutt*  i  punti  di 
g,  0  sono  tali  due  soli  punti  di  g  (reali  e  distinti,  coincidenti 
0  immaginarli).  U  se  G  ,  g  si  appartengono,  o  sono  bipoli  tutt'i 
punti  di  g,  0  è  tale  il  solo  punto  G. 

In  fatti,  il  prodotto  ITU'^Q  è  [a)]  un'omologia,  o  una  qua- 
lunque delle  omografie  considerate  nel  n.o  180,  g).  E  poiché 
Q  ha  almeno  un  punto  unito  Q,  la  polare  g  di  G  in  TI  deve 
avere  G  per  polo  di  g  in  TI'  -,  e  quindi  g  è  una  retta  unita  dì  12. 

Inoltre,  se  G  ,  g  non  si  appartengono,  essi  sono  elementi 
uniti  associati  di  Q  (183,  f)  \  ed  allora  Ù  non  può  avere  che 
due  altri  punti  uniti  E ,  F,  ì  quali  debbono  appartenere  a  g 
(e  possono  (essere  reali  e  distinti,  coincidenti  o  immaginarli)  ; 
a  meno  che  0  non  sia  un'  omologia,  nel  qual  caso  saranno 
uniti  tutt'  i  punti  di  g,  —  Ma  se  G  ,  g  si  appartengono,  o  in  Q 
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sono  uniti  tutt'i  punti  di  g,  o  può  supporsi  che  ù  abbia  il  solo 
punto  unito  6'[184,  g),  4.o]. 

Da  ciò  si  trae  evidentemente  la  verità  del  teorema  enun- 
ciato. 

/■)  Quando  G,g  non  si  appartengono,  indicando  con  A^,  N' 
ì  poli  di  una  retta  qualunque  n  ordinatamente  in  TT  ,  IT',  e  po- 
sto GX' g^  M  ,  GN' •  g ^  M' ,  ng ^  J/, ,  saranno  MM^  ,  3/, M ' 
due  coppie  di  punti  coniugati  ordinatamente  nelle  involuzioni 
17^  ,  U'g  y  che  TT  ,  TT'  determinano  in  g^  mentre  M ,  3/'  saranno 
punti  corrispondenti  nella  proietti  vita  caratteristica  l^j  di  Q. 
Si  avrà  perciò  ^\^\^\g\  \  e  quindi  (69,  e)  Tinvoluzione  unita 
(</)  <ii  \9\  sarà  armonica  aTle  involuzioni  TI^  ,  TT'^^.  Sicché,  se 
II<; ,  TT'^  sono  distinte^  la  involuzione  (</)  potrà  essere  iperbolica, 
paraìjolica,  o  ellittica  ;  e  perciò  TI ,  IT'  avranno  un  v  aatoreci- 
proco  comune  {biauioreclproco),  ed  uno  solo,  il  quale  può  però 
essere  reale  e  non  degenere,  o  degenere  di  !.<*  specie,  o  immdgl- 
naHo  ;  ma,  se  tma  almeno  delle  involuzioni  TIj; ,  TI'^  è  ellittica, 
questo  V  hiautoreciproco  sarà  reale  e  non  degenere.  —  Se  jwi 
Ug  ,  TT'y  coincidono,  n  ,  IT'  possederanno  infiniti  y  hiautoreci- 
proci  reali  e  non  degeneri,  di  comune  vertice  G  e  di  comune 
lato  g. 

Se  G  ,  g  si  appartengono,  possiamo  ritenere  che  Q.  ha  G  ,  g 
per  soli  elementi  uniti  [altrimenti  ricadremmo  nel  caso  consi- 
derato di  (g)  parabolica I,  o  ha  imiti  tutt/  i  punti  di  g.  Nel 
primo  caso  U  ,  TI'  possedono  un  solo  v  hiautoreciproco,  dege- 
nere di  2.0  specie  ;  nel  secondo  caso  possedono  ancora  infinii l 
V  biautoreciproci,  degeneri  di  /.«  specie, 

211.  a)  Date,  in  uno  stesso  piano,  due  polarità  TT,  ,  TI^ ,  la 
condizione  necessaria  e  sufficiente,  perchè  una  terza  polarità  TT 
sia  polare  reciproca  di  se  stessa  rispetto  a  U^  e  \[^,  è  che  il 
prodotto  TTiTIg  sia  pure  il  prodotto  di  due  omologie  armoniche 
ù^  ,ù^,  delle  quali  Vuna  Q,  abbia  nel  suo  centro  il  polo  del 
suo  asse  rispetto  a  1J^ ,  e  r altra  Q^  abbia  nel  suo  centro  il 
polo  del  suo  asse  rispetto  a  TTg. 

In  fatti,  se  IT  è  polare  reciproca  di  se  stessa,  rispetto  a  TI, 
e  Ilg,  i  prodotti  n,n^nil,  ,  TTaTT^niTjj  dovranno  essere  (210, 
^KìiìiiK  — Geometrìa  proiettiva.  68* 
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a  ,  h)  due  omologìe  armoniche  Q,  ,  Qg ,  ciascuna  delle  quali  ab- 
bia nel  suo  centro  il  polo  del  suo  asse  ordinatamente  rispetto 
a  II,  ,  Ila-  E  moltiplicando  II,n  per  IHI^  si  avrà  ITjnj;=Q,Qj  (1. 

Viceversa,  verificandosi  tali  condizioni,  posto  Q,n,  ^  II  (2, 
sarà  (210,  b)  H  una  polarità,  reciproca  di  se  stessa  rispetto  a  IT,. 
Ma,  moltiplicando,  a  sinistra,  la  (1  per  0„  e  tenendo  conto  della 
(2,  si  ha  successivamente  0,Q,Q2^Qg^Q|TI,Trg^TIITj.  Dunque 
n  è  anche  (210,  a)  reciproca  di  se  stessa  rispetto  a  11^. 

b)  DatSj  in  un  piano,  due  polarità  IT,  ,  11^ ,  si  trasformi 
IT,  171  Ilg ,  mediante  U^  ;  indi  si  trasformi  U^  in  II4,  mediante 
IT3  ;  e  così  via:  la  condizione  necessaria  e  sufficiente^  perchè  sia 
n^^g  ^  IT, ,  ^  che  il  prodotto  IlglI,  sia  un\)mografia  ciclica  iX 
di  ordine  n  +  1. 

Di  vero,  si  ha  118  =  11211,112    (65,  f)'^  II4  =  IlgnglTs  =  ITgìT,nj 

n, . ngn,ng=(ngn,)2ng;  n5=TT4n3n4=(ngiT,)«ng . ngn,ii, . (n^n,  )% 

^(n2lT,)^ITg  ;  e    cosi   via,   sino   ad   avere    IT«^.g^(Il2lI,)*Il2^ 

(ngn.rngU,»,  ossia  ii,^,^{u,u,y'-m,  (i. 

Ora  la  (1  mostra  che,  se  si  vuole  che  sia  Il^^g  ^  H,,  dev'es- 
sere Ì  =  (IT2TT,)'*^^:  e  che,  se  è  (llgll,)"^^  =  A  sì  ha  IT^^g^II,. 

Il  gruppo  di  polarità  II,  ,  Tlg  ,  •  .  .  ,  II„  ,  II,,^., ,  legate  come 
neir  enunciato,  si  dirà  gruppo  ciclico  di  polnritàj  dell*  ordine 
n-f  1. 

e)  Se  II,  ,  Tlg  ,  .  .  .  ,  n„  ,  II„4.,  formano  un  gruppo  ciclico  di 
polarità,  delV  ordine  n  +  1,  esse  formeranno  un  gruppo  ciclico 
dello  stesso  ordine  n+-l  in  tanti  modi  diversi,  per  quanti  sono 
i  numeri  primi  con  n  -I- 1  ed  inferiori  ad  n  +  1. 

In  fatti,  indicando  con  m-1  uno  di  questi  numeri  primi  con 
n-l-1  ed  inferiori  ad  7i4-l,  si  ha  [sostituend»),  nella  (1  trovata  in 
b),  m  ad  7H-2J,  n^=(n3n,)'"-'n,  ;  d'onde  n^Hj^CllglI,)"-!  {1. 
Ma,  dietro  V  ipotesi  fatta  neir  enunciato,  è  [b)]  Ilgll,  un'  omo- 
grafia ciclica  di  ordine  ni-1  ;  e  perciò  (187,  fc)  tale  sarà  pure 
(llgll,)*"*.  Dunque,  la  (a  mostra  che  anche  II^II,  è  un'omogra- 
fia ciclica  di  ordine  n -f- 1  ;  e  quindi  [ò)l,  operando  sopra  II,  o 
11^,  come  si  è  fatto  in  b)  sopra  ti,  e  Ilg,  si  otterrà  un  gruppo 
ciclico  di  polarità  dell'  ordine  n  +  1. 

Andiamo  a  provare,  che  le  polarità,  le  quali  compongono 
il  nuovo  gruppo  ciclico,  non  sono  che  quelle  del  gruppo  cì- 
clico primitivo. 
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Sapponendo  11^^11^11,1^^,  d' tinde  llJI^=n„J!^j  ed  essendo 
iyj,=n,ll^..\-lU.,n,,,  In  (^  dhn>nmll,JI,=(ri,,,,lI,,r^: 
ft  qaitidi  si  ha  II^II^  ^  (ll^^^iJI^)'"^^  Ha,  ni^^ioiiaudo  sopra 
ll„  e  n„+|  ,  come  si  è  fatto  in  h)  sopra  [|,    e    Jl^ ,   si    ottieoe 

iU_,  =  (n„^,iij»-»n„;  d'onde  iu.,iL  =  (n,„^,nj"-'.  Dun- 

qiie  sarà  H^II^^E^fla/^.in^,^  ^  ossia  II^^IL^^^.i:  ciò  che  dimostra 
r  assunto, 

d)  Due  cidi  qualunque  di  un'  omogrnfta  inana  Q^  ciclica 
di  ordine  n,  costlluiscono  due  poUf^onì  ordiìiarii  corrispondenti ^ 
rispetto  ad  n  polarità  piane, 

Sieno  (AtA^A^..,À^)  ,  (a,a^(T^.„^J  dee  cicli  di  punti  e  di  rette 

in  Q  ;  e  dcconiponìamo  Q  (209j  a)  nel  prodotto  11^11,  di  due  po- 

hirìtk  tali,  cbc  in  IT,  ,  il^  si  abbiano  ordinatamente  le  corrìapon- 

A       4 
denze     '  .  "  *  ^  saranno  II,  ,  Fi. ,  e  tatte  ]e   altre   polarità   del 

ipiippo  ciclico  di  ordine  ti,  che  si  ottengono  da  lì^  ,  U^  [h)\, 
le  polarità j  rispetto  a  ciascuna  delle  quali  i  poligoni  ordinarii 
A^A^  -  ,  .  j4^  ,  a^a^ .  . .  a^  si  corrispondono. 

Di  vero,  Ff,  .  p,  Cj  muta  0  nella  sua  inversa  (209  ^  d)*  e 
quindi  muta  il  ciclo  {AiA^.*.Af^_^A^)  nel  ciclo  {aint^a^_^...a^€^\ 
mentre  lo  stesso  ciclo  {^i^A^...A^^^A^)  è  mutato  da  11^  nel  ciclo 

e)  Si  noti  pure  quanto  scguc- 

1p«»  Il  teorema  ora  dimostrato,  applicato  al  caso  di  i*  -  3^ 
prova  die,  due  cieU  qualunque  di  una  omografia  piana  0,  ri- 
ciìca  di  *-5^^  Qì-dìne^  si  vorriapondono  in  tre  divi" r si  sistemi  jhì- 
lari;  ossìa  costituiscono  due  y  omologici  in  tre    modi  diversi. 

2-0  Viceversaj  «#,  t>i  uno  stesso  piano,  due  v  AjAgA^,  B4BgB3Ì2 
b,b^bg  sono  omidngici  in  due  modi  dicersij  essi  io  sono  ancora 
in  un  terzo  modo,  e  castituiscono  due  cicli  di  una  stessa  omo- 
grafia cicUca  di  .'J^o  ordine. 

Supponiamo  iu  fatti,  che  le  coppie  di  vertici  corrispondenti 
sìeno  A^B^j  A^B^,  A^B^  ueiruna  omologia,  ed  A^B^^  A^B^^  A^B^ 

neiraltTa:  saranno  allora  definite  le  due  polarità  IL^  ^\  S^V  ^ 

f^A  A   À 

jl,=^^'^«^'<  SicehÈ,  facendo  il  prodotto  njl,,  si  avrà    un' o- 
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luof^rafìa  0,  che  Enrk  ciclica  di  3.^  ordine^  od  avrà  {A^A^A^)  * 
(^i''A)  P^^*  ^^1*'  ^^*^i  ^'^'^^  cicli. 

Sj^  Se  due  e  ii  tingo  ni  ordt  nari  ij  situati  Iti  uno  $i^mtt  pia  un  ^ 
0OÌW  t  uno  poliirt  reciproco  dell' ai tt'o  rispettt)  a  dm  polarità 
piane  D,  ,  11^  [ma  in  mndo  vJitt  dw  vertici  ifuccemtvf  delV  uitf* 
sieno  i  poli  di  uno  stèsso  lato  dM'  aìtruf  rispetto  alle  due  po- 
larità) ^  i  due  ennagoni  si  corrispondono  pure  rispetto  ad  altre 
n  —  2  2^olarità, 

4,«^  Se  fli  ^  llg  ^  .  *  ,  ,  llg^  80ÌW  2u  polarità  di  uno  ste^inso  pia- 
no, chfì  costituliscoHO  UH  gruppo  ciclico  di  ordinG  2n,  di  due 
polarità  opposte  del  grttppOf  V  ima  è  reciproca  di  »e  stesMa  ri- 
ifpctttt  ^tlt  alfra^ 

SwuQ  ll| ,  n^^„  queste  pnlarilH  opposto.  Si  ha  ll^^.,^lljll,',ilJ,, 
!I,.,-N,^,Il,ll,^,,  .  .  .  ;  d'ondu  II,.  Jl,-(ll,ll,_,,".  Ma  {iìM;.,r^ 
(Ilji,)**  è  una  omolof^ia  ìirmoiiioa  (1H7,  h).  Diiiu|lic  (2 LO,  rtj  H, 
e  11,^^  sono  1'  una  la  polare  reciproca  di  se  stessa  rispetta*  al- 
r  altra. 

5**>  Più  geueraimcntej  se  II,  ,  flj.  ,  -  .  .  »  11^,^  sono  pn  poltrita 
in  un  piano j  che.  costituiscono  un  gruppo  i^icllco  di  ordiue  pn, 
te  polarità  di  tal  gruppo,  prcs^  di  u  in  n,  formano  un  gruppo 
ciclico  di  ordine  p. 

ÌAi  diiiifistraziaiitì  di  questo  (coroma  sì  conduce  analogamente 
a  lineila  del  teorema  preccdeotc, 

FOLAHiTi  NELLA  STELLA. 

212.  Analogamente  a  ciò  che  sì  disse  ned  n.*"  203,  al  osservi 
quanto  appresso, 

a)  Date  due  stelle  [S]  ,  [S]*,  correlati  ve  e  sovra])  post  e,  un 
piano  a  delfuna  [*<],  e  il  raggio  eorrispoiideiitc  fi' nelTaltra  [i*?]', 
non  si  a]ipartengono  in  gcìieraìe;  maj  se  a  ed  a*  si  apparrengo- 
nOj  al  piano  a  dì  [S^  ed  al  raggio  a*  di  [S]  apparterranno  pure 
ordinatamente  gli  elementi  a  ed  i\  che  ad  essi  corrispondono 
in  [S]  vd  [Sy\ 

h)  Ad  un  piano  a  (e  raggio  ò),  conj^iderato  suceessivaraen' 
te  come  elemento  delle  stelle  [S]  ed  {S]\  e  or  risponderanno  iìt 
generale  dite  ra^^gi  (o  pìaru)  ditferenLL  di  [S]*,  ed  [SI  Ma  ^<i  ad 
un  particolare  piano  a  (o  raggio  ^j    corrijspoadcrà  uno  ste^iju 
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ra/rp^io  a  (o  pianò  g)  in  [Sy  ed  [S],  si  dirà  che  gli  rOcmenti  gt, 
a  (o  6  ,  P)  si  corrispondono  in  doppio  modo  o  Involnbfrhtmfntt^ 
e)  E  se  tutti  gli  elementi  corrispondenti  di  \S\  ^  \S]^  ssì 
corrispondono  involutoriamente ,  diremo  che  [S]  ,  [BY  eostìitjl- 
scono  un  sistema  polare  ,  o  una  polarità  TI  nella  gieììa  :  pdla- 
rità,  che  può  considerarsi  come  la  forma  duale ,  n  la  proie- 
zione da  un  centro  S^  di  una  polarità  piana;  e  vicoversa. 

E  di  due  elementi  a  ,  a,  che,  corrispondono  in  FT .  il  priinn 
a  chiam.asi  piano  polare  del  secondo  a,  e  questo  8Ì  denomina 
ràggio  polare  dei  primo  a.  Inoltre,  se  a  ,  a  si  appartengono,  gli 
elementi  a  ,  «  si  diranno  uniti. 

d)  Due  stelle  correlative  e  sovrapposte  [S]  ,  [aS'J' ,  formano 
lina  2^olarità  TI  [cfr.  20.%  e,  /"],  se  esiste  nelV  una  [8]  nti  fr/V- 
dro,  le  cui  facce  abbiano  gli  spigoli  opposti  per  raggi  corri- 
spondenti  nelV  altra  [S]'. 

e)  Nella  polarità  IT  della  stella, 


due  raggi  a  ,  Z»  si  chiamano  re- 
ciproci (coniugati),  se  il  piano 
polare  a  dell'  uno  a  passa  per 
r  altro  b;  e  se  quindi  anche 
[cfr.  204,  d\  il  piano  polare  ^  di 
b  passa  per  a. 

Sicché  [cfr.  204,  e]  il  raggio 
qualunque  a  di  TI   è    reciproco 


due  piani  a  ,  g  si  eh L^ìii natio  /f- 
ciproci  (coniugati),  sv  il  raggio 
polare  a  deW  uno  a  giacu^  nnl- 
altro  g;  e  se  quindi  [tfr.  l!04  , 
d]  anche  il  raggio  poiana  h  di 
^  giace  in  a. 

Sicché  [cfr.  204,  /|  t'/  ptnHo 
qualunque  a  di  U    è  rtu'fprf*fif 


a    tutt'  i  raggi  di  IT   situati  nel  !  a  tutti  i piani  di  U  vhr  ptn^aistto 


piano  polare  a  di  a:  ed  in  gene- 
rale un  solo  di  questi  ultimi 
raggi  è  ±  ad  sl  ,  o  appartiene 
ad  un  dato  piano   di  IT. 


pel  raggio  polare  a  dì  a:  vtì  hi 
generale  un  solo  di  qna^fi  ulti- 
mi piani  è  ±  ad  OLjO  aiìpiuthnc 
ad  una  data  retta  di  IL 


f)  Nella  polarità  della    stella, 


le  coppia  XX' ,  |jl|ji'  ,  vv' ,  .  .  di 
piani  reciproci ,  appartenenti 
ad  un  fascio  (a)  di  IT,  formano 


le  coppie  IF,  mm',  nn',  *  .  .  di 
raggi  reciproci ,  app'tt'tt'nt'nfi 
ad  un  fascio  (a)  di  If,  ft*i'mti- 


[rfr.  204,  f]  icn'  involuzione  , ,  no  [c/r.  204,  f]  unintohtzlttne, 
che  diremo  involuzione  (a)  di  che  diremo  involuzinii*'  ex:  (// 
lì,  e  che  può  essere  iperbolica,  U,  e  che  può  essere  ìjn'rhitlicft, 
parabolica  o  ellittica,  \  parabolica  o  ellittica. 
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Ma,  se  a,  a  si  appartengono,  le  involuzioni  (a) ,  (a)  di  II  sa- 
ranno paraboliclic. 

g)  Due  fasci  di  raggi  (a)^lmn. . . ,  (^)^l'm'n' ...  di  II,  rt- 
feriti  in  modo  che  i  raggi  corrispondenti  sieno  rette  reciproche 
[cfì\  204,  i]j  sono  proiettivi  (ma  questa  proiettività  sarà  dege- 
re,  se  a  ,  g  sono  piani  reciproci  in  n);  ed  un  analogo  teorema 
regge  per  due  fasci  di  piani  di  II  (*). 

h)  Una  polarità  U  della  stella  possiede  [cfr,  204 ,  a]  in- 
finiti triedri,  o  trispigoli ,  autoreciproci  (cioè  tali  che  le  tre 
facce  di  ciascuno  hanno  per  raggi  polari   gli  spigoli  opposti). 

E  poiché  in  un  triedro  autoreciproco  aj^^aòc ,  due  spigoli, 
o  facce,  sono  sempre  elementi  reciproci  di  n,  potremo  dire  che 
a^7^aòc  è  V  insieme  del  piano  a ,  del  suo  raggio  polare  a , 
e  delle  due  involuzioni  iperboliche  |&  ,  c|  ,  |3  ,  yj,  prospettive  tra 
loro ,  ed  armoniche  ordinatamente  alle  involuzioni  (a)  ,  (a) 
di  n. 

Generalizzando  poi,  chiameremo  triedro,  o  trispigolo,  autore- 

ciproco— r6rtie  o  immaginario— i    j,  V  insieme  del  piano  a,  del 

suo  raggio  polare  a,  e  di  duo  involuzioni— iperboliche  o  ellit- 
tiche—, prospettive  tra  loro,  ed  armoniche  alle  involuzioni  (a;, 
{a)  di  IT. 

E  se  a ,  rt  si  appartengono ,  noi  chiameremo  triedro  autore- 
ciproco degenere  (di  i.»  o  di  2«  specie)  V  insieme  del  piano  a, 
del  suo  raggio  polare  a,  di  un  pia:io  y  di  a,  e  del  raggio  polare 
e  di  Y  (secondo  che  ^  e  distinto  da  a,  o  coincide  con  a). 

i)  Una  polarità  H  della  stella  è  definita  da  un  triedro 
autoreciproco  (reale^  immaginario ,  o  degenere  di  i.«  specie) , 
e  da  un  piano  col  suo  raggio  polare  [cfr.  205,  6,  rf,  e],  conce- 
nientemente  assegnati'^  o  da  un  A  pentaedro,  le  cui  facce  sieno 
piani  polari  degli  spigoli  opposti  [cfr.  205,  h]. 

k)  Se  di  due  polarità  11,11'  di  una  stella  [S]  Vuna  almeno 
non  ha  elementi  uniti,  le  polarità  11,11'  possederanno  un  triedro 
biautoreciproco  comune,  o  infiniti  tali  tiedri  [cfr.  209,  g\. 

l)    Chiamando    reciproci    {coniugati   tra    loro)  due    triedri 


(*)  Si  osservi  che  il   piano  degli  assi  dei  due  fasci  e  Tasse  di 
collineazione  sono  piano  e  raggio  polare  rispetto  a  II. 
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«Jl^s^fcc  ,  ^'J'y  — ^'^'<^'  "^*  '1^''^  palafitti  n  nella  stella  ,  quando 
irli  spigoli  abc  dell'  ano  hanno  per  piani  polari  ord  hi  aia  mente 
le  facce  a'^-y'  dell'  altro  [cfr.  205,  //],  si  lia  che: 

I>Uii  triedri  reciproci  ^  iono  ùmùlo^icl^  e  V  asfie  di  omologia 
ha  per  piano  polare  il  piano  di  omologia. 

vi)  Viceversa^  dati  due  triedi-i  omologici  a^Y^  a'^'y'  di  una 
$tdla  (di  cui  due  elementi  corri»potìdeuti  non  sieno  mai  coin- 
cidenti), è  individìiata  una  polarità  U^  nella  quaU  i  due  triedri 
sono  reciproci. 

n)  Xella  polarità  H  di  una  stella^ 


un  A  tetraedro  completo  si  de- 
nomina armonico ,  se  1<^  tre 
coppie  di  spigoli  opposti  sono 
tre  coppie  di  rette    i-eciproche 

[cfr,  205,  gì 


un  A  quadrispigolo  completò 
si  chiama  armonico  ,  se  le  tre 
coppio  di  facce  opposte  sono 
tre  coppie  di  ptani  reciproci 
[cfr.  L>05,  g.] 


o)  Un  A  quadrispigolo  [o  tetraedro)  è  armonico  [cfr,  205 
f\  in  una  polarità  IT,  se  dite  facce  (o  spigoli)  uomo  elementi  re- 
ciproci alle  facce  oppmie  (o  agli  spigoli  opposti), 

21<f<  a)  Se  ai  raggi  abc...  di  una  stella  [S]  9Ì  fanno  corrispoìi- 
dere  in  [S]  i  piani  al^...^  ordinata  mente  perpendicolari  ad 
abc...,  si  ìia  una  polarità  fTj  nella  quale  t  triedri  autoreciproci 
nono  trirettaugùUf  (polarità  che  noi  chiameremo  ortogonale). 

Di  vero,  se  i  ra^gì  abc. .  giacciono  la  un  piano  *: ,  i  piani 
a^Y""  generano  un  fascio,  di  iisac  s  perpendicolare  a  "n,  e  se- 
gano Il  secondo  un  fascio  di  rat^gi  ^  che  costituisce  con  aòc, 
I"  involuzione  circolare*  Sicchèj  le  due  stelle  generate  dai  raggi 
di  [S]  e  dai  pian!  perpendicolari  in  8  sono  correlative* 

Inoltre  se  a  ,  b  j  e  sono  perpendicolari  a  due  a  due  ^  si  ha 
a^bc /^^a  ^  ^(^ad 'j  e  quindi  ahc  è  un  triedro  autoreciproco 
trircttiingolo. 

b)  2^ ella  polarità  ortogonale  U  della  stella  [S] ,  gli  A  dì 
due  piani  qualunque  a  ^  f  eono  eguali  a  quelli  dei  rispettivi 
raggi  polari  a  ,  b^  ed  un  piano  u%  non  appartenente  a  TT,  s^ga 
fi  in  una  polarità  piana  ctrcolare  U\  eht^  ha  per  centro  la  pro- 
iezione ortogonale  0'  di  S  sopra  q\ 
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La  prima  parte  del  teorema  ò  evidente.  Per  la  seconda  parte 
poi,  se  ale  è  un  triedro  autoreciproco  di  IT  (e  quindi  triret- 
tangolo),  posto  a-j'Ei^A'  ,  bc'^^B' ,  cg'—C'j  i  piani  A'SO' ,  B'SO\ 
CSD'  sono  ordinatamente  perpendicolari  ai  lati  B'C ,  C'A' ,  A'B^ 
del  V  ^7i'C';  ossia  0'  è  il  punto  delle  altezze  del  V  A'B'C 
Ma  il  V  A'B'C,  secondo  cui  o'  sega  abc  è  auto  reciproco  in 
IT'  (il  che  si  verifica  pure  se  abc,  è  un  triedro  autoreciproco  di 
di  una  polarità  qualunque  IT,  trirettangolo  o  pur  no);  ed  O'  ha 
per  polare  in  TT'  la  retta  air  infinito  di  IT'.  Dunque  0'  ò  il  cen- 
tro di  n';  e  le  rette  O'A'  j  O^B' ,  O'C  sono  tre  assi  di  TT,  per- 
chè i  loro  poli  giacciono  air  infinito  ordinatamente  sulle  rette 
B'a  ,  C'A'  ,  A'B', 

e)  In  due  stelle  omografiche  [S] ,  [S'],  esistono  sempre  due 
trispigoli  trirettangoU  corrispondenti^  o  esistono  infinite  coppie 
di  tali  trispigoli. 

Di  vero,  condotti  in  [S]  il  raggio  s  ed  il  piano  o  J_  tra  loro, 
a  questi  corrispondano  ordinatamente  in  [8]  il  raggio  s  ed  il 
piano  g';  e  sia  s*'  il  raggio  di  [8'\  perpendicolare  a  g\  Al  va- 
riare di  s,  i  raggi  s' ,  *"  descriveranno  due  stelle  omografiche 
sovrapposte,  le  quali  avranno  almeno  un  raggio  unito  a'  ;  e 
quindi,  indicando  con  a  il  raggio  di  [S]  corrispondente  al  rag- 
gio a'  di  \S'\j  e  con  a  il  piano  di  [^S']  _L  ad  a,  ad  a  corrispon- 
derà evidentemente  in  [S'\  il  piano  a'  j_  ad  a\  Ora,  i  fasci  di 
raggi,  che  le  stelle  JaS'J  ,  [8'\  determinano  in  a  ,  a',  sono  proiet- 
tivi tra  loro;  e  perciò  esistono  sempre  (49)  nel  fascio  (a)  duo 
raggi  &  ,  e  J_  tra  loro-,  i  cui  corrispondenti  p^ ,  q'  nel  fascio  (a') 
sono  pure  J_  tra  loro  ;  ossia  i  due  trispigoli  corrispondenti 
abc  y  a'b'c'  sono  trirettangoli. 

Se  i  fasci  (a) ,  ;«')  sono  uguali  tra  loro ,  a  due  raggi  qua- 
lunque ortogonali  p  y  q  dì  (a)  corrisponderanno  sempre  due 
raggi  ortogonali  p' ,  5'  dì  (a')',  e  perciò  vi  saranno  infinite  cop- 
pie di  triedri  trirettangoli  corrispondenti  nelle  stelle  \8\  ,  \8'\ 

E  ciò  evidentemente  avviene,  se  le  stelle  omografiche  ge- 
nerate da  «',  «"  sono  omologiche,  con  Tasse  a'  e  col  piano  a' 
di  omologia  (^). 


(^)  Dando  due  stelle  omografiche  \S\  ,  [/S"]  cosi  definite,  che  ad 
un  fascio  a^mn.  ,  .  di  raggi  di  \8\  coiTisponda  un  fascio  uguale 
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Si  hanno  pure  infiniti  triedri  trirettangoli  corrispondenti,  st* 
le  st(^lle  generate  da  s'  ,  s"  sono  identiclìe  (*). 

d)  Date  due  stelle  correlative  [S]  ,  [S'],  esitate  sempre  nt*ì- 
Vtina  [S]  un  trispigolo  irirettangolo  abc,  il  cui  corrinpondent* 
triedro  a'^'^  =a'b'c'  nelV  altra  [S']  sarà  pur  esso  trirett angolo. 

In  fatti,  costruendo  col  centro  ;S^'  una  terza  stella  [6"],  cIì*^ 
costituisca  con  [aS"]  una  polarità  ortogonale,  sarà  [/S"]  omogra- 
fica ad  [S\\  e  perciò  [e)]  esistono  in  {8\  ,  [S'^]  due  trispigoli  cor- 
rispondenti trirettangoli  abc  ,  a^b^c^  (o  infinite  tali  coppie  di 
trispigoli).  Ma  h'c'^T. ,  c'a^~^{,' ,  a'b'^^(*  sono  i  piani  polari  dì 
a' ,  6'  ,  e'  nella  suddetta  polarità.  Dunque  a'^'^'  è  il  triedro  tri- 
rettangolo  di  [S%  che  corrisponde  al  trispigolo  trirettangoli* 
aOc  di  [S], 

Dalla  dimostrazione  stessa  poi  risulta,  dietro  quanto  6  detto 
in  e),  che  se  in  una,  [S] ,  delle  due  stelle  correlative  [S]  ,  [S']  : 
esistono  due  trispigoli  trirettangoli,  i  cui  corrispondenti  triedri 
nelV  altra  [S'J  sono  pure  trirettangoli,  ne  esistono  infiniti ,  chr 
hanno  però  comuni  uìio  spigolo  e  la  faccia  opposta;  o  a  tutt-  l 
trispigoli  trirettangoli  di  [S]  corrispondono  triedri  trirettang^df 
in  [S']. 

e)  Dal  teorema  d)  segue,  che 

Date  due  stelle  correlative  [S]  ,  [S'|,  z  cui  centri  non  giaccia n<^ 
air  infinito,  si  può  sempre  sovrapporle  in  modo  da  costituire 
una  polarità  (^). 

Di  vero,  costruito  il  trispigolo  trirettangolo  abc  di  [8],  il  cui 
corrispondente  triedro  a'^'^'  in  |;S"]  sia  pure  trirettangolo ,  Im- 
sterà  sovrapporre  [S-]  ad  [S]  in  modo,  che  le  facce  a',f',v'  dei 
triedro  a'^'^'  coincidano  con  le  facce  bc  ,  ca  ,  ab  del  trispigolo 


di  raggi  (a')^rm'n'. . .  dì  [S]  ed  al  raggio  a  di  [S]  J_  ad  a  cor- 
risponda il  raggio  a'  di  [8']  _L  ad  a  si    ha    proprio   questo  caso. 

(^)  In  questo  caso  [8]  ,  \8']  si  possono  far  coincidere. 

(-)  Se  le  due  .stelle  correlative  [8]  ,  [8']  hanno  i  loro  centri  al- 
r  infinito,  il  problema  della  loro  sovrapposizione,  in  modo  da  co- 
stituire una  polarità,  è  evidentemente  ricondotto  a  quello  trattato 
nel  n.o  206,  mediante  due  convenienti  sezioni  piane. 

È  quasi  inutile  poi  di  avvertire,  che  in  a)  ,  6)  ,  e)  ,  d)  si    sup 
pone  che  i  centri  delle  stelle  ivi  considerate  sieno  sempre  al  finito. 
Saìhhi A  — Geometria  proiettiva.  G9* 
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abc,  —  Dunque  una  tale  polarità  potrà  essere  oHenula  in  Mio 
modij  0  in  infiniti  modi,  secondo  che  in  [S\  esiste  un  so!**  fri- 
spigolo  trirettangolo  il  cui  coleri  sponde  ute  triedro  in  [8']  è  pure 
trirettangolOj  o  ne  esistono  infiniti. 

f)  In  una  data  polarità  II,  7ion  ortùgnnah,  appartenente  ad 
una  stella  [S]  di  centro  al  finito,  esiste  sempre  un  triedro  an- 
toreciproco  trirettangolo  a^y^abc,  o  ne  esistono  infiniti,  i  quali 
hanno  comuni  una  faccia  a  e  lo  spigolo  opposto  a. 

In  questo  «econdo  caso  diremo  clic  II  è  una  pula  ri  tà  di  rfh 
tazione  intorno  alV  asse  a  {}). 

In  fatti,  assunti  in  II  un  piano  qualunque  q  ed  il  suo  raggio 
polare  s,  e  condotto  il  raggio  «'  di  \S\  perpendicolare  a  ^,  al 
variare  di  o,  i  raggi  s  ,  s'  genereranno  due  stelle  omograficho 
sovrapposte,  che  avranno  quindi  almeno  un  raggio  unito  a:  e 
perciò  il  piano  a  di  [;S'] ,  perpendicolare  ad  a^  sarH  il  piaiio 
polare  di  a  in  U.  Ma  ai  raggi  del  fascio  {S ,  a)  corrispondono 
involutoriamente  in  II  i  piani  del  fascio  (a)^  ì  quali  deternii- 
nano  nel  piano  a  un  fascio  di  raggi  in  involuzione  col  fascio 
(S ,  a)\  ed  in  questa  involuzione  di  ra^^t^i  esiste  sempre  min 
coppia  bc  di  raggi  coniugati  ortogonali.  Dunque  aòc^ot^^  w 
un  triedro  autoreciproco  trirettangolo  di  IL 

È  evidente  poi,  che  le  due  stelle  omografiche,  ora  conside- 
rate, non  sono  identiche;  perchè  II  non  b  una  polarità  ortogo- 
nale. Quindi,  se  queste  stelle  non  sono  omologiche,  esse  hanno 
in  a  ,  &  ,  e  i  soli  tre  raggi  uniti,  che  potevano  possedere  [lGtì| 
b)  e  167,  a)  a  destra]-,  ed  aòc^apY  ^  il  ^^^^  triedro  autoreci- 
proco  trirettangolo  esistente  in  II. 

Ma ,  se  le  suddette  stelle  omograHehc  sono  omologiche ,  <li 


Q)  È  chiaro,  che  in  un  piano  o'  ±  &d  a  la  polarità  di  rotazione 
II  produce  una  polarità  circolare  IV  dì  centro  f^*a^Ai  e  che  un» 
rotazione  intorno  ad  a  non  altera  11. —  Osservando  che  la  involu- 
zione circolare  di  piani  (a)  in  11  è  segata  da  <?'  secondo  una  io- 
voluzione  circolare  di  raggi,  si  ha  la  1,^  parte  dell'  enunciato.— 
Inoltre,  roti  11  intorno  ad  a,  e  porti  una  retta  m  ed  il  suo  polo  M 
rispetto  a  TI'  in  w,  ed  Jf ,  :  si  ha  .43f  ^  wi,/43/4  JL  m,  :  d'onde 
A'mm^^AN±MM^,  Dunque  -^  è  il  polo  dì  MAf^:  e  quindi  m,  è 
la  polare  di  M^:  ciò  che  dimostra  la  2.^  parte. 
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asse  rt  e  di  piano  a  di  omologia ,  V  involuzione  di  raggi ,  ora 
considerata,  è  la  circolare,  e  II  possederà  evidentemente  infiniti 
triedri  autoreciproci  trirottangoli ,  che  avranno  comuni  lo  spi- 
golo a  e  la  faccia  opposta  a. 

Abbiamo  poi  già  considerato  in  a)  il  caso  della  polarità  or- 
togonale, ,  nella  quale  tutt'  i  triedri  autoreciproci  sono  triree- 
tangoli. 

g)  Nella  polarità  IT ,  non  ortogonale ,  della  stella  \8\ ,  un 
raggio  qualunque  non  è  dunque  perpendicolare  al  suo  piann 
polare-,  ma,  se  IT  non  é  di  rotazione,  di  tale  proprietà  godono 
solamente  gli  spigoli  dell'  unico  triedro  autoreciproco  triret- 
tangolo  aòc^af-f,  che  allora  esiste  in  FI.  E  noi  chiameremo 
asBi  di  n  questi  tre  spigoli  abc  ,  e  piani  principali  di  II,  or- 
dinatamente associati  agli  assi  ade,  le  tre  facce  opposte  ag^. 
Se  poi  II  è  di  rotazione  intomo  air  asse  a ,  tutt'  i  raggi  dì 
II,  situati  nel  piano  principale  a,  associato  ad  a,  sono  perpen- 
dicolari ai  rispettivi  piani  polari:  sicché  n  ha  allora,  oltre  a, 
infiniti  altri  assi,  situati  nel  piano  principale  a. 

Se,  in  fine,  II  è  una  polarità  ortogonale,  ogni  raggio  a  di  II 
è  un  asse;  e  il  corrispondente  piano  polare  è  il  piano  princi- 
pale associato  ad  a. 

h)  Se  la  polarità  ortogonale  II  di  una  data  stella  [S]  è 
segata  dal  piano  alV  infinito  c^  ,  si  ottiene  [bj]  in  o^  una 
polarità  circolare  W^j^,  la  quale  rimane  invariata  al  variare 
della  stella  [S]  :  poiché ,  considerando  le  polarità  ortogonali 
II  ,  H,  di  due  stelle  distinte  [S] ,  [S^] ,  a  due  raggi  paralleli 
m  ,  w,  di  II  ,  II,,  che  segano  o^  in  uno  stesso  punto  M'  ^  , 
corrispondono  ordinatamente  in  II  ,  II,  due  piani  paralleli  pL,u, 
che  segano  o^  secondo  una  stessa  retta  m'  q^  ;  ed  m' ^  è  la 
polare  di  M' ^  in  W^. 

Questa  polarità  circolare,  situata  nel  piano  all'  infinito,  sarà 
perciò  chiamata  volar jtà  ^  circolare  assoluta ,  o  per  brevità  , 
V  assoluto. — Sicché,  proiettando  V  assoluto  dai  punti  al  finito 
dello  spazio  a  tre  dimensioni^  si  hanno  tutte  le  polarità  orto- 
gonali. 

/;  W  introduzione  dell'  assoluto  è  utile  per  lo  sviluppo  delle 
proprietà  metriche  nello  spazio  a  tre  dimensioni. 
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Si  hanno  così,  p.  e,,  i  seguenti  risultati: 

l.o  Tja  condizione  necessaria  e  sufflciente,  perchè  un  piano 
\L  ed  una  retta  m  sieno  _L  tra  loro,  è  che,  relativamente  all'as- 
soluto, il  punto  alV  infinito  di  m  sia  il  polo  della  retta  al- 
l' infinito  di  |x: 

2.0  Un  piano  pi  è  _L  a  tuit*  i  raggi  della  stella,  il  cui  centro 
(air  infinito)  è  il  polo ,  rispetto  ali*  assoluto,  della  retta  all'  in- 
finito di  |Jl; 

3.0  Una  retta  m  è  _L  a  tutti  i  piani  del  fascio,  il  cui  asse 
(air  infinito)  è,  relativamente  all'assoluto,  la  polare  del  punto 
alV  infinito  di  m: 

4.0  La  condizione  di  perpendicolarità,  per  due  piani  a  ,  J, 
è  che  le  rette  all'  infinito  di  7, ,%  sieno  reciproche  rispetto  al- 
l' assoluto  :  e  per  due  rette  a  ,  b,  è  che  i  punti  all'  infinito  di 
ab  sieno  reciproci  risp)etto  all'  assoluto: 

5.0  Un  jìiano  \i.  è  ±  a  tutt'  i  piani  della  stella,  il  cui  cen- 
tro (all'  infinito)  è  il  polo ,  relativamente  all'  assoluto ,  della 
retta  all'  infinito  di  |Ji; 

6.0  Una  retta  m  è  X  «  ttitte  le  rette  che  si  appoggiano 
alla  polare,  rispetto  all'  assoluto,  del  punto  all'  infinito  di  m: 

7.0  Tre  piani  a  ,  p  ,  7  formano  un  triedro  tri  rettangolo,  se 
le  loro  rette  all'  infinito  costituiscono  un  sj  aittoreciproco,  rela- 
tivamente all'  assoluto, 

k)  La  involuzione  circolare,  situata  sulla  retta  air  infinito 
di  un  piano  qualunque,  è  V  involuzione  che  V  assoluto  deter- 
mina su  questa  retta. 

Ed  un'  involuzione  circolare  (s)  di  piani  —  ossia  un'  involu- 
zione (s)  di  piani  coniugati  ortogonali — è  la  proiezione  dall'asse 
«  della  involuzione  di  raggi  reciproci  rispetto  all'  assoluto ,  la 
quale  ha  per  centro  il  punto  all'  infinito  di  s, 

214.  a)  Da  quanto  è  detto  per  le  polarità  piane,  può  dedursi 
facilmente  che:  ♦-  -..-►-^•.^* 

Una  polarità  II  in  una  stella  [S]  ha  una  superficie  conicm 
fondamentale  t|;,  che  contiene  (0  inviluppa)  tutt'i  raggi  (o  pia- 
ni) uniti  di  n.  Se  II  è  dì  1.^  spocie  ,  i^  può  anche  generarsi 
mediante  fasrì  di  piani  (o  di  rnggi)  proiettivi  in  [^91,  ed  è  un 
cono  quadrico  reale.  Se  II  è  di  seconda  specie,  essa  ci  fornirà 
la  definizione  di  cono  quadrico  immaginario. 
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Se  S  ò  airinfinito,  si  otterrà  il  cilindro  quadrico,  reale  o  im- 
maginario ;  e  se  '>J;  è  reale,  potrà  essere  iperbolico,  parabolico 
o  ellittico,  secondo  che  la  involuzione  (c^)  di  II  ò  iperbolica, 
parabolica  o  ellittica. 

b)  Ed  analogamente  poi  a  quanto  si  è  fatto  nel  piano,  s'in- 
tenderanno trasportati  ai  coni  o  cilindri  quadrici  (reali  o  ira- 
maginarii)  tutte  le  denominazioni  ed  i  teoremi  relativi  alla  po- 
larità in  una  stella. 

POLARITÀ    XELLO  SPAZIO. 

215.  a)  In  due  sistemi  quaternarii  correlativi  1,2',  due  ele- 
menti corrispondenti  (punto  e  piano)  in  generale  non  si  appar- 
tengono. Ma,  se  un  piano  a'  dclTun  sistema  I'  passa  pel  punto 
A  che  gli  corrisponde  neir  altro  2,  il  punto  A,  considerato  come 
un  punto  B'  di  i)'^  giacerà  nel  piano  g  che  gli  corrisponde  in 
ly  e  il  piano  a\  considerato  come  un  piano  7  di  1^  apparterrà 
al  punto  C  che  gli  corrisponde  in  -'. 

Inoltì'c,  ad  uno  stesso  punto  A  (0  piano  g),  considerato  come 
appartenente  successivamente  a  2  e  1',  corrisponderanno  in 
generale  due  piani  (o  punti)  distinti  in  2'  e  2.  Ma,  se  questi 
ultimi  due  piani  (0  punti)  coincidono  in  un  unico  piano  a  (0 
punto  B),  si  dirà  che  ^1  ed  ot  (0  ^  e  B)  si  corrispondono  in 
doppio  modOj  o  con  j^^^'y^iutabilitày  o  involutoriamente. 

Che  se  poi  tutti  gli  clementi  corrispondenti  (punto  e  piano) 
di  1  ,  2'  si  corrispondono  in  doppio  modo,  si  dirà  che  2  ,  1' 
sono  in  relazione  involutoria. 

In  quest'ultimo  caso  però,  pel  quale  evidentemente  anche  \r 
rette  corrispondenti  si  corrispondono  in  doppio  modo,  non  ò 
necessario  di  considerare  i  due  sistemi  1,2';  ma  diremo  che 
questi  elementi  corrispondenti  con  permutabilità  costituiscono 
ìui  sistema  polare  II  a  tre  dimensioni,  0  una  polarità  quater- 
naria H. 

b)  Se  un  punto  .4  ed  un  piano  a  si  comspondono  in  IT, 
chiameremo  A  />o7o  di  a,  ed  a  piano  polare  di  A:  q  se  A  ,  a 
si  appartengono,  diremo  che  A  ,  a  sono  elementi  uniti  di  IT. 

E  poiché  n  non  ò  cho.  una  particolare  correlazione  quater- 
naria, è  chiaro  che  i  piani  polari  dei  pitntiy   appartenenti   ad 
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un  piano  qualunque  a,  passano  pel  polo  A  di  a,  mentre  i  poli 
dei  piani j  appartenenti  ad  un  punto  qualunque  A,  giacciono 
nel  piano  polare  ol  di  A. 

Inoltre,  se  di  una  retta  qualunque  a  è  a'  Za  retta  corrispon- 
dente (involutoriamente)  in  IT,  ai  punti  di  a  ,  a'  corrispondono 
proiettivamente  i  loro  piani  polari,  che  formano  ordinatamente 
i  fasci  (a')  ,  (a).  —  E  noi  diremo  perciò  che,  delle  due  retts  a, 
a',  ciascuna  è  la  polare  dell'  altra.  Ma,  se  a'  coincide  con  a, 
chiameremo  a  retta  doppia  di  II. 

E  poiché  in  una  retta  doppia  qualunque  a  giacciono  i  poli 
di  tutt'i  piani  condotti  per  a,  e  per  a  passano  i  piani  polari  di 
tutt'i  punti  di  a,  ne  segue  che  ad  un  punto  (o  piano)  non  u- 
nito  di  n  non  appartiene  alcuna  retta  doppia;  ed  ogni  retta 
doppia  appartenente  ad  un  punto  unito  A  (o  ad  un  piano  m- 
ìhito  p)  deve  giacere  nel  piano  polare  a  di  A  (p  deve  passare 
pél  polo  B  di  p). 

e)  In  una  polarità  quaternaria  II,  se  i  poli  A  ,  B  di  due 
piani  distinti  a  ,  ^  giacciono  nella  retta  ap,  questa  è  una  retta 
doppia  di  n  :  poiché  la  polare  della  retta  ag  è  la  retta  AB,  che 
coincide  con  ap  (^). 

d)  Chiameremo  elementi  reciproci  {coniugati),  in  una  pola- 
larità  quaternaria  II, 


due  punti  A  ,  B^  se  V  uno  A 
giace  nel  piano  polare  p  del- 
Taltro:  ed  allora  anche  B  gia- 
cerà nel  piano  polare  a  di  A: 

una  retta  a  ed  un  punto  A,  se 
a  giace  nel  piano  polare  a  di 
^,  0  se  il  giace  nella  polare 
a'  di  a;  e  di  queste  condizio- 
ni, V  una  è  conseguenza  del- 
l'altra  : 

due  rette  a  ,  ò ,  se  T  una  a  giace  in  uno  stesso  piano  con  la 
polare  ò'  dell'  altra:  ed  allora  anche  b  giacerà  in  uno  stesso 
piano  con  la  polare  a'  di  a  ;  ed  i  punti  ab' ,  a'b  saranno  ordi- 
natamente i  poli  dei  piani  a'b  ,  ab'. 

(*)  Si  noti  che,  la  retta  che  congiunge  due   punti   uniti    A  ,  B 
di  II  non  è,  in  generale,  retta  doppia  di  il. 


due  piani  a,  fJ,  se  l'uno  a  passa 
pel  polo  B  deir  altro  ;  ed  al- 
lora anche  f  passerà  pel  polo 
A  di  a: 

una  retta  a  ed  un  piano  a,  se 
a  passa  pel  polo  il  di  a,  o  se 
a  contiene  la  polare  a'  di  a; 
e  di  queste  condizioni ,  V  una 
è  conseguenza  delValtra: 
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e)  Dunque,  in  una  polarità  quaternaria  II, 


un  punto  A  è  reciproco  a  tut- 
t*i  punti  ed  a  tutte  le  rette  del 
8  no  piano  polare  a  (  anche 
quando  A  y  a  6i  appartengono^ 
nel  qual  caso  ciascuno  degli 
elementi  A  ,  a  è  pure  reciproco 
di  se  stesso)'^  ed  è  reciproco  al 
solo  punto  ha  di  una  retta  b 
non  appartenente  ad  a,  ed  alla 
sola  retta  ^a  di  un  piano  p  di- 
stinto da  a: 


un  piano  a  è  reciproco  a  tutt*i 
piani  ed  a  tutte  le  rette  appar- 
tenenti al  suo  polo  A  {anche 
quando  a  ,  A  si  appartengono , 
nel  qual  caso  ciascuno  degli  e- 
lementi  A  ,  a  è  pure  reciproco 
di  se  stesso)  ;  ed  è  reciproco  al 
solo  piano  bA  di  ima  retta  b 
non  appartenente  ad  A,  ed  alla 
sola  retta  BA  di  un  punto  B 
distinto  da  A: 


una  retta  a  è  reciproca  a  ciascun  punto,  o  piano,  appartenente 
alla  polare  a'  di  a  (anche  quando  a  è  una  retta  doppia  di  W, 
nel  qual  caso  ogni  punto  o  piano  di  a  è  pure  reciproco  di 
se  stesso),  e  a  tutte  le  rette  che  si  appoggiano  ad  a'  ;  ed  una 
retta  a  è  reciproca  di  se  stessa,  se  è  una  retta  doppia  di  IT,  o 
se  giace  in  uno  stesso  piano  con  la  sua  polare  a'. 

f)  In  una  polarità  quaternaria  IT, 

«e  a  ,  b  sono  due  rette  polari  distinte  (o  due  rette  doppie)  che 
si  segano,  il  punto  ab  è  il  polo  del  piano  ab  ;  e  se  una  retta 
doppia  d  sega  Vuna  e  di  due  rette  polari  distinte  e  ,  e',  essa 
segherà  anche  V  altra  e*  \  ed  i  punti  de  ,  de'  saranno  ordina- 
tamente i  poli  dei  piani  de' ,  de  {}), 

g)  Se  r ,  &  sono  due  rette  doppie  sghembe  di  una  polarità 
quaternaria  11,  questa  è  trasformata  in  se  stessa  da  un'omo- 
grafia assiale  Q,  che  ha  r  ,  s  per  assi. 

Basterà  (  65,  p,  l.o  )  provare ,  che  ù  è  trasformata  in  se 
stessa  da  IT. 

Sia  MM*  una  coppia  qualunque  di  punti  corrispondenti  in  ù. 
La  retta  MM'  ^  a  sarà  (194,  h)  una  retta  unita  di  Q  ;  e  quindi 
(194,  i)  si  appoggerà  agli  assi  r  ,  s»  In  conseguenza,  posto 
ar^R ,  as^ 8,  si  avrà  (194,  t)  in  R8MM*  il  primo  gruppo 
caratteristico  di  0,  che  dev'essere  (194,  m)  proiettivo  al  secondo 
gruppo  caratteristico  di  0.— Inoltre,  indicando  con  p  ,  o  i  piani 

(*)  Se  una  retta  qualunque  l  sega  V  una  e  di  due  rette  polari 
e  j  c\  la  polare  V  segherà  l'altra  e'. 


Digitized  by 


Google 


-  552  - 

polari  di  H ,  S,  questi  piani  passeranno  ordinatamente  per  le 
rette  doppie  ?• ,  *  di  II,  e  si  serberanno  nella  polare  b  di  a  ; 
mentre  la  retta  b  si  appoggerà  evidentemente  ad  r ,  s^  e  sarà 
perciò  un'  altra  retta  unita  di  Q.  —  Indicando  poi  con  \k  ,  \iJ  ì 
piani  polari  di  M ,  M',  questi  piani  passeranno  per  6,  e  (per  la 
polarità  li)  il  gruppo  po[Ji|jL'  è  proiettivo  ad  RSMM* ,  ossia  è 
(194,w)  il  secondo  gruppo  caratteristico  di  Q;  e  quindi  ji ,  [i.' 
sono  due  piani  corrispondenti  in  ù.,  —  Dunque  IT  trasforma  la 
coppia  qualunque  3/J/'  di  punti  corrispondenti  di  Q,  nella  cop- 
pia [jiijl'  di  piani  corrispondenti  di  £2  5  e  perciò  trasforma  a  in  Q. 
h)  Se  T  j  s  sono  due  rette  polari  sghembe  di  una  polarità 
quaternaria  II,  questa  è  trasformata  in  se  stessa  dalV  involu- 
zione rigata  I,  di  assi  r ,  s. 

La  dimostrazione  è  simile  a  quella  del  teorema  precedente; 
poiché,  mentre  i  piani  p  ,  e  passano  ordinatamente  per  s  ,  r  (e 
non  per  r ,  s),  i  gruppi  RSMM\  pcj;;j.'  sono  armcTnici. 

E  si  vede  pure  che,  un^  omografia  assiale  {non  involutoria) 
Qj  di  assi  r  ^  s,  è  trasformata  da  II  nelV inversa  di  Q, 

i)  Se  ogni  elemento  (punto  e  piano)  di  una  polarità  qua- 
ternaria n  appartiene  al  suo  corrispondente  elemento  (ossia, 
se  ogni  puntO;  0  piano,  di  11  è  reciproco  di  se  stesso),  si  ha 
una  particolare  polarità,  che  denomineremo  polarità  nulla j  o 
sistema  nullo  {})  \  denominando  poi  ordinaria  la  polarità  qua- 
ternaria, (juando  vorremo  escludere  il  caso  della  polarità  nulhu 


(^)  Il  sistema  nullo,  dicesi  anche  sistema  focale  :  e  in  esso  il 
polo  A  di  un  piano  a  si  chiama  pure  punto-nullo  0  fuoco  di  a, 
chiamando  poi  a  piano-nullo  o  piano  focale  di  A  ;  e  le  rette  dop- 
pie diconsi  ancora  direttrici  del  sistema  focale. 

Si  noti  che,  se  2,1'  sono  due  sistemi  quaternarii  correlativi^ 
nei  quali  ciascun  elemento  {punto  e  piano)  appartiene  al  suo  cor- 
rispondente, 2  e  1'  costituiscono  una  polarità  nidla. 

In  fatti,  si  osservi  dapprima  che  due  rette  corrispondenti  «,  ri' 
di  2  ,  S'.  situate  in  un  piano  a,  debbono  coincidere  :  poiché,  in 
contrario,  il  piano  di  I'  corrispondente  ad  un  punto  qualunque  M 
di  a,  dovendo  passare  per  M  ed  a[,  dovrebbe  coincidere  con  a  : 
assurdo. 
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216.  o)  La  effettiva  esistenza  di  una  polarità  ordhuiria  ri- 
sulta dal  se«:mMite  toorema: 

Duti  si sf fimi  finfitfinmvil  rorrelfifmi  -  ,  -^  casiifuiMcouo  una 
poittrltà  ordiìiarki  Ilj  »e  ai  vèrtici  ABGD  di  tm  tetrafidm  del- 
Vna  materna  Z  corngpondouo  ùvdif^tttammde  nellhiLtrù  V  le  facce 
opposte  afiifS  ; 

1^  dal  fatto^  che  le  supposte  corrispondensse  1^  ,   g  ?  v  ^    5    sono 

di  numero  inferiore  a  quelléj  ciie  occorroni>  (15G,  k)  per  defi- 
nire i  sisteiui  correlativi  S  j  'L\ 

Per  dimostrare  Tenancìato  teorema^  si  osservi  dapprima,  elie 
gli  elementi  di  ciascLina  delle  quattro  coijpie  Aa,  B%  C^,  i>5 
sì  corrispondono  con  perjnutal>iliià  in  ^  e  Z*  (poichèj  p.  e,,  al 
piano  a  di  I,  elio  passa  per  i  punti  JiCD^  oorrispoudc  in  1'  ì\ 
punto  comune  ai  tre  fiiani  ^v^^  osaia  il  punto  .1);  e  clie  in  eon- 
aeg-iicu^a  gli  spigoli  opposti  del  tetraedro  ABCD  si  corrispon- 
dono pur  6631  con  permutabilitÈL  in  Z  e  V, 

Inoltre^  poiché  ai  plaid  distinti  y  ,  5  del  faseìo  di  asso  ^Z-^AB 
cornspondono  involutoriamentcì  i  punti  C ,  D  della  punto^i^iata 
di  sostegno  €D=^%}^  e  ite  è  proiettiva  a  quel  fascio,  ne  seffiiti 
((j3j  rt,  b^  e)  che  il  fascio  dr  piani  di  asse  AB^  e  la  puntegi^iata 
di  sostegno  CA  sono  in  relnzionc  involutoria. — E  lo  stesso  va 
detto  del  fitscio  rlt  piani  e  he  ha  per  asse  uno  qualunque  de^^ii 
spìgoli  del  tetraedro  ABGD^  e  della  punteggiata  che  ha  per 
sostegno  io  spigolo  opposto. 

In  conseguenzaj  un  piano  qualunque  |jl  segherà  gli  spigoli  del 


Ciò  posto j  ae  A  è  un  punto  qualunque  di  -,  al  quale  corrisponde 
in  È'  un  piano  a'  (appartenente  ad  .4,  per  ipoteai)^  ad  ogni  retta 
a  di  Zj  condotta  per  ^!  in  a\  conisponderà  in  V  una  retta  situata 
in  ot'j  la  quale  deve  quindi  coincidere  con  a.  In  conseguenza,  ad 
ogni  punto  B^  di  ii,  situato  in  a\  corrisponderà  in  21'  xkU  piano  % 
ciie  passerà  per  la  retta  fì\4.  (perche  B*A  ha  se  stessa  per  cor- 
rispondente }•  Dunque,  variando  B*  in  et',  il  piano  ^  passerà  sem- 
pre per  jIj  e  sarà  perciò  .4  il  punto  di  V  corrispondente  al  piano 
a'  di  il  ;  ossia  A  ed  a'^  si  corrispondono  in  volatori  amen  te  in  -  , 
il'  :  ciò  clie  dimostra  il  teorema. 

Saks I A — Op.ùm^tria  proielfiva*  70* 
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tetraedro  ABCD  in  sei  punti,  die  f?orrispoTideranno  involuto- 
riamente  a  sei  piani  condotti  por  gli  spigoli  opposti  ;  e  questi 
piani  concorreranno  in  un  punto  M^  il  quale  quiutli  coiTÌspon- 
derà  involutoriamente  al  piano  |i, 

h)  Dal  teorema  a)  s!  induce  fmmediatamonte  (156,  h)  che, 
dati  un  tetraedro  ABCD  ^  stg^ò,  uìi  punto  E,  non  aprati  e* 
nenie  ad  alcuna  delle  facce  ag^S^  ed  U7i  piano  s ,  imn  ap- 
partenente    ad    alcuno    dei    vtrtici    ABCD ,    le    corrispondenza 

A  ■D  pi         -TV  TJl 

,  g  ,       ,    -,        individuano  una  polarità  ordiìiaria  11- 

c)  Se  una  polarità  quaternaria  U  posiisde  due  rette  po- 
lari distinte  a  ,  a',  che  giacciono  in  uno  stesso  piano j  II  è  una 
polarità  ordinaria,  nella  quale  il  punto  aa'^  A  è  il  polo  del 
piano  aa  =a:  poiché,  essendo  il  punto  A  comune  ad  a  ed  a\ 
il  suo  piano  polare  a  deve  passare  per  a'  ed  a;  mentre  il 
piano  polare  p  di  un  punto  i?  di  a,  o  di  a',  distinto  da  A,  deve 
passare  per  a',  o  per  a,  e  perciò  non  può  passare  per  By  senza 
coincidere  con  a:  assurdo. 

d)  Dunque,  in  una  polarità  nulla,  due  rette  polari  debbono 
essere  sghembe,  o  coincidenti. 

e)  In  un  sistema  nullo  IT,  i  raggi  di  una  stella  qualunque 
[A],  situati  nel  piano  polare  a  del  suo  centro  A,  f orinano  un 
fascio  (A  ,  a)  di  rette  doppie  in  U  ;  ossia,  ad  ogni  plinto  A  (o 
piano  a)  di  una  polarità  nulla  II  appartiene  un  fascio  di  rette 
doppie  in  II  :  poiché,  se  a  è  un  raggio  arbitrario  del  fascio 
{A  ,  a),  la  sua  polare  a'  (che  deve  passare  per  A  e  giacere  in 
a)  deve  coincidere  con  a  [d)]. 

f)  In  un'ordinaria  polarità  W,  ogni  stella  [S],  il  cui  centro 
S  non  giace  nel  suo  piano  polare  a,  è  in  relazione  involutoria 
col  corrispondente  sistema  piano  [e]:  ossia  [à]  costituisce  una 
polarità  ternaria  n^  con  la  sezione  prodotta  dal  suo  sostegno  e 
nella  stella  [S],  ed  [S]  costituisce  una  polarità  ternaria  Us  con 
la  stella,  che  dal  suo  centro  S  proietta  [o]  ;  e  gli  elementi  cor- 
rispondenti in  Uq  ,  0  in  IIs,  sono  elementi  reciproci  nella  po- 
larità n  (^). 


(^)  Una  stella  [S]  ed  un  sistema  piano  [o],  omografici  tra  loro, 
e  i  cui  sostegni  ^S^ ,  a  non  si  appartengono,  si  dicono  pure  in  re- 
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In  fatti;  in  11  il  piano  polare  Sa^a  di  un  punto  arbitrario 
A  dì  G  è  segato  da  a  in  una  retta  a,  che  è  la  polare  di  A  in 
n^;  mentre  il  polo  A  del  piano  a  in  II  è  proiettato  da  S,  me- 
diante il  raggio  polare  AS^a*  di  a  nella  polarità  Us.  Sicché, 
o  è  il  sostegno  della  polarità  U^,  generata  dagli  elementi  A^  a> 
reciproci  in  II  ;  ed  /S'  è  il  sostegno  della  polarità  IIs ,  generata 
dagli  elementi  a' ,  a,  anche  reciproci  in  II  (^). 

g)  Se  a,  ^  a'  sono  due  rette  polari  sghembe  di  una  polarità 
quaternaria  FI,  e  se  ciascun  punto  (o  piano)  di  a  e  di  a'  è  un 
punto  (o  piano)  unito  in  II,  la  polarità  IT  è  nulla. 

Di  vero,  dietro  le  ipotesi  fatte,  di  un  punto  qualunque  L  di 
a  è  a*L  il  piano  polare ,  e  di  un  punto  qualunque  Af  di  a'  è 
aM  il  piano  polare:  e  quindi  (215,  e)  è  LM  una  retta  doppia 
di  lì,  perchè  i  punti  L  ,  M  giacciono  sulla  intersezione  dei  loro 
piani  polari  ;  ossia,  ogni  retta  che  si  appoggia  ad  a  ,  a'  è  una 
retta  doppia  di  IL  In  conseguenza,  anche  ogni  piano  o,  che 
non  passa  per  a,  né  per  a',  sega  a  ,  a'  in  punti  L  ,  if  ,  la  cui 
congiungentc  LM  è  una  retta  doppia  di  II,  sulla  quale  giace 
perciò  il  polo  di  o;  ossia  o  è  un  piano  unito  in  U.  Dunque  II 
è  una  polarità  nulla. 

li)  Se  a  ,  a'  sono  due  rette  polari  sghembe  di  una  polarità 
ordinaria  II,  le  punteggiate  (a)  ,  (a')  sono  in  relazione  involu- 
toria  (63,  a)  ordinatamente  coi  corrispondenti  fasci  di  piani 
(a') ,  (a)  ;  ed  un  piano  qualunque  a'A^a  délVuna  a'  sega  V al- 
tro a  nel  polo  A  di  a',  relativamente  alla  polarità  W^ ,  che  II 
determina  in  a. 

Essendo  li  una  polarità  ordinaria,  non  possono   essere   tutti 


lozione  involutoria  [cfr.  il  n.^  63],  quando  in  tale  relazione  sono 
[g]  e  la  sezione  prodotta  dal  piano  e  nella  stella  [S\  o  [S]  e  la 
stella  che  proietta  [g]  dal  centro  S. 

(*)  È  bene  notare  che,  nello  spazio  a  tre  dimensioni^  se  un 
punto  S  ed  un  piano  o  non  sì  appartengono^  una  stella  [S],  cor- 
relativa ad  vn  sistema  piano  [e],  è  in  relazione  involutoria  con 
[e],  se  ai  vertici  di  un  V  <^i  [^]  corrispondono  in  [S]  i  piani  che 
jmssano  per  i  iati  opposti:  ma,  se  allora  [SJ  ,  [g]  sono  forme  cor- 
rispondenti in  due  sistemi  quaternarii  correlativi  1,1',  questi 
costituiscono  una  polarità  quaternaria  ordinaria. 
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uniti  [g)]  i  punti  di  «,  e  i  punti  di  a'.  Sia  quindi  A  un  punto 
non  unito  di  a,  il  cui  piano  polare  a'A^  segherà  a  in  un  punto 
A^  distinto  da  A,  e  reciproco  ad  A  Sarà  perciò  a^A^%  il  piano 
polare  di  ^4,  :  ed  in  conseguenza  (63,  a,  &,  e)  la  punteggiata 
(a)  sarà  in  involuzione  col  corrispondente  fascio  di  piani  (a')i 
ed  ^  è  [f)]  il  polo  di  a'  nella  polarità  IT^^. 

Inoltre,  nella  polarità  ternaria,  detcrminata  [f)]  da  II  nel 
piano  rt'^,  ,alla  punteggiata  («')  corrisponderà  involutoriamente 
[veggasi  la  nota  a  pag.  519|  il  fascio  di  raggi  (^4,)  ;  e  quindi 
le  corrisponderà  pure  involutoriamente  in  n  il  fascio  di  piani 
di  asse  AA^  ^a. 

i)  Dunque^  se  a,  è  una  retta,  la  quale  non  coincide  con  la 
sua  polare  a'  in  una  polarità  ordinaria  U  ,  né  sega  a',  le  cop- 
pie di  puntij  0  di  piani,  reciproci,  appartenenti  ad  a,  costituiscono 
due  involuzioni,  Vuna  di  punti  e  V altra  di  piani,  che  noi  chia- 
meremo involuzioni  (a)  di  II,  rispettivamente  di  punti  e  di  pia- 
ni (*)  ;  e  Vinvoluzione  (a)  di  Ti,  di  punti  o  di  piani,  è  ordina- 
tamente prospettiva  all'involuzione  (a')  di  W,  di  piani  o  di  punii, 
E  si  noti  che,  ad  a  appartengono  al  piic  due  punti  (o  piani), 
che  giacciono  nei  rispettivi  piani  polari  (o  che  passano  per  i 
rispettivi  poli). 

k)  Da  h)  e  g)  segue  che,  se  a  ,  a'  sono  due  polari  distinte 
sghembe  di  una  polarità  quaternaria  li,  e  se  ciascun  ininto  (o 
piano)  dell'  una  a  è  un  punto  (o  piano)  unito,  la  jwlarità  II 
sarà  nulla,  e  ciascun  punto  (o  piano)  delValtra  a'  sarà  quindi 
pure  unito, 

l)  Se  una  polarità  quaternaria  Ti  possiede  un  fascio  (A,  a) 
di  rette  doppie,  essa  è  tuia  polarità  nulla. 

Di  vero,  ogni  punto  B  di  a,  giacendo  sulla  retta  doppia  BA, 
è  un  punto  unito:  e  quindi  ogni  punteggiata  (b) — il  cui  soste- 
gno b  giace  in  a,  ma  non  passa  per  A— è  prospettiva  al  fascio 
di  piani,  che  le  corrisponde  in  n.  Dunque  [h)]  la  poharità  II  è 
nulla. 

m)  Se  A  è  un  punto  di  una  polarità  ordinaria  li,  situato 


(^)  Se  a  sega  a',  queste  involuzioni  sono  paraboliche  ;  e  se  a  è 
retta  doppia  di  TI,  la  punteggiata  (a)  è  semplicemente  proiettiva 
al  fascio  (a)  dei  piani  polari. 
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nel  suo  piano  polare  a,  le  coppie  di  retU  polari  in  IT,  appar- 
tenenti al  fascio  (A  ,  a),  costituiscono  un'  involuzione  di  raggi 
{iperbolica,  o  ellittica):  poiché,  se  è  a  un  raggio  arbitrario  del 
fascio  {A  ,  a),  la  polare  a'  di  a  (che  corrisponde  involutoria- 
mente  ad  a)  deve  passare  per  A  e  giacere  in  a  ;  e  non  può 
questo  fascio  involutorio  ridursi  all'identità,  poiché  allora  TT 
sarebbe  una  polarità  nulla  \k)]. 

n)  E  poiché  il  fascio  involutorio  di  rette  polari  si  riduce 
all'identità,  se  in  esso  si  hanno  tre  raggi  doppi;  ne  segue  che, 
se  una  polarità  quaternaria  IT  possiede  tre  rette  dop^ney  ap- 
jjartenenti  ad  un  fascio,  TT  è  tuia  polarità  nulla '^  e  tuffi  raggi 
di  questo  fascio  sono  rette  doppie  in  TI. 

o)  Sicché,  ad  ogni  punto  unito  A  (o  piano  unito  a)  di  una 
polarità  ordinaria  IT  appartiene  una  coppia  di  rette  dopjne 
(^reali  o  immaginarie  di  1.*  specie),  rappresentata  dalVinvolu- 
zione  delle  coppie  di  rette  polari,  che  passano  per  A  e  giac- 
ciono nel  piano  polare  a  di  A  (o  che  giacciono  in  a  ed  appar- 
tengono al  polo  A  di  7)  ;  e  non  vi  sono  altre  rette  doppie  reali 
di  II  esistenti  nel  j^idfio  unito  a  ;  poiché,  di  ogni  retta  m  di  a, 
che  non  passa  per  A,  la  polare  deve  passare  per  A,  e  perciò 
non  può  coincidere  con  m. 

p)  Se,  in  una  polarità  ordinaria  FI,  s'indichino  con  A  ,  A| 
due  jìunti  reciproci  distinti,  e  con  7.  ,  a,  i  rispettivi  piani  iso- 
lar i  (che  passano  qunidi  ordinatamente  per  A^  ,  /l),  ai  raggi 
Inin...  del  fascio  (A  ,  a,)  cor  ri  spando  no  proiettivamente  le  loro 
rette  polari  l'ra'n'...,  che  sono  raggi  del  fascio  (A,  ,  a). 

q)  Da  quanto  si  é  detto  sin  qui  sulle  polarità  ordinarie, 
risulta  che,  in  una  polarità  ordinaria  IT ,  si  hanno  infinite 
forme  involutorie  di  2.«  specie,  ed  anche  di  /.«  specie. 

E  se  si  considera  la  polarità  ternaria  ITa  ,  che  IT  detennina 
in  una  stella  [.4],  un  raggio  a  di  [A],  il  cui  piano  polare  a  in 
n.i  è  X  ad  a,  si  dirà  asse  del  punto  A  rispetto  a  IT,  ed  a  si 
chiamerà  piano  principale  del  punto  .4,  ed  associato  all'  asse 
a.  —  Sicché  (2K5,  g)  gli  assi  di  un  punto  X,  relativamente  a  \l, 
jfossono  essere  tre  soli,  costituenti  un  trispigolo  trirettangoln;  o 
possono  essere  infiniti,  ma  uno  di  essi  *\  J  a  tutti  gli  al  fri;  n 
tutte  le  rettey  condotte  per  A,  possono  essere  assi  del  punto    A. 
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In  altri  termini,  si  dirà  asse  di  un  punto  arbitrario  A  rispetto 
a  IT  oorni  retta  di  A  che  sia  i.  al  proprio  piano  coniugato. 

Se  i4  è  un  punto  unito,  di  piano  polare  a,  saranno  assi  del 
punto  A  la  perpendicolare  in  A  ad  a,  ed  i  raggi  coniugati  or- 
togonali nella  involuzione  formata  dalle  coppie  di  rette  polari, 
che  giacciono  in  a  e  passano  per  A  (*). 

r)  /S^e  a  ,  b  sono  due  rette  sghembe^  non  polari  ne  recipro- 
che in  una  polarità  ordinaria  IT,  i  fasci  di  piani  (a)  ,  (b)  —  o 
le  punteggiate  (a)  ,  (b)  —  saranno  proiettivi,  se  si  riferiscono 
in  guisa,  che  gli  elementi  corrispondenti  sieno  reciproci  in  IT. 
Poiché,  indicando  con  a'  la  polare  di  a  (la  quale  può  coin- 
cidere con  a),  si  ha,  p.  e.,  che  il  fascio  di  piani  (a)  è  proiet- 
tivo alla  punteggiata  (a')  dei  poli  ;  e  questi  poli,  proiettati  da 
&,  danno  i  piani  corrispondenti  del  fascio  (6). 

Si  noti  che,  se  a  ,  6  sono  rette  reciproche  sghembe  (ossia, 
se  a  sega  la  polare  V  di  6,  e  quindi  anche  b  sega  la  polare 
a'  di  a),  la  proiettività  tra  i  fasci  di  piani  (a) ,  {b),  o  tra  le 
punteggiate  (a)  ,  (ò),  sarà  degenere,  coi  piani,  o  punti,  singo- 
lari ab* ,  a^b:  e  se  a  ,b  sono  rette  polari,  ciascun  piano  del 
fascio  (a)  è  reciproco  a  tutt'i  piani  del  fascio  (b)\  e  viceversa. 
s)  Se  a  ,  ^  sono  due  piani  non  reciproci  in  una  polarità 
ordinaria  TI,  i  sistemi  piani  [a]  ,  [^J  saranno  correlativi,  se  ad 
ogni  punto  M  delV  uno  si  fa  corrispondere  nelV  altro  V  unica 
retta  m  reciproca  ad  M. 

Si  lasciano  al  lettore  l'enunciato  del  teorema  duale,  e  le  fa- 
cili dimostrazioni  dei  due  teoremi. 

t)  In  una  polarità  ordinaria  IT^  se  ^  è  un  punto  unito  di 
piano  polare  a,  le  coppie  di  rette  polari,  appartenenti  al  fascio 
(A  ,  a),  costituiscono  [m)]  un'  involuzione,  iperbolica  o  ellittica. 
Nel  primo  caso,  a  ciascuno  dei  raggi  doppi  e,/",  che  sono 
rette  unite  in  TI,  appartengono  (oltre  a  ed  A)  infiniti  altri  piani, 
e  punti  uniti:  ma  ad  un  raggio  qualunque  a  del  fascio  (.4  ,  a), 
distinto  dsL  e  ,  f  (il  quale  raggio  non  è  una  retta  unita  di  IT) , 
appartengono  i  soli  elementi  uniti  a  ,  A,  Inoltre,  ad  ogni  rett^i 
w  di  ^,  e  non  di  a,  la  cui  polare  m'  è  una  retta  di  a  e  non 
di  A,  appartengono  i  soli  piani  uniti  me  ,  mf,  ed  un  altro  solo 


(*)  Può  essere  la  involuzione  suddetta  circolare  ? 
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punto  unito  distinto  da  A  ;  mentre  ad  m'  apparteiigfono    i    soli 
duo  punti  itniti  m'e  ,  m%  ùd  il  solo  piano   unito   m^Bj   distinto 

Kol  secando  caso  rogge  quanto  è  delto  nel  primo ^  eccetto 
lihe  ad  vi  non  appartiene  alcun  putno  unito,  e  ad  m'  non  ap- 
partiene alcun  punto  unito, 

u)  Sì  noti  che^  se  in  un  punto  unito  A,  di  piano  polare  a, 
le  coppie  dì  rette  polari  appartenenti  al  fascio  (^4  ,  a)  costitui- 
scono una  involuzione  iperbolica,  dì  raggi  doppi  e  ,  f^lo  steBso 
avverrà  in  qualunque  altro  punto  unito  5  di  II. 

Poiché,  indicando  con  g  il  piano  polare  di  Bj  se  ^  non  passa 
per  A  i  punti  ^e  ,  ^f  congiunti  con  B  daranno  evidentemente 
le  due  rette  unite^  che  costituiscono  i  raggi  doppi  delle  coppie 
dì  rette  polari  appartenenti  al  fascio  {B^  p).  E  se  ^  passa  per  A, 
lì  dovrà  appartenere  ad  a,  e  quindi  ad  una  delle  rette  e  ,  f. 
Supposto  che  appartenga  ad  e^  nel  piano  f  sarà  e  uno  dei  due 
rag^i  doppi  [t)]  deirinvoluzione  iperbolica  suddetta, 

317,  a)  In  una  polarità  ordinaria  IT,  un  tetraedro  j^^C/fea^^^ 
si  dirà  autoreciprorù  (autocomugato^  i-oniugato)^  se  i  vertici 
ABCD  sono  ordinatamente  i  poli  delle  facce  opposte  al^l.  ¥i 
il  teorema  del  n.o  21 6j  h)  può  quindi  enunciarsi,  dicendo:  itim 
pttiaHtà  ordinaHa  Tt  è  de  finita  €Ìa  un  tetraedro  autore  cipror.o 
ABCD  =  otp70,  f  da  nu  punto  E,  non  appartenente  ad  alcuna 
drìie  facce  a^-^o,  insieme  al  sno  plano  polare  £,  nun  apparte- 
nente ad  ai  cimo  del  cerUci  ABCD. 

b)  In  una  polarità  ordinaria  IT  esistono  infiniti  tetraedri 
autoreciprocL 

Di  vero,  assunti  un  punto  arbitrario  D  (non  unito  in  IT)  e  11 
suo  piano  polare  3  (che  non  passa  quindi  per  I))^  di  un  punto 
arbitrario  A  di  5  (non  unito  in  TI)  si  costruisca  il  piano  polare 
a,  il  quale  passerà  per  i>,  e  segherà  o  secondo  una  retta  a^ 
che  non  passerà  per  A  ;  indi,  di  un  punto  arbitrario  B  dì  a 
(non  unito  in  IT)  si  costruisca  il  piano  polare  g^  ij  quale  pas- 
serà per  A  Q  J}  e  segherà  a  in  un  punto  C:  sarà  evidente- 
mente ABCD  un  tetraedro  autoreciproco  di  II. 

e)  Si  noti,  che  BOB  è  un  v  autoreciproco  nella  polarità  TT^, 
determinata  da  FI  sul  piano  S,  e  che  la  dimostrazione  ora  data 
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deirenunciato  teorema  mostra  come  si  possano  costruire  gV  in- 
finiti tetraedri  autoreciproci  di  II,  che  hanno  comune  un  ver- 
tice dato,  0  una  data  faccia. 

ci)  Si  osservi  ancora  che,  nel  tetraedro  autoreciproco 
ABCD  =  OL^^ò,  due  spigoli  opposti  sono  rette  polari  sghembe 
di  II  ;  mentre  due  spigoli,  che  passano  per  uno  stesso  vertice, 
e  due  vertici  (o  facce)  qualunque  sono  coppie  di  clementi  re- 
ciproci in  n  (^). 

In  conseguenza,  un  tale  tetraedro  è  definito  ancora  da  due 
rette  polari  sghembe  AB  ^  CD^  e  dalle  coppie  AB ,  CD  (o  ag, 
yj)  di  punti  (o  piani)  reciproci  in  II  ;  ossia,  da  due  rette  piolarì 
sghembe ,  e  da  due  involuzioni  iperboliche  di  punti  (o  piani), 
armoniche  alle  involuzioni  di  II,  che  hanno  per  sostegni  le  rette 
AB  ,  CD, 

e)  Generalizzando,  diremo  che  un  tetraedro  autoreciproco, 
in  una  polarità  ordinaria  n,  è  V  insieme  di  due  rette  polari 
sghembe  r ,  «,  e  di  due  involuzioni,  amendue  di  punti  o  di 
piani,  armoniche  alle  involuzioni  (/•) ,  («)  di  II  (^)  ;  ed  indiche- 
remo questo  tetraedro  autoreciproeo  col  simbolo   j^j. 

Secondo  che  le  involuzioni  armoniche  assunte  sono  ameudue 
iperboliche,  o  Tuna  ellittica  e  Taltra  iperbolica,  o  amendue  el- 
littiche, il  tetraedro  autoreciproco  sarà  reale  e  non  degenere, 
hninaginario  di  /.»  specie^  o  immaginario  di   2.»    specie. 

In  conseguenza,  se  II  non  ha  alcun  elemento  unito  (punto  e 
piano) j  non  esiste  in  II  alcun  tetraedro  autoreciproco  immagi- 
nario: poiché  allora  le  involuzioni  (r) ,  (s)  di  II  sono  ellittiche; 
e  quindi  le  involuzioni  armoniche  ad  esse  debbono  essere  iper- 
boliche (67,  e). 


{})  È  evidente  che,  se  due  coppie  di  spigoli  opposti  di  un  te- 
traedro ABCD  sono  coppie  di  rette  polari  in  una  polarità  ordi- 
naria II,  gli  altri  due  spigoli  opposti  sono  pure  rette  polari  in  II, 
ed  il  tetraedro  è  autoreciproco. 

(^)  Queste  involuzioni  di  piani  (a)  ,  («')  sono  prospettive  (216,  i) 
ordinatamente  allo  involuzioni  di  punti  (a')  ,(a)  di  II  ;  e  perciò, 
data  Tuna  coppia  d'involuzioni,  è  data  pure  Taltra. 
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f)  Se,  nella  costruzione  data  in  &),  esistendo  in  3  un  puntu 
unito  Aj  di  A  si  costruisce  il  piano  polare  a,  questo  passerini 
per  i>,  e  segherà  5  secondo  una  retta  a  appartenente  ad  A  : 
e  se  di  un  punto  arbitrario  B  di  a  (distinto  da  ^4)  si  costruiste 
il  piano  polare  f,  questo  passerà  per  D  ed  A,  e  segherà  o  gio- 
condo una  retta  b,  che  passerà  per  A  :  sicché  si  ottiene  alluni 
un  tetraedro  autoreciproco  degenere  di  i.»  specie^  il  quale  ha 
tre  vertici  DAB,  tre  facce  6a?^  e  quattro  spigoli  a,  ò,  DA^DH, 
Ma,  se  per  B  si  prende  il  punto  A,  si  ottiene  un  tetraedro  aii- 
toreciproco  degenere  di  2.»  specie,  che  ha  due  vertici  Z>,  ^4,  dué. 
facce  6  ,  a,  e  due  spigoli  a  ,  DA.  —  Se,  in  fine,  D  è  un  punto 
unito  di  11,  la  stessa  costruzione  data  in  h)  fornirà,  oltre  a]  «lui- 
tetraedri  autoreciproci  di  i.«  e  di  2.«  specie,  anche  un  tetrai/tlro 
autoreciproco  degenere  di  5.«  specie,  con  un  sol  vertice  D  e  con 
una  sola  faccia  6. 

Dun(|ue,  se  la  polarità  ordinaria  11  non  ha  alcun  elemnito 
unito  {punto  e  i)iano\  essa  non  ha  alcun  tetraedro  antorvci- 
proco  degenere, 

g)  Una  polarità  ordinaria  IT  è  definita  da  un  tetraedro  an- 

toreciproco  immaginario        1  di  i.«  o  di  2.«    specie^    e    dn    tm 

punto  E  col  suo  piano  polare  e  (71071  appartenenti  ad  r  o  h}. 

Si  devo,  per  Tipotesi  fatta^  supporre  che,  delle  due  datr  in- 
voluzioni di  punti  3,. ,  J, ,  armoniche  alle  involuzioni— di  punii— 
(r)  ,  (s)  di  IT,  una  almeno  sia  ellittica. 

Si  conduca  per  E  Tunica  retta  m,  che  si  appoggia  ad  r  ,  ». 
Posto  mr^Ry  ms^S,  zr^R\  zs^S',  sarà -K'>S^' ^  m' la  po- 
lare di  vi\  e  si  avranno  quindi  in  BE' ,  SS'  due  coppie  di  punti 
coniugati  ordinatamente  nelle  involuzioni  (r)  ,  («)  di  II.  In  *'oii- 
seguenza,  queste  involuzioni  si  sanno  costruire  (70,  a),  esstmdo 
la  prima  (7*)  armonica  alle  involuzioni  1^  ,  j '^  ^  i?i2',  e  la  se- 
conda («)  armonica  alle  involuzioni  ì^ ,  V^^  SS\  Dunque,  vo- 
struendo  due  coppie  AA' ,  BB'  di  punti  coniugati  rispettiva- 
mente in  (r)  ,  («),  e  distinte  da  BB' ,  SS\  sarà  AA'BB'  un  te- 
traedro autoreciproco  reale  di  IT;  e  II  sarà  definita  [a)]  da  qut».sro 
tetraedro  autoreciproco,  e  dal  punto  E  col  suo  piano  polan*  1. 
h)  Nel  tetraedro  autoreciproco  ABCD  (reale  e  non  dutrt'- 
Sakma.  —  Geometria  proiettiva.  71^ 
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nere)  di  una  polarità  ordinaria  TT,  le  ùtuoln^ioui  rigate 
I=|AB  ,  CD|,r-lAC,  DBJ,I"=|AD,  BO)  tt'a>*fonnmio  U  U 
If  (216,  7i);  e  ciascuna  delie  ì,l\V'  è  (201,  ì)  il  prodotto  delk 
altre  due  (^). 

Andiamo  ora  a  dimostrare^    che    ti   tetraedro    auioreciprùCù 

Il  di  IT,  immaginario  di  2.^  specie  j  bì  può  considerare   come 

l'insieme  di  tre  involuzioni  rigate^  una  iperbolica  e  due  ellit- 
tiche,  che  godono  delle  proprietà  di  1,1',  I"- 

Dovendo  essere  ellittiche  le  date  iuvoìuzioni  di  plinti  J,.,Jji 
armoniche  alle  involuzioni  ir) ,  {e)  di  TI,  ne  segue  (67,  cf)  che 
queste  ultime  due  involuzioni  sono  iperboliche;  e  noi  indiche- 
remo con  E  ^  F  \  punti  doppi  di  (^},  con  E^  ,  F'  quelli  di  {su 
Esisteranno  quindi  (70,  d)  le  coppie  reali  AÀ^  ,  .4'-^',  di  punti 
coniugati,  la  prima  nelle  due  involuzioni  J^ ,  EF  ^  la  seconda 
nelle  due  J, ,  E'F'.  E  poiché  i  gnippE  EFAA^  ^  E'F^A^A\  sono 
armonici,  si  ha  EFAA^7\  B*F^À\Ì\.  In  conseguenza  [199,  d\\ 
le  rette  EE'  =  e  ,  FF^ ^f ,  AA'=^a  ,  J ,.4\=  rr,  formano  nn 
gruppo  armonico  di  rette  ;  ossìa  (201  j  e)  le  invohizìoiii  rigate 
iperboliche  /,  ^  |  e  ,  /"l  ,  J2  ^  |  n  ,  «j  |  sono  armoniclie:  e  quìiidL 
posto  /,/2^/',  sarà  [201,  e),  1,°  e  2.<^]  il  prodotto  /'  un'  invo- 
luzione rigata  ellittica,  armonica  ad  J,  ^  /.. 

Inoltre,  le  /|  ,  Ì2  si  appoggiano  (201  j  h)  all'involuzione 
/^  \r  ,  s^j  perchè  efaa^  sono  rette  doppie  sghembe  di  /,  e  quindi 
anche  /'  (che  è,  come  /,  ^  I^,  commutativa  con  /,  senza  essere 
armonica  ad  I)  si  appoggia  ad  /  (201,  /i)-  E  posto  II*^^I^\  il 
prodotto  1"  è  pure  un'invuluzionc  rigata  ellittica,  che  ssi  appog- 
gia ad  1(201,  7i);  ed  IIT'  È  [201^  h)^  ìo\  un  tetraedro  imnia* 
ginario  di  2.«  specie.  Ma,  essendo  ef  una  coppia  di  rette  dop- 
pie sghembe  di  n,  ed  aa^  ,  rs  due  coppie  di  rette  polari  sghembe 
di  11^  le  involuzioni  1^,1^^!  sono  commutative  con  !T,  (2Uì^ 
g  fh):  e  tali  sono  pure  in  conseguenza  P^I^l^ ,  P^'^TV, 

Dunque,  poiché  /'  determina  sopra  la  Kua  retta  doppia  r  una 
involuzione  di  punti,  che   é    il   prodotto   delle   involazioni    di 


(1)  Il  prodotto  /J'/"  è  ridentità;  poiché,  essendo  I^^IV,  d 
ha  //'/"  =  /"/",  che  è  l'identità. 
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punti  EF ,  AA^  determiiiatc  da  /,  ^  I^  sopra  r,  e  questo  pre- 
do LLo  ò  I,  (67 j  d);  e  poiché,  per  la  stessa  ragione^  /'  deter- 
mina sopra  s  l'involuzione  J^  ;  ne  uegue  che  iJ  tetraedro  II 'I^^ 

è  il  tetraedro  àntoreciproco  immaginario  r      di   2.^   specie   m 

II,  quale  è  stato  definito  in  e). 

i)  Conservando  le  notazioni  usate  in  f),  si  ha  ehe  :  Una 
poìarttà  ordinaria  IT  è  defltnta  da  uìi  tetraedro  autoreeìjn'oco 
degenere  di  1,^  apecìe  (che  ha  i  tre  vertici  DBA,  h  tre  facce 
om^  e  t  quattro  spìgoli  a^^KO  ,  b^J5  ,  DA  ,  DB),  e  da  un  punto 
E  col  81W  piano  polare  £  (jion  apparteucutì  ad  alcuno  dngli 
elementi,  che  individuano  il  tetraedro). 

Condotta  per  E  l'unica  retta  m,  che  sega  le  rette  sglieinbe 
(ì ,  DB,  e  posto  mb^L  j  niDB  =  M  ^  £ò  =  L' ,  ^*1}B  =  Jf' ,  sa- 
ranno A  A  j  LL%  e  DIJ  ^  MM'  le  coppie  dì  punti  eoriìu^z^ati  delle 
iovoluzioni  l|  e  l,  determinate  da  ti  sulle  rette  polari  ^^diembe 
b  e  DB.  Costruite  quindi  due  altre  coppie  iV^V ,  PP'  di  punti 
eoniagati  ordinatamente  nello  involuzioni  1,  ,  1^  ^  sarà  XA'PP* 
un  tetraedro  autoreeiproeo  reale  di  \ì,  che  insieme  con  E ,  e 
definiscono  IT  [«)]:  poiché  *4  è  un  punto  doppio  di  J|^LZ/',i\W|, 
e  quindi  4  è  il  polo  del  piano  DB  A  ^  ^  ;  i  punti  D  j  B  sono 
punti  coniugati  di  h^lMÀP  .  PP*[,  e  quindi  D  è  il  polo  del 
piano  bn  =  5y  e  B  e  U  polo  del  piano  bJJ^^. 

k)  Date  le  ire  coppie  mi^  ,  hi/  ,  ce'  di  spigoli  opponiti  di  un 
tetraedro  antorecìjìroco  in  una  polarità  ùrdiuaria  0, 

e  dato  un  pianò  a,  che  non  pas-  (  e  dato  un  punto  A  ,    che    non 


«a  per  alcuno  dei  rt>rtici  del  te- 
iraed.ro  jEt  dei  punti  ot(aii'bb^cc'J 


giace    in    alcuna    delle    facce 
del    tetraedro  ,    se     del    2^^^^^^ 


^i  trovino  i  punti  recìproci  ;  A(aa'bb'cc')  si  trfwino  i  piani 
AiA\BiB\CiC\f  ordinatamente  \  reciproci  a^a\^^^\y^Yu^'^*^P^''^' 
gituati  negli  spigoli  aa^,  bb^,  ce',  j  é^auo     ordinatamente    per    gli 


le  rette  A, A',  ,  B|B^  ,  G.C'^ 
concorrono  nel  polo  A  del 
piano  a. 


spigoli  SkR\hh\iìc'j  le  rette  a,a'j, 
^f}\  ,  Y,^',  giaceranno  nel  pia- 
no polare  a  del  punto  A. 


/)  Dati  B  punti  quahmqne  ABCl)?]  (dei  quali  mai  4  giac* 
ciano  in  un  piano) j  ed  un  piano  arbitrario  e  {che  non  passi 
p^r  alcuno  dei  punti  ABCDE),  se  ai  congiungono  due  dei  inmti 
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dati  mediante  una  retta  v ,  ed  i  rimanenti  tre  mediante  un 
piano  p,  8Ì  ottengono  10  coppie  di  tali  elementi  r,  p  ;  ed  i  10 
punti  rs  sono  poli  delle  relative  rette  pz  in  una  individuata  po- 
larità piana  Hg  :  poiché  IT.  è  la  polarità  determinata  sul  piano 
e  dalla  polarità  ordinaria  II ,  definita  dal  tetraedro  autoreci- 
proco ABCDj  e  dal  punto  E  col  suo  piano  polare  s. 

Questo  teorema,  e  il  suo  duale,  sono  in  certa  guisa,  Tcsten- 
sione  allo  spazio  a  tre  dimensioni  dai  teoremi  contenuti  nel 
n.o  59,  a). 

218.  a)  In  una  polarità  ordinaria  IT,  il  polo  O  del  piano  al- 
l'infinito 10^  si  chiama  centro  di  TI  ;  e  si  denominano  diametri 
e  piani  diametrali  di  U  le  polari  e  i  piani  polari  delle  rette  e 
dei  punti  di  w^. 

b)  Dunque,  tutt'  i  diametri  e  tutf  i  piani  diametrali  di  II 
passano  pel  suo  centro  0  ;  e  viceversa,  ogni  inetta  (o  piano), 
che  passa  per  0,  è  un  diametro  (o  piano  diametrale). 

e)  Se  il  centro  0  è  al  finito,  chiameremo  IT  polarità  ordi- 
naria a  centro, 

d)  Nella  polarità  ordinaria  II,  a  centro,  se  a  è  un  diame- 
tro, il  piano  polare  a  del  punto  ato^^  ò  il  piano  diametrale 
[«)]  coniugato  ad  a  (215,  d),  e  la  polare  di  a  è  la  retta  aw^ 
In  conseguenza  il  piano  polare  ^  di  un  punto  qualunque  3f  di 
a,  dovendo  passare  per  la  retta  ato^,  è  parallelo  ad  a;  e  nella 
polarità  ternaria  U^^  che  TI  determina  nel  piano  p^,  è  [xa  il 
centro  di  11^,  perchè  polo,  in  FI^^,  della  retta  ijlio^,,  ^  aio^  (216, 
h)  Dunque  : 

l.o  In  una  polarità  ordinaria  IT,  a  centro^  il  piano  polare 
|JL  di  un  punto  arbitrario  M  è  parallelo  al  piano  diametrale  con- 
iugato ad  OM: 

2.0  il  luogo  dei  centri  delle  polarità  ternarie,  che  IT  deter- 
mina sopra  i  piani  paralleli  ad  un  dato  piano  diametrale  a, 
è  il  diametro  a  coniugato  ad  a: 

3.0  un  diametro  a,  di  U  è  coniugato  a  ciascun  diametro  b, 
situato  nel  piano  diametrale  a  coniugato  ad  a  (perchè  ò  sega 
la  polare  aco^  di  «)  ;  e  un  piano  diametrale  a  è  coniugato  ad 
ogni  piano  diametrale  ^,  che  passa  lìel  diametro  a  coniugato 
ad  a  (perchè  p  passa  pel  polo  aw^  di  a): 
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4.<>  Due  dìavìfftri  co  muffati  a  ^  b  giacciono  ordinatamente 
nei  piani  dia mat vali  ^  ^  a?  cotùugaU  rispettivamente  a  1>  ,  a  ; 
^  due  piani  diametrali  comugati  a  ,  f  jm^gano  ordin  alarne  aie 
per  i  diametri  h  ^  a,  comngati  rispettivamente  rt  ^  ,  ot: 

^^l  II  luogo  dei  punti  ceufrali  delle  iìivoluzlom^  che  IT  de- 
termina J^u  c'iaffcuna  retta  \  \  ad  tiri  dato  diametro  m  di  IT,  è  il 
piano  diametrale  "A  coniugaio  ad  m  (perchè  questi  punti  cen- 
trali sono  rf^ciproci  del  punto  all'  infìivito  mw^  di  m^  e  quitidì 
ffìacclouo  nel  piano  polare  |Ji  d(^l  punto  «hu^)* 

e)  So  a'^^'^^abe  è  un  triedro  autorct^iprotio  (21*2^  h)  nella 
polarità  ternaria  U/t^  che  la  polarità  ordinaria  R  a  contro  0  de- 
termina ned  la  stella  [0],  le  facce  À[jiv  (o  jl^Iì  spigoli  Imn)  costi- 
tuiscono una  terna  di  piani  diametridi  (o  di  diametri)  ron- 
iugnti--u  due  a  du€--in  IT  ;  ^  é  piani  diametraU  Xpiv  sono  or- 
dinatamente con  ili  gufi  in  J]  ai  diamt^trt  Imn. 

f)  E  siccome,  di  triedri  autoreciproci  trirettan^i^cdi  in  Uq  , 
110  esiste  in  generate  un  solo  (213,  g)  a^j\'^abcj  ne  ^ìeguc  che 
in  tjeneraie  ogni  diametri)  di  TI  non  è  X  al  suo  piano  diame- 
trale coiuugato.  Clnamatido  dnntjne  aàne  di  TT  ciascnn  diametro 
dì  n  _L  al  suo  piano  diametrale  coniugato  a  [ossia  ciascun 
as?se  del  punto  0] ,  e  denominando  a  piano  principale  di  U^ 
asmjvluta  alt  ame  a,  si  ha  che  in  generale  ^  in  una  polnrifà 
ordinarla  Ti  a  centro  0  emstono  tre  ,wli  assi  ab  e,  i  quali  costi' 
tuimcmio  un  trispigolo  triretianjfolo  abc  ^  a^Y  i  ^  ^^  /"ficee  o}h 
poste  aJ'Y  ^^^^^  *  ^^e  soli  piani  principali  di  TT  ^  ordi nata- 
vi t*n  tu  associati  agli  nsi^ì  abc. 

g)  Ma,  se  in  Ufi  esistono  (213,  g)  ikfiniti  triedri  autor ec i- 
prttci  trirettangoìif  che  hanno  in  eotaune  ttnft  spigolo  a  e  la 
faccia  fìppQ/ita  a,  la  polarità  ordinaria  TI  a  centro  ha  infiniti 
astsij  dei  quali  V  uno  s^  è  [a  tutti  gli  altri  ;  b  questi  ultimi 
giace iono  nel  piano  principale  ot  associato  ad  a,  mentre  tutti 
gii  filtri  infiniti  plani  principali  passano  per  a, — E  noi  diremo 
che  allora  n  6  di  rotazione,  con  l'asso  di  rota:elone  a* 

Dumiae,  una  polarità  ordinario  U,  a.  centro  e  di  rotazione 
(la  f/ttftìe  utin  muta,  rotando  di  un  a  qnahmqne  intorno  al- 
rnit^e  dì  rtdazlone  a),  determina  sopra  nn  piano  G*  .  ±  ad  n^ 
a  Ufi  polarità  circolare, 

h)  In  finc^  se  la  polarità  Ilo   à   ortogonale^    nella  polarità 
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ir  ogni  diametro  m  è  un  asse  di  IT,  e  il  piano  diametrale  ji,  J. 
ad  m,  è  il  piano  principale  associato  alVasse  m. — Noi  chiame- 
remo sferica  una  tale  polarità  ordinaria  a  centro. 

Dunque,  una  polarità  sferica  {che  non  muta^  roteando  in- 
torno al  suo  centro)  determina  sopra  un  piano  qualunque  e' 
ima  polarità  circolare  ;  e  tutte  le  polarità  sferiche  determinano 
l'assoluto  sul  piano  alVinflnito. 

i)  Le  polarità  ordinario  a  centro  vanno  dunque  distinte  in 
polarità  a  centro  e  non  di  rotazione,  in  polarità  a  centro  e  di 
rotazione,  e  in  polarità  sferiche.  Ma,  in  seguito,  ciascuna  di 
queste  tre  specie  di  polarità  a  centro  sarà  distinta  in  altre  sot- 
tospecie. 

A:)  In  una  qualunque  polarità  IT  a  centro,  una  terna  «Jy 
di  piani  diametrali  coniugati,  e  il  piano  all'  infinito  w^ ,  —  o 
due  diametri  coniugati  e  le  loro  due  polari  —  costituiscono  un 
tetraedro  autoreciproco  di  IT. 

l)  In  una  qualunque  polarità  a  centro  IT,  il  piano  polare 
|JL  di  un  punto  il/  è  j_  al  diametro  0*1/,  quando  OM  è  un  a^se 
di  n  [e),  l.o].  Dunque,  in  una  polarità  sferica  ogni  piano  ;jl  t 
J.  al  diametro,  che  passa  pel  polo  di  pi. 

m)  Chiameremo  jiaraboloidica  una  polarità  ordinaria,  se  il 
suo  centro  0  (polo  del  piano  all'infinito  w^)  sta  airinfinito. 

Dunque  [a)^  b)],  in  una  polarità  paraboloidica  IT,  i  diametri 
sono  j^^f^dllali  dll^i  direzione  del  centro  0,  ed  ai  piani  diame- 
trali ;  e^  viceversa,  ogni  retta  d  (o  piano  s)  1 1  alla  direzione 
del  centro  0  è  un  diametro  (p  un  piano  diametrale). 

n)  Un  piano  a  J_  ai  diametri  di  IT^  e  tutt'i  piani  della  stessa 
giacitura  di  a,  segano  w^  secondo  una  stessa  retta  olìù^j  la 
cui  polare  a  sarà  un  diametro  J.  ad  a  ;  e  quindi  ogni  altro 
diametro  d  non  è  _]_  ai  piani,  che  passano  per  la  polare  (airin- 
tìnito)  di  d, — E  noi  chiameremo  asse  di  IT  quest'unico  diametro 
J_  alla  giacitura  della  sua  polare. 

Inoltre,  se  ^  ,  y  sono  due  piani  diametrali  coniugati  (215,  rf), 
un  piano  a,  che  passa  per  la  polare  del  diametro  fy^^?  ^^^ 
ò  in  generale  j.  ad  a  (lo  è  solo  quando  a  è  Tasse)  ;  e  poiché 
il  polo  del  piano  g  sta  airinfinito  nella  retta  a-jf,  ne  segue  che 
la  direzione  del  polo  di  un  piano  diametrale  p  non  è  in  gene- 
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rale  _L  n  p  (0-  Ma-,  se  a  è  Tasse  di  Uj  e  ^  ^y  sono  i  due.  soli 
piani  ortogonali  coiiiu^^ati  deiriiivoluzioiie  (a)  di  TX,  ^  e  y  ga- 
ranno  i  soli  piani  diametrali,  i  cui  polì  si  troveranno  in  dire- 
zioni ±  ad  essij  e  che  noi  chiameremo  pei^^là  piatti  prtìiclpali 
di  IT. 

Se  poi  rinvoluzioTie  (a)  di  IT  è  circolare,  ogni  piano  diame- 
trale, condotto  per  Tasse  a^  b  un  piano  principale  ;  ed  allora 
diremo,  che  la  polarità  paraboloidica  n  (la  quale  non  muta 
rotando  intorno  ad  a)  è  di  rùtazlniie  intorno  all'asse  a:  ud  tRsa 
deiermina  sopra  ogni  piaao  J_  ad  a  una  poi  arila  circolare. 

ù)  E  pure  evidente  [rf)]  che,  in  una  polarità  paraboloi- 
dica ìtf 

1/j  il  luogo  dei  eentri  delle  polarità  ternarie^  che  U  deter- 
mina  sui  piani  di  data  giactiura  jj,  r  II  diametro  polare  della 
rrfta  liw,,: 

2."  le  rette  polari  delle  rMe  di  itu  piano  diametraitì  l  for- 
mano una  $tella  di  raggi  paralleli,  il  cui  centro  è  il  polo  di  k: 

;:ì.o  se  lì  è  fina  réita^  non  \\  al  diametri  di  H,  il  Inotjo  dei 
eentri  delle  involuwioni  di  putii ì^  che  H  determina  sulle  retfe\\ 
nd  n,  f-  il  piano  diametrale  rtmiuf/aft}  alla  direzione  di  n* 

2i&.  a)  Analoo^araente  a  tiiianto  si  è  detto  per  le  polarità 
nel  piano  o  nella  stella,  anche  io  una  polarità  IT  nello  spazio, 
che  non  sìa  nalla  ,  si  può  cercare  il  luo^jo  dei  punti  uniti  (  o 
rinvìi uppo  dei  piani  uniti).  Si  avrà  così  una  superficie  fonda- 
mentale Q,  reale  o  immaginana. 

b)  La  Q  É*  tale  che  of^ui  retta  dello  spazio  la  sega  in  due 
pufiti,  reali  o  immaginari  ;  e  per  ogni  retta  dello  spazio  passano 
due  piani  tangenti,  ricali  o  injmag'imm.  La  prima  proprietà  fa 
dire  che  Q  e  una  superficie  di  2y  ordì  ne  ^  mentre  l'altra  che  Q 
è  di  2.«  classe;  e  coinprendendo  insieme  le  due  cose  si  dico 
che  U  è  di  2.0  gradoj  ovvero  è  una  (pmdrica, 

e)  Le  quadriche  cosi  definite  costituiscono  una  importante 
classe  di  superficie,  e  ci  Umiteremo  ad  accennare  soltanto  che 


(*)   Puu  bene  essere  oty  ±  p  -  ma  non  può  essere  anche  a^  ±  a 
Y;  altrimenti  sarebbe  py  -L  ^^^1  a:  ossia  y?  sarebbe  l^asse^ 
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comprendono,  tra  le  superficie  ^là  conosciute,  rome  ca^i  par- 
lieo  lari,  le  quadrieke  rujaUt^  i  enui  e  h  gfttra.  Più  in  \h  potrtiino 
occuparci  a  parttì^  e  piti  diffusamente ^  dì  queste  supcrflcie,  ma 
non  escluderemo  che  sin  da  ora  si  possano  traspc-rtare  ad  es^c 
tutte  le  definizioni  e  i  teoremi  rel.'itìvì  alle  polaritit  quaternarie 
che  le  ìndi  vili  uano. 

230,  a)  La  effettiva  esìsliinza  di  una  polantli  nullii  risuliri 
dal  ao^nente  teorema: 

Ihitl  cìfiqtte  punti  ABCDE,  dei  qnftii  mtìì  quaHro  giaecìùjìfj 
in  Uìi  pìano^  i  sMeml  qunternavii  cm-r  filati  ri  *  ,  X',  in  cut 
ai  punii  Aj  B,  C,  D,  E  dì  1  ctfrriHjjnìidftno  i  piatti  Rv\.B  ^  a  * 
ABC=^3  ,  BCD=y  ,  CDE=ò  ,  DEA  =  i  di  Z\  costitHiscono  nm 
polarità  nulla  W  ; 

A     B     a     D    E 

definiscono  (156^  k)  ì  sìijtemì  correlativi  2  ,  V. 

A  dimostrare  V  enoncìato  teorema,  si  osservi  dapprima  clie 
gli  elomenti  delle  coppie  A%  ,  B}  ,  Cy  ,  Do  ,  Ei  si  e  or  rispon- 
dono con  permutabilità  in  I  ,  1':  perchè^  p.  e,,  al  piano  EAB:^'i. 
di  X  deve  cornspundcre  in  1'  il  punto  m^,  ossia  il  punto  A. 

Inoltre^  poiché  le  forine  ternani?  eurreiative  A(BCDE,^  e 
a(Jyoi)  ,  ni  A  CD  E)  e  ?(^ySs)  si  corrispondono  con  penuarabìlità 
in  I  j  -',  di  ogni  punto  M^  il  piano  corrispondente  yt,  costruito 
come  nel  n.<»  156,  k)^  corrri^ponderà  ad  M  involutoriamentc  in 
I  j  S'  ;  e  quindi  -  ,  Ì)'  costituiscono  una  polarità  quateniaria  11 

Ma  AH  ,  BC  j  CD  ,  DE  ^  E  A  sono  rette  doppio  in  U  (poiché, 
p.  e.j  Ja  polare  di^Ha  rotta  AB  è  la  retta  a^,  ossia  la  stessa 
AB):  perciòj  posto  CDa^  Nj  il  punto  *Y  h  il  polo  del  piana 
CD  A  ;  e  in  eonsegueiiza  la  polare  della  retta  ^JV  6  V  in  terse* 
zione  dei  piani  a  e  ODA,  che  è  la  stessa  AX.  DunquCj  essendo 
AX  j  AE  f  AH  tre  rette  doppie  di  IT,  che  appartengono  al  fa- 
scio di  ragi^i  {A,  aj,  0  sarà  perciò  (216,  h)  una  pohintà  nnlla. 

Il  teoremaj  ora  dimostrato,  può  enunciarsi  pure^  dicendo  : 
Dììf*  »iji^(emi  quafin-narìi  correlativi  I  ,  V  rostituiscoiio  una  po- 
larità nulla  Uj  se  ciascuno  dei  lati  AB  ^  BC  ,  CD  ,  DE  ,  EA  di 
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un  pentago7io  gobbo  ABCDE  deìVttno  2  ha  se  steiso  per  corri- 
spondente neW  altro  1'. 

Di  vera,  si  ba,  p.  e,  che  al  punto  A  dt  Zj  iiitersoziane  delle 
rette  EA  ,  AB^  corrisponde  in  S'  il  piano  a  dì  queste  rette 
stesse^  cioè  il  plano  KAIh 

E  noi  chìamcrenio  autoreciprocOy  in  un  sistema  nullo  H,  nn 
pentagono  ordinìirio  gobbi»  ABCDE,  i  cui  vci"tic.i  A  j  B  ^  (f , 
J>,  1^2  sono  ordinatamente  i  poli  delle  facce  EAB^  ABCj  UCD^ 
€DK,  BEA. 

ò)  Abbiamo  già  veduto,  che: 

!**>  una  poìaHtà  fptateniarm  U  è  nullaj  se  (216,  n)  essa 
posÉiede  tre  rette  doppie^  appartenenti  ad  un  fascio  (i  cui  raggi 
saranno  tutti  ratte  doppie  deìla  polarità  nnlki)  ;  o  se  (216^  k)j 
di  tiue  rette  polari  sghembe,  V  una  è  mHtegao  di  jmnttj  o  di 
piani f  uniti  in  lì  i 

2,**  in  un  sistema  nullo  IT,  dm  rette  polari  t  ^  r'  sono  (216, 
d)  nghemhe^  o  coiacidenti;  e  »e  sono  sghùmbe^  ogni  retta  che  si 
appoggia  ad  r  ,  r'  è  (215,  e)  una  retta  doppia  di  lì ,  ed  ogni 
retta  dùppia  di  ti,  ch6  si  appoggia  all'una  delle  rette  v  ^  v\  si 
appoggia  pure  alf  altra  (215,  f)  : 

3.^  ut  un  aistema  nullo  IT,  ad  ogni  punto  A  (o  piano  1^) 
appartiene  (21 6j  e)  un  fascio  di  rette  doppie^  che  giace  nel 
pianti  polare  a  di  A  (a  che  ha  per  centro  il  polo  B  di  P);  vgni 
punteggiata^  il  cnl  sostegno  non  è  retta  doppia j  è  prospettiva 
al  coj^rlspondente  fascio  dì  piani ^  ed  ogni  sistema  piano  ha  con 
la  corrispondente  stella  un  comune  fascio  di  rette  doppie^ 
Andiamo  ora  ad  esporre  altre  proprietà  dei  sistemi  nulIL 

e)  In  im  sistema  nulìtt  TI^  ad  un  tetraedro  ABCD^a3Tù 
corrisponde  un  tetraedro  a'^'v'S'^A'B'G'D',  circoscritto  al  primo 
e  fi  iscritto  in  esso  {tetraedri  Àlobius)  \  ed  esistono  in  U  influiti 
p  e  a  lago  ni  au  io  re  e  ip  ro  e  i. 

Dì  veroj  i  punti  ABCD  debbono  giacere  nei  rispettivi  plani 
polari  OLyfl\  nicntro  i  piani  a  =  BaD,^^CDA,^^I>AB, 
I^bAÌìC  debbono  contenere  ì  riapcttivi  polì  ^^fl*^A\  Yò*a^^B\ 

Inoltre ,    si    costruisca    succesaivamentc  in  H  ;   di  un   punto 
qualunque  A  il  piano  polare  a;  di  un  altro  punto  B   di  a   il 
SAfimA—Gea-metrm  prQÌHiivu,  li* 


Digitized  by 


Google 


—  570  — 

piano  polare  3  ;  di  un  punto  C  di  f,  non  situato  sulla  retta 
a^^AB,  il  piano  polare  7  ;  di  un  punto  D  di  7,  non  situato 
sopra  alcuna  delle  rette  f  7  ^  BC ,  ^a,  il  piano  polare  5  ;  e  di 
un  punto  E  della  retta  ooj,  il  piano  polare  e:  sarà  evidente- 
mente ABCDE^OL^'^òz  un  pentagono  autoreciproco  di  II. 

d)  Chiameremo  complesso  lineare  di  rette  (generatrici ^  o 
raggi  del  complesso)  un  sistema  di  rette,  distribuite  in  guisa 
che  tutte  quelle,  le  quali  appartengono  ad  un  punto  (o  piano) 
qualunque^  formino  un  fascio;  e  diremo  singolare  (speciale)  un 
complesso  lineare  di  rette,  se  tutt'  i  raggi  del  complesso  sono 
le  rette  che  si  appoggiano  ad  una  stessa  retta  (asse  del  com- 
1)1  esso). 

Dunque  [b)],  tutte  le  rette  doppie  di  un  sistema  nullo  IT  for- 
mano un  complesso  lineare  di  rette  C,  non  singolare,  apparte- 
nente a  IT. 

E  viceversa,  un  dato  complesso  lineare  di  rette  C,  non  sin- 
golare, individua  un  sistema  nullo  IT,  che  contiene  C. 

In  fatti,  se,  di  ogni  punto  A  si  prende  per  piano  corrispon- 
dente quello  del  fascio  di  raggi  (A)  di  C,  e  di  ogni  piano  p 
si  prende  per  punto  corrispondente  il  centro  B  del  fascio  di 
raggi  (^)  di  C,  quando  ^  passa  per  A,  sarà  af  un  raggio  del 
fascio  (A)  situato  nel  piano  f ,  ossia  un  raggio  del  fascio  (B). 
Dunque  B  giacerà  in  a  :  e  quindi  la  corrispondenza  così  co- 
struita è  una  correlazione,  in  cui  ogni  punto  (o  piano)  appar- 
tiene al  piano  (0  punto)  corrispondente  ;  e  questa  correlazione 
sarà  perciò  un  sistema  nullo  [cfr.  la  nota  a  pag.  552],  al  quale 
appartiene  il  dato  complesso  C. 

e)  Dati  due  sistemi  nulli  IT  ,  IT',  esistono  infinite  omografie, 
ed  infinite  correlazioni^  che  trasformano  TI  in  W  (anche  quando 
IT'  coincide  con  IT)  :  ossia,  due  sistemi  nulli  sono  proiettiva- 
mente identici. 

In  fatti,    si    costruisca   [e)]  un   pentagono  ABCDE^a!^^Zz 

autoreciproco  in  IT,  ed  un  altro  pentagono  i4'^'C'i>'-EJ=a'^Y^'2' 

tìutoreciproco  in  IT'  (o  in  TI  stesso). 

A  B  C  D  F 
U  omografia  Q  =  A^B'C'D'E'  '  nella  quale  si  hanno   pure    le 

altre  corrispondenze     ,,  L?  L?  30  cf  (perchè,  p.  e.,  al  piano 
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MAB^a  coiTispondo  in  Q   ìì  piano  A'M'/?'^ a%  trasforma  le 
cinque  coppie  A^,  B^j  C^^  D^^  Et  di    clementi   corri^poiidciiti 
di  H  nelle  cinque  coppie  .4 'a',  B'^\  6"^'^  jyfj\  e'e*  di  elementi 
corrispondenti  di  Tl^  fo  di  TT);  e  quindi  trasforma  TT  in  IT'  (o  in  IT), 

È  facile  vedercj  che  anche  la  correlazione  T^^,  ^,  .r^f^i 
trasforma  TT  in  IT'  (o  in  IT), 

/)  È  evidente  poi  che: 

1.0  ogni  omografia  (p  eurrdazìiyn^)^  la  quale  trasforma  una 
jìohtrtfà  nulla  TI  in  un* altra  polarità  nulla  U%  o  in  TT  nlmu^ 
trasforma  un  penfagono  autoreciproco  di  ìì  in  mi  pentagono 
€itit.ore€Ìproco  di  ìì\  o  della  stesila  TT  j  e  fin  ludi  la  i-miruzione 
data  in  e)  fornisce  tittte  le  omografia  (o  correlazioni}^  che  tra- 
sformano 11   in  \\\  0  in  n  stessa: 

!2,o  due  dati  complessi  lineari  di  rette^  non  »ftt polari ^  ^i 
possono  trasformare  Vuno  nelValfro^  mediante  infinite  omografia 
(o  correlazioni)  ;  cioè  mediante  quello  omogratie  (o  correlazio- 
ni;^ che  trasformano  similmente  i  sistemi  nìilli,  ai  tiuali  ì  com- 
plessi apparteni^ono  : 

3.**  se  i  due  complesù  lineari  di  rette  sono  singolari^  e  di 
'ami  rispetUm  r  y  r',  essi  sono  trasfommtif  Vuno  nelV  altro^  da 
ogni  omografia  (o  correlazione);  che  ha  in  v  ,  r'  due  rette  corri- 
spondenti, 

g)  Un  sistema  mdlo  è  individuato  da  tre  piani  ^^5^  col 
rispettfìi  poli  B'C'D'j  ùtuati  ordinatamente  in  ^vò,  e  tali  che 
il  piano  B'C'D'^a^  paifsì  pel  punto  ^^òb^A. 

Si  tiri  per  D\  nel  pianti  ò  (ma  fuori  del  piano  st^)  una  retta 
arili  trarla^  die  seglii  in  Ej  F  lo  rette  ù%  S^t  e  si^t  H  l*i  polarità 
nulla,  nella  quale  ai  punti  B\  A,  C\  F^  E  corrispondano  ordi- 
natamente i  piani  EH'A=},  B'Aa'  =  %  AC'F~y,  C'FE,  PEB* 
\a)\.  In  li  corrisponderli  al  punto  D\  Intersezione  dei  tre  piani 
ft\  C*FP]y  FEfì\  il  piano  dei  tre  punti  À^  F,  Ej  ossia  il  piano  ò. 
Dunque  osiate  una  polarità  nulla  li,  nella  qaalc  si  hanno  le 
corrispondeuze  supposte  nel  teorema  enunciato. 

Andiamo  ora  a  provare,  che  questa  polarità  nulla  b  unica, 
al  variare  del  pentagono  B*AC^FE^  mostrando  che,   mediante 

le  corrispondenze  ^^^  X,,  ^, ,  ^ ^^  si  può  di  ciascun  punto  M 
trovare  runico  piano  polare  [*. 
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Di  vero,  il  polo  del  piano  MB^C^  deve  giacere  in  questo 
piano  e  nella  polare  ^y  ^ì  5'C';  ossia  questo  polo  è  il  punto 
d'intersezione  ^  del  piano  MBV  e  della  retta  gy.  E  simil- 
mente, trovando  i  poli  P ,  Q  dei  piani  MC'D^  ,  MD'B',  si  ha  in 
NPQ  il  richiesto  piano  p  ;  il  quale  passerà  per  3/,  poiché  noi 
operiamo  in  sostanza  nella  polarità  nulla  II. 

h)  Dal  teorema  g)  segue,  che  un  sistema  nullo  è  definito 
da  due  dati  tetraedri  Mobius, 

i)  Dati  un  punto  A  ed  un  piano  dj  che   si  appartengono, 
e  date  tre  rette  bcd,  sghembe  a  due  a  due,  e   che    non    appar- 
tengono ne  ad  A,  né  ad  a,  è  individuata  una  polarità  nulla  If, 
che  ha  bcd  per  rette  doppie,  ed  A  per  polo  di  a. 
Di  vero,  posto  Ab^i,  -4^^,  ^d=S,  aò^fi',  ac^C,  (id^D\ 

jjf      rii      jji 

la  polarità  nulla  Ilo  definita  [^r)]  dalle  corrispondenze  |i    ?        ?  g     ; 

ed  evidentemente  in  II  il  punto  A  6  polo  del  piano   a,    e   bcd 
sono  tre  rette  doppie. 

k)  Due  coppie  rr' ,  ss'  di  rette  polari  di  un  sistema  nullo 
II,  sghembe  a  due  a  due,  appartengono  ad  una  schiera  rigata 
IV,  le  cui  generatrici  hanno  per  rette  polari  altre  generatrici 
di  IV  (*),  mentre  le  generatrici  della  schiera  rigata  R,  incidente 
ad  R',  sono  tutte  rette  doppie  di  II  (o  raggi  del  complesso  li- 
neare C  appartenente  a  IT)  ;  inoltre,  tre  rette  doppie  qualunque 
a,  b,  e  di  W,  sghembe  a  due  a  due,  individuano  una  schiera  di 
rette  doppie  di  II. 

Di  vero,  ogni  retta  d,  che  si  appoggia  ad  r  ,r^ ,  s  b  [b),  2^\ 
una  retta  doppia  di  II  ;  e  perciò  d  si  appoggia  [b),  2.'^]  anche 
ad  s\  Dunque  rr^ss^  è  un  gruppo  di  4  rette,  appartenenti  per- 
ciò ad  una  schiera  rigata  R',  mentre  la  schiera  incidente  R, 
generata  da  rf ,  è  una  schiera  di  rette  doppie  di  TI ,  e  quindi 
anche  una  schiera  di  raggi  del  complesso  lineare  C  apparte- 
nente a  II.  Inoltre  la  polare  V  di  una  generatrice  qualunque 
t  di  i?',  dovendo,  come  t,  appoggiarsi  alle  generatrici  di  R, 
sarà  un'  altra  generatrice  di  R\  In  ^\\q,  le  generatrici  della 
schiera  rigata,  incidente  a  quella  individuata  da  a,  ò,  e,  sa- 


(*)  Quindi,  le  generatrici  di  R',  essendo  a  due  a  due  rette  polari 
in  II,  costituiscono  una  forma  involutoria  nella  schiera  R'. 
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ranno,  per  la  stessa  ragione ,  a  due  a  due,  rette  polari  di 
n  ;  e  perciò  la  schiera  individuata  da  a,  b,  e  costerà  di  rette 
doppie  in  n. 

l)  In  un  sistema  nullo  H,  due  rette  polari  distinte  r  ,  r' 
segano  un  piano  qualunque  a  in  due  punti  ra  ,  ra',  la  cui 
retta  congiungente  passa  pel  polo  A  di  a\  ed  v  ^  r'  sono  proiet- 
tate da  un  punto  qualunque  B  secondo  due  piani  rB  ,  r'B,  la 
cui  intersezione  giace  nel  piano  polare  ^  di  B. 

In  fatti,  la  retta  roL-r'a  è  [ft),  2.o]  una  retta  doppia  di  II,  e 
(juìndi  passa  pel  polo  -4  di  a:  e  così  pure  la  retta  rB'v'B  è 
una  retta  doppia  di  II,  la  quale  perciò  giace  nel  piano  polare 
g  di  B. 

m)  Date  tre  rette  rr'a,  sghembe  a  due  a  due,  è  individuato 
il  sistema  nullOj  che  ha  r  ,  r'  per  rette  polari  ed  a  per  retta 
doppia. 

Condotte  due  rette  s  ,  «',  che  si  appoggino  ad  r  ,  r* ,  a,  e 
posto  sa^A  y  s'a^B,  s^r^C ,  sr^E,  ed  assunto  in  r'  un  punto 
J>,  distinto  dai  punti  sr'  ,  s'r',  sarà  ABC  DE  un  pentagono  au. 
toreciproco,  che  definisce  un  sistema  nullo  II  [a)]:  ed  in  II  le 
rette  r ,  r'  sono  polari  (poiché,  appoggiandosi  r  alle  rette  dop- 
pie s  ,  «',  la  polare  di  r  deve  passare  pel  polo  D  del  piano  rD, 
e  deve  segare  s  ,  s\  ossia  deve  coincidere  con  r-),  mentre  a  è 
una  retta  doppia. 

Proveremo  ora  che  il  sistema  polare  II  è  unico,  al  variare 
del  pentagono  AB  CD  E,  mostrando  come  si  possa  costruire^  me- 
diante rr^a,  di  ciascun  punto  M  (o  piano  v)  T  unico  piano  po- 
lare jx  (o  polo  N). 

Si  tirino  le  rette  h  ,  e,  che  seghino  r  ,  r\  e  delle  quali  la 
prima  passi  per  M,  e  la  seconda  giaccia  nel  piano  Ma.  Saranno 
b  ,  e  due  rette  doppie  di  II:  e  quindi  il  punto  ca  sarà  il  polo 
del  piano  Ma,  e  le  rette  doppie  M-  ca  ,  b  individueranno  il 
piano  polare  [x  di  M. 

Analogamente  si  costruirà  runico  polo  N  del  piano  v. 

n)  Se  rr' ,  ss'  sono  due  coppie  di  generatrici,  arbitraria' 
mente  assunte  in  una  schiera  rigata  R,  è  individuato  un  sistema 
nullo,  che  ha  in  rr' ,  ss'  due  coppie  di  rette  polari. 

Di  vero,  se  a  è  una  retta  sghemba  ad  r ,  r',  ma  che  seghi 
8  y  s^j  è  individuato  il  sistema  nullo  II,  che  ha  r  ,  r'   per  rette 
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polari,  ed  a  per  retta  doppia  [ni)].  E  poichò  s  sì  appoggia  nd 
a,  la  polare  «,  di  s  in  II  deve  appn^g^iarsi  ad  a  [b)j  2<<*]j  ed 
rr^ss^  dev'essere  un  gruppo  di  rette*  lA-)]  ;  ossia  rrWst  ^^^^ 
generatrici  della  schiera  rigata  /?,  individuata  dalle  sue  tre 
generatrici  rr'«.  In  conseguenza  s^  deve  coincidere  con  s';  per- 
chè, in  opposto,  a  si  appoggerebbe  a  tre  generatrici  #,  g',  Hj  di 
B,  e  quindi  segherebbe  pure  le  altre  due  generatrici  r ,  r'  eli 
A*,  contro  l'ipotesi  fatta.  Dunquo  anche  ^  ,  s^  sono  rette  polari 
in  II. 

Che  n  poi  sia  unico,  al  variare  dì  n,  ^i  vede,  osservando  cht\ 
di  un  punto  qualunque  3/,  il  piano  polare  |a  è  quello  delle  due 
rette  b  ,  e,  che  passano  per  3/  e  si  appoggiano  rispettivamente 
alle  coppie  di  rette  rr' ,  88\ 

Analogamente  si  ha  il  polo  A^  di  un  piano  qualunque  v. 

Si  noti  poi  che ,  indicando  con  ìmn  tre  rette  doppie  di  IK 
le  quali  si  appoggino  ad  rr'ss^  (ossia  appartengano  alla  schiera 
rigata  i2'  incidente  ad  R),  mentre  una  retta  descrive  la  schiera 
rigata  rr's...,  la  sua  polare  in  II  descrìverà  la  schiera  rìgaui 
r'rs'.,.,  proiettiva  involutoriamente  alla  prima,  e  che  si  appoggia 
pure  ad  Imn, 

Dunque,  in  vece  del  teorema  ora  dimostrato^  possiamo  ancbe 
dire  : 

Mediante  una  schiera  rigata  invohdorta  irr'  ,  bs'J  è  indivi- 
duato un  sistema  nullo  IT,  ai  qimh  ìa  schiara  appartiene, 

o)  Se  rr' ,  ss'  sono  due  date  coppie  di  rétt^  sghembe  falì^ 
che  i  punti  rs^A  ,  r's'^B  giacciano  ordinatamente  nei  piani 
r's  =a  ,  rs^^,  è  individuato  il  siitéma  nullo,  che  ha  in  rr' ,  ss' 
due  coppie  di  rette  polari  (^). 

In  fatti,  se  a  è  una  retta  sghemba  ad  r  j  r\  ma  che  segln 
«  ,  »',  è  individuato  il  sistema  nullo  IT,  che  ha  r  ,  r'  per  rette 
polari    ed  a  per.  retta  doppia.  InoUrCj  poiché  a   passa   per  -4, 


(^)  E  chiaro  che,  se  due  coppie  rr'  ,  ss'  di  rette  polari  distìnit 
di  una  data  polarità  nulla  IT  sono  tali,  che  s  si  appoggia  ad  r,  e 
quindi  s'  ad  r',  i  punti  rs  ,  r^s^  giacciono  ordinatamente  nei  pi  uni 
r's'  ,  rs  ;  poiché  questi  piani  sono  rispettivamente  ì  piani  polari  dei 
punti  rs  ,  r's'  (215,  d). 
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giace  nel  plano  ^  e  si  appo^^ìa  alla  retta  unita  a^  la  polare 
j?!  di  s  in  il  deve  giacere  nel  piano  polare  As*^^  dì  j^j  deve 
passare  pel  pula  ^$^  ^  B  di  p  e  deve  appofrgriarsi  ad  a  \  ossia 
deve  #^  coincìdere  con  «'• 

Si  proverà  poij  come  iu  n)y  che  IT  è  unico,  al  variare  dì  a. 
p)  PoicliÈj  in  una  polarità  nulla  IT,  il  piano  alTinfliiito  taj^ 
appartiene  al  suo  polo  0,  come  nella  polarità  paraboloidica, 
adottando  per  la  prima  le  stesse  definizioni  di  centro^  diametri^ 
ptant  diametrali  ed  asMf  date  per  la  seconda  uc!  n.^  *il8,  m)^ 
regge  per  una  polarità  nulla  quanto  fu  detto  nel  n.»  218,  m)f 
fi),  ù)  1»*%  2,o  per  la  polarità  paraboloidica;  eccezione  fatta  del 
plani  principali,  che  non  esistono  nella  polarità  nulla,  e  del  tcv 
traedri  autorecìproci  [di  cui  non  ai  parla  in  218,  m),  w),  o)]* 

E  bene  però  notare  che,  un  sistema  uullo  IT  (e  quindi  anche 
il  relativo  complesso  lùiearé)  non  è  alterato  da  una  traslazione 
ijualuTtque  nella  direzione  dei  suoi  diametrv  poiché  il  polo  di 
un  piano  arbitrario  a  è  l'intersezione  A  di  a  col  diametro  con- 
iugato ad  a  ;  e  quindi  A  ed  a  continuano  ad  essere  polo  e 
piano  polare  in  H^  anche  dopo  la  traslazione  suindicata, 

q)  Ih  una  polarità  nulla  IT,  ogni  retta  ±  aitasse  a  di  Tlj 
e  che  sega  a^  è  una  retta  doppia  \  ed  ogni  retta  doppiar  *^  ^  _L 
aìVn»sr.  a,  Bega  a^  e  se  sega  a,  è  ±  ad  a, 

In  fatti,  se  una  retta  m  ò  X  ad  a,  essa  giacerà  in  un  plano 
|i  X  ^d  fl,  e  perciò  segherà  la  polare  di  a  (che  è  la  retta  al. 
rinfintto  dì  ji)  ;  sicché^  se  m  sega  a^  sarà  una  retta  doppia  [b)^ 
2,^]^  e  se  è  una  retta  doppia,  segherà  a  [b)j  2.o],  Se  poi  rn  è 
una  retta  doppia,  che  sega  ^j  essa  dovrà  segare  anche  la  po- 
lare di  «j  la  quale  è  la  retta  al  Tin  finito  del  piano  ji,  condotto 
pel  punto  ma  perpendicolarmente  ad  a  ;  e  quindi  m  giacerà 
nel  piano  ]s,  e  sarà  perciò  J,  ad  a, 

r)  Un  sistema  nullo  U  è  individuato  dal  muo  asse  Sk  e  da 
una  sua  retta  doppia  h^  sghemba  ad  a  ;  poiché  è  data  allora 
anche  la  polare  di  a^  che  è  la  retta  all' influito  di  un  piano  X 
ad  a  ;  e  si  rientra  nel  teorema  m). 

Si  noti  poi  che,  se  per  un  punto  M  di  b  si  conduce  il  piano 
{1  j_  ad  a,  la  retta  3f-jia  =  c  è  un'altra  retta  doppia  [q)\*^  e 
quindi  hc^^  è  il  piano  polare  di  M.  In  conseguenza^   eondu- 
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cendo  per  M  un  piano  qualunque  v,  che  sega  jjl  nella  retta  dop- 
pia JJLV,  la  ±n,  condotta  all'aBse  a  nel  punto  va  e  nel  piano  v, 
segherà  [k  nel  polo  n-|JLV^  JV  di  v. 

s)  In  una  polarità  nulla  n,  «e  r ,  r'  sono  due  rette  polari 
distinte j  1.^  ogni  piano  p,  parallelo  ad  r  ,  r',  è  un  piano  dia- 
metrale :  2.0  le  proiezioni  ortogonali  di  r  ,  r'  sopra  un  piano 
a  J_  all'asse  a  di  IT  (o  sopra  un  piano  X,  che  passa  per  a)  sono 
parallele  (o  concorrono  in  un  punto  di  a)  :  3.<*  la  retta  doppia 
m,  che  sega  r  ed  r'  ad  angoli  retti,  sega  ancora  Casse  a  ad  an- 
golo retto. 

Di  véro,  la  retta  r? .  r'g  (ossia  la  retta  all'infinito  di  g)  è  una 
retta  doppia  [Z)J,  la  quale  contiene  perciò  il  polo  di  g;  e  quindi 
P;  avendo  il  suo  polo  airinfinito,  è  un  piano  diametrale. 

Inoltre,  essendo  p  1 1  all'asse  a  (perchè  piano  diametrale),  i 
piani  p  ,  f ',  condotti  rispettivamente  per  r ,  r'  e  1 1  ad  a,  sono 
1 1  a  p,  e  perciò  proiettano  ortogonalmente  r  ,  r'  sopra  a  in  due 
rette  j  |  ;  mentre,  se  r^  ,  r\  sono  le  proiezioni  ortogonali  di  r,  r' 
sopra  X,  la  j_  a  X  nel  punto  r,?*', ,  segando  le  rette  polari  r,  r\ 
è  una  retta  doppia  j_  ad  a,  e  perciò  [qj\  deve  segare  a. 

Infine^  la  retta  doppia  m,  che  sega  r ,  r'  ad  a  retti,  è  J_  a 
P,  e  quindi  anche  ad  a;  e  perciò  sega  pure  a. 

t)  Date  due  coppie  rr' ,  ss'  di  rette  polari  distinte  di  un 
sistema  nullo  IT,  costruire  Vasse  a  di  IT. 

Si  costruiscano  le  rette  h  ,  e,  che  seghino  ortogonalmente  le 
coppie  rr' ,  ss\  e  la  retta  a  che  seghi  ortogonalmente  ò ,  e  : 
sarà  [«),  3.o]  a  Tasse  richiesto. 

Se  6  ,  e  coincidono,  questa  costruzione  cade  in  difetto.  Ma 
allora,  essendo  individuato  IT  [n)] ,  si  sostituirà  ad  una  delle 
coppie  rr^ ,  ss^  un'  altra  coppia  di  rette  polari  distinte. 

u)  Un  sistema  nullo  IT  (e  quindi  il  relativo  complesso  li- 
neare) è  simmetrico  rispetto  ad  una  qualunque  sua  retta  dop- 
pia b,  che  sega  (ad  angolo  retto)  Vasse  a  di  II. 

In  fatti,  indicando  con  c^  la  retta  air  infinito  del  piano  y, 
condotto  per  a  perpendicolarmente  a  b,  sarà  c«  un'altra  retta 
doppia  di  IT;  poichò  c^  passa  pel  punto  all'infinito  di  a,  che 
è  il  polo  del  piano  alT  infinito,  e  giace  in  questo  piano  all'  in- 
finito. In  conseguenza,  l'involuzione  rigata  di  assi  h  ,  c^,  ossia 
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la  simmetria  rispetto  alla  retta  h  (195^   Z),    trasfonna   TT    in    0 
(215,  g). 

v)  Un  aistema  ìiuUo  TT  {e  quindi  il  relativo  complesso  li- 
fieare}  rasta  inalterato ^  rotando  intorno  al  sua  assB  a  dì  un  àU" 
gota  qualunqna  a  (*J, 

Di  vero,  indicando  con  M  il  polo  di  un  piano  qualunque  ^/.r 
e  posto  jjLo^vlj  Ban\  MA  ana  retta  doppia  di  TT,  la  quale  è 
baiudi  perpendicolare  ad  a  [q)\i  E  se  M^  ,  pi|  sono  le  posizioni 
che  prendono  M  ^  [jLj  dopo  aver  rotato  di  un  angolo  a  intorno 
ad  a^  sarà  M^A  perpendicolare  ad  a  ed  eguale  ad  MA,  Condu- 
cendo ora  la  bisettrice  b  deir  angolo  MAM^  =  w,  sarli  b  una 
retta  doppia  di  II  ^  e  la  simnietriaj  rispetto  alla  retta  h^  inisfor- 
merà  M  in  il/,  e  ji  in  ^ji,^  ossia  [u)\  sarà  J/|  il  polo  di  *Ji^  ^  ciò 
ebe  dimostra  il  teorema. 

a:}  Dati  tre  punti  ABC  e  tre^  piani  a^y  di  una  retta  r  ed 
una  retta  s  sghemba  ad  r,  è  Individuato  il  sistema  nullo  che 
ha  T  j  B  per  rette  doppie  ed  ABC  per  ^t>//  ordinaiameute  di  ot^y- 

Posto  r(3tPY)  =  ^|B,C,  ;  e  posto  AA^^p  j  JBj1,^g,  Cd^r 
e  coBtruite  le  direttrici  aa^  della  schiera  pqr  arnioni  carne»  te 
separate  da  r  ,  n^  sia  lì  il  sistema  nullo  definito  dalla  seliiera 
invulutoria  rr'ss^aa^^,*.  In  U  saranno  rette  doppie  non  solo  r,  s^ 
uia  anche  tutti  raggi  della  schiera  pqr^  ed  ABC  saranno  poli 
di  «Py. 

Dedurne  che^  bb  r  j  s  sono  rette  doppie  sghembe  di  un  si- 
stema nullo  ilj  le  rette  doppie  che  si  appoggiano  ad  r  ,  *  co- 
stituiscono una  schiera. 

221.  a)  Ihte  sistemi  quaternarll  correlativi  1  ,  S',  coi  punti 
limiti  J  yV  al  finito f  possono  sempre  sovrapporsi  in  guisa  da 
costituire  una  polarità  orditiaria  il,  a  r entro  ;  e  ciò  in  8  modij 
ù  in  infiniti  modi. 

In  fatti,  proiettando  da  I*  le  rette  all'infinito  di  I'^  che  cor- 
rispondono alle  rette  di  X    condotte   per  J,    m   generano    due 


(')  Da  questo  teorema  risulta  evidentemente  che,  se  (O)  è  nn  cìr- 
colo j  il  Citi  centro  0  giac^  sulV  fisse  a  di  un  si  steìna  nuUOf  e  ti  cui 
piano  è  J_  ad  a^  i  piani  polari  di  tutti  i  punii  di  (C)  inviluppano 
un  cono  di  rotazione  intorno  ad  a,  e  di  vertice  C* 

Bahsi  A.— Geometria  pr&iHtivm.  78* 
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stelle  correlative  [J] ,  [Z'],  Ora^  se  abc  è  il  tri  spigolo  trirettan- 
golo  della  stella  [J]j  al  ijuale  corrisponde  (21.'i,  d)  nella  stella 
correlativa  [/']  il  triedro  trìrcttangolo  ol^^Yj  ^  evidente  che  ai 
punti  di  -  situati  airinfìnito  in  a,  b^  e  corrisponderanno  in  I' 
ordtnaiamente  i  piani  a%  ^%  7'*  In  conseguenza,  trasportando  Z' 
in  ^uisaj  che  i  piani  a*j  ^\  7'  coiueidano  nspettivamente  coi 
piani  bCf  cu^ah,  il  tetraedro,  formato  dai  tre  piani  a'^'v'  ®  ^^^ 
piano  all'in  finito,  tsarà  tale  che,  neirattuale  posizione  relativa 
di  -  e  V^  ai  vertici  del  tetraedro  stesso,  eousiderati  come  punti 
di  -j  corrisponderanno  in  V  ordinatamente  le  facce  opposte  ; 
e  perciò  I  j  S'  costituiranno  (21G,  a)  una  polarità  ordinaria  II, 
di  centro  J, 

Siccome  po^  di  trispigali,  quali  abr^  ne  esìste  uno  solo  nella 
stella  [J]j  0  ne  esìstono  infiniti,  così  ne  Bcgue  V  ni  Li  ma  parte 
dell'  enunciato  teorema. 

h)  8e  i  punti  limiti  Jj  /'  di  1  ^V  giacciono  ali"  infinito 
(156,  fe)j  indicando  con  w^  il  piano  airinfinltOj  e  con  0  ,  e  due 
piani  _L  ordinatamente  alle  direzioni  di  /'  j  J,  sieno  a  ,  b*  k* 
rette,  che  in  ^ ,  -^  corrispondono  rispettivamente  alle  rette 
p'w^  y  aw^  di  l' j  -.  Ai  punti  della  punteggi ata  {a)  di  Z  corri- 
sponderanno in  I'  piani  x  ^  ^\  ^^^^  determineranno  sopra  6' 
una  punteggiata  {b*)  evidentemente  slmile  alla  punteggiata  {a)\ 
mentre,  se  ai  proiettano  da  DM  punti  di  1',  che  corrispondono 
ai  piani  del  fascio  {a)  di  S,  si  otterrà  un  fascio  di  piani  {b*) 
proiettivo  al  fascio  (a).  Ed  6  noto  che  esiste  una  coppia  sola 
di  piani  ortogonali  ^  ,  f  del  fascio  (a) ,  i  cui  corrispondenti 
^' ,  ]f'  nel  fascio  (6')  sono  pure  ortogonali,  o  esìste  un  ntime- 
ro  infinito  di  tali  coppie  PYi  secondo  che  i  fasci  (a)  ^  {b*)  non 
sono  o  sono  uguali. 

Ma  è  chiaro  che,  quando  J  ,  I'  giacciono  all'  inftniio^  se  s<ì 
vuole  Bovra^ìporre  V  a  Z  in  modo  da  costituire  una  polarità 
(evidentemente  paraboloidica),  debbono  la  punteggiata  (fc')  e  il 
fascio  di  piani  (b')  sovrapporsi  alla  punteggiata  (a)  ed  al  fascio 
di  piani  (a),  in  guisa  da  formare  un'involuzione  (a)  dì  punti  ed 
un'involuzione  (a)  di  piani  (poicbC^.  a  ,  b*  debbono  diventare  due 
diametri  coincidenti  nel  Tasse  della  polarità  paraboloidica). 

Dunque,  la  coudizione  nécéssariaj  perchè  tale  polarità  si  ot* 
teugaj  è  (71,  f)  che  le  punteggiate  (a)  ,  (b*)  meno  iiguali;  e  que- 
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sta  condizione  è  j^ure  sufficiente  ad   ottenere,   in   infiniti   modi 
(variando  o  e  quindi  6'),  la  richiesta  polarità. 

Di  vero,  sovrapposte  le  punteggiate  uguali  (6') ,  (a),  in  modo 
da  formare  un'iuvoluzione  simmetrica  (a),  e  facendo  sì  che  i 
piani  ^' ,  Y  coincidano  ordinatamente  coi  piani  Y  ,  ?,  si  otterrà 
(71,  e)  anche  la  involuzione  (a)  di  piani.  Ora  due  piani  coniu- 
gati X  ,  X'  in  questa  involuzione,  e  due  altri  piani  pi  ,  |jl'  JL  ad  a 
in  due  punti  coniugati  deirinvoluzione  (a)  di  punti,  formano  un 
tetraedro,  nel  quale  gli  spigoli  opposti  si  corrispondono  involu- 
toriamente.  Ma  si  sa  che  a  corrisponde  involutoriamente  alla 
giacitura  a'^,  di  jx  ,  pi-  ;  e  quindi  le  coppie  XX' ,  jjlii.'  di  piani  cor- 
rispondenti involutoriamente  e  passanti  per  le  rette  polari  a , 
<*'<»  {})  danno  un  tetraedro  autoreciproco.  Sicché  2i ,  1'  costi- 
tuiranno (216,  a)  una  polarità. 

e)  Se  i  fasci  di  piani  (a)  ,  {b')  fossero  uguali,  formata  la 
involuzione  (a)  di  punti  nel  modo  suindicato,  se  il  fascio  (b')y 
nella  sua  nuova  posizione,  risulterà  inversamente  uguale  al  fa- 
scio (a),  costituirà  di  per  so  con  (a)  un'involuzione  simmetrica 
(rt)  di  piani  ;  e  se  risulterà  invece  direttamente  uguale  al  fa- 
scio (a),  si  potrà  situare  in  modo  che  i  suoi  piani  costituiscano 
con  i  corrispondenti  in  (a)  un'involuzione  circolare.  Nel  secondo 
caso  dunque  si  ottiene  una  polarità  paraboloidica  di  rotazione 
(218,  n)  di  asse  a  ;  mentre,  nel  primo  caso,  si  ottiene  una  po- 
larità paraboloidica  equilatera  (218,  iti. 

d)  Se  due  sistemi  quaternarii  correlativi  2,1'  si  possono 
sovrapporre  in  guisa  da  formare  una  polarità  jmraboloidica 
equilatera  [e)],  allora,  e  solo  allora,  si  potranno  pure,  in  infiniti 
modi,  sovrapporre  in  guisa  da  costituire  una  polarità  nullay  e 
viceversa. 

In  fjitti,  si  potrà  allora,  e  solo  allora,  far  coincidere  la  pun- 
teggiata (/>')  e  il  fascio  di  piani  (/>'.)  con  la  punteggiata  (a)  e 
col  fascio  di  piani  (a).  Inoltre,  poiché  ora  ciascun  piano  della 
retta  a  appartiene  al  punto  corrispondente,  e  lo  stesso  avviene 
per  ciascun  piano  della  retta  p'to^Ei^a'^,  corrispondente  ad  a 


Q)  Si  noti  che  le  rette  corrispondenti  (ibì^=b^  e  6'  sono  in  di- 
rezioni J_,  se  si  suppone  (come  si  può)  che  lo  direzioni  V  ,  J  siano 
I  !;  e  lo  stesso  va  detto  di  a  e  p'to^  ^  a'^. 
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TI  doppio  morto,  no  segue  chn  on^ni  retta,  che  si  appof^^ia  ad 
a,fi'^,  ha  se  stessa  per  sua  eorrìspondciite.  Diinqaej  io  rettcì 
a  y  rt'ja  secano  un  piano  qaalanqne  jji  in  due  punì!,  la  cui  retta 
eoufTiiiTir^ente  m.  ha  se  stessa  per  sua  corrispondente:  e  perciò  il 
ptiTito  li/,  corrispondente  al  piano  p,  giace  in  /n;  ossia  o^ni 
piano  \L  appartiene  al  punto  corrispondente  Mj  e  quindi  [cfr* 
la  nota  a  pag.   552]  si  ha  una  polarità  nulla. 


Andremo  (>ra  a  fare  alcune  applicazioni  nello  spazio  dei 

risultati  fjenernli  notevoli  eonteiiuti  nei  n,^  208  e  209, 

a)  E  chiaro  prima  d'oi^ni  altro  che,  trasformanti o  un*  omo- 
grafia 0,  ed  una  correlazione  T,  mediante  un'omografìa  0,,  si 
ottengono  un'  omografia  0^  della  stessa  natura  di  iì  j  ed  una 
correlazione  r^  della  stessa  natura  di  r, 

Coslj  p.  es,^  se  0  è  un"  omografia  assiale^  tale  sarà  pure  y^; 
poi  elle  due  rette  r  ,  r^  j  che  si  corrispontlono  in  0  ,  sì  matauo 
in  due  rette  r,  ,  r\  ^  che  sì  corrispondono  in  Ù^\  e  quindi^  se 
b  r'^r,  ossia  se  è  r  nna  retta  uinta  di  0,  sarà  anche  r^  una 
retta  unita  di  Q^,  Sarà  poi  0^  iperbolica^  parabolica,  o  cUit- 
tìea^  secondo  che  0  è  iperbolica,  parabolica  j  o  ellittica.  E  se 
il  è  in  voluto  Ha,  tale  sarà  pure  Q^.  —  E  chiaro  che  quanto  è 
qui  detto  regge  pure,  se  la  corri sp onde nza^  la  quale  trasforma 
a  in  Óg ,  è  una  correlazione^  in  vece  dì  un^  omografìa. 

Così  ancoraj  se  r  ò  una  pohn*ità,  sarà  T^  una  polarità  della 
stessa  natura  di  T;  poiché  gli  clementi  uniti  di  P  saranno  tra- 
sformati negli  elementi  uniti  di  P^, 

b)  Il  prodotto  di  dtm  Hatem  i  nnìli  distinti  TT  j  IT'  è  un"^  o- 
mograpa  assiale ,  Itì  rul  rette  unite  (  mclnm  gli  assi ,  rhn  mm** 
rette  poi  ari  in  R  e  II')  souo  !e  rette  doppie   comuni  a  IT  ,  1T^ 

In  fatti  j  indicando  eoti  3/,  M*  i  poli,  rispetto  a  IT  ,  il',  di 
un  piiino  quaUintpic  ji,  la  rorta  MM^ ^  m  è  evidentemente  una 
retta  doppia  comune  a  IT  e  IT',  mentre  M  ^  M^  sono  punti  eor- 
risporidcnti  dell' omografìa  ITTT'^Q,  Indicando  poi  con  .V ,  *V' 
ì  poli,  rispetto  a  li  ,  IT' ,  di  un  piano  v  della  retta  m  ,  distinto 
da  u  ,  i  punti  N,  N*  giaceranno  iu  w,  e  saranno  punti  corri- 
spondenti in  iì.  Dunque  m^MN^M^N*  è  una  retta  unita  di 
Qj,  esistente  nel  piano  arbitrario  \k  \  ossia  il  è  un'  omografìa  as- 
fììale,  le  cui  rette  unite  sono  le  rette  doppie  comuni  a  IT  e  II  ^ 
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e)  Si  noti  poi,  che  il  teorema  del  n.o208,  e)  regge,  anche  quan- 
do C,  ,  Cg  appartengono  ad  una  forma  fondamentale  di  specie 
inferiore  a  quella ,  alla  quale  appartiene  C.  —  Così ,  per  e.  se 
C,  ,  C^  sono  un'  omografia  ed  una  correlazione  in  un  piano  o, 
commutative  fra  loro,  mentre  C  è  un'  omografia  (o  correlazio- 
ne) quaternaria,  saranno  C,  ,€'2  ordinatamente  un'omografìa 
ed  una  correlazione,  commutative  tra  loro,  in  un  piano  (o  in 
una  stella  ). 

d)  Date  un'  omografia  assiale  ù^  eia  sua  involuzione  unita 
Ii  (200,  d),  se ,  mediante  un'  omografia  quaternaria  Q  (  o  una 
correlazione  quaternaHa  T)  si  trasformano  Q|  ed  l^  in  ù^  ed 
Ig ,  sarà  Qg  ^^'  omografia  assiale  d'  involuzione  unita  I^. 

Di  vero,  0^  ed  \^  sono  [a)]  un'omografia  assiale  ed  un'in- 
voluzione rigata:  e  poiché  7^  ha  (200,  d)  per  rette  doppie  le 
rette  unite  di  Q, ,  anche  I^  avrà  [a)]  per  rette  doppie  le  rette 
unite  di  Qj,  e  sarà  208,  e)  commutativa  con  Qg* 

e)  Dal  n.o  209,  h  si  trac  che 

Il  prodotto  di  una  polarità  quaternaria  IT,  e  di  un'  omogra- 
fica assiale  Q,  che  ha  per  assi  due  rette  polari  sghembe  r ,  s  di 
IT,  è  un'  altra  polarità  TI',  che  ha  pure  r  ,  s  per  rette  polari:  e 
IT  ,  n'  saranno  amendue  polarità  nulle j  0  amendue  polarità  or- 
dinarie. 

Di  vero.  Il  trasforma  Q  in  Q~^  (215,  /i),  e  quindi  la  corre- 
lazione no  è  [209,  6)]  una  polarità  II';  mentre  poi  TI  trasforma  r 
in  « ,  ed  0  trasforma  s  in  « ,  ossia  r  ,  s  sono  rette  polari  in 
IlQ=n'. 

In  conseguenza,  se  II  6  un  sistema  nullo,  ogni  retta  a ,  che 
si  appoggia  ad  r  ,  s ,  è  una  retta  doppia  in  n  ed  unita  in  tì  ; 
e  quindi  a  è  una  retta  doppia  in  II',  e  II'  sarà  perciò  (216,  g) 
una  polarità  nulla.  Ma,  se  II  è  una  polarità  ordinaria,  ad  una 
retta  a,  che  si  appoggia  ad  r  ,  «  e  che  non  sia  retta  doppia  di 
n,  corrisponderà  in  II  una  retta  a, ,  distinta  da  a,  e  che  si  ap- 
poggerà ad  r  y  8]  e  quindi  a,  sarà  una  retta  unita  di  fì:  ossia 
ad  a  corrisponderà  a,  in  II',  e  perciò  W  non  sarà  una  pola- 
rità nulla  [220,  6),  2o]. 

Analogamente  si  ragionerà  per  n'^Hii. 

f)  Nello  spazio  a  tre  dimensioni  poi, /a  condizione  necessaria  e 
sufficiente,  affinchè j  di  due  polarità  FI  ,  n',  Vuna  sia  polare  re- 
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cipmra  dì  se  stessa  nspetto  nlVaiirrt,  h  chti  il  prodotto  niT'  sia 
Hìi'  ttmologia  nrmoHica^  tj  un'  invoìuzhnc  rigata,  se  II  ,  11'  simi* 
due  polarità  ordinarie  \  e  che  il  prodotto  UJ\^  tfia  un' in  vota- 
zio  Èie  rigata^  se  II  ,  II'  sono  due  sistemi ^  nulli  o  se  V  una  n  è 
una  polarità  nulla  e  V altra  11^  una  polarità  ordinaria  (/). 

g)  Per  costrafre  nello  spazio  una  coppia  di  polarità,  cia- 
scuna delle  quali  sia  polaro  reciproca  di  se  stessa  rispetto  al- 
raltra,  sì  operi  come  segue: 

Assunta  una  polarità  quaternaria  li ,  si  prendano  due  ntlf 
sghemba  r  ,  s,  ehe  sieno  polari  (o  doppie)  in  U^  e  s' indichi  con 
1  ì'  in  voi nz ione  rigata  di  assi  r  ,  s:  posto  JT  I  ^U'  (l ,  TI  ,  II'  firf- 
ranno  la  richiesta  coppia. 

Di  veroj  csacndo  IT  j  I  comiuutHtivc  (215,  h,  g)  ed  io  vola- 
tori e ,  si  avrà  iu  n'  una  correlazione  involutoria,  nella  ijualo 
T  ^  s  sono  rette  [molari  (o  doppie)  e  la  (1,  dando  nn'^/,  di- 
mostra [f)\  rcnunei.'^ta  costruzione. 

Se  V  ,  B  mno  rttte  poìnri  in  FT  ,  ragionando  come  in  e)  ^  bI 
prova  elio  IT,  FT^  saranno  ameudne  polarità  ordinarie,  o  amen- 
due  polarità  nulle,  —  Se  r  ,  y  sono  rette  doppie  in  11,  uua  delle 
polarità  IT  ,  IT'  sarà  nulla  e  f  altra  ordinaria.  In  fatti,  se  a  ^  a^ 
sono  due  rette  pc^lari  distinte  di  li  e  Uè  si  appoj^gianu  ad  r  ^  ^p 
quelle  saranno  pure  retti^  polari  in  IT'.  Ora^  se  ii  (o  II')  h  un 
sistema  nuUoj  o^ni  retta  h^  che  si  appo^^gia  ad  a  ,  a,  ,  e  uun 
ad  r  j  Sy  san\  retta  doppia  in  II  (o  in  \V),  e  non  in  /:  e  quindi 
non  sarà  retta  doppia  in  UUa  in  li  ).  In  conseguenza  II*  lo  IIj 
non  sarà  un  sistema  nullo  [2:20,  b),  2.^\ 

228,  a)  l  raggi  coiunni  a  dite   dati  complessi   lineari  0,0 

(*;  Be  utui  almeno  delle  polarità  li  ,  li',  p.  p.  fl^  è  nulla,  il  prò 
dotto  nn'  non  può  eysere  un'omologia  armoiiiea  0.  lu  latli^  cìa- 
seana  d^lle  11  ,  ir ,  Q  è  traslonaata  in  m  Btessa  dalle  rimanenti 
due  (220,  b);  e  quindi,  il  eentro  (J  di  0  e  il  piano  dì  omologia 
Y  (elementi  che  non  si  appartengono),  dovrebbero  [cfr*  n.'*  201*  g] 
corri  Kpou  derìdi  in  voluto  ri  a  mente  iu  II  ;  assurdo,  perchè  ia  II  ogni 
punto  giace  t^nl  suo  piano  polare.  —  D'altronde,  se  il  ,  TI'  souo  due 
KÌritemi  nulli,  è  già  noto  (2:12,  6}  che  il  prodotto  UH'  è  un'omo- 
grafìa  afc?siale- 
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costa  ni  ^cona  il  àistema  di  tutte  rette  unite  di  una  determinata 
nmografla  asciale  Ù  {  escludi  gli  assi  di  0  ,  clie  sono  rette  po- 
lari del  sistema  nullo  IT  relativo  a  O ),  la  quale  è  (  222 ^  b)  il 
prodotto  dei  sistemi  nulli  H  ^  TT',  indimduati  ordinatamente  da 
CjC  (220j  d). 

b)  Date  quattro  rette  ab  ed,  sgìiembe  a  due  n  due  ft  7ion  ap- 
partenenti ad  una  schiera  ^  esiintono  infiniti  complesn  lineari^ 
che  ìianno  comuni  i  raggi  abcd:  poiché^  se  r  j  r^  sono  due  rette 
qualunque^  che  si  appoggiano  ad  ahc  e  non  a  dj  è  iiidivitliiato 
(220j  l)  il  sistema  iiuUo^  in  cu]  r  ,  r'  sona  rette  polarij  q  d  ana 
retta  doppia^  ù  quindi  anclit.'  il  rei  atiro  complesso  liuearej  che. 
nvrà  in  abcd  quattnj  dei  snoi  ragf^i- 

e)  Se  S  e  o  sono  nn  punto  ed  un  piano  ,  appartenenti  ad 
fina  retta  unita  a  (//"  vn'  mno  grafia  a  mi  ale  0  ,  proiettaudfi  da 
S  e  segando  con  o  tu  He  le  altre  rette  unite  di  Qj  si  lianno  i/^na 
stella  [S]  ed  un  sistema  piano  \a]j  correlatici  tra  loro  j  é  che 
possedono  nn  fascio  (B)  di  faggi^  dei  quali  ciascuno  corrixponde 
a  ite  stesso. 

in  fatti,  condotta  in  e  una  retta  arbitraria  s^  e  considerando 
la  schiera  R  [199,  e),]  delle  rotte  unite  imn...  dì  ù^  che  si  ap- 
poggiano ad's  (alla  quale  schiera  appartiene  a),  e  riferendo 
ai  punti  sa ,  si ,  sm  j  sn  ,  .».  i  piani  Ss  ^  SI  j  Sm  j  Sn  ^  *..  (che  pas- 
sano  per  la  retta  «,  ,  coudotta  per  i9  j  ed  appartenente  alla 
schiera  iucideute  ad  i?)  ^  variando  s  in  a  ^  sì  avrà  l' enunciata 

fi      so       sc        sa 
eorrclativitàj  defluita  dalle  corrispondenze  _  ,    %7   sd^    Sd  ^^  * 

dove  ò  j  e  ^  d  8ono  tre  rette  unite  di  Q  j  sghembe  tra  loro  e 
con  «3  e  non  appartenenti  con  a  ad  una  stessa  schiera.  Inoltre, 
se  s  passa  per  S ,  s^  coinciderà  con  s  ;  e  quindi  il  fascio  di 
ragghi  {Sj  è  nelle  condiisiom  espresse  dall'enunciato. 

d)  Dal  teorema  e  )  segue  che ,  «e  a  è  una  retta  unita  di 
nna  omografia  assiale  ùj  segando  (o  proiettamlo)  tutte  le  altre 
rette  unite  di  Q  con  due  piani  a^^^  (o  da  due  punti  8  ,  S,)  ap- 
partenenti ad  R^  si  ottengono  due  sistemi  piani  omografici  (o 
due  stelle  omografiche). 

e)  Se  quattro  rette  unite  abcd  di  una  data  omografia  as- 
Miale  Oj  sghembe  a  due  a  due  e  non  appartenenti  ad  una  schie- 
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ra  ,  ifono  raggi  di  un  comple»Ao  lineare  0  ^  tutte  le  rette  unite 
di  il   (esclusi  l  Hitoi  asiii)  sono  raygi  di  C. 

Di  veroj  se  nel  teorema  cj  sì  suppone^  che  e  sìji  H  piano  po- 
lare di  8  in  uno  qualunque  FF  dei  siatemi  nulli,  che  iianrio  ahcd 
per  rette  doppie  [b)]  ,  FT  deierinina  mia  correlazione  tra  la  stella 
[H]  e  il  sistema  piano  [€\  che  possiamu  auppurre  definita  dalle 
atesàe  cornspondcnze  (l,  assunte  nella  dimostrazione  del  teo- 
rema  e).  In  conseg^uenza,  11  piano  polare  dì  un  puntti  qualnn- 
(jue  Iq  di  e  (  dove  l  è  una  retta  unita  arbitraria  di  0  )  ^  dyve 
passare  pel  polo  8  di  e  e  per  la  retta  unita  ?  di  0  :  ossia  l , 
che  passa  pel  punto  le  e  f^tace  nel  piano  polare  di  questo  paa- 
to^  è  una  retta  doppia  di  TI, 

f)  Koì  chiameremo  congruenza  lineare  il  sistema  del  raggi 
comuni  a  due  complessi  lineari  [u)];  e  diremo  quindi  che  dne 
complessi  lineari  si  segano  secondo  una  congruenza  lineare. 

Una  con^ucnza  lineare  si  dirà  iperbolica j  parabolica^  o  el^ 
littiea^  secondo  che  tutt'  i  raffgi  delia  congruenza  stessa  sì  ap- 
poggiano a  due  rette  (direttrici)  reali  e  distinte  ^  reali  e  coin- 
cidenti^  o  immaginarie  {^). 

g)  Dalla  detìnizione  f)  segue,  che, 

1,«*  una  congruenza  lincar&  è  iudiuiduata  [208,  a)  e  201  ^  m)] 
da  quattro  i^uoi  raggia  sghembi  a  due  a  due  e  non  apparta nenli 
ad  il  uà  schiera: 


(*)  E  bene  no  tare  j  che  la  condizione  necessaria  e  «uj^cient€f  af- 
finché quattro  rette  abcd ,  sghembe  a  dne  a  due  e  non  foi^manti 
un  gruppOj  sì  appoggino  €td  una  salti  retta  r,  i^  che  il  gruppo  di 
punti  r(abcd}  sìa  proiettivo  al  gruppo  di  piani  r(abcd). 

Di  vero,  se  r  è  la  sola  retta ,  che  si  appoggi  ad  abcd ,  coasi- 
derawdo  uno  IT  de  gì*  infiniti  sistemi  nulli ,  che  hanno  abcd  p^r 
rette  doppie  ,  sarà  anche  r  una  retta  doppia  dì  IT  ;  e  qoiinli  il 
gruppo  dei  punti  r(abcd)  è  proiettivo  al  gruppo  r{abcd)  dei  laro 
plani  polari.  Ma,  se  questa  prò  ietti  vita  regge,  e  si  potesse  averiii 
un'  altra  retta  t\  che  seghi  ahed^  i  4  punti  r^(abcd)  co  incili  ere  h- 
bero  coi  punti,  nei  c|Uali  r'  è  segata  dai  4  piani  r(abc.d)j  e  per- 
ciò sarebbero  proiettivi  ai  4  punti  r(abcd)\  e  le  rette  abcd  costi- 
tuirebbero un  gruppo:  contro  l' ipotesi. 
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2.0  se  una  congruenza  lineare  ha  tra  i  suoi  raggi  tre  ge- 
neratrici di  una  data  schiera,  tutte  le  generatrici  di  quest'ul- 
tima sono  raggi  della  congruenza  {200,  f)]  e  diremo  che  tale 
schiera  è  contenuta  nella  congruenza: 

3.0  in  ogni  congruenza  $ono  contenute  infinite  schiere  ri- 
gate : 

4.0  due  schiere  rigate  ^  che  hanno  due  generatrici  comuni, 
individuano  la  congruenza  lineare,  che  le  contiene: 

5.0  ogni  congruenza  lineare  è  contenuta  in  infiniti  complessi 
lineari, 

h)  Date  5  rette  abcde ,  sghembe  a  due  a  due ,  e  che  non 
sieno  raggi  di  una  stessa  congruenza  lineare  (}),  è  individuato 
il  complesso  lineare  C,  che  ha  in  abcde  5  dei  suoi  raggi. 

In  fatti,  se  nella  congruenza  lineare  definita  [g),  l.o]  dai  suoi 
4  ra^gi  abcd  si  considerano  tre  altri  raggi  Imn  ,  che  passano 
per  tre  distinti  punti  della  retta  e ,  questi ,  e  tutt*  i  raggi  dei 
fasci  le,  me,  ne,  dovranno  appartenere  al  complesso  0.  Indi- 
cando ora  ordinatamente  con  V  ,  w'  ,  w'  i  raggi  di  tali  fasci , 
che  si  appoggiano  ad  a ,  il  sistema  nullo  IT ,  relativo  al  com- 
plesso O,  dovrà  avere  (220,  k)  per  rette  doppie  tutte  le  gene- 
ratrici della  schiera  R'^^l'm'n^ ,  e  le  generatrici  a,  e  della 
schiera  R  incidente  ad  li':  e  quindi  in  IT  dovranno  essere  (220, 
n)  coppie  di  rette  polari  le  coppie  rr' ,  »«', ...  di  generatrici  di 
Ry  separate  armonicamente  da  a  ed  e. 

Viceversa,  due  coppie  rr' ,  ss'  di  tali  rette  polari  individuano 
(220,  n)  un  sistema  nullo ,  il  cui  relativo  complesso  lineare  O 
conterrà  1  raggi  Vm'n'ae,  e  quindi  anche  i  raggi  l,  m,  n  (come 
raggi  .dei  fasci  Ve,  m'e ,  n'e  appartenenti  a  0).  In  conseguenza 
C  conterrà  la  congruenza  lineare  almn\  alla  quale  appartengono 
bjCjd,  perchè  la  congnienza  lineare  definita  da  abcd  conteneva 
Imìi  come  suoi  raggi. 

E  si  noti:  l.o  che  la  dimostrazione  qui  riportata  regge,  quale 
che  sia  (iperbolica,  parabolica,  o  ellittica)  la  congruenza  linea- 
re abcd:  2.o  che,  se  abcd  è  una  congruenza   iperbolica    di    di- 


(^)  Quindi  4  delle  5  rette  non  debbono  appartenere  ad  una 
schiera  rigata,  perchè  questa  e  la  quinta  retta  apparterrebbero  ad 
lina  congruenza  lineare. 

Sann'IA.  —  (teometria  proietiica.  71* 
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rettrici  p  j  g,  ed  e  sega  una  eli  queste  direttrici,  o  se  abcde  si 
appoggiano  ad  una  stessa  retta,  C  sarà  un  complesso  speciale. 

i)  il  teorema  h)  può  enunciarsi,  dicendo:  una  congruenza 
lineare  abcd,  ed  un  raggio  e  non  appartenente  ad  essa,  indi- 
viduano un  complesso  lineare  C. 

Se  la  congruenza  è  iperbolica,  di  direttrici  p ,  q,  questa  pro- 
posizione coincide  con  quella  del  n.o  220,  wi);  poiché  p ,  q  sono 
polari  nel  sistema  nullo  II  relativo  a  C  ;  mentre  e ,  e  tutte  lo 
rette  che  si  appoggiano  sl  p  ,q ,  sono  rette  doppie  in  II. 

k)  Date  5  rette  abcde,  non  appartenenti  ad  una  stessa  con- 
gruenza lineare,  e  tali  che  due  a  ,  b  giacciano  in  un  piano  f, 
e  due  altre  e  ,  d  giacciano  in  un  altro  piano  6,  che  non  passi 
pel  punto  ab,  è  individuato  il  complesso  lineare  C^  che  ha  in 
abcde  5  dei  suoi  raggi. 

Di  vero,  indicando  con  7? ,  /)  i  punti  ab  ,  ed,  le  rette  BD^'pò 
saranno  polari  nel  sistema  nullo  II  relativo  a  C  ;  e  quindi  sa- 
ranno le  direttrici  ,  che  individuano  una  congruenza  lineare 
(della  quale  abcd  sono  4  raggi).  Dunque,  tale  congruenza  ed  il 
raggio  e  individuano  C  [i)]. 

7)  Se  I,  è  un  involuzione  rigata  iperbolica,  i  cui  assiT,v' 
sono  due  rette  polari  distinte  di  un  sistema  nullo  R,  ogni  omn- 
grafia  assiale  non  involutoria  Q,  ^  che  è  commutativa  con  I|  » 
ma  non  ha  1,  per  involuzione  unita,  avrà  r  ,  r'  per  rette  unite, 
e  sarà  commutativa  con  W.  Inoltre,  V involuzione  unita  I  di  Q 
[alla  quale  si  ap2)oggia  l^  (201  ,  h)]  è  pure  commutativa  con  li. 
Di  vero,  dovendo  Q  trasformare  I|  in  I,,  dovrà  trasformare 
ciascuno  degli  assi  di  1,  neir  altro  asse,  o  in  se  stesso;  perchì* 
r  ,  r'  sono  rette  dì  punti  e  piani  uniti  in  I,.  Ma,  nel  primo  caso 
qualunque  retta  a,  unita  in  II,  e  che  seghi  V  una  r  delle  rette 
r ,  r'  coiTispondentisi  involutoriaraente  in  lì,  segherebbe  anche 
r  altra  r',  ed  i  punti  ra  ,  r'a  si  corrisponderebbero  involutoria- 
mente  in  n  :  sicché  II  sarebbe  involutoria  (200,  e)  ;  contro  l' i- 
potesi.  Dunque  r  ,  r'  sono  rette  unite  di  II. 

Inoltre  se  s' indichi  con  r,  un'  altra  retta  unita  di  Q  che  non 
si  appoggi  ad  r  ,r',  e  con  r\  la  sua  polare  in  II,  le  rette  rr^rtr/ 
saranno  generatrici  di  una  schiera  rigata  K  (220,  k):  e  poiché  r/i'i 
sono  rette  unite  di  II,  tale  sarà  pure  r\  (200 ,  f);  o  quindi  II 
sarà  (198  ,  e)  commutativa  anche  con   1'  involuzione  rigata  di 
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;issi  r,  ,  r'|.  Ma  se  s  ,  s^  sono  le  rette  che  si  appogi^iano  ordi- 
natamente alle  coppie  di  rette  rr'  j  r,/,,  e  passano  per  un  punto 
arbitrario  il/,  mentre  «' ,  8\  sono  le  corrispondenti  di  »  ,  s,  in 
Q,  anche  s'  ,  8\  si  appoggeranno  rispettivamente  ad  rr' ,  r,r',; 
e  le  rette  ss^s's^  saranno  doppie  in  Fl^  e  perciò  i  punti  &\s,^J/', 
s's\~M'  saranno  poli  dei  piani  s«,^x  ,  s's\=[k^  in  IT.  Dunque  IT 
trasforma  II  in  II. 

In  fine  le  rette  r  ,  r',  unite  in  IT,  sono  rette  doppie  di  I,  ossia 
I  si  appoggia  ad  I,  (201,  h):  e  poiché  n  trasforma  II  in  IT,  tra- 
sformerà ancora  (222,  d)  I  in  I. 

vi)  Una  data  omografia  assiale  IT  é,  in  infiniti  modiy  il  pro- 
dotto di  due  sistemi  nulli  II,  ,  IT^,  le  cui  rette  doppie  comuni  sono 
le  rette  unite  di  IT  (eccetto  gli  assi). 

In  fatti,  la  congruenza  lineare  €,2,  che  ha  per  raggi  le  rette 
unite  di  0  (eccetto  gli  assi  di  Q  ,  se  questa  è  iperbolica),  ed 
un  raggio  non  appartenente  a  C,2,  individuano  [l)]  un  complesso 
lineare  C,  il  cui  relativo  sistema  nullo  indico  con  IT^.  E  se  M,M' 
sono  due  punti  qualunque  che  si  corrispondono  in  II ,  sarà 
MM'=m  una  retta  unita  di  II:  e  quindi  sarà  rn  una  retta  doppia 
di  II,,  e  il  piano  polare  pi  di  Min  IT,  passerà  perciò  per  m.  Con- 
ducendo poi  per  3/',  nel  piano  ;/,  una  retta  n  distinta  da  m,  la 
congruenza  C,2?  ®  ^^  maggio  n,  individuano  un  altro  complesso 
lineare  Cg,  il  cui  relativo  sistema  nullo  indico  con  ITjj:  sarà  pi  il 
piano  polare  di  M'  in  FI,.  Ma  il  prodotto  nn,  è(222,  ò)  un'omo- 
grafia assiale  n',  che  ha  per  rette  unite  (eccetto  gli  assi)  i  raggi 
di  C,,,  e  che  ha  pure  evidentemente  il/,  M^  per  punti  corrispon- 
denti. Dunque  (201, 7?0  n'  coincide  con  TI. 

?i)  Se  le  rette  doppie  di  un'involuzione  rigata  I  (esclusi  gli 
assi)  sono  i  raggi  di  una  congruenza  lineare  contenuta  in  un 
dato  complesso  lineare  C,  il  cui  relativo  sistema  nullo  indico 
con  IT,  sarà  IT  commutativo  con  I,  ma  non  sarà  commutativo 
con  alcuna  delle  omografie  assiali,  che  hanno  1  per  involuzione 
unita. 

Di  vero,  Il  trasforma  1  in  1  ;  perchè  le  rette  doppie  di  I 
(esclusi  gli  assi)  sono  retto  doppie  di  IT^  ed  I  è  individuata 
(200,  a)  dalle  sue  rette  doppie. 

Ora^  se  un'  omografia  assiale  Q  (non  involutoria),  d' involu- 
zione unita  I,  fosse  commutativa  con  IT,   determinando   un  al- 
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U'o  sistejim  nullo  IT'  [m)]  tale  eho  il  prodotto  ITU'  àia  Q  ,  bi 
avrebbe  rr^lTfì^QIT;  e,  poichc  IV  è  iiivoluloriaj  m  avrcbbi* 
pare  1I=12~UI.  Dunque  dovrebbe  essere  S[T^11"^II,  e  quindi 
li  ^  0~'  ;  ossia  Q  sarebbe  involutona:  contro  ripetevi. 

o)  Dal  n.o  215,  g),  h)  si  li  a  chei  se  0  ò  una  omografìa  as- 
sialcj  i  cui  assi  r  ,  r'  sono  rette  doppie  dì  un  sistema  nullo  IK 
ed  I  e  un'involuzione  rigata,  i  euì  assi  «  ,  s'  sono  rette  polari 
distinte  di  II  ,  Q  ed  I  trasformano  II  in  11-  Ed  è  facile  dimo- 
strare cliCj  se  una  omografia  as&iale  Ùj  di  usui  p  ,  q,  trasfttrfhi 
li  ih  sistema  nullo  II  in  TI,  le  ratta  p  ,  q  itaranno  rette  doppi*' 
iu  IIj  se  0  7ion  è  involutoria;  e  m  0  h  involatona,  mivanno 
p  j  q  rette  doppie/ o  rette  polari j  iti  IT, 

Generalizzando  quindi,  noi  chiameremo  coppia  di  rette  dop- 
pie {rtaìi  0  immaginarie)  di  un  sistema  nullo  n,  rinvoluzione 
unita  di  ogni  omografìa  assiale  (non  involutoria)  commutativa 
con  IT;  e  cojypia  di  rette  polari  (rt^aìi  o  immaginarie)  di  IT  ogni 
involuzione  rigata  commutativa  con  TT^  e  che  non  sìa  involu- 
zione unita  di  un'omografia  assiale  (non  involutoria)  commuta- 
tiva con  JI. 

p)  Dal  teorema  l)  sì  trae,  che  ogni  cùppia  ì  di  rette  tm- 
maginarìe^  le  quali  si  appoggiano  a  due  réite  polari  r  ^  r'  di 
un  si^^tema  nullo  11,  è  una  coppia  di  rette  doppie  immaginarie 
in  U  [clV,  220,  6),  5.^>]ì  e  nel  n/J  201,  k)  si  ha  il  modo  dì  eo- 
stmirc  tali  coppie  I  di  rette  imniaf^fìnanéj  clic  si  appoggiant> 
alle  pulari  r  ,  r'  di  II. 

D'altronde,  se  un'involuzione  rigata  1  rappresenta  due  rette 
doppie  immaginarie  di  U,  non  ogni  retta  doppia  di  I  è  pure 
retta  dojipia  dì  II:  poiché  in  contrario  [n)]  rinvoluzione  1  nip- 
prcsenterebbe  due  rette  i)olari  immaginarie  di  II,  8e  quindi  r 
è  una  retta  doppia  di  I,  la  cui  polare  r'  in  IT  è  disti uta  da  r, 
sarà  r'  mvaltra  retta  doppia  di  I,  ed  I  si  appoggerà  ad  r  ,  r\ 
Bieche  tutte  le  coppie  di  rette  doppie  immaginarie  di  H  sì  ot- 
tengono nel  modo  qui  sopra  indicato. 

q)  Dal  teorema  n)  si  ha  poi  la  costruzione  delle  coppie  I 
di  rette  polari  immaginarie  di  una  polarità  nulla  fi,  quando 
si  suppone  ellittica  Tinvoluzione  rigata  L--Ciò  risulta  evidente, 
osservando  che,  una  congruenza  lineare  cllittieaj  ed  un  raggio 
non  appartenente  ad  essa,  individunno  [f)\  un  complesso  lineare. 
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mentre  due  complessi  lineari  si  corrispondono  in   infinite  orao- 
fi^rafte  [220,  e)  2.o];  e  che  perciò  nel  complesso  lineare  relativo 
a  II  esistono  infinite  congruenze  lineari  ellittiche,   i   cui  raggi 
saranno  le  rette  doppie  delle  involuzioni  ellittiche  I. 

r)  Data  una  coppia  I  di  rette  polari  immaginarie  di  vn 
sistema  nullo  il  [o)],  ogni  retta  reale  m,  che  si  appoggia  ad  I 
(cioè  ogni  retta  doppia  di  I),  è  una  retta  doppia  di  II  [cfr. 
n.o  220,  b),  2.0], 

Di  vero,  se  m  non  fosse  una  retta  doppia  di  II,  siccome  IT 
e  commutativo  con  I,  esso  trasformerebbe  m  in  un'  altra  retta 
doppia  w'  dì  I.  In  conseguenza,  un'omografia  assiale  qualunque 
fl,  d'involuzione  unita  I,  sarebbe  commutativa  con  Tinvoluzione 
rìgata  di  assi  r  ,  r';  quindi  [l)]  sarebbe  Q  commutativa  con  TI, 
e  perciò  I  rappresenterebbe  una  coppia  di  rette  doppie  di  II  : 
contro  l'ipotesi. 

s)  Una  coppia  r  ,  r'  di  rette  2^^^^^^  rtali  di  un  sistema 
nullo  II,  ed  una  coppia  I  di  rette  polari  immaginarie,  costituì- 
scono  un  gruppo  (201,  e). 

In  fatti,  le  rette  doppie  di  I,  che  si  appoggiano  alla  retta  r 
(che  non  è  retta  doppia  di  I),  costituiscono  una  schiera  rigata 
R\  e  si  appoggiano  ad  r',  perchè  esse  sono  pure  rette  doppie 
di  IT,  ed  r'  è  polare  di  r  in  TI.  Dunque  la  I,  e  1*  involuzione 
rigata  dì  assi  r  ,  r%  hanno  la  schiera  R  di  rette  doppie  comuni; 
e  perciò  formano  un  gruppo  (201,  e). 

Questo  teorema  è  l'estensione  di  quello  del  n.o  220,  k), 

Esercixii. 

1.  Dati  iu  un  piano  due  quadrangoli  ADCD  ^  AR^C'D* ,  e 
posto  AB'CL=U ,  AC'DB^G  ,  AD'BC=F ,  AD^-CD'^JV, 
AC''D'B'=G'  ,  AD''B'C'=F^,  i  tre  punti  BB'  HH\  CC'-GG', 
DD^'FF'  giacciono  per  diritto.— E  dati  due  pentaedri  ABC  DE, 
AB'C'B'E'y  e  posto  ABCDE=K,AC'DEB~IIAD'EBC=G, 
AE'BCD^Fj  AB'-  C'D'E'=K\  AC'-D'E'B'^ir,  AD''E'B'C'^G\ 
AE''B'C'D'=F',  i  quattro  punti  BB'KK^  CC'HH\  DD'-GG', 
UE'FF'  sono  situati  in  un  piano.  —  Teoremi  duali. 

2.  Se  la  intersezione  dei  sostegni  e  ,  o'  di  due   dati   sistemi 
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piahì  fiinn^rtitìei  [cj  ,  [a'J  è  una  retta  unita,  quale  ùnte  geometrico 
cristi tuitìcono  le  rette,  die  congiuiigono  i  punti  corrispondenti   «lì 

:i,  Dati  (hin  sÌHtvmi  piani  jc)  ,  [g'J,  correlativi  e  sovrapposti 
((  pur  no^  fc!i  può  dedurre  1^  uno  datraltrOj  mediante  un'altra  si- 
mi  II'  cori'eluzione  data^  e  un  numero  fìnito  di  proiezioni  e  sseìodì. 

4.  St't  essendo  i%  kj  n  tre  numeri  interi,  si  ha  ij~k^O  (mod. 
«},  I0  pott*ii7.e  0'  j  Q^  di  un'omografia  (Iduaria,  ternaria,  a  qua- 
ternaria) 12,  ciclica  di  ordine  «,  sono  due  omografie  cicliche  in- 
verse. 

5.  Se  rt|a2^3—  ^^^o  rette  successivamente  corrispondenti  in 
un'omografia  quaternaria  0,  e  se  a|  ,  a^  sono  sghembe,  in  quali 
rasi  rt,rtj,rtj,...  formano  una  schiera  rigata  ? 

6.  Dati  in  due  piani  0  ,  e',  sovrapposti  0  pur  no,  rispettiva- 
mente le  coppie  di  punti  AB  ,  A'B\  vi  sono  due  coppie  di  sistemi 
piani  simili  [e]  ,  [e'],  in  cui  A  ed  A\  B  e  B'  si  corrispondono  : 
^ie  ne  dimanda  la  costruzione. 

7.  Se,  in  un  a  quadrispigolo  (o  tetraedro)  completo,  due 
facce  (0  spigoli)  sono  _]_  agli  elementi  opposti,  le  altre  due  facce 
{0  gli  altri  due  spigoli)  sono  pure  _L  tra  loro. 

8.  Dati,  in  una  polarità  ordinaria  IT,  un  punto  non  unito  A, 
l'I  un  piano  ^,,  non  appartenente  ad  ^4  e  distinto  dal  piano  po- 
lare a  di  Ay  la  stella  [A]  ed  il  sistema  piano  [3,]  saranno  riferiti 
correlativamente  tra  loro,  se  a  ciascun  piano  [X  di  [.4]  si  farà  cor- 
rispondere in  [3,]  il  punto  3/,,  nel  quale  ?,  è  segato  dalla  retta, 
elle  congiunge  il  polo  2^,  di  ^,  al  polo  M  di  |i. — Teorema  duale. 

9.  Le  4  altezze  a,  6,  e,  d  di  un  tetraedro  ABCD  formano  in 
tjf'ììende  un  gruppo  di  rette  :  e  le  J_  a',  6',  e',  d'  ai  piani  dei 
\JBCD,  ODA,  DAB,  ABC  nei  punti  delle  altezze  di  questi  r;-, 
SDuo  generatrici  di  un  gruppo  incidente  al  gruppo  ahcd. — Si  esa- 
minino i  casi  particolari  (}), 

10.  Date  due  omologie  in  un  piano  (o  in  una  stella),  o  due 
omologie  quaternarie,  quali  sono  le  omografie  commutative  con 
entrambe  le  date  omologie  ? 


(^)  Le  minime  distanze  tra  le  ahcd  prese  a  2  a  2  sono  |    ai 
{]  spigoli  del  tetraedro.. 
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IL  Indicando  con  a\  h\  r^  ì  lati  Afì^  BC,  CA  cU  un  V  ^S^^^ 
1  inique  ABC^  ecl  assunti  arbitrariamente  nel  piano  e  del  y  \x\\ 
punto  D^  non  appartenente  ad  alctuio  dei  Iati  n\  b\  c\  ed  una 
retta  d\  non  appartenente  ad  aìctmo  dei  vertici  ABCj  il  qua- 
drato della  correlazione  r^    tiifit    è    un'omografia    ciclica    di 

vì-^  ordine.  — Indicando  poi  con  n\  h\  c\  cV  i  lati  AB^  BC^  CA 
AD  di  tin  quadrangolo  piano   qualunque  ABCDj  il  quadrato  della 

correlazione  F^^   ^j^  n*  ^  un*omografia  ciclica  di  4.°  ordine* 

12.  Dato  un  quadrangolo  piano  ABCDj  si  ponga  AB-CD^Ìf, 
ACJJB^G^  BVGHb^  Uj  ADGU^  F,  ed  assunto  un  punto 
qualunque  J/  nel  piano  0  del  quadrangolo,  ai  proietti  J/dai  ver- 
tici A  j  C  ìa  Mik  j  Me  sulla  retta  BIJ.  Poscia  si  proiettino  ordi- 
natamente da  F,  f/  i  punti  Mx  ,  Me  in  M\  ?  J/ 'e  sulle  rette  ABj 
CD.  Al  variare  di  31  sul  piano  ff ,  qnegto  punto  e  Ja  riatta 
M\M'c  ^  *ft'  descrivono  una  correlazione  Vj  il  cui  quadrato  è  una 
omografia  ciclica  di  4,^*  ordine. 

13.  Di  due  dati  sistemi  omografici  qua  ternari  i^  Funo  può  de- 
dursi  dal  Tal  Irò,  in  infiniti  modi,  mediante  due  omografìe  as>siali 
ed  un'omologia. 

14.  Se  rr*  ^  m^  sono  due  coppia  di  rette  polari  in  una  pola- 
rità ordinaria  11^  indicando  con  Ìì/i^SaS"' i  centri  delle  in  voi  uzii  ini  ^ 
che  n  determina  ordinatamente  in  rr*m\  sarà  /^/k'**S^S"  il  eentro 
0  di  II  ;  e  quindi,  se  rr'  ,  m^  snno  due  coppie  di  spigoli  opposri 
di  un  tetraedro  antoreciproco  in  0,  e  7',  T^  i  centri  delle  invo- 
luzioni, che  TI  determina  sugli  altri  due  spigoli  t  ^  t*  del  tetrae- 
dro, la  retta  TT^  passerà  per  0* 

15-  Un'omografia  assiale  può  considerarsi,  in  infiniti  modi, 
come  il  prodotto  dì  due  altre  omografie  assiali, 

16.  Se  due  rette  si  corrispondono  nelle  due  involuzioni  ri- 
gate, che  hanno  per  coppie  di  assi  due  coppie  di  spigoli  opposti 
di  un  dato  tetraedro j  esae  si  appoggiano  agli  altri  due  spigoli  op- 
posti del  medesimo  tetraedro. 

17.  Se  {A^A^A^)  ,  {B^BJÌ^)  sono  due  cicli  di  nn'  omografìa 
piana  flj  ciclica  dì  3.^  ordine^  i  ^A^A^aA^  ^  B^B^J},^  gono  omolo- 
gici in  tre  modi  differenti  ;  e  i  tre  centri  di  omologia  CX^^^w  ^^'^' 
stìtuiseono  un  terzo  ciclo  di  0.  tale    «Le    i    yA^A^A^^^^  B^B^B.^^ 
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C^C^C^  sono  omologici  a  due  a  due,  e  coi  centri  di  omologia  nei 
vertici  del  terzo  vy.  Quando  avverrà  che  questi  V  saranno  omo- 
logici in  4  modi  differenti  ? 

Si  dimostri  il  teorema,  partendo  dalla  relazione  A^(A^A^B^B^7\ 
A^{A^A,B^B^)  A  A^{A,A^n^B;), 

18.  Dato  un  tetraedro  ABCD^a^'^òy  sono  definite  7  omo- 
grafie involutorie;  cioè  le  4  omologie  armoniche,  che  hanno  per 
centri  i  vertici  ABCD  e  per  rispettivi  piani  di  omologia  le  facce 
opposte  a^YO,  e  le  tre  involuzioni  rigate,  che  hanno  per  coppie 
di  assi  le  tre  coppie  di  spigoli  opposti  del  tetraedro  stesso.  Ag- 
giungendo a  queste  l'omografia  identica,  si  ha  un  gruppo  di  8  o- 
mografie  tali,  che  il  prodotto  di  un  numero  qualunque  di  esse 
(anche  non  distìnte)  coincide  con  una  delle  stesse  8  omografie; 
gruppo,  che  perciò  dicesi  chiuso.  Inoltre,  se  dì  un  punto  qualun- 
que M  si  costruiscono  i  coniugati  in  ciascuna  delle  prime  7  omo- 
grafie, il  punto  Mj  e  ì  7  cosi  rinvenuti,  saranno  i  vertici  di  due 
tetraedri,  che  formano  con  ABCD  un  sistema  desmico  [cfr.  eserc. 
29  a  pag.  438].  In  fine,  se  di  una  retta  arbitraria  m  si  costrui- 
scono le  coniugate  nelle  suindicate  prime  7  omografie,  w  e  le  7 
rette  cosi  rinvenute,  costituiscono  due  gruppi  di  4  rette,  l'uno  in- 
cidente all'altro. 

19.  Se  due  coppie  Aa,  Bb  (o  tre  Aa,  Bb,  Ce),  di  punti  e 
rette,  sì  corrispondono  involutoriamente  in  due  dati  sistemi  piani 
[o]  ,  [o'],  correlativi  e  sovrapposti,  e  se  a  ,  &  non  passano  ordina- 
tamente per  A  j  B  (o  8e  Oj  b,  e  passano  rispettivamente  per  A, 
Bj  C),  ì  sistemi  [e]  ,  [e']  sono  in  relazione  involutoria. — Si  esten- 
dano queste  proprietà  ai  sistemi  correlativi  quaternarii. 

20.  Nell'omografia  assiale  iperbolica  0,  di  assi  r  ,  i?,  i  piani 
limiti  sono  \\  ad  r  ,  Sy  e  l'uno  dista  da  r  per  quanto  l'altro  dista 
da  /f,  ma  in  senso  contrario.  —  Se  lì  è  parabolica,  o  ellittica  V 

21.  Dati  un  sistema  piano  [e]  ed  una  stella  [^^'j  ,  omogra- 
fici tra  loro,  in  qual  caso  si  possono  disporre  in  posizione  pro- 
spettiva ? 

22.  Una  data  omografia  ternaria  (o  quaternaria  che  ha  almeno 
un  punto  unito  reale)  si  può  considerare,  in  infiniti  modi,  come 
il  prodotto  di  due  (o  tre)  omologie. 

Da  questo  teorema  si  trae  un'altra  dimostrazione  di  quello  con- 
tenuto nel  n.o   198,  fi). 
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23,  Be  m  j  ti  (m  >  n)  sono  riapettivamente  gii  ordini  dì  dne 
oraognifie  Q,  ^  Qj,  j  cicliche  e  commutative,  si  ha  {UtQ^y^B^iì^"*"* ^ 

24.  Una  polarità  piana  TT  è  individuata, 

a)  da  un  V  autoredproco  ABC\  e  da  nnVinvoluzione  (ri)  di 
II,   il  cui  sostegno  d  non  pa^sa  per  alcuno  dai  vertici  ABC'^ 

h)  da  due  rette  reciproche  r  j  r^,  e  dalle  involuzioni  (r)^  (r,ì 
di  n; 

e)  da  due  rette  non  reciproche  r  ,  r,  ,  dalle  involuzioni  (r) , 
(1*1)  di  II,  e  dal  polo  R  di  r  [necessariamente  situato  wulla  polare 
h  del  punto  rr^^Ifj  la  quale  cougiung^  i  coningati  ^'  ,  //',  di  H 
in  f  r)  ,  (r,)|  ; 

f/)  da  un  punto  non  unito  iì?^  ,  dalla  sua  polare  r^^  dall*  in- 
voluzione (rj  di  [1  (non  parabolica) ^  e  da  due  punti  reciproci 
M,  M'; 

e)  da  un  punto  unito  R^j  dalla  sua  polare  1%,  dalla  prò  ietti  - 
vita,  che  n  determina  tra  i  ragj^i  del  fascio  (/?,)  e  i  punti  della 
pu aleggiata  (r^),  e  da  dna  punti  reciproci  3/,  J/'^ 

/)  da  due  coppie  Aa,  hh  di  poli  e  polari,  e  da  due  punti  re- 
ciproci Jf ,  M^  \ 

g)  da  un  y  autoreciproco  ABC^  e  da  due  coppie  MM%  XX* 
di  punti  reciproci, 

La  dualità  nel  piano  dà  altrettante  novelle  individua^/mni  della 
polarità  piana  IL 

a)  Se  IJ  j  M^  sono  1  coniugati  dai  punti  d-BA^^L^  d  VA^M 
neirinvoluzione  {d}^  saranno  CL\  BM'  le  polari  di  /j,  M[  e  quindi 
CL'-  BM'^D  aarà  il  polo  di  d,  e  si  rientrerà  nel  n.*^  205,  h). 

h)  Bìteuendo  le  notazioni  usjate  in  e),  per  una  retta  qualun- 
que «ij  costruendo  i  coningati  IJ  ,  L\  dei  punti  mr,  niì\  in  (r}^  {i\)f 
sarà  H\TJ'irL\^M  il  polo  di  m.  Siccome  poi,  proiettando  (?-,). 
(r)  ordinatamente  da  //'  ,  }{\^  si  bauno  le  involuzioni  (^')j  {^^\) 
di  n,  di  un  punto  arbitrario  M  si  saprà  analogamente  costruire 
la  polare  w*- 

e)  Bieno  L  ,  L'  due  punti  coniugati  in  (r);  e  posto  BL*i\^L^j 
si  determini  il  coniugato  L\  di  L,  in  (r,):  sarà  Z^  il  polo  della 
retta  Lt*L\\  e  quindi  L'//,  *  A=/i',  sarà  il  polo  dì  r,.  In  conse- 
guenza, se  «I  è  una  retta  arbitraria  di  n^  posto  mr^Xj  wir,^iV,, 
e  costruiti  i  coniugati  iV'  ,  X\  di  A^  j  A",  ordinatamente   in   (r)  , 
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(r,\  Bara  JiX' *  Ji^X\^E  M  il  polo  dì  m,  —  Analogameute   si   co- 
struirà ]a  polare  di   un  punto  qualunque. 

d)  Posto  MM*  ^=.  r  j  rr^^  If^  e  detenuiniito  ìt  coHiugato  Ìt\ 
dì  H  ìli  fr|)j  ^arà  ìf\ìk\  la  polare  di  //:  t  quindi  il  punto 
//,  \N ,  ■  r  ^H  //  '  sa  i"  il  r  e  e  [  p  io  co  d  i  //,  8  i  e  e  l  r  è  V  in  v  o  1  u  '/>  ione  (  r  )  %U  lì 
verrà  dofinitit  dalle  coppie  3/J/'  ,  HH'  di  punti  reciproci,  e  si 
rieutrerà  in  e)* 

Ni  uno  dei  |Miun  M  ,  3/^  deve  appartenere  ad  fi^  ,  o  r,  ,  altri- 
menti il  problema  è  assurdo  o  itidt^t  ermi  nato:  ma  possono  M  ^  M* 
e^Hore  allineati  con  i^,. 

r)  Sìeno  Mfj2i\  i  punti  di  (rj  corri apo udenti  ai  raggi  i^|Ji, 
A',.l/'  di  (fii)j  os^sia  i  poli  di  /^|3/ ,  R^M^i  ìiarauno  M^M'  ^  m^f 
A[\Me=e  m^g  le  poi  ari  di  J/ ,  J/' ;  e  quindi  m^  ,  m\  e  la  retta 
MM'^r^  costituiranno  un  y  auto  recìproco  di  IT.  Hiccbè  II  sarà 
Indii'-j dilata  da  questo  9  autorociproco,  0  dal  punto  R^  con  la  sua 
polare   r^. 

Si  noti  elle  quanto  è  qui  detto  si  applica  anche  al  caso  conside- 
rato in  d);  poiclièj  p-  e.,  il  p«il(»  della,  retta  Ii^M è  il  coniugato  del 
punto /^i5rr,  neirinvolnzione  (r,)  di  IT.  Si  fiiccia  un'osservazione 
analoga  alla  pret^edente  in  ff). 

f)  Poato  AB^^e  f  ca^A'  j  ch^Blì* ^  è  definita  T  involustonis 
{r)  =  'AA'  ,  BE']  di  JI:  e  posto  MM'  =  d  ,  dc~N ,  a^C,  e  de- 
terminato il  coniugato  N'  dt  A"  in  (r),  sarà  CN'*d^£N^  un  punto 
r(*ctproco  di  N^  e  l'involu/done  ((/)^|j1/3/' ,  AWj  di  K  sarà  indi- 
viduata, (Sicché  si  rieutrerà  in  e). 

if)  lì  al  teorema  del  n,*^  72,  h)  si  trae  che,  le  polari  di  un 
punto  quahtnquH  N,  ri^peffo  a  tuttti  le  polarità^  che  hanno  lo  ste^Ho 
y  mttoreciprocù  ABf.',  e  gli  slem  pittili  veri  proci  M  ,  M'  con  cor- 
rono  in  un  mede  sì  ma  pmtto  O. 

In  fatti,  posto  AM-  BC^IK  BM-  CAbzE.  AX^  BCbF,  BX^  CA^0\ 
eil  assunta  un'arbitraria  retta  «*  di  M^  per  polare  di  3/^  sarà  ni- 
di viduata  una  fi,  deU*^  polarità  in  esame  j  0  posto  vi- IÌV  1^:2  J)\ 
^m*  €A^E-^E\  n  avranno  in  ì^^i  BC  ,  DD\,  Ì^^CÀ  ,  EE*\  due  in- 
voluzioni di  li,,  E  se  F'  ,  (J^  SODO  ì  coniugati  di  F  ^  U  in  I,  ,  J^^ 
saraniHJ  F' ,  G'  i  poli  di  AF  j  BG  i  e  quindi  sarà  F*G*^£^ti  la  po- 
lare del  punto  AF*  BG-  :X.  Mu,  al  variare  di  «i,  i  punti  IJ\  F* 
generano  una  proietti  vita  noi  punti  uniti  B  ^  (\  mentre  E*^  f/'  g*^- 
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nerano  una  proiettività  coi  punti  uniti  CjA;  e  quindi,  poiché 
D'  ,  F'  descrivono  punteggiate  proiettive  di  centro  3/',  ne  segue 
che  P'  ,  G'  descrivono  due  punteggiate  proiettive  col  punto  unito 
Cj  ossia  due  punteggiate  prospettive.  Dunque  n  passerà  per  un 
punto  fisso  O. 

Costruito  dunque  questo  punto  0  (mediante  due  posiisioni  M'A, 
M'B  di  m)  ,  sarà  N'O  la  polare  di  N  nella  polarità  che  ha  ABC 
per  V  autoreciproco,  ed  MM^  ,  AW  per  coppie  di  punti  reciproci. 

Se  0  coincide  con  A"',  questa  polarità  sarà  indeterminata. 

25.  Se  ABCD  ,  A'B'C'D^  sono  due  tetraedri  autoreciproci  in 
una  polarità  ordinaria  IT,  proiettando  da  due  spigoli  qualunque  dei 
due  tetraedri,  p.  e.  AB  ^  A*B\  i  4  vertici  non  situati  sopra  questi 
spìgoli,  si  ha  'aB{CDC'D')7:'À^\CDC'D')]  e  seABCD  ,  A'B'C'jy 
sono  due  tetraedri  polari  reciproci  in  una  polarità  quaternaria  H, 
mentre  r  ,  r'  sono  due  rette  polari  di  TI,  delle  quali  r  non  seghi 
alcuno  spigolo  del  tetraedro  ABCDe  quindi  r'  non  sega  alcuno 
spigolo  di  A'B'C'D',  si  ha  la  relazione  r(ABCD)7:r'{A'B'C'n'). 

26.  Dati  due  spazii  correlativi  a  tre  dimensioni  1,1'  coi 
punti  limiti  al  finito,  esistono  infiniti  tetraedri  in  I  eguali  ai  loro 
corrispondenti  in  1'.  Quando  è  che  questa  proprietà  ha  luogo  pure 
nel  caso,  in  cui  i  punti  limiti  sono  all'infinito? 

27.  Se,  di  tre  sistemi  nulli  distinti  ITi  ,  TT^,  ,  TI3  ,  è  IT3  il  po- 
lare reciproco  di  ITg  rispetto  a  TI,  ,  una  retta  arbitraria  r,  e  le  sue 
tre  polari  r,  ,  r.^  ,  r^  rispetto  a  U^  j  TÌ2  7  H^  ,  appartengono  ad  una 
medesima  schiera  ;  ed  i  tre  complessi  lineari,  relativi  a  IT,  ,  Ilg  , 
IT3  ,  contengono  una  stessa  congruenza  lineare. 

28.  Una  polarità  ordinaria  nello  spazio  TI  è  definita 

a)  da  due  rette  polari  sghembe  r  ,  r,  ,  dalle  involuzioni  (r) , 
(r,)  di  IT,  e  da  due  punti  reciproci  3/ ,  M'  : 

b)  da  due  piani  reciproci  distinti  a  ,  e',  insieme  alle  polarità 
piane  11^  ,  Tlg.  ,  che  n  determina  sopra  0,0': 

e)  da  un  punto  non  unito  A^  dal  suo  piano  polare  a,  dalla 
polarità  piana  IT^ ,  che  IT  determina  sopra  a,  e  da  due  punti  re- 
ciproci M  y  M'  : 

d)  da  un  punto  unito  A,  dal  suo  piano  polare  a,  dalla  pro- 
iettività, che  TI  determina  tra  gli  elementi  della  stella  [^]  e  quelli 
del  sistema  piano  [a],  e  da  due  punti  reciproci  3/,  M\ 
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Ia\  finalità  dà  aUrettanle  diverse  individnazioni  di  una  polarità 
ordinarla  IT, 

a)  Condotta  per  M  Tunica  retta  #r,  che  si  appoggia  ad  r  ^  r,, 
e  determinati  i  coniugati  IV  ^  il\  dei  punti  sr^H  j  sr^^ff^  in 
(r)  T  0*i)t  sarà  }I^fI\^H^  la  polare  di  ji  ;  e  quindi  sarà  s^M*^'^ 
il  piano  polare  di  M,  e  jjl#^M,  un  punto  reciproco  ad  M  (^)  sic- 
ché 81  avrà  in  {v)^\IIII\  ,  MM^\  un  Involuzione  di  II-  Dunque^ 
dato  un  piano  arbitrario  a,  e  determinati  i  coniugati  B\  H\  ^C 
di  OLr^L^B  ,  aì\^3B^  j  a.s^C  in  (r)  ,  (r^)  ^  (*),  si  avranno  in  ì\B\ 
rW^  ,fi|C'  i  piani  polari  dì  B  ^  B^  ,0;  e  perciò  l'intersezione  il 
di  questi  tre  piani  sarà  il  polo  di  otp  —  Analogamente^  ricorrendo 
alle  involuzioni  di  piani  di  IT^  che  hanno  r  ,  r^  ,  s  per  sostegni, 
si  cosìtrnìrà  il  piano  polare  di  un  dato  punto* 

b)  Posto  c^=^,  e  determinati  i  polì  é%  S'  di  s  in  H^-  j  11^, 
saranno  iS''  ,  S  i  poli  di  e'  ^  e  Ju  11,  ed  ^^'iS^^a'  Harà  la  polare  di 
s  in  n^^Dato  qui  udì  un  piano  qualunque  ji,  e  determinati  i  poli 
J/,  ,  M\  delle  rette  |ic^m  ,  [JLoWm'  in  11^.  ,  If^j-,  saranno  iS*M\  ^ 
tSM^  le  polari  di  fn'  j  m;  e  quindi  si  avrà  in  SM^-S*M^^^M  lì 
polo  di  IX* — Analogamente  si  costruirà  il  piano  polare  di  un  dat** 
punto,  ricorrendo  alle  polarità,  che  IT  determina  nelle  steli©  \S], 
f*9'],  e  che  si  deducono  immediataiuente  dalle  date  polarità  ÌT^ ,  Tl^u 

e)  Il  piano  AM3P^a^  segherà  a  in  una  retta  a,  ^  e  V  invo- 
luzione («j)  di  punti j  che  IT^  determina  in  a^  j  sarà  pure  l' invo- 
Inzione  (*i,)  della  polarità  IT^  ,  che  lì  determina  in  ot,-  Sarà  per- 
ciò  individuata  [eaerc,  24^  d)]  la  polarità  U  ;  e  si  rientra  quindi 
in  b). 

e?)  Si  determini  la  retta  m,  del  sistema  [ot],  che  corrii;pondtì 
alla  retta  AME^m  della  stella  \A\:  sarà  ^\/W,  ^^  jjl  il  piano  polare 
di  M  in  li-  Inoltre^  poiché  eli  ogni  punto  iV  di  ^  il  piano  polare 
è  individuato  dal  polo  3/  di  jJt.,  e  dalla  retta  dì  |Gt| ,  che  corri- 
sponde al  raggio  AX  di  [A],  si  può  costruire  (217,  h)  un  tetraedro 


Q)  Costruendo  allo  stesso  modo  due  altre  rette  polai'i  ^  ,  f|,  che 
hì  appoggiano  ad  r  ,  r^  ,  il  tetraedro,  che  ha  in  rr|  ,  ^/,  due  cop- 
pie di  spigoli  opposti,  sarà  autoreciproco  in  IT  ;  e  TT  v^errà  indi- 
viduata da  questo  tetraedro  autoreciproco,  e  dal  punto  M  col  suo 
piano  polare  [jl* 
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.1/AVQ  autorecìproco  in  W,  ì\  quale,  ìti^ieme  al  \mXiUt  A  col  stm 

piano  polare  a,  individua   fT. 

Quanto  è  qui  detto  si  applica  al  caso  conaiderato  in  e).  In  fatti, 

det«rniinando  la  polare  m^  del  punto  AM^OL  in  11^,  sarà  M*m^^\L 

il   piano  polare  di  M  in  0.  Inoltre,  assunto  un  punto  JV  di  (A,   e 

determinaudo  la  polare  ^i|  del  punto  AN*a.  in  Ilg^j   sarà    Mn^   il 

piano  polare  di  A'  in  n* 

Costruire  H,  dando  nn  tetraedro  autoreciproco  A  BUI)  e 

l-o  due  rette  u  ^  u^  sghembe  anche   agli    spigoli    di    ABCD, 

tali  che    sia    t({ABCD}An*{ABCD);    dove    u  ^  u^    saranno    rette 

polari  : 

2,"  una  retta  doppia  u^  sghemba  agli  spigoli  di  A  BOI)  : 
3.0  due  rette  polari  u  ,  !a',  che  si  appoggino  aolo   rispettiva- 
mente ad  AB  ,  CDm 

21Ì,  Dati,  in  un  piano  e,  un  v  ABC^ahc  ed  una  retta  s,  ed 
assegnati  in  s  due  punii  U^  ,  U^  f  si  determinino  i  poli  (28,  ti) 
IJ  ^  M*  j  A"'  dei  lati  o  ,  Ò  ,  e  rispetto  al  segmento  f/,  T/^:  le  rette 
AL,'  j  BM^  j  CW'  concorreranno  (28,  h)  in  uno  stesso  punto  f",  ^; 
e  l'armonica  u^^  dì  i;,2  t  rispetto  al  y  J^C  (28,  5),  si  dirà  anno- 
nica-mista  (o  polare-initità)  dei  punti  L',  ,  U^,  rispetto  al  v  ABC. 
Diremo  pure  y  palare  di  U,  ,  rispetta  al  SJ  ABC,  il  y  costituito 
dalle  polari  di  U^  (28^  a)  rispetto  agli  A  Aj  B^  C\  e  questo  '7  è 
omologico  al  y  ^I^C,  col  centro  di  omologia  in  U^ ,  e  con  l'asse 
di  omologia  neir  armonica  di  L>  rispetto  al  y  ABC  Ciò  posto^ 
si  La  che  1.0  *e,  rimanendo  fisso  JJ^j  il  punia  U^  fi  muove  in  s, 
Vartnamca-im^ia  u,^  deacrive  mi  ffucìo  (S),  proietiitm  aìfm  ptin- 
tp4ji]iaia  (s)  generata  da  U^;  2,^  l\trmonÌea*nuMa  dei  punti  U|  ,  8, 
rispetto  ai  S/  ABC f  è  la  retta  s. 

In  fatti,  ponendo  «a^L,  4t/,j*fi^L'^  ^f/i'fi^D|,  /ir^^»«EH/l^, 
il  ginippo  annonieo  II ^  U^LIJ  sarà  proiettato  da  A  sopra  a  nel 
gruppo  armonico  ì)^D^fj!J\  e  questo,  posto  UJJ* * AD^-^^Ai^^^fiLTk 
proiettato  da  U^  sulla  retta  AD^  nel  gruppo  armonico  D^AV^Ai, 
Inoltre,  essendo  armonif^i  i  gruppi  di  raggi  B{A  1)^  f/|/l  j)t  (^{^^  ^%  ^^%  -IfK 
le  rette  A^B  ,  A^C  saranno  le  polari  di  U^ ,  rispetto  agli  >'  B^  C 
del  sj  AD€  \  ossia  saranno  due  dei  lati  del  y  polare  di  U^  ri* 
spetto  ai  y  ABC,  Ma,  se  si  pone  u^^-c^^Pj  è  armonico  il  gruppo 
BCL^'P  (perchè  .IP  è  la  polare  di   U^^  rispetto  ali*  A^l);  e  (joindi 
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ò  armùHien  il  gruppo  ili  raggi  A^{BClJ^P)^  ed  A^P  è    perciò   nn  ; 

lato  del  V  polare  di   U^^  rbpettt>  sa  \j  A^B^C\*Xy\\n^\\^,  deiermi-  I 

nandù  il  V  polare  A,BjC|   di  U|  ,  rinpeifo  al  \j  ABC,  ed  il  X^  pò-  1 

lar&  AjB^Cj  cft"  U^  ,  riìspeUo  ni  y  A,B|C,  -  s^ii*^!  A^B^C^  omologico 
con  ABC,  e  con  l'asne  di  omofonia  Uj^  (poiché  si  può  ragionare 
sui   punti  UjJ/  ,  u^^yV  j  come  si  è   l'atto  pel  ptinco  «,^a  .^  P\. 

Ma^  i  y  omologici  ABC  ^  A^IÌ^C^  doti n lucono  una  polarità  piana 
n  (205,  (7),  nella  quale  i  punti  A  ^  B  ^C  li  armo  pf^r  pulari  ord  ina- 
nimente le  rette  B^C\  ,  (\A^  j  A^B^  ;  e  <juindi  i  punti  L"^  P^  con» 
iiigati  armonici  rispetto  ai  punti  uniti  B  ,  C  di  IT,  sono  punti  re- 
ciproci in  11  (poiché  B  ,  C  sono  i  ptiati  doppi  dell'  involudone, 
che   IT  determina  Bulla  retta  BC]^ 

Dunque  è  IJ^U*A^  la  polare  dì  P\  e  perciò  la  polare  di  U^  pass^a 
per  P:  os«ia,  la  jmlare  di  LL  in  H  coincide  con  la  retta  u,^  (per- 
che  si  può  ragionare  sui  punti  «,^6  ,  u^J^^  come  ai  è  fatto  sul  punto 
H^^U^  P). 

Indicando  quintìi  con  8  il  polo  di  h  in  11,  se  U^  si  muove  nnìh 
retta  «,  la  w,j  roterà  intomo  ad  Sf  descrivendo  (204,/)  uu  fascio 
involutorio  alla  punteggiata  generata  da  t/^;  e  Tarmo  11  ica-minta  dei 
punti  U\  ,  Sj  dovendo  coincidere  con  la  polare  di  JS  in  0,  coinci- 
derà con  .V. 

E  sì  noti  che  /."  se  si  coMtruìHce  il  y  polare  A'^B^C'^  di  U^  ri- 
tipetto  al  9  ABC,  nella  polarità  11%  indimduaia  tiaty  ABC,  A'^B'^C^, 
la  polare  dì  U|  coincide  con  V armonica '7HÌBta  ll,g:  2**^  prendeiidQ 
mila  u,j  un  punio  arbitrario  U^t  l^  armonichc-misie  di  U|  ,  Cj 
e  U2  ,  Ug  pausano  ùrdinatnnienle  per  U*  e  U,  :  3.^  se  U^  coincide 
con  U,  j  la  Uj.i  coincide  con  f  armonica  di  U|  rispetto  al  y  ABC; 
4*^*  le  armornche-miste  dì  Uj  »  U_,  rìspdto  ai  A  X/y  che  si  attengono 
prendendo  a  tre  a  tre  i  4  punti  ABOtF,_j,  mni  le  polari  del  quarto 
punto  rispetto  a  tali  y. 

3Q.  So  il  centro  G  e  Tasse  g  di  un'om:»logia  piana  Ù  non  ai 
appartengono,  ogni  correlazione  T,  n«lla  quale  G  ,  g  si  corrÌ!ipc>n- 
dano  invulutorìamentej  trasformi  0  in  Q"^:  e  viceverdia,  se  V  tr^i- 
sforma  il  in  0'*  ,  G  ^g  ksì  ciìrriisponderanno  involato  riamente  in 
r.  —  Da  questo  teorema  hi  deduce  immediatamente  quello  del 
n."  20*>,  ff)- 

Analogo  teorema  nello  topazio  a  tre  dimensioni, 

3L  tòù  DKFG  è  il  te  trae 'Irò  fondamentale   di    un'  omografia 
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quaternaria  fì,  ogni  polarità  II,  che  ha  DEFG  per  tetraedro  an- 
toreciproco,  trasforma  Q  in  Q"*. 

32.  Se  un'omografia  quaternaria  Q  è  trasformata  in  se  stessa 
da  un'omologia,  Tomografìa  Q  ini  almeno  una  coppia  di  elementi 
uniti  associati  (reali). 

33.  Date,  in  un  piano,  due  omografie  fi,  ,  Q^,  esistono  sem- 
pre infiniti  V)  i  cui  corrispondenti  in  Q,  ,  Qg  sono  omologici:  e 
se  esiste  un  v  ABC,  ì  cui  corrispondenti  A^B^C^  ,  A^B^C^  in  Q,, 
Qjj  sono  l'uno  circoscritto  all'altro,  vi  saranno  infiniti  ^  che,  go- 
dranno della  stessa  proprietà  del  v  yli?C.  Inoltre  se,  essendo  fì,, 
fi 2  ^^^i  <^1^6  sì  possa  costruire  una  terza  omografia  commutativa 
con  amendue  (come,  p.  e.,  se  fi,  ,  fig  avessero  lo  stesso  v  fonda- 
mentale), esiste  un'omografia  fi,  che  è  trasformata  da  fi|  ,  fi^ 
nelle  omografie  fi',  ,  fi'^  commutative  tra  loro,  vi  saranno  infinite 
omografie  proiettive  ad  fi,  che  godranno  della  stessa  proprietà. 

34.  Dati  due  sistemi  quaternarii  correlativi  2)  ,  S',  se  esiste 
in  £  un  tetraedro  T,  il  cui  corrispondente  T'  in  1'  si  può  porre 
in  tale  posizione  da  costituire  con  T  due  tetraedri  Mòbius,  e  se 
indicando  «ìon  T"  ,  -"  le  posizioni  assunte  allora  da  T'  ,  il',  i  te- 
traedri T"  ,  I",  si  corrispondono  involutoriamente  in  1  ,  2",  tutte 
le  coppie  di  tetraedri  corrispondenti  in  I  ,  1',  avranno  la  stessa 
proprietà. 

35.  Date,  in  un  piano,  un'omografia  fi  ed  una  polarità  IT,  il 
prodotto  11  fin  è  un'altra  omografia,  il  cui  y  fondamentale  è  omo- 
logico con  quello  di  fi. 

3G.  Se  ^,i42^3  sono  tre  punti  successivamente  corrispondenti 
di  un'omografìa  piana  fi,  in  tutte  le  polarità  piane  IT,  nelle  quali 

il  V  fondamentale   (      ]  di  fi  è  un  V   autoreciproco,    ed    A^  ,  A^ 

sono  due  punti  reciproci,  vi  saranno  almeno  due  punti  uniti  co- 
muni (reali),  dei  quali  uno  è  A^» 

37.  Se  ABCD=a'^yj  ,  A'B'C'D  =a"fy'ò'  sono  due  tetraedri 
reciproci  distinti  in  una  polarità  ordinaria  FI  (ossia,  se  A'B'C'D' 
sono  ordinatamente  i  poli  dei  piani  a^yò,  e  quindi  a'^'^'ò'  i  piani 
polari  dei  punti  ABCD),  le  4  rette  A  A'  ,  BB'  ,  CC  ,  JJD'  sono 
generatrici  di  una  schiera  rigata,  e  le  altre  quattro  rette  ai\  3'i', 
7T'  ,  oo'  som»  generatrici  di  un'altra  schiera  rigata. 
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Sì  dimostrerà  questt»  teorema,  osservando  da^niriuìn  che,  s*'  i 
re  vii  et  A  j  B  y  C  di  un  y  *^o'*'J  P^f*  ^^^f  piani  ol\  ^*  ,  ^  ?^<^//t'  pf^- 
ìavitù  ordinaria  W^  i  punti  AB--^' ,  BC-oc' ,  CA' f.^  giacetofìo  in 
nna  retta  r  (poiché,  se  il  piauo  0  del  y  ABC  non  passa  pel  ptinto 
a'^Y-^^^'t  P<^^ti>  òa'  =  a'  ,  ^*^Jl*  ,  ò^'^^^S  i  V  ABC ^  a'b'e'  sono 
reciproci  Della  polarità  piana,  che  II  tietermnia  in  5  ;  e  m  ù  passa 
ppr  D\  le  rette  cùngimigentì  D*  ai  punti  AB*Y  i  BC-a*  j  CJ-^' 
formano  con  le  rette  Z>'C,  I?'^  j  /^'iì  tre  coppie  di  raggi  in  in- 
voluzione); mentre  l  piani  Cà'^'  ,  A-^'y'  ?  ^-^^^  paesano  per  ìa 
poìnre  r'  di  r  in  0-— E  si  noli  che  gli  elementi  .4iS('a'^'^',  così 
legati  tra  loro,  e  due  puDti  M  j  M\  definiscono  la  polarità  TT,  nella 
quale  M\  Af  sono  reciproci,  et]  A  HO  sono  poli  ordinatamente  di 
Gt'gY  [©sere.  28,  b),  e)], 

3B.  Se  {S)^ahc. .  (^S')^a,?>,C|,,-.  sono  due  fasci  di  raggi,  ches 
si  corrispondono  in  un'omografia  piana  lì,  gli  assi  dì  co  1  linea- 
zìone  r^^  ,  r^,.„  delle  coppie  di  punteggiato  corrispondenti  (a)  e 
(rti)  ,  (b)  e  {b^)fM.*  costituiscono  un  fascio  (U). 

8e  Q  è  un'omologia  di  centro  G  ed  asse  gj  {a)  e  (a,),  (6)  e  (6,X— 
8ono  coppie  di  piinte^^giate  pros^pettive,  col  comune  centro  G  di 
prospettiva  ;  e  quindi  è  U  il  coniugato  armonico  di  G  ,  rispetto 
ad  S  ^  iSf,. 

Se  0  non  è  omologica,  e  non  è  SS  ^  ima  retta  unita,  considi*- 
rando  i  punti  S^^SS^S^t  che  si  corrispondono  successivamente  in 
Ùj  alla  retta  S^^SxE:^&  corrisponderà  la  retta  BS^^t^^  e  f/|  sarà 
jl  punto  LL—In  fatti,  ai  punti  j$  ,  ta  della  punteggiata  (a)  corti- 
pondono  1  punti  S^  ,  t^a^  della  punteggiata  (a^):  e  perciò  V  asse 
r^  di  colli nea?aone  di  {a)  ,  (a,)  passa  pel  punto  U  d*  intersezione 
delle  rette  S*t^a^^t^  ,  ^S^^la^t. 

S^t  in  fine,  essendo  0  non  omologica,  è  SS  ^^g  una  retta  nnìta^ 
il  cui  punto  unito  associato  sìa  Gj  indicando  con  ll^ì^  tre  raggi 
succesHivsunento  corrit^pondonti  nella  proicttività  caratteristica  jG'I 
di  ùf  ©  tali  che  S  sia  il  centro  di  prospettiva  delle  punteggiate 
e.)  I  Qì)  corrispondenti  in  Q,  sarà  (183,  b)  S^  il  centro  di  prospet- 
tiva delle  punteggiate  (/,)  ,  (/^),  Siccliè,  con  ducendo  per  S  ttna  retta 
arbitraria  ^,  e  posto  al^M  ^  al^'^M^  ,  i  punti  M  ^  3f,  sì  corri- 
sponderanno in  Q  ;  e  quincli  sarà  S^M ^^a^  la  retta  corrispondente 
ad  n  in  Q,  mentre  ad  M\  corrisponderà  in  Q  il  punto  a^^^^^Jj^. 
Dmique,  in  0^  ad  *V  corrisponderà  il/^j  ed  MM^-y^^U ^Vivk  ì\  cen^ 
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tro  di  prospettiva  delle  punteggiate  (Z)  ,  (l^)  corrispondenti  in  Q-, 
e  rimarrà  fìsso  al  variare  di  a.  Ma  la  retta  AfJ/g  è  Tasse  di  col- 
lineazione  r^  delle  punteggiate  (a)  ,  (a,)  corrispondenti  in  Q.  Dun- 
que  r^ ,   al   variare  di  a,  passa  pel  punto  fisso   U. 
Si  noti  pure  quanto  segue  : 

l.o  Dato  il  punto  U,  cui  corrisponda  U^  in  ù  (supposta  non 
involutoria),  è  ^  il  raggio  del  fascio  (Z7),  che  ha  UU^^t^  per 
corrispondente  raggio  del  fascio  (T/,).  Inoltre,  non  potendo  in  ge- 
nerale t  e  t^  corrispondersi  in  doppio  modo,  S  ,  S^  sono  i  soli 
punii  corrispondenti  di  Q,  situati  ordinatamente  in  t^  ,  t]  e  se  le 
rette  t,^tt^t2  si  corrispondono  successivamente  in  (2,  sarà  <_,<,^à\ 
tt2^S^.  Sicché,  dei  tre  punti  S ,  S\  ,  Uy  ciascuno  è  individuato 
dai  rimanenti  due:  e  se  a  descrive  il  sistema  [e],  la  retta  r^  de- 
scriverà un  sistema,  che  costituisce  con  [e]  una  seconda  omografia 
(2,  (e  quindi  con  [a]  una  terza  omografia  Q^):  poiché,  se  a  rota 
intorno  ad  S ,  r^  roterà  intorno  ad  U,  e  viceversa. 

2.0  Le  tre  omografie  Q  ,  Q^  ,  Q^  sono,  a  due  a  due,  commu- 

o       cf   o    or 

tative.— In  fatti,  si  vede,  p.  e.,  che  in  Q=  cy"V>  o  J    si    hanno    le 

corrispondenze  ^Tt'Ì'T^  >  fr^J-Ì'  /,Ì'^Yr  ,  mentre  in  Q/si 

hanno  le  corrispondenze  »t,  ',,*  ;  ed  £2|  trasforma  quindi  la  cop- 
pia di  punti  S  f  S^  j  corrispondenti  in  Q  ,  nella  coppia  di  punti 
U  j  U^  f  pure  corrispondenti  in  Q . 

3.0  Se,  date  due  punteggiate  (5)^.1  Z?C....,  (8^)^A^B^C^...  cor- 
rispondenti in  0,  si  considerano  i  centri  E^  ,  Hj, ,  ...  di  collinea- 
zione  delle  coppie  di  fasci  di  raggi  {A)  e  (^|)  ,  (B)  e  (-B|),...  cor- 
rispondenti in  Q,  i  punti  li^  ,  Jif, , ...  descrivono  una  punteggiata 
(u)]  e  mentre  «  e  «,  generano  Tomografia  £2  ,  «  e  n  ,  5,  e  u  ge- 
nereranno due  omografie  Q' ,  Q"  commutative  con  Q.— Quali  re- 
lazioni hanno  fì'  ,  iì"  con  fì,  ,  £2^? 

4.0  Dati,  in  un  piano,  due  quadrangoli  completi  ABCDjA^Bfi^D^^ 
e  posto  AB'CD=H,  AC-DB^G,  ADBC=F,  A^B^-  C,D,=  II,, 
A^C^^D^B^^G^J  A^D^-B^C^^F^^  i  sei  assi  di  collineazione  delle 
sei  proiettività  ABn7\A^BJf^  ,  CDHaC^DJI^  ,  ACGKA^C^G^, 
DBGaD^B.Gì  ,  ADFaA^D^F,,  BCF-K  ByC^F,  sono  i  lati  di 
un  terzo  quadrangolo  completo. 

^ Misi K  — Geometria  proittUva.  7<5* 
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39.  a)  Le  correlazioni  piane  T,  non  involutorie,  possono  clas- 
sificarsi come  segue: 

1.0  Può  r  avere  un  solo  punto  A,  che  corrisponde  involutoria- 
mente  alla  corrispondente  retta  a',  la  quale  non  passerà  per  A. 

2.0  Possono  esistere  in  T  due  soli  punti  A  ,  B  ,  che  corrispon- 
dono in  doppio  modo  ordinatamente  alle  rette  a'  ,  b'  ;  e  di  queste^ 
a'  è  una  retta  di  B,  che  non  passa  per  A,  e  h^  è  la  retta  BA. 

3.0  Può  T  avere  tre  soli  punti  ABC,  che  corrispondono  in  dop- 
pio modo  ordinatamente  alle  rette  a'b'c'  :  ed  allora^  mentre  ABC 
sono  i  vertici  di  un  y»  delle  rette  a'b'c',  una^  p.  e.  a'  è  il  lato  BC 
opposto  ad  A,  le  altre  due  b',  e'  sono  ordinatamente  i  lati  AB,  AC. 

4.0  Può  un  sol  punto  A  diT  corrispondere  involutoriamente  ad 
una  retta  a',  che  non  passerà  per  A,  mentre  a  ciascun  punto  B 
di  a'  corrisponde  involutoriamente  la  retta  BA  ;  e  noi  diremo  al- 
lora che  r  è  in  polarità  parziale  di  ceìitro  A  e  di  asse  a'  f/). 

5.0  Può  r  avere  due  elementi  A  ,  a'  che  si  appartengono  e  si 
corrispondono  involutoriamente ,  senza  che  vi  sia  in  T  alcun  al- 
tra coppia  involutoria  di  elementi  corrispondenti. 

In  fatti,  dati,  in  un  piano  e,  un  quadrangolo  completo  ABCD, 
due  rette  b'  ,  e',  che  passino  pel  solo  vertice  A  del  quadrangolo, 
ed  una  retta  d'j  che  formi  un  quadrilatero  completo  con  le  rette 

BC  ^a\h'  y  e  ,  si  consideri  la  correlazione  P  ==    7  '  f^^  »    "®^^^ 

quale  si  hanno  pure  evidentemente  le  corrispondenze  .f  f^^  ? 

AB~h        AC  =  c       AD  =  e      j  ,,  ,    .    , 

'/'=  J5'  »     '  '  —  p'  »    'd^  =  E"        conseguenza,  nella  correlazione 

r  gli  elementi  ^  ,  a'  si  cerrispondono  con  permutabilità,  e  al  fascio 
di  raggi  (A)  ^  bce,„  corrisponde  proiettivamente  la  punteggiata 
(a')^B'C'E\..,  Segando  quindi  il  fascio  {A)  con  la  trasversale 
a',  e  ponendo  ea' =  E,  si  ha  BCE  ...  a  B'C^E' 


(^)  Analoga  classificazione  va  fatta  per  le  correlazioni  in  una 
stella. 

Del  resto,  è  quasi  inutile  di  ridire  che  spesso  noi  enuncieremo, 
o  dimostreremo,  delle  proprietà  nel  piano,  che  lo  studioso  dovrà 
trasportare  nella  stella,  mediante  la  dualità. 
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Onì,  m  può  disporre  dei  dati  in  guisaj  a)  che  la  proiettivi tà 
BCE„.aB*C^E\,.  non  sia  involutona»  e  non  abbia  punti  uniti 
reali:  f)  che  sìa  B^  ^  B  (e  quindi  ì/^h)^  ma  che  lai  proietti vitn 
BCE*..  A  BC^E\*.  non  sia  involutoriaj  ed  abbia  B  per  unico  ptinto 
unito:  "f)  che  sia  2^'^-Bj  C^^C  (e  qnindiÒ'^63  c'^c),  senza 
the  ^'  coincida  con  E^  o  fonnì  il  gruppo  armonico  BCEEi  5) 
the  sia  B^^B  ^  C*^C  ,  IS*^Eì  nel  qual  caso  ciascun  punto 
di  a^  corrisponde  involutoriamente  alla  retta,  che  lo  congiunge 
ad   A. 

Dì  qui  segue,  che  in  ninno  dei  casi  a),  ^)j  -y) ,  ù)  la  correla- 
Bìone  r  sarà  invoìritoria;  poiché  nei  casi  a),  f),  7)  vi  sono  ele- 
menti di  r,  che  non  sì  corrìapondono  in  doppio  modo,  e  nel  caf40 
S)  la  punteggiata  (a')  è  prospettiva  al  corrispondente  fascio  (^4) 
di  raggi  ma  in  tutti  i  quattro  cad  considerati^  gli  elementi  Ay  a* 
non  si  appartengono,   &   si    corrispondono  involutoriamente. 

Inoltre^  nel  caso  a),  la  correlazione  P  non  ha  alcun 'al  tra  coppia 
Mm  di  elementi  corri  spondeo  tisi  con  permnt^ibilità.  ^  Di  vero, 
nell'omografia  F^  ^^  Q,  gli  eìenienti  A  ,  «'  sono  evidentemente  u- 
niri  ;  e  poiché  non  si  appartengono  ^  sono  associati.  Ma  ^  in  ?,  a 
B  cornaponde  b[,  ed  a  b'  un  punto  distinto  da  i^  e  da  ò'a'^B'; 
e  perciò  nella  proietti  vita  di  punti  0^- ,  che  Q  determina  in 
rt'  (la  quale  0^-  può  considerarsi ,  come  il  quadrato  nella  pro- 
iettività  di  punti,  che  F  determina  sopra  a'  (^)),  non  vi  è  alcuno 
punto  unito*  Dunque  Ù  non  può  avere  alcun  altro  elemento  nnito 
reale,  oltre  A  ed  fi';  e  quindi  V  ha  ì  soli  elementi  A  j  a\  che  si 
cor r ispo  n  d  0  0  o  2  n v  ohi  t  oriamen  te . 

Similmente  ragionando,  si  prova  che,  nella  correlazione  Vj  pel 
taso  p)j  solo  A  Q  a\  B  B  BA  ^b^  BÌ  corrispondono  con  permu- 
tabilità ;  pel  caso  if)  ^  ciò  avviene  solo  per  le  coppie  A  e  a'  ^  B 
e  BA  ^  6'j  C  e  ÙA  ^  e'  ;  e  pel  caso  5),  ciò  si  verifica  solamente 


(')  Poiché,  in  T,  ad  un  punto  qualunque  M  ài  «'  corrisponde 
una  retta  AM^ ,  che  sega  a*  in  M^  e  ad  J/,  corrisponde  una  retta 
A3fi  che  sega  a'  in  J/*,  noi  diciamo  che  3fJ/,  j  M^M^  sono  cop- 
pie  di  punti  corrispondenti  nella  proiettività,  che  T  determina 
ìfulln  retta  ti';  e  quindi  che  MM*  è  una  coppia  di  punti  corri- 
spondenti nella  proiettività  che  r*-^Q   determina  sulla  retta   h\ 
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per  -4  e  rt^,  e  per  ciascun  jniulo  di  ti',  relativamente  alla  retta^ 
fi  he  lo  con  giunge  ad  A» 

La  i'acil©  costruzione  di  una  correlazione  piana  cLe  sì  trip  vi 
nel  ca»fo  considerato  5.<^  si  lascia  come  esercizio  allo  etudloso* 

Per  dimostrare  poi  compiutamente  Tenunciata  classificazione  delle 
correliizioni  pieine,  non  involutorie^  si  osservi  che  nel  qaadrato  Q, 
di  una  correlazione  piana  ì\  non  involutoria^  (che  è  un'omogralia 
non  identicaì^  non  possono  presentarsi,  che  i  4  casi  considerati 
nnl  n."^*  1B4,  g)^  l,^j  2.»,  S.^  e  ^.«^  e  quello  clellomolo^ia.  Ora  noi 
abbiamo  effeÈtivamente  data  la  costruaione  di  correlazioni  Èali^  che* 
ì  loro  quadrati  sono  le  omografie  considerate  nel  n,^  ISi^  tj),  /,", 
^.",  3.^,  e  r  omologia  j  il  cui  centro  non  giace  euir  asse  di  omo- 
logìa. 

Basta  dunque  provare,  che  Qe^P*  non  può  nn'  omologia  0  cui 
centro   A    giace   sul  l'ai?  se  a\ 

A  far  ciò,  m  rie  orili,  che  per  ogni  coppia  Mm  di  elementi  coi^ 
rispondenti  involutoriaraente  in  P,  e  solo  per  tali  coppie,  si  hanno 
in  Q  un  punto  unito  Àf  ed  una  retta  unita  m.  :  e  che,  se  M  (o  m) 
è  un  punto  unito  (o  mm  retta  imita)  di  Q,  ad  M  (o  ad  m)  cor- 
risponderà involutoriamente  in  T  una  retta  m  (o  un  punto  3/).— 
Qfiindi,  se  0  =  T^  fosse  un'omologia^  il  cui  centro  .4  appartiene 
oliasse  a\  in  F  ai  punti  ABC,  di  a\  uniti  in  ù,  corrìspondereh- 
bero  con  permutabilità  le  rette  a7>'c'"*,  unite  in  U,  e  quindi  a]>- 
partmienti  al  punto  A ,  8e  dunque,  in  T»  ad  un  punto  M  futtri  lii 
a*  corrisponde  la  rett;i  m,  ad  m  corrisponderà  un  punto  M*  (di- 
stinto da  M^  ma  sitnato  sulla  retta  AM^),  e  il  prodotto  della  po- 

UxTìiii    11=    tjt  r       P^^    i^    correlazione    r  :=     t,  t  t     nr*     sarebbe 

r  omologia    Ajyrj  tTf\p^^^^  E  poiché   do\Tebb' essere   Q^P*,  sa- 
rebbe nr^^r*^,  d'  onde  II  =  r  :  contro  V  ipotesi. 

h)  Si  noti  chcy  gè  due  sistemi  piani  vorrelaiivì  [o]  ,  [e']  sono 
in  polarità  parziale  [aj^  i,*'],  di  eentro  A  €  di  asse  a,  e  siftfiicki 
con  P  la  proiezione  ortogonale  di  A  9opra  a,  rotando  Vun  sisitma 
\q*\  di  ISCH^  intorno  alla  retta  AV^  il  sistema  l^^]^  nella  nuova  i^o- 
sizione^  t'ostituirà  con  [a\  una  polarità  11^  nella  quale  A  utra  il 
polo  di  a. 
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Dì  vero,  prendendo  due  punti  /J  ,  C  di  a,  eq^nidis tanti  da  I\ 
ai  punti  A,  B,  C  di  [a]  uorrisponderanno  neUa  nuova  posiaiontì  di 
[o^l  ordinatamente  ]e  rette  BC  ^  CÀ  ^  AB'^  e  quindi  il  teorema  è 
ciimostrflto. 

r)  Poiché  però  ìl  risaltato  della  rotazione  di  [g']  intorno  ad 
AP  si  pHo  ottenere  pure^  moltiplicaDdo  la  data  correlazione  Fi  tra 
fc]  e  [o']y  per  la  simmetria  8  di  aasé  AP^  ne  segue  la  relazione 
r^^  li  ;  d'onde  V  ^Il-S^  Ma  11  ,  S  sono  involutorie.  Dunque  (208^ 
h)  ciascuna  delle  11  ,  ò'  trasforma  V  in  ^"^ 

40*  a)  Dne  figure  uguali  F  ,  F,  i  ossia  due  posizioni  distinte 
tli  una  stessa  fìgura,  m  eorrispondono  in  un'omografia  ternana  (o 
quaternaria)  U,  costituita  da  due  sistemi  congruenti  ;  omografia 
compiutamente  definita  ,  e  die  denominereMO  mommento.  Sicché 
£1  avrà  per  elementi  uniti  associati  la  retta  alV  infinito  g^  (o  il 
piano  alVinfinito  y^)  ed  un  punto  G:  e  noi  chiameremo  G  punto 
nmt9  del  nioinmento* 

h)  Supponendo  dapprima,  che  le  figure  direttamente  uguali 
F  ,  F|  appartengono  ad  un  piano  Oj  ss  ff  è  al  finito^  la  proietti^ 
vita  catutteristica  \G\  di  0.  E  poiché  due  fasci  di  raggi  (JS)^  {*Vj}^ 
corrispondenti  in  Q,  sono  direttamente  uguali,  ed  hanno  |[  i  loro 
raggi  corrispondenti  SG  |  S^G^  ne  segue  che  tutt'i  loro  raggi  cor- 
rispondenti sono  '|.  In  conseguenza  \g^\  è  ridentitàj  ed  0  è  l'o- 
motetia-congruente. 

Dunque,  un  TnoviiuEnto  in  un  piano  può  esmre  sùè&ììuììo  (in  un 
modo  Bolo)  da  una  rotazione  intorno  al  punto  unito  Q  del  movi- 
mrntùj  sse  G  è  al  fiìiitOj  o  da  una  traslazione  —  strisciamento  — 
nella  direzione  di  Cx,  se  Qr  è  aU'infimto, 

e)  Un  fnovimenio  in  una  stella  [S],  di  ceìdro  al  finito  (ossia 
una  roteazione  intorno  ad  un  punto  fisao  S)j  può  essere  sosIiìuììq 
{tn  un  modo  solo)  da  una  rotazione  intorno  ad  un  raggio  fisao 
della  stdla^ 

Di  vero,  !e  figure  F  ,  F|  individuano  due  stelle  nguali,  di  co- 
mune centro  S,  le  quali  si  corrispondono  in  due  sistemi  congruenti 
^  j  I,  a  tre  dimenaionij  che  hanno  quindi  il  piano  airinfinito  g^ 
e  il  punto  S  per  elementi  uniti  associati.  In  conseguenza,  le  due 
stelle  congruenti  hanno  almeno  un  raggio  unito  reale  r  (183,  a)  ; 
ti  1»  rotazione  intorno  ad  r  fa  coincidere  F  con  F,.  Ne  vi   sono 
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altri  raggi   uniti  reali:  poiché  questi  dovrebbero  giacere  nei  ftiani 
uniti  (.Iella  rotazione  (r),  e  questa-  ha  i  piani  uniti  immaginari i. 

d)  Una  rotazione  intorno  ad  una  retta  Jixm  r  (e  quindi  [cj] 
ima  roteazione  intorno  ad  un  punto  fiMo)  è  tn  tjentvale  uìt  amo- 
grafia  Q,  che  ha  la  retta  r  di  punti  uniii,  ed  una  retta  all'  infi- 
Uf'to  s^  di  piani  uniti,  la  cui  giacitura  è  nonnate  ad  r:  ina^  se 
la  rotazione  è  di  due  rettij  Q  è  un'involuzione  rigala  di  assi  r,  s^ 
(ossia  uìia  simmetria  di  asse  r). 

In  fatti,  è  evidentemente  unito  qualunque  punto  S  di  r:  e  quindi 
le  stelle  corrispondenti  (uguali),  di  comune  centro  S^  hanno  per 
elementi  uniti  associati  r  ed  un  piano  p,  il  quale  deve  segare  i 
fasci  uguali  di  piani  corrispondenti  in  Q,  e  che  pajjjsìano  per  r, 
ìli  fasci  uguali  di  raggi.  Dunque  ^  dev'essere  ^  ad  r  ;  e  5,  e  il 
piano  all'infinito  c^,  si  segano  nella  retta  jf^. 

Il  resto  è  evidente. 

e)  Se  il  movimento  è  qualunque,  ossia  seG^a  alcun  punto  fis^ù 
al  finito,  il  punto  unito  G  del  movimento  dev'essere  airinlinito  \ 
e  perciò  vi  sarà  una  retta  unita  r  di  direzione  G^  sulla  quale  Q 
determina  due  punteggiate  uguali.  In  coE^eguenza^  una  traslazione 
di  F,  parallelamente  ad  r,  farà  diventare  r  una  retta  di  punti 
uniti  per  F|  e  per  la  novella  posizione  F^  di  F  ;  e  poscia  una 
rotazione  intorno  ad  r  [d)]  farà  ch'incidere  F^  con  F(. 

Dunque,  un  movimento  qualunque  (aeiiza  punti  fissi)  nello  spa- 
zio a  tre  dimensioni  può  essere  sostituito  (e  in  un  wodo  isolo)  da 
iena  traslazione  parallelamente  ad  una  retta  1%  e  da  una  rotazione 
intorno  ad  r  :  e  questi  due  moviinenti  sono  commutatiin. 

f)  Nello  spazio  a  tre  dimensioni y  Ì  soU  ìnot'imenti  ciclici  ^vtiQ 

le   rotazioni  intorno  ad  un  asse  per  un  a  j  dove  m  ,  n   i§ono 

n 

due  interi  arbitrar ii. 

41.  Quali  sono  le  rotazioni,  che  fanno  coincidere  un  dato  te- 
traedro regolare  (o  cubo)  con  se  stesso  ? 

42.  Se  un  sistema  nullo  IT,  di  aséie  «,  si  moltiplica  per  la 
simmetria  rispetto  ad  una  retta  p  che  sega  ortogonalmente  n^  ii 
prodotto  sarà  una  polarità  paraboloidica  equilatera^  nella  quale 
sono  rette  doppie  la  j9  e  tutte  le  rette  doppie  di  n\  cbe  segano  p 
ortcfgonalmente. 
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4f1.  Se  nn  sistema  rtnlloj  di  asse  n^  sì  molti  plica  anccessivii- 
mente  per  una  simmetriii  'rispetto  ad  uo  punto  arbi tifano  di  rt  (o 
ad  un  piano  qualunque  perpendicolare  ad  a),  e  per  la  rotazione  di 
un  retto  intorno  ad  a,  il  prodotto  sarà  una  polarità  paraboloidica 
di  rotassìone* 

44,  In  un  Bistoma  nullo  TT^  se  pel  polo  ^1  di  un  piano  a  si 
conduce  la  x  «'  ad  a,  la  polare  a  di  a^  giacerà  in  a,  e  si  dirà 
earatt&rtstlca  del  piano  a  (con  vocabolo  preso  dalla   cinematica). 

Se  r  ,  r*  sono  due  rette  polari  distinte  di  un  sistema  nullo  TI, 
le  proiezioni  ortogonali  r,  ,  r',  di  r  ,  r'  sopra  un  piano  qualunque 
^  concorrono  in  nti  punto  della  caratteristica  del  piano  a. 

45,  Dati  due  sistemi  quaternarii  correlativi  -  j  1',  se  si  pos- 
sono disporre  in  modo  da  costituire  una  polarità  uulla^  -  e  il  sim- 
metrico Z*^  di  u'  (rispetto  ad  un  punto,  o  normalmente  ad  un 
piano)  si  potranno  disporre  in  guisa  da  costituire  una  polarità  pa- 
raboloidica di  rotazione  ;  e  viceversa, 

46,  Dati,  in  un  piano  (J,  un  V  ABC^abc  ed  un  punto  P,  con- 
durr© per  P  una  trasversale  r,  in  modo  che  il  gruppo  dai  4  punti 
Tfì^L  j  rh^M  j  tc^aV  ,  F  sia  proiettivo  ad  un  gruppo  abcd^  as- 
segnato in  una  forma  fondamentale  di  /,«  specie.  —  Problema 
duale  nel  piano, 

47,  a)  Da  quanto  è  detto  nel  n,'^  188,  a),  b)  si  deduce  facil- 
mente che,  date,  m  un  ptano^  uriowoIogÌG  di  centro  ir  ed  ai^sa  g, 
ed  un'  omografia  0  non  omologica^  Itx  condizione  necessaria  e  stif* 
fidente  per  la  loro  commutatìt-ità  èj  che  G-  ,  g  si€7ì0  elementi  uniti 
associ titl  di  Q,  ;  ma^  se  Ù  è  pur  essa  unomoloffiaj  la  comliziojie  *) 
che  il  centro  e  Van^e  di  ù  coi?ìcid^no  con  G  e  g,  o  apparti^ngano 
ordinatamente  fi  g  e  CI. 

/>)  Nel  n.°  181),  a),  h)  fu  poi  dimostrato  che,  date^  in  un  pia- 
no^ dtie  omograjte  ù  ^  Q',  amendne  non  omoìotjiche,  la  condizione 
necessaria  per  la  loro  commutatiritu  è  che  £1^0'  abbiano  io  Bienso 

\^  fondamentale  l      ]  ;  e  che  qtiÉsta  can'iizione  è  pure   sufficiente  , 

*é  (       I  non  è  un  '^  degenere  di  ^,«  specie  (ossia,  so  Q  ,  Q'    non 

hanno  comuni  due  elementi  uniti  associati  tripli):  mrij  »e  Q  ed  0' 
hanno  Q  ^  g  per  elementi  uniti  associati  tripli ^  la  condizione  ne- 
eennarin  e  Hufficieiite  per  la  loro  v  immutai /rifa  è  (ISU,  h)^  che  Viinn 
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Q'  irasformi  una  coppia  m^m^  di  ehmenti  cor  rispondenti  deWaHra 
Ù  in  una  simile  coppia  n^ìi^  di  Q. 

e)  ADtlìamo  ora,  per  quest'ultimo  caso  di  Q  ed  Q'  con  ^li 
fìlamenti  uniti  associati  tripli  G  ,  g  a  sostituire  alla  sufldetta  cou- 
(lìzióiifì  ài  commutatività  un'aUra  equivalente. 

Tra  gli  elementi  delle  proiettività  caratteristiche  associate  {6r|  = 

r  «  •  •  ^  i//i  =  i-y  jf  •  •  •  tli    0    si    ha    (  183  ,    ^  )    la    proiettività 

jCf  j  ^j  =*;-,  ^  ^/  .  .  .  ,  dove  A  ,  A^  sono  (183,  h)  ì  centri  di  pro- 
spettiva delle  coppie  (a)  e  (a')  ,  {a!)  e  (a")  di  punteggiate  corri- 
spondenti ia  fl:  sicché  \G  ,  g\  trasforma  \G\  in  j^j  e  \g\  in  \G\. 
E  noi  chiameremo  \G  ^  g\  proiettività  caratteristica  mista  di  Q, 
osservando  che  ù  è  definita  da  G  j  g  .^  \G  ^  g\  ^  insieme  ad  una 
delle  \G\  ,  j^-,  o  ad  una  coppia  qualunque  di  punti,  o  rette,  cor- 
riBpondeiiti:  poiché,  p.  e.,  dando  G  ^  g  ^  \G  ^  g\  ^  \g\^  se,  di  due 
panti  A  j  A'  corrispondenti  in  j^i,  si  trovino  le  rette  a  ,  a',  che 
loro  corrispondono  in  \G  ,  g\j  le  a  ,  a'  si  corrisponderanno  in  \G\\ 
e  perciò  una  retta  arbitraria  w  di  ^  segherà  a  ,  a'  nei  punti  3/, , 
ifj  corrispondenti  in  Q,  ed  Q  (185,  d)  sarà  definita  (^). 

Inohre^  indicando  con  \G\'  ,  \g\' ,  \G  ,  g\'  ]e  proiettività  caratte- 
rìj^tiche  di  Q',  ed  avendo  \G\  ,  j(?j'  lo  stesso  unico  raggio  unito 
!/i  ^  !^ì  }  W\  lo  stesso  unico  punto  unito  Gj  saranno  \G\  ,  \g\ 
commutative  ordinatamente  con  \GW  \g\'y  sieno  £2  ,  £2'  commuta- 
tive, 0  pur  no.  In  conseguenza,  se  ad  ^  ,  A*  corrispondono  J3,  B 
in  \y\\  e  ad  a  ,  a'  corrispondono  6  ,  ò'  in  \G\'  saranno  BB'  ,  bb^ 
due  altre  coppie  di  elementi  corrispondenti  ordinatamente  in  j^;  , 
\G\;  e  se  w  ,  n  sono  due  rette  corrispondenti  di  fì',  che  passano 
ordinatamente  per  i  punti  A  ,  B,  posto  via^M^ ,  ma'^M^  ì  nb^X^, 
nb^^X^y  sarà  M^M^  una  coppia  di  punti  corrispondenti  ia  fì, 
mentre  M^X^  ,  ^/^iVg  saranno  due  coppie  di  punti  corrispondenti 
in  fì'. 


(*)  Se  il  y  fondamentale  (  j  di  un'omografia  piana  ù  non  è 
degenere  di  2.«  specie,  regge  quanto  e  qui  detto  intorno  alle  pro- 
iettività caratteristiche   \G\  ~^^,  .  .  ,  ,  \g\~^^,  ,  ,  ,  ,  \G ,  g\^^^^^,  . , . 
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Ciò  posto,  He  0  ,  Q'  sono  commatative,  i  punti  2^^  ,  A^a  saranno 
corri spondeuti  m  Q  ;  e  quindi  B  sarà  i)  centro  di  j>roapettxva 
delle  punteggiate  (b)  ,  (b^j  coiTispon denti  in  Q:  ossia  h  ^  B^  si  cor- 
risponderanno in  \G  j  g\,  E  viceversa,  se  h^  B  si  corrispondono 
in  |6r  ,  (/j,  sarà  *V|*Vg  una  coppia  di  punti  corrispondenti  in  Ù\ 
e  perciò  {ISi^f  h)  0,0^  saranno  commutative. 

Ma  a//  ,  AB  sono  coppie  dì  elementi  cornspon denti  ordinata- 
mente in  j6ri'  ,  jf/l'i 

Dunque,  la  con diss ione  necessaria  e  sufficiente,  perchè  0  ,  0 
Bieno  commutative^  è  che  jff;' ,  \g\'  si  corrispondano  in  \G  ^  g\, 

Ma  \0Y  ,  1^5'  si  corrispondono  puro  in  \0  ,  £?(';  e  quindi,  alla 
condizione  precedente  può  sostituirsi  Vvàttìk^  tih^  la  proietti  cita  bi- 
nuria  di  raggia  o  di  punfi^  \^  ì  9\  !^  ?  ffl'i  l^^i  quale  si  ottiene  apr 
pììcando  successivamente  \G  ^  g\  e  \G  ^  g^  a  Ì^^W  ^  ^  ì^!'^  ''^"^ 
eommuf€ttiva  con  \0\%  o  con  jgi^;  ossia  che  {G  j  g\  \G  ^  g^  abbia 
p^r  unico  elemento  unito  g^  o  G. 

Ciò  è  evidente^  osservando  che,  se  p.  e.,  |C?;' corrisponde  a  so 
stessa  in  \G  ^  g\  \G  ^  g\\  siccome  \gW  \G\*  ai  corrispoudono  fu 
\G  ,  //!',  cosi  deve  a  \G\^  corrispondere  j^/j'  in  \G  ^  g\' 

8ì  noti  pei'òj  che  può  evidentemente,  alla  proietti  vita,  di  raggi, 
o  di  pnntij   \G  ^  g\   \G  ^  (i\*  sostituirsi  T  altra    simile    proietti  vita 

d)  Nel  n.*^  191  noi  abbiamo  supposto,  che  ninna  delle  omo- 
grafie piane,  ivi  cousidorate^  sia  omologica;  ed  abbiamo  ancora  ta- 
citamente ammesso  che,  «e  di  tre  omografie  0  j  Q',  Q''  di  un 
piano  c^  delle  quali  ninna  sia  omologica ,  lana  0  è  com mutati r a 
CQnmmcuna  delle  altre  due  ù\  Q",  queste  sono  commutative  tra  loro. 
Per  dimostrare  un  tale  teorema,  si  osservi    che^    per    V  ipotesi 

fatta,  il  7  fondamentale  fi   di  0  deve  essere  (189,  a)  pure    il 

y  fondamentale  di  Q'  e  di  Q'';  e  perciò,  se  (      j  non  è  nn  y  de- 
genere dì  2,o  specie,  Q'  risulta  (189,  b)  commutativa  con  Ù'\ 

Se  poi  f      j    è  un  V  fondamentale  degenere  di  2.^  specie,   co- 
mune ad  U  ,  Ù\  Q",  indicando  con   1<7;"  ,  \gY'  ,  \G  ,  g\'^   le   pro- 
ietti vita  caratteristiche  di  0'^,  le  proietti  vita  binario  di  raggia   o 
ili  punti,  jG^  ì  iìVW  J  f/i  »  K^  ì  ii\W  vOV^  avriinno  [e)]  per  unirò  eìc- 
SANKiA^Gfiomdnct  praieltlva,  77' 
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mento  unito  g  o    G  '^    q    quindi    lo    atesso    avverrà    pel    prodotto 
\G  ,  9\'\G  ,g\\G,  gi[G  ,  gy=]G  ,g\'\G  ,  g\".  Donqi^e  [e)]  Q'  ed 
iì"  sono  commutative. 

e)  Se  EFG^efg  è  il  v  fondamentale  di  un  omografia  pìmm 
ù,  le  tre  proiettività  caratteristiche  miste  |E,e|,jP,f!,|G-,gj 
di  ù  fanno  corrispondere  a  tre  raggi  dei  fasci  (E)  ,  (F)  ,  (G) , 
concorrenti  in  uno  stesso  punto  P,  tre  punti  situati  per  diritto 
con  P. 

48.  Se  i  vertici  ABCDE  di  un  pentagono  gobbo  sono  gli  ele- 
menti successivi  di  un  ciclo  in  un^omografia  ciclica  ù  di  5**  ordi- 
ne, il  sistema  nullo  IT,  individuato  dal  pentagono  autoreciproco 
ABCDE,  è  commutativo  con  Q, 

49.  Date  due  omografìe  0,  ,  iì^  (binarie  o  ternarie),  esistono 
infinite  coppie  Q'Q"  di  omografie,  che  si  corrispondono  in  0,  ed 
in  O2* 

50.  Se  Q|  ,  ^2  sono  due  omografie  piane  proiettive  (in  cia- 
scuna delle  quali  esista  almeno  una  coppia  di  elementi  uniti  as- 
sociati, che  non  si  appartengono),  ed  £2 3  è  una  qualunque  fi-a  le 
infinite  omografie,  che  trasformano  Q|  in  Qg,  tra  queste  infinite 
omografie  ve  ne  sarà  almeno  una  ^4  (al  più  tre)  tale,  che  il  pro- 
dotto QjQ^"^  risulti  un'omologia  armonica. 

51.  Se,  in  tre  omologie  piane,  che  hanno  per  centri  i  vertici 
di  un  V  e  per  rispettivi  assi  i  lati  opposti,  i  gruppi  caratteristici 
sono  proiettivi,  il  prodotto  delle  tre  omologie  sarà  Tidentità. 

52.  Se  nn'  omografia  piana  Q  non  omologica  è  commutativa 
con  una  polarità  piana  II  ,  ù  sarà  pure  commutativa  con  infinite 
altre  polarità  piane,  che  hanno  comuni  con  II  infiniti  y  autoreci- 
proci j  e  questi  hanno  di  comune  uno  stesso  vertice  G  ed  il  lato 
opposto  g,  che  sono  due  elementi  uniti  associati  di  0. 

Di  vero,  poiché  IT  trasforma  Q  in  Q  ,  è  facile  vedere  che  vi 
sono  sempre  in  Q  due  elementi  uniti  associati  G  ,  g,  che  si  cor- 
rispondono in  n.  Indicando  ora  con  Q,  una  qualunque  delle  infi- 
nite omologie  di  centro  G  ed  asse  g,  essa  sarà  commutativa  con 
Q  (188,  a)\  e  il  prodotto  0,11,  evidentemente  commutativo  con  Q, 
sarà  (209,  e),  un'  altra  polarità  II ,,  che  avrà  G  per  polo  di  g. 
Inoltre,  se  ad  una  retta  a  dì  G  corrisponde  in  TI  un  punto  A  di 
<7,  ad  a  corrisponderà  pure  A  in  II,,  perchè  a  è  retta  unita  in  Q,. 
In  conseguenza,  IT,  e  le  infinite  TI,,  che  si  possono  costruire  nel 
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modo  ora  iadicato,  avi"anuo  tU  comune  infiniti  y  aiitoreciproci,  di 
vertice  G  e  di  lato  opposto  g,  —  Nò  vi  è  atcuim  polarità.  lU^  che 
ijoda  dello  stesse  proprietà  di  IT |,  e  che  non  si  ottenga  dalla  co- 
lpir tizio  ne  sfulndicata.  In  fatti|  in  TT  e  IT^j  ad  nna  stessa  retta  a  di 
O  corrisponde  uno  stesso  punto  A  di  </:  6  (luindì^  nel  prodotto 
II^If^Q^,  a  ed  A  saranno  elementi  unidj  osi^ia  fì^  è  nn'omologia 
di  centro  G  ed  asse  ^;  mentre^  da  UglT  ^  Q^,  si  trae  11^  ^  Ù^TT. 
Si  osservi  che,  se  M  ^  N'  sono  dna  pan  ti  non  uniti  in  una  po- 
larità piana  ITj  ed  m  ,  n  le  loro  polari^  le  OMologie  armoniche 
[M  ,  m]  j  [A^  7  n]  saranno  commutative  con  11  (209,  g)  ;  e  quindi 
il  loro  prodotto  sarà  un'  omografia  piana  0  commutativa  con  II. 
53-  Date  due  schiere  rigate  involutorie  «a,*^6,*cci*.* ,  a\i\' 
bli\*f**c\  -  .  *  ,  incidenti  tra  loro,  è  iadividuata  la  involuzione  ri- 
gata Ij  che  Ila  aa^  ,  bb^  ,  CC|  ,  •  .  .  ,  a^a\  ,  b'b\  j  c'c\  ,  .  .  *  per  cop- 
pie di  rette  coniugatei 

54.  Date  due  schiere   rigate    proiettive    ftbc  .  *  .  ^  a^b^c^  .  .  . 
cLUeste  si  corrispondono  in  iutinite  correlazioni, 

55.  Dato  un  quadrangolo  piano  ABCD  ^  ed  assegnata  una 
retta  m  nel  suo  piaao  g,  dal  punto  BCAD^F  si  pioiettino  i 
panti  ìn-AB^P^  mCD^^Q  ordinatamente  in  F^  ,  Q,  sulla  retta 
AC:  proiettando  i  punti  P,  ,  Q|  dal  punto  AB^Ciy^H  in  1^  ,  Q, 
orcUtiatamente  sulle  rette  BC  ^  ÀD^  le  rette  m  ,  P'Q  =w' descri- 
verannOj  al  variare  di  m  m  Cj  ixn'omograSa  ciclica  il  di  4."^  ordino* 

5G.  Se  rinvoliiziono  rigata  /'  è  armooìca  airinvoluzione  unita 
/  di   un'omografia  assiale  Q^  la  /'  muterà  Q   in  £1"^ 

57.  Una  correlazione  piana  P,  applic^ita  *succc5jsiv  amente  2n  fi 
volte,  riproduce  se  stessa^  se,  applicata  due  volte^  dà  un  ^omografia 
piana  ciclica  di  ordine  tu  —  In  particolare  P  è  nna  polari tàj  se  F^ 
è  ridenti  là. 

58.  Se  il  prodotto  IW  ^  Ù  di  due  polarità  quaternario  è 
un'omologia  di  centro  G  e  di  piano  di  omologia  ^  i  ^  ^  H'  deter- 
minano in  G  (é  In  ^)  le  stesse  polarità  (^),  E  se  Q  è  una  omo- 
grafia assiale,  di  assi  r  ,  ,*,  IT  e  11'  determinano  in  r  (e  in  a)  le 
stesse  ÌQVoIu£ÌQEÌ  di  puntì^  e  di  piani^  reciproci* 


(^)  Per    duo  ]iolarità  nel  piano  (o  nella  stella)  si  ha  un  analogo 
teorema. 
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51>.  Il  prodotto  di  due  omologie  quatornarliì  h  in  generale 
un'omografia  del  tipo  del  n."^  194,  e)*  ^  Si  esiimi o ino  i  casi  p^r 
tìcolari. 

60.  Determinare,  nel  piano  o  dì  due  dati  quadrangoli  AB  CD, 
A*B'C*B\  UE  punto  G  ed  una  retta  g  tali,  che  sia  G{A^B^C^D]K 
G(A\B\a\D')Kff{AÀ\BB\CC',Diyy 

61.  Se  un  ennagono  piano  ordinario  A^A^  .  .  .  A^^  corrisponde 
a  se  stesso  in  due  polarità  (ma  in  modo  che  due  vertici  succéi- 
5ÌVÌ  sieno  poli  di  uno  stesso  lato,  rispetto  alle  due  polarità  i,  c&^ì 
corrisponderà  pure  a  se  stesso  in  altre  fi— 2  polarità;  ed  [A^A^  ^ , .  A^\ 
sarà  un  ciclo  di  una  omografia  ciclica  di  ordine  n.  Viceversa,  se 
{J,ì43.»*j4^J  è  un  ciclo  di  una  omografia  piana^  crclica  di  online  ti, 
l'ennagono  ordinario  A^A^* .  *A^  corrisponde  a  sa  stesso  in  ii  pò* 
larità. 

Oli-  Date  tre  rette  ^|fgt*a,  sghembe  a  due  a  due,  esiste  imi 
polarità  ordinaria  H^  che  ha  T^ì\r^  per  rette  doppie,  ed  nca  sok. 

(58.  Se  tre  rette  doppio  ì\r^r^  di  una  polarità  ordinaria  fi, 
sghembe  a  due  a  due^  sono  pure  rette  doppie  di  una  polarità  ntilla 
III  (o  tìe  Tuna  r,  è  una  retta  doppia  di  III,  o  le  altre  due  a,  tj 
mtìo  polari  in  TT|),  le  polarità  II  ,  fi,  sono  commutative. 

64-  Date  due  schiere  rigate  incidenti  R  ,  Jl\  tutte  le  onio- 
grafie  non  assiali,  che  trasfonnano  R  in  /?,  m  ottengono  moltJpK- 
condo  ciascuna  delle  omografìe  assiali,  che  hanno  la  schiera  R 
di  rette  unite,  per  ciascuna  delle  omografie  assiaìi,  che  hanno  h 
schiera  M'  di  rette  unite, 

65.  Se  F  è  una  correlazione,  che  trasforma  una  data  scliierd 
rìgat^i  ^  in  ì5l  stessa,  tutte  le  correlazioni,  che  godono  di  tale  prò- 
priptà,  si  ottengODD  nei  prodotti  di  T  e  di  ciascuna  delle  omoj^ra- 
fio,  die  trasformano  II  m  R  (}).  E  se  T,  e  una  cor  relax  ioui?:  tl)B 
traslorma  una  data  schiera  rigata  E  in  un  altra  data  schiera  Ii\ 
tutte  le  correlazioni j  clie  godono  della  stessa  proprietà,  si  otten- 


(^}  Tra  le  influite  correlazioni^  che  trasformano  R  in  R,  ve  m 
sono  pure  infinite^  che  trasformano  ciascuna  generatrice  r  di  R  nt 
r  j^ tessa:  ma,  di  queste  ultime  correlazioni^  vo  u*  è  una^  ed  luin 
mh\  che  è  una  polarità  ordinaria,  ed  essa  ha  per  rette  doppi>? 
anche  le  generatrici  della  schiera  rigata  incìdente  ad  R^ 
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Ifoiìo  nei  prodotti  delle  omografie^  Ghe  trasformano  R  in  /?,  per  T^ 
0  nei  prodotti  di  T^  per  le  omografie,  che  trasformano  7?  in  /^* 

GG,  Se  due  tetraedri  ^'JB^C'/J'^a^^^Y'^'s  .4'7ì"C"ì)"=5l''^"^''o'^ 
formano  con  un  terzo  ABCD  due  coppie  di  tetraedri  Mdbius,  A^A^\ 
B'B'\  CC'^,  r/D'',  a'aJ\  '^'';t/\  y'^"?  ^'^"  ^^^^  8  coppie  di  elementi 
cormpaadenti  in  una  omografìa  assiale* 

67,  Se  ABCD^i^^ò  ,  J'J9'C'J?'=3£'^'7'ò'  sono  due  tetraedri 
MebiuB,  costruendo  i  punti  A^\B^\C** ^D"^  tali,  clie  aj3!^'^\^^^^ 
sieno  ordinatamente  le  loro  armoniche  rispetto  ai  sjBCD  ,  CDA^ 
DAB  jABCj  i  tetraedri  ABCD,  A^'B^'C'^D'^  costituiranno  un'altra 
coppia  di  tetraedri  Mc>ì)ius* 

68.  a)  Nel  n.'^  167,  h)  fu  dimostrato  che  ^  dati  due  siste- 
mi piani  omografici  j  non  affini,  [o]  ,  [o']  ^  esistono  nelF  uno  jo'] 
due  punteggiate  (u*)  ,  (v*)  ugTiali  alle  loro  corrispondenti  (u)^  (v) 
in  [a]j  e  coi  sostegni  u^  ,  v*  paralleli  ed  equidistanti  dalla  retta 
limite  i'  di  [e'].  Né  può  eaistore  un'  altra  punteggiata  (r')  di  [s'J 
ugual©  alla  sua  corrispondente  (r)  in  [r:]:  poiché  r'  dovrebbe  es- 
sere 1|  ad  i^\  e  perciò  il  segmentO|  eli  a  a'  ,  6'  determinano  sopra 
r^f  non  potrebbe  essere  ugnale  ad  Jaf'A^',  e  quindi  non  potrebbe 
uguagliare  il  segmento  j  che  a  ,  b  determinano  sopra  r  (perchè 
quest'  ultimo  segmento  è  uguale  ad  MN^  ed  è  MW=  M'N^*). 

Ora,  supponendo  che  [o^]  sta  sovrapposto  a  [o],  in  modo  da  for- 
mare un'omologìa  piana  0  (167,  A),  di  centro  U^U*  e  di  asse 
n  ^  II'  (entrambi  al  fiuìto),  rotando  poi  [o']  intorno  ad  u  ài  180*^, 
prenderà  pure  una  posizione  omologica  a  [o\j  e  con  lo  stesso  asse 
di  omologia  n  ^  u*  ;  ma  il  centro  V  (al  finito)  di  questa  novella 
omologìa  Q'  saia  il  simmetrico  dì  U  rispetto  alla  retta-Umite  J 
ài  [e]*  In  conseguenza,  ne  ir  omologia  0,  sarà  V  il  centro  di  un 
altro  fascio  di  [e],  che,  oltre  {U)j  è  uguale  al  suo  corrispondente 
(r')  in  t^']  ;  e  i  centri  V^  V*  dì  questi  lasci  saranno  quindi  al- 
lineati con  Uj  e  simmetrici  rispetto  ad  a  [perchè  nel  l'omo  logia  O' 
il  fascio  (V*)  coincide  col  fascio  (F)]  (')* 

Tunltrej  in  0,  non  possono  esistere  due  altri  fasci  corrispondenti 
uguali  (^)  ,  {S*}.  —  Di  vero,  questi  fasci  dovrebbero  essere  pro- 
ijpettivi,  con  Tasse  u  ài  prospettiva,  ed  inversamente  uguali  (poi* 


(^)  Può  bene  U  appartenere  ad  a  e  nulla  cangia  in  a). 
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che,  se  fossero  lUt'etfcamente  uguali,  Tasscì  u  di  prospettiva  giace- 
rebbe airinfinito):  e  perdo  evidentemente  u  dovrebbe  giacere  per- 
pendicolarmente al  raggio  uni  lo  SS'  nel  punto  medio  de!  seg- 
mento SS'y  mentre  i  punti  jS' ^  S'  debbono  essere  allineati  con  f\ 
perchè  corrispoudduti  in  0*  Dunque,  nella  proietti  vita  Ù^,  che  Q 
determina  sulla  retta  unita  A  T^e  m,  dovrebbero  esisitere  due  cop- 
pie  VV  ,  SS'  di  punti    corrispondenti  e    simmetrici    rispetto    al 

W    ff   1^     V 
punto  unito  mu  =  E:  assurdo, poiché  iì^  ^  j^i   Jj^  yf  *„i    dovrebbe 

coincidere  con  T  iuvolus^ione  simmetrica  ^  yf  o^j  ^  quindi  C7  sa- 
rebbe il  punto  airinfinito  di  wi. 

In  fine,  in  Q,  essendo  le  retto  «*',  v^  parallele  ed  equidistanti  da 
/',  mentre  la  distanza  di  U  da  j  è  uguale  (95,  b)  a  quella  di  i*^m' 
da  i\  ma  di  senso  contrario,  ne  segue  (^)  essere  (J,  V)={UjJ}^ 
{i%  u')  =  {v',  2'j,  e  quindi  anche  (UJ)  +  (J,  V)  =  (r\  f)  +  (i\  u*)  ; 
ossia  sarà  il  segmenio   UV  uguale  alla  distanza  tra  le  '|   w',  r'* 

Dunque  (valendo  per  [e]  quel  che  si  è  detto  per  [c%  e  vicever- 
sa), in  due  sistemi  piani  oviograjìctj  no  fi  affini^  [e]  ,  [^'j,  csi  strano 
sempre  due  coppie,  e  dna  sole ^  di  pniii€fjfjiait  corrigpondtìdì  uguali 
(u)  e  (u'j  ,  (v)  e  (v%  e  di  fasci  di  raggi  cùrriapondenti  ugual i 
(U)  6  (QO  ,  (V)  e  (V'J  ;  e  i  segmenti  UV  e  U'V  mno  rispeUiva- 
mente  uguali  alte  di  danze  ira  le  coppie  di  1]   u'  ,  v'  e  a  ,  v. 

b)  Affinchè  0  sia  un'omologia  armonica,  è  necessario  e  suffi- 
ciente, che  fì,^  sia  involutona;  e  quindi  che  i  punti  F,  V*  coin- 
cidano con  7)iH=Kj  fi.  ì  punti  rm^  v*ni  coincidano  con  fv  Dunque-, 
[c'J  può  sovrapporsi  a  [c|,  in  guina  da  costitnire  con  (e)  ttnomo^ 
logia  armonica^  sola  quando  è  UVsU'V.  In  tale  ipotesi  poi,  so- 
vrapponendo [g'J  a  [e],  in  modo  che  le  punteggiate  («'}  ,  («)  coin* 
cidano,  come  pure  Ì  punti  U\  U^  le  j  ^  »'  coinciderà nuo^  e  si  avrà 
l'omologia  armonica  di  centro  C7  e  di  asse  u^  nella  quale  v  ,  V 
apparterranno  ordinatamente  a   (/,  «;    mentre,  facendo  rotare   [e'] 


(^)  Indicando  eoo  (.4,  b)^  o  (/jj  J),  la  distanza  tra  il  punto   A  e 
la  retta  6,  indicheremo  poi  con  {a  ,   h)  la   diatanxa  tra  due  rette 

li   et,  b. 
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di  180*^  intorno  ad  UV,  si  avrà   V  omologia   armonica  di  centro 
F  e  di  asse  v, 

e)  Dati  due  sistemi  piani  omografici^  non  affini,  [o]  ,  [o'],  in 
quanti  modi  possono  sovrapporsi,  in  guisa  da  costituire  un'omo- 
logia pianai 

69.  Se  [o]  ,  [g']  sono  due  sistemi  piani  affini,  o  non  esiste  nel- 
Tiino  [o]  alcuna  retta,  che  sia  sostegno  di  una  punteggiata  uguale 
alla  sua  corrispondente  in  [o'],  o  ne  esistono  infinite,  le  quali  co- 
stituiscono due  fasci  (distinti  o  coincidenti)  di  raggi  paralleli^ 

70.  a)  Date  due  polarità  H  ,  II'  di  un  piano  e,  se  due  coppie 
di  punti  bireciproci  (o  di  rette  bireciproche)  appartengono  ad  una 
stessa  retta  s  (o  ad  uno  stesso  punto  U\  si  dirà  s  (o  U)  asse  di 
sintosi  (o  umhilico)  di  TI ,  II'  ;  ed  evidentemente  tutte  le  coppie  di 
punti  di  s  (o  di  rette  di  U"),  che  saranno  elementi  reciproci  ri- 
spetto a  n,  saranno  pur  tali  rispetto  a  IT'. 

b)  Se  s  f  5,  sono  due  assi  di  sintosi,  ss^  sarà  un  punto  bipolo, 
o  un  punto  biunito:  e  se  U ,  C7,  sono  due  umbilichi,  UC\  sarà  una 
retta  bipolare,  o  una  retta  biunita. 

Diremo  poi  associati  due  assi  di  sintosi  «  ,  S|  (o  due  umbilichi 
U ,  L\)f  se  ss^  è  un  punto  bipolo  (o  se  UUi  è  una  retta  bipolare, 
e)  Due  date  polarità  II  ,  II'  di  un  piano  o,  amendue  prive  di 
punti  uniti,  0  possedono  un  solo  asse  di  sintosi  g  ed  u?i  solo  um- 
hilico G,  e  questo  è  allora  bipolo  della  bipolare  g,  o  possedono 
due  soli  assi  di  sintosi  s  ,  s,,  e  due  soli  umbilichi  U  ,  U,,  e,  men- 
tre ss,=G  é  un  punto  bipolo,  ia  retta  UUj'r=G  ne  è  la  corrispon- 
dente bipolare. 

Inoltre,  in  quest'ultimo  caso,  indicando  con  S  ,  S'  t  poli  di  s  ri- 
spetto a  n  ,  n',  con  S,  ,  S'i  quelli  di  s„  con  u  ,  u'  /e  polari  di  U 
rispetto  a  n  ,  n',  e  con  u,  ,  u',  quelle  di  U,,  gli  assi  associati  di 
sintosi  s  ,  s^  sono  separati  armonicamente  dalle  coppie  di  rette 
uu'  ,  u,u',,  e  da  una  coppia  qualunque  di  punti  bireciproci,  men- 
tre gli  umbilichi  associati  U  ,  U|  sono  separati  armonicamente 
dalle  coppie  di  punti  SS'  ,  S|S',,  e  da  u/ii  coppia  qualunque  di 
rette  bireciproche. 

In  fatti,  è  noto  (210,  f)  che  esiste  sempre  un  bipolo  O  tale, 
che  non  esiste  alcun  altro  bipolo,  non  appartenente  alla  bipolare 
(j  di  G,  né  alcun'altra  bipolare,  non  appartenente  a  G\  ma  le  in- 
voluzioni Uy  ,  W\j',  che  n  ,  n'  determinano  in  g,  coincidono  (210, 
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g)i  0  hanno  una  coppia  comune  EF   di    punti   coniugatii  reali  e 
distinti. 

Nel  primo  caso,  G  ,  g  sono  eriden  temente  un  limbi  lieo  ed  nn 
asse  di  sintosi.  Inoltre,  considerando  una  retta  qualunque  a  di- 
stinta da  <7,  un  punto  arbitrano  P  dì  a  avrà  per  punto  bireciproco 
il  bipolo  della  retta  GP  (bipolo  situato  in  g):  e  perciò  a  non  ime 
essere  un  altro  asse  di  siutosi;  ossia  ^  è  il  aolo  asiie  dì  sintosi  fìì 
n  ,  n'.  E  poiché  similmente  si  ha,  che  G  è  il  solo  umbilico  dì 
IT  ,  11',  ne  segue  la  verità  della  prima  parte  del  teorema. 

Nel  secondo  caso,  iadicando  con  EFG^rfg  il  solo  y  iiiitorecì- 
proco  (reale  e  non  degenere),  comune  a  H  e  Jl'  (210,  ^),  se  &  é 
un  asse  di  sintosi,  che  sega  g  in  un  punto  distiuto  da  E^  Perno 
deve  passare  per  G^  che  é  l'unico  punto  bireciproco  del  puato  *^- 
Inoltre,  indicando  con  P  un  punto  arbitrario  di  Qj  non  apparte- 
nente ad  alcuna  delle  rette  e  ;/,  j,  i^  ctm  p  ,  j/  le  polari  di  P 
ordinatamente  in  TI  ,  n',  sarà  pp'^P'  T  unico  punto  bireciproco 
di  P:  e  so  P  percorre  la  retta  GP^m,  le  rette  p  ,  p'  roteranno 
intorno  ai  poli  di  M  ^  M'  di  m  (poli  situati  in  g)j  e  genereranno 
due  fasci  proiettivi  (perchè  proiettivi  alla  punteggiata  descritta 
da  P),  e  col  raggio  unito  MM^^g^  ossia  due  fasci  prospettivi, 
il  cui  asse  di  prospettiva  è  la  retta  GP'^m'.  Dunque,  al  variare 
di  P,  m  ed  7n'  genereranno  una  corrispondenza  univoca  invola- 
toria  Co  ,  che  avrà  evidentemente  in  / ,  6  due  raggi  corrispon- 
denti.—E  similmente  FP^n  ,  FF  =  n^  (o  J5P  ,  EP^)  genereranno 
una  corrispondenza  univoca  involutoria  Cp  (  o  C,-.  ),  che  avrà  per 
raggi  corrispondenti  e  >  <7  (o  ^  ,  /). 

Ma,  se  4  posizioni  m^m^m^m^  di  m  costituiscono  un  gruppo  ar- 
monico, lo  stesso  avviene  pel  gruppo  w^m'gWi'gm'^  delle  4  posi- 
zioni di  w':  poiché  ai  4  punti  armonici  nm,  ,  nm^  ,  nìn^  ,  WWÌ4  cor- 
rispondono in  n  e  ir  4  posizioni  di  p  e  di  p\  che  formano  due 
quaterne  di  raggi  armonici,  i  quali  si  segano  ordinatamente  nei 
punti  armonici  n'm\  ,  n^m\  ,  n^m'^  ,  n'm\  della  retta  n.  Dunque, 
le  corrispondenze  Cb  ,  Cf  ,  Co  sono  tre  involuzioni  di  raggi  (*)• 


Q)  Altrimenti,  La  punteggiata  descritta  da  un  punto  P  sopra 
una  retta  fìssa  u  di  P,  è  proiettiva  al  fascio  generato  dalla  polare 
di   P  in  n  (o  W),  e  quindi  alla  punteggiata  descritta  sopra  m'  dal 
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Ora,  di  queate  tre  involazioDÌf  una  sola^  p.  e.  Co  t  ^  iperbolica, 
e  f|uindi  ì  suqI  raggi  doppi  s  ,  j»,  saranno  i  soli  asai  di  slntosi  di 
ÌT  ,  n'.  Infattìj  se  anche  Cj.  avesf>e  i  raggi  doppi  reali  t  ,  f,,  que- 
5?tL  segherebbero  5  ,  Sj  in  punti  binnitij  o  bipoli:  asi^nrdo,  per  quanto 
si  è  detto  innanzi.  E  ae  le  due  Cf  ,  Ca  sono  ellittiche,  ossia  se  in 
Cf  le  coppie  FP  e  I'^P\  g  ed  e  ai  Beparano^  e  in  Cg  bì  separano 
le  coppie  EP  e  EP\  g  ed  /,  in  C^  evidentemente  non  si  separe- 
ranno le  coppie  GP  B  QP\  /ed  e. 

In  questo  secondo  caao  ancora^  la  dualità  mostra  FeBistenza  del 
due  soli  umbiliehi  fj,  U^^  osservando  che  la  figura  duale  dì  un 
asse  di  eintosi  è  un  umbilico  ;  e  mostra  pure  che  due  rette  bire- 
ciproche  p  ,  />,  segano  g  in  due  punti  S  ,  8^  tali,  che,  quando  Vm* 
voluzione  \EF  ^  88^\  fosse  iperbolica,  i  suoi  punti  doppi  U^  fT, 
sarebbero  due  umbiliehi,  situati  sulla  bipolare  g.  Ora,  le  polari 
p  ,  p\  rispetto  a  II  ,  11',  di  un  punto  arbitrario  P  di  5  si  segano 
BOpra  9  nel  punto  P^  bireciproco  di  P,  e  segano  g  nei  poli  S  ^  S' 
di  «i  sicché  »g^A  ed  8  sono  reciproci  in  1[^  mentre  A  ed  8^  sono 
reciproci  in  II'  ^  e  poiché  le  involnssloni  IT,^  ,  11'^  sono  amendue  el- 
littiche^  i  punti  8  ^  S^  saranno  entrambi  esterni,  o  interni,  al  seg- 
mento EFj  e  l'involuzione  [EF  ^  S8*\  è  iperbolica.  Ma,  essendo 
P8*^p^  la  polare  di  F*  in  II',  i  poli  di  p  in  TI  e  II'  saranno  P 
ed  un  punto  della  rotta  p^  ;  ossia  p  ^  p^  sono  due  rette  birecipro^ 
che.  Dunque  i  soli  umbiliehi  U  f  £/|  di  H  ^  IT'  giacciono  realmente 
in  g  :  ciò  che  dimostra  la  seconda  parto  del  teorema  ;  mentre  la 
terza  parte  del  teorema  risulta  dall'  insieme  del  ragionamento 
iatto, 

d)  Date  due  stelle  omografiche  [VJ  ,  [¥'],  non  vongruenti  e  coi 
centri  al  finito ^  o  esistono  nelVuua  [V]  un  pia  no  y  ^^  **'*  't'^^ggio 
g,  mslegni  di  un  fascio  di  raggi  e  di  un  fascio  dì  piani  uguali 
(ti  loro  corrispondenti  in  (V')j  ^^  allora  g  è  lo  spigolo  coìnune 
agi' infiniti  triedri  trirettangolit  che  hanno  y  per  faccia  opposta 
t'omunej  e  i  cui  corrispondenti  in  [V'|  sono  pure   trirettangolif    o 


punto  P^  bireciproco  di  P,  la  quale  è  !a  sezione  del  fascio  me- 
diante u\  Dunque  la  corrispondenza  Ca  tra  m  e  m*  è  proiettiva* 
Ecc.  .  ,  * 
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esiste  nelVuna  [V]  tlna  sola  coppia  «^  di  puuiL  sostegni  di  fa^ct 
di  raggi  uguali  alloro  corrispondmiil  ndtalira  [V'j,  ed  una  sola 
coppia  ab  di  raggi,  sostegni  di  fasci  di  piani  tiguali  ai  loro  cov- 
rispondenti  in  [V],  ed  allora  a}  è  uno  spigolo  del  sole  triedro  tri- 
rettangolo  di  [VJ,  che  ha  ab  per  faccia  oppo^ta^  e  il  cui  corrispon' 
dznte  triedro  in  [V]  è  pure  trireMangolo* 

Di  vero,  le  due  date  stelle  determinano  sul  piano  all'  infinito 
G^  un'omografia  ù^\  e  questa  trasforma  la  polarità  assoluta  TT^ 
n  un'altra  polarità  TT'^o,  priva  di  punti  uniti.  In  conseguenza, 
n^  ,  n'oQ,  0  possederanno  un  solo  asse  di  sintosi  g^^  che  è  pure 
una  bipolare,  il  cui  corrispondente  bipolo  G^  è  quindi  il  solo  um- 
bilico,  0  possederanno  due  soli  assi  di  sintosi  s^  ,  ^^,  e  due  soli 
umbilichi  S^  ,  T^,  tali  che  s^t^=G^  è  un  punto  bipolo,  e  la  retta 
S^T^=g^  ne  è  la  corrispondente  bipolare.  Nel  secondo  caso,  se 
*'oo  1  ^'oo  s^°^  ^®  rette,  alle  quali  corrispondono  in  Q^  1©  *»  >  ^«j 
0^  trasformerà  la  involuzione— circolare— («'«,)  ^^  H»  ^^^^^  invo- 
luzione («^)  di  TI'jj,,  che  è  pure  circolare,  perchè  coincide  con  la 
involuzione  (s^)  di  IToo,  essendo  s^  asse  di  sintosi  di  H^  ,  II'oo. 
Dunque,  siccome  le  involuzioni  {s'^)  ,  (s^)  sono  proiettate  ordina- 
tamente da  V  j  V  in  due  involuzioni  circolari  di  raggi,  ne  segue 
che  a  due  raggi  ortogonali  di  [  FJ,  situati  nel  piano  Vs^^  =  a, 
corrispondono  sempre  due  raggi  ortogonali  di  [  V]  ,  situati  nel 
piano  V's^=20l'  ;  ossia  a  ,  a'  sono  sostegni  di  fasci  di  raggi  uguali 
ai  loro  corrispondenti  in  [V]  ,  [F']. 

Analogamente  si  ragiona  sui  piani   Vt\  =  ^  ,  V't^  =  ^'. 

Ragionando  poi  sugli  umbilichi  S^  ,  T^  di  il^^  ,  11'^,  che  giac- 
ciono in  g^,  si  hanno  gli  assi  a  ,  b  dei  fasci  di  piani,  apparte- 
nenti alla  stella  [  F],  ed  uguali  ai  loro  corrispondenti  (a')  ,  {b') 
in  [F']. 

E  poiché  il   7    {     «^  j  ,  biautoreciproco  in  IT'^  j  n^>    è    quello 

che  in  Q^  corrisponde  ad  un  v  autoreciproco  di  n^c,  ne  segue 
che  alla  retta  a^  ed  al  piano  J.  della  stella  [  F]  corrispondono  in 
[F']  la  retta  a'^'  ed  il  piano  _L.,  e  che  ab  ,  aV  sono  questi  piani 
_1_  ad  a^  ,  ol'^':  ciò  che  dimostra  la  seconda  parte  del  teorema. 

Dall'ipotesi  poi,  che  g^  sia  asse  di  sintosi  e  bipolare  ad  un 
tempo,  si  deduce  analogamente  la  prima  parte  del  teorema. 

e)  Dal  teorema  d)  si  trae  che^    date    due    sfelle    omografichf* 
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[V]  ,  [V],  non  congrtceììiì  e  eòi  centri  al  Jfnit&f  si  può  tempra  so- 
vrapporre Vnna  [V^|  alVaUra  [YJ,  in  guisa  da  co&tituìre  un^omo- 
lotjia  nella  stella:  polche  1>asterà  flOZ,/),  *;)]  sovrapporli  in  ^iiisa^ 
tj:he  due  fttsci  co rrispon denti  uguali  (di  raggi,  o  di  piani)  coin- 
cidano, 

/)  In  quanti  modi  sì  può  effettuare  una  tale  sovrapposizione? 
71*  a)  Dati  due  sistemi  quaternarii  omografici  X  ,  1',  non  af- 
fini, esistono  nelPuno  1  infinite  rette,  ciaBcmia  delle  quali  è  so- 
stegno  di  una  punteggiata  uguale  alla  sua  corriapoDdeute  in  1'. 
Tntte  queste  rette  yono  distribuite  in  modo,  che  ad  ogni  piano,  o 
punto,  dello  spazio  ne  appartengono  in  generale  due;  e  mentre  esse 
tìouo  tutta  parallele  al  piaao  limite  y  di  *,  sono  pure,  a  due  a 
due,  simmetriche  rispetto  a  y^ 

Esistono  ancora  in  £  infinite  rette^  sostegni  di  fasci  di  piani 
uguali  ai  loro  corrispondenti  in  1'^  e  infiniti  pìani^  sostegni  di  fa- 
sci di  raggi  uguali  ai  loro  corrispondenti  io  ii^ 

In  fine,  -  ,  -*  si  possono,  in  infiniti  modi,  disporre  in  guisa  da 
costituire  un'omografia  del  tipo  del  n*  104,  e), 
^)  Se  2  ,  S'  sono  affini  ? 

72.  a)  Se  E  ,  TI'  sono  dm  polarità  piant  commutative,  una  di 
mse  almeno  ha  punti  uniti:  é  50  s'indichi  con  Q  il  pr  adatto  TI  TI 
(che  è  un'omologia  armonica^  il  cui  centro  S  è  polo  dd  suo   asee 
s  in  II  e  in  K*)^  delle  tre  proietti  vita  tnvolutorie  Jl  ,  W  ,  0,  com- 
Tìiutatire  a  due  a  due,  ciascuna  è  il  prodotto  delle  rimanenti  dueu 

Di  vero,  il  prodotto  1111=11  (1  è  (210,  a)  un'omologia  armonica^ 
la  quale  è  quindi  (208,  b)  trasformata  in  se  stessa  da  TI  e  da  li': 
sicché  il  centro  S  e  Tasse  ^  di  Q  sono  polo  e  polare  in  IT  e  in 
IT'p  Dunque  (208j  h)^  delle  tre  prò  ietti  vita  in  volutone^  commuta- 
tive a  duo  a  due,  ciasenna  è  il  prodotto  dello  rimanenti  due. 

Inoltre,  conducendo  per  jS'  una  retta  arbitraria  r,  che  è  unita  iti 
Ù,  ed  indicando  con  TT^  ,  11^  i  0^  le  involuzioni  di  punti,  che  IT, 
n',  0  determinano  ordinatamente  in  r^  se  di  un  punto  qualunque 
M  di  r  si  determina  la  polare  m  in  IT^  e  di  m  si  determina  il 
polo  M*  in  IT',  dalla  (1  si  ha  che  i  punti  M ,  MI  si  corrispondono 
in  O  ;  e  perciò  hV  è  un  punto  di  r.  In  conseguenza,  posto  mr^M^^ 
saranno  3/J/,  ,  M^M^  ,  MM*  coppie  di  punti  coniugati  rispettiva- 
mente in  I!^  ,  fl'^  j  Dp  ;  e  si  avrà  TT^TT'j^Q^  (2.  Ora  dalla  (2  segue 
che  11^  j  n'^  ,  0,,  sono  commutative  a  duo  a  due:  e  quindi  una  di 
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esse  è  ellittica^  ©  le  altre  due  sono  iporboliclio.  Daaque  j  poiché 
Q^  ha  i  punti  doppi  S  ^  sr,  delle  due  IT^. ,  IT'^,  1'  una  sarà  cHittica 
e  l'aUra  Iperbolica:  e  perciò  Q'  sLvrk  punti  uniti,  se  IT  ne  sarà  pri- 
va. Ma  possono  11 ,  IT'  avere  amendue  punti  uniti;  poiché,  se  11^  e 
iperbolica  per  una  data  retta  r  dì  S,  può  esBere  ellittica  per  uaVl- 
tra  retta  di  JS. 

b)  Se  11,11'  sono  dite  pùlariln  quaternarie  commutai  ir  e  ^  niht 
di  esse  almeno  ita  punti  uniti:  ^  Me  s^ indichi  con  Ù  il  prodotto  IT  ir 
(e  A  e  è  un  omologia  armonica^  il  cui  e  finirò  S  è  pòlo  del  mio  piano 
di  ùmologia  Q  in  II  e  in  ll\  o  è  un  involttssioìM^  rigata)^  tlelle  tre 
proiettività  invotutorie  TI  ^  H' ,  0^  ciascuna  è  il  prodotto  delle  rt- 
majienti  due^ 

Se  Q  è  un'omologia  armonica,  il  teorema  si  dimostra  aoaloga' 
mente  a  quanto  sì  è  fatto  in  a).  Se  poi  fì  è  un'involuzione  rigata, 
bI  ragionerà  pure  in  modo  analogo  a  quello  usato  in  a),  indicando 
con  r  una  retta  doppia  arbitraria  di  il:  ©i  se  Q  è  ellittica,  si  ve- 
drà che  n  j  II'  debbono  araendue  possedere  punti  uniti. 

73,  a)  Se  il  centro  S  e  Tasse  s  rii  un  omologia  piana  Q  non 
si  appartengono,  può  essere  Q  il  prodotto  di  due  omologie  armo- 
niche 0|  j  Ù,j  V 

Bieno  f^^  ,  S^  ì  centri  delle  omologìe  £1|  ,  0^  ^  ed  s,  ^  «^  i  lort^ 
rispettivi  assi,  e  si  abbia  la  relazione  0|Q^^0  (1.  Dalla  (1  segue 
(208^  ?>),  che  Q,  deve  mutare  Q  in  Q^*;  e  perciò  deve  mutatele 
rette  di  S  ed  i  punti  di  s  in  rette  di  iS  e  punti  di  s.  Ora,  affiu- 
che  ciò  avvenga,  dev'essere  S^  =  S ,  s^^s^  o  debbono  X,  ^  St  ap- 
partenere ordinatamente  ad  s  ^  &:  sicché  in  ameadue  i  casi  deve 
Qi  {188,  a,  b)  trasformare  Q  in  il;  e  perciò  si  devo  avere  0  =  0"S 
ossia  0  d e v^  essere  un' omolo(jìa  armonica^  e  quindi  (208,  b)  due 
qualsisìeno  delle  tre  omologie  armoniche  distinte  Q,  ,  Ù^^  il, 
hanno  per  prodotto  la  terza,  e  sono  commutative.  In  conseguenza, 
non  potendo  due  di  esse  avere  Io  stesso  centro  e  lo  stesso  asse  di 
omologia,  senza  coincidere,  ne  segue  [eserc.  47^  a\  a  pag.  607] 
che  il  centro  di  una  qualunque  delle  0,  ,  ÌÌ^  ,  0  deve  giacere  su- 
gli assi  delle  rimanenti  due;  ossia  €Ìef/essere  S|  =  sHg,  Sj  =  ss,, 

Ma,  se  0  è  un'omologia  armonica,  e  mentre  *?,  ,  S^  sono  due 
punti  arbitrari!  di  Sf  si  ha  s^  =  S8^  ,  s^^BSf  ,  il  prodotto  QjO^  =  Q' 
è  un'omografia  involntoria,  ossia  é  un^omologia  armonica;  perchè 
0|  ,  Q^  sono  commutative  (188,  ò)  ed  involutorie.  Ed  inoltre,  se 


Digitized  by 


Google 


—  621  — 

a  (o  A)  è  una  ratta  (o  uè  pauto)  qualunque  dì  S  (o  «},  a  cut  cor- 
ri^ponrla  flt|  (o  ^,)  in  Q|,  ad  fi^  (o  jI,)  corrisponderà  a  (o  A)  in 
Ojì  e  quindi  ad  a  (o  A)  corrjBpondertt  a  (o  J)  in  Q';  ossia  sarà 
li'  =  Q. 

Dnnqiie,  rf«/*'  un  punto  S  er^  t*Ha  retta  s,  cAe  »o«  a*  apparten- 
gotìo^  tra  h  hi  fi  ìli  te  ornai  off  te  piane  di  centro  S  ed  ame  Sj  mio  Vo' 
molotjùt  armonica  può  connìderarni  (e  in  injìiuti  modi)  come  il 
prodotto  di  due  omologie  armoniche;  «j  di  (Queste  tiUimef  ì  centri 
sono  due  punti  nrbttrarii  S^  j  B^  di  s^  inentre  le  rette  SS^  ,  SS| 
fi  e  Mona  *  rispettivi  assi* 

h)  Se  il  centro  S  e  l'asse  s  di  una  data  omologia  piana  Ù  ìiì 
appartengono^  rpietita  può  sempre  consìderar»ij  in  infiniti  modi 
come  il  prodotto  dì  due  omologìe  a  mio  ni  eh  e  O,  ,  Ù^,  Indicando 
con  «1  ,  s'^  (o  K|  ,  S^,)  dtm  rette  {o  punti)  corrispondenti  qualun- 
que, ma  nan  cùincidenti,  in  0,  e  costruito  il  gruppo  armonico 
Sie'jSSj  (o  SjS'iSS^),  Q|  sarà  V omologia  armonica  di  centro  B  fd 
asse  3|  (o  di  centro  S,  ed  asse  s)j  ed  Q^  sarà  r omologia  armonica 
di  centro  S  ed  asse  B^  (o  dì  centro  S^  ed  asse  a)- 

81  lascia  la  dimùstraztone  allo  studioso. 

e)  E  evidente  che,  se  (n  un  piano  si  danno  due  omologie 
Q|  I  Qg  ,  che  hanno  lo  ntesso  centro  ed  assi  differenti  (o  lo  stesso 
as$e  e  centri  differenti) ^  il  prodotto  delle  due  date  omologie  ^ 
sempre  una  terza  omologia j  che  ha  lo  stesso  centro  {o  lo  steiiso 
ame)  di  Oj  ed  ù^~ 

d)  Dal  n,o  209,  d)  g)  lìaulta  che^  la  condizione  necessaria  e 
si^ffciente,  affinché  un  omologia  piana  Q  di  ce  air  a  S  ed  asse  a  sia 
comma t ali r a  con  ima  polarità  Ff^  ^  chp.  V omologìa  sia  armoHica^ 
e  che  S  sia  il  polo  di  s   ìn   11. 

Si  noti  però  che,  decomposta  [aj]  T  omologia  armonica  0  nel 
prodotto  di  due  altre  omologie  armonicLe  Q^  ,  H^,  una  polarità  II 
commutativa  con  0  può  non  essere  commutativa  con  0^  ,  Oj»;  poi- 
ché, mentre  in  £1  è  *^  il  polo  di  *,  possono  i  centri  *S',  ,  S^  di 
0|  j  Qg  nott  esaere  i  poli  dei  loro  assi  s^  ,  s^.  Ma,  se  in  IT  è  ^', 
il  polo  di  Sy  ,  anche  À\  sarà  il  polo  di  s^* 

e)  Dalla  fine  dell'esereizìo  52  a  pag,  609  si  tra©  che,  la  con- 
dizione suffcìente^  perchè ,  data  un'omografia  piana  IT,  non  omolo- 
gica^  !fì  possano  costruire  polarità  piane  commuffdir.e  eoa  0  {le 
qtitdi  saranno  dì  numero  in  finito}  ^  è  che  Ù  sia  il  prodotto  dì  due 
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omologie  armoniche,  Vofiliarao  ora  provara  clie  una  tale  condmone 
è  necessaria:  e  ciò  risulterà  da  quanto  segue  in  questo  esercizio* 
f)  Un'omografia  piana  il,  che  ha  gii  fieni  enti  uniti  as»ocùtÌÌ 
tripli  G  ,  g  2^?<ò  sempre  vùnmUrarsì^  in  infiniti  modtj  come  tt 
prodotto  di  due  omologie  piane  armoniche  0,  ,  0^:  ed  indicanda 
con  Sj  ,  S^  ì  centri  di  o filologia  di  Ùj  ^  O^j  e  con  s^  ,  a,  £  ri* 
spettivi  assi  di  omologia  Sj  ed  Sj  sono  un  punto  arbitrario  di  ^ 
e  la  retta  di  G  ,  che  separano  armonicamente  le  rette  r^  ,  s^  flt 
G,  sostegni  delle  punteggiatt  (r,  j  ,  (%)  cor  rispondenti  in  Q^  il  e  ni 
centro  di  prospettiva  è  Sj  ;  mentre  S^  è  quel  punto  di  g  ,  tìftc 
è  il  centro  di  prospettiva  dtUe  pnnleggiate  (sJ  ,  (t^)  cor  ri stpo  ridenti 
in  Qj  ed  Sg  ,  s^  dividono  armonicaniffìte  Sj  j  t^. 

Basterà  dimostrare  che,  costruita  0,  nel  modo  indicato  daJre- 
nunciato,  il  prodotto  O^O^O^  (1  è  l'altra  omologia  armoDica  de* 
finita  dall'enunciato  stesso:  poiebè  dalla  (1  si  trae  ÙhOjO^. 

Ora,  conducendo  una  retta  arbitraria  di  S^j  che  seghi  r^  j  s^  or- 
dinatamente in  3/,  ,  J/jj,  si  a^'rauno  in  Qj  le  corrispondenze  \J  ,  '^ 
(perchè  r^  ,  s^  sì  corrispondono  iuvolutoriamente  in  O^ì,  ed  iu  ù 
le  corrispondenze  ,  * ,  ^  ;  ©  quindi  in  0^  si  avranno  le  corrispon- 
denze \/  ,  *^  :  ossia  Q^  è  un'omologia  di  asse  s^,  e  che  ha  il  suo 
J/g  '  g  -  *=* 

centro  in  un  punto  S^  di  g.  Inoltre,  se  ad  s^  corrisponde  u^  nella 
proiettività  caratteristica  \G\  di  Q  ,  r^  ,  «3  separeranno  armonica- 
mente s^  ,  g  (perchè  r^  ,  s.^  ,  u^  sono  raggi  successivamente  corri- 
spondenti in  \G\,  e  questa  ha  il  solo  raggio  unito  </),  e  sono  rette 
corrispondenti  in  Q^  (perchè  in  Q^  ,  0  si  hanno  rispettivamente  le 

conispondenzo      ^  ,     *).  Dunque  Qo  ^  un'omologia  armonica.  Ma, 

S^        Wjj 

indicando  con  A",  un  punto  qualunque  di  Sj  ,  e  con  t^  ,  X^  gli  ele- 
menti corrispondenti  di  s^  ,  A|  in  Q,  saranno  Sj^g  ,  A^jA^^  coppie 
di  elementi  corrispondenti  iu  Q^,  Dunque,  il  punto  A'^  giace  sulla 
retta  ^g,  e  il  punto  X^X^j-g  deve  essere  perciò  il  centro  di  pro- 
spettiva delle  punteggiate  (,Sj)  ,  (t^)  corrispondenti  in  tì  e  il  cen- 
tro di  omologia  S2  di  Qg. 

g)  Se  un* omografia  2nana  Q,  che  ha  gli  elementi  uniti  asso- 
ciati tripli  G  ,  g,  é  commutativa  con  una  polarità  piana  IT,    que- 
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sta  Ttiut^ì'fì  un  qualunque  punto  S  di  g  iti  una  reUa  B  di  Gj  ìn 
quale  è  la  coniuijata  armonicit  di  gy  rispetto  alle  rette  Sj  ,  s^  <i*  (1. 
che  SQHO  Moategni  defle  punteggiate  corrinpondenti  di  0,  il  cui  cen- 
tro dì  prospettiva  è  S- 

In  fatti;  sieno  A^  j  A^  i  punti  uà  iti  di  IT  (distinti  da  G)^  Bit;  nati 
riispettivaraente  aopra  h^  j  ifg.  Siccome  0  trasforma  H  in  FT  ed  s^ 
ili  x^,  coai  dovrà  mutare  A^  in  -4^:  e  perciò  la  retta  ^i*4^  pasiierà 
per  S\  Ma  il  punto  S  e  la  sua  polare  h  debbono  separare  armo- 
nicamente i  ponti  nniti  A^  ^  A^  ;  ed  h  deve  passare  per  (r,  perche 
Q  j  ff  debbono  corrii^po  nel  ersi  in  TI.  Dimoine  S ,  s  diTidono  anno- 
nicaraente  n^  ,  s^^. 

h)  Bai  teoremi  f)f  g)  segue  immediatamente  che,  tomografia 
piana  tìf  von  elementi  uniti  aMoeiati  tripli  CI  ,  g^  è  Hempre  cotn- 
mutati r a  toìk  infinite  polarità  piane  ^  e  se  H^  ^  S^  sono  i  eentri  dt 
due  omologie  armoniche^  il  cui  prodotto  è  0  [/)],  ed  Bj^  j  «^  *  ri- 
^'spetiiri  assi  di  omologia,  le  infinite  polfiriiù,  che  hanno  G,  S^^  S^ 
per  poli  di  g  .  s^  j  B^j  sono  tutte  le  polarità  eommatatiie  con   Q. 

i)  iSe  un'  omografia  piana  ù  ha  gli  elementi  unili  afisoeiati 
(t  ,  gj  che  non  si  appartengono,  ed  ha  in  g  il  mio  punto  unito  E 
ila  etti  retta  nnifa  associata  è  EGse),  non  esi.^te  alunna  poìai^ità 
eommnfativa  con  Q  ;  e  perciò  Q  non  pitè  e  use  re  [e)]  il  prodotto 
di  due.  omologie  armoniche» 

Poiché,  se  II  foase  una  polarità  commutativa  con  Q  ,  Il  mute- 
rebbe la  proiettività  caratteristica  \G\  dì  Ù,  che  ha  Tiuvoluzione 
unita  parabolicaj  nel  Tal  tra  1^!,  non  potendola  mutare  nella  jejj  la 
cui  involuzione  unita  è  iperbolica.  Dunque,  siccome  \g\  è  la  se- 
zione di  \Gl  mediante  la  trasversale  g^  la  iavoluaione  TT..,  che  11 
determina  in  g,  dovi^ebbe  tiab formare  \g\  in  \g\:  assurdo,  perchè 
11^  è  nnlnvoluaìone  iperbolica,  la  quale  ha  per  ueo  dei  suoi  punti 
ili>|)pi  runico  punto  unito  ^  dì  \g\  e  perciò,  essendo  armonica 
Eill'involazione  unita  di  ](/\j  muta  \gl  m  \g\~^* 

A')  Bia  ora  0  un'omografia  piana,  nella  quale  gli  elementi 
uniti  associati  G  ,  g  non  si  appartengono,  mentre  i  punti  uniti  si- 
tuati in  g  sono  due  punti  reali  e  dÌJ4tInti,  o  immaginarli  ;  e  sia 
H  una  polarità  commutativa  con  Qj  nella  quale  [eserc-i  Ò2 ,  a 
pftg.  609]  G  j  g  Bi  corrispondano;  polarità,  che  supporremo  dotata 
di  punti  uniti,  potendo^  in  contrario,  sostituire  a  li  V  altra  pola- 
rità  Ilj  ,  che  rimilta  dal  prodotto  di  U  per   V  omologia    armonica 
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[G  j  g],  perchè  lì^  avrà  punti  uniti  [eserc.  72,  «) ,  a  pag*  Clì>I,  e 
sarà  pure  commutativa  con  0, 

Ora,  se  M^  è  un  punto  unito  di  11^  la  ù  muterà  i/j  in  un  al- 
tro punto  unito  Ah  ài  TI:  e,  po&to  M^M^'g^Sf  la  polare  s  di  S 
separerà  armonicamente  i  punti  uniti  A/j  ,  Af^.  E  poiché  le  rette 
GAIy^m^  ,  GM^^ììi^  si  corrispondono  neiromologia  armonica  \Sj  «] 
ed  in  Q,  mentre  ^  è  il  centro  di  prospettiva  delle  punteggiate 
(?Wi),  (mg)  corrispondenti  in  Q,  ne  segue  che  nel  prodotto  ù[S,  «]=Q' 
sarà  m^  una  retta  di  punti  uniti.  Ma,  essendo  ù  ,  Il  commutative, 
si  ha  QII  =  II0,  e  quindi  Qll[6' ,  «]  =  IIQ' ;  ed  essendo  IT,  [S  ^  s\ 
commutative,  si  ha  On[^  ,  «]  =  Q[/S^ ,  s]n  =  Q'IT.  Dunque,  sarà 
niì'^Q'fl:  ossia  Tomologia  £2'  sarà  commutativa  con  IT,  e  sarà 
perciò  \d]\  armonica.  E  poiché  dalla  relazione  Q[S  ^  s]^ù'  si  trae 
£2^Q'[/S'.  «],  si  deduce  da  quanto  è  detto  innanzi,  che,  la  condì- 
zione  necessaria  e  sufficiente j  ajfflnchè  si  possano  costruire  polarità 
commutative  ad  ima  data  omografia  piana  Q,  non  omologica  {le 
quali  saranno  di  mimerò  infinito),  è  che  Q  sia  il  prodotto  di  due 
omologie  armoniche, 

74.  Da  quanto  è  detto  al  n.o  77,^,  e  daireserc.  73,  d),  a  pa- 
gina 621,  risulta  che,  se  II  è  una  polarità  piana  commutativa  con 
un'  omografia  piana  IT,  la  quale  ha  gli  elementi  uniti  associa  ti 
tripli  G  y  gj  indicando  con  ^  ed  «  un  punto  arbitrario  di  ^  e  la 
sua  polare,  e  con  s^  ,  «g  le  rette  di  6r,  tali  che  le  punteggiate 
(*i)  »  W  corrispondenti  in  Q  abbiano  S  per  centro  di  prospettiva, 
la  corrispondenza  tra  s^  ed  s  (o  tra  »  e  «g)  ^  1*  radice  quadrata 
della  proiettività  caratteristica  \G\  di  Ù;  e  la  corrispondenza  tra 

Seà  »  è  in  conseguenza  data  dal  prodotto  \G  j  g\  'J\G\,  dove  \G,  g[ 
è  la  proiettività  caratteristica  mista  di  Q. 

b)  Sono  sempre  proiettive  due  omografie  piane  0,0',  che 
hanno  ordinatamente  le  coppie  Gg,  G'g'  di  elementi  uniti  associati 
tripli. 

In  fatti,  se  M^M^  ,  M\M\  sono  due  coppie  di  punti  corrispon- 
denti rispettivamente  in  tì,  tì';  e  posto  M^M^'g=Ny^  M\M^^'g^=N\ 
si  determinino  i  punti  N^  ,  N'^^  che  corrispondono    ad   N^  ,  N\ 

ordinatamente  in  ù  ,  Q',  Tomografia  piana  Q"=^,  t^?    ^)    j^, 

trasformerà  Q  in  Q'. 

r)  E  siccome  il'  è  proiettiva  [h)\  con  Q^,  e    quindi    si    può 
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trasformare  fì  io  nn'altra  omogr^ifìa,  il  cui  quadrato  è  Ù\  ne  segufì 
eli  e,  ogni  omoff  rafia  piana^  la  quale  ha  due  elenìttiti  nnifi  niiHO- 
e  iati  tripli^  è  il  quadrafo  di  unailra  omografia  piana. 

76*  Ogni  involuzione  rigata  iperbolica  I  éj  in  infiniti  madtj  il 
prodotto  di  due  omologie  armoniche. 

Di  vero»  siejio  r  j  s  gii  assi  di  /;  ed  aaaiinti  arbitrariameute  un 
jmuto  E  di  r  ed  un  piano  ^  di  *,  si  ponga  fr^S ,  Ks^q:  il  pro- 
dotto /j  delle  omologie  armoniche  \R  ^  p]  ^  \S  ^  g\  è  un'omografia 
involutoria,  percLè  queste  omologie  sono  commutative.  Ma  ^M  ,  p|j 
[S  j  c\  determinano  in  r  la  steasa  invohizioneT  di  punti  doppi  li ,  8^ 
6  quindi  r  è  una  retta  dt  punti  uniti  in  I{^  mentre  i  punti  di  s 
sono  pure  uniti  in  Jjj  perchè  appartenenti  ad  amendue  i  piani  p,  e 
di  omologia.  Dunque  /^  è  rinvoluzione  rigata  à\  assi  r  ,  #;  ossia 
è  \R,p\\8,^\^L 

77.  a)  Dati  due  fasci  di  raggi  (S  ^  o)=abc..M  (S'  j  o')=a'b'c'.*,, 
proietiiri  e  con  sostegni  differenti^  se  è  SS  =Cc'^r  un  raggio  uni  io  ^ 
le  reite^  che  si  appoggiano  ai  raggi  corrispondeidi  distinti  (hi  due 
fasci j  sono  raggi  di  uno  stesso  complesso  lineare^ 

In  fatti,  un  piano  arbitrario  p,  che  non  puayi  per  r^  né  per  al* 
cuno  dei  punti  S ,  *S\  segherà  i  dati  fasci  secondo  due  punteggiate 
prospettive  p(^rabc„.)  ,  p(ra'i>'f'..,)  ;  e  quindi  lo  rette  congiungenti 
i  punti  corrispondenti  di  tali  punteggiate  (che  sono  le  sole,  tra 
le  rette  in  esame,  situate  nel  piano  p)  formano  un  fascio.  Inoltre^ 
da  un  punto  arbitrario  Rj  non  appartenente  ad  r,  uè  ad  alcuno  dei 
piani  ^  j  q\  si  proiettano  i  dati  fasci  mediante  due  fasci  prospet- 
tivi di  piani  R{raòcJ)  ^  E(ra*b'c\*.)  \  e  quindi  i  loro  elementi  cor- 
rispondenti si  segano  secondo  rette,  che  coìitituìscono  un  fascio 
di  raggi  (e  che  sono  le  sole^  tni  le  rette  in  esame,  appaiteneuti 
al  punto  E), 

h)  Tre  complessi  lineari  Cj  ,  Cg  ,  C3  possono  avere  di  comune 
una  congruenza  lineare  (o,  come  di  cesi,  vompenetrarsij  segar  si  ^  se- 
€ondo  una  congruenza  lineare):  poiché^  se  Cj^  è  quella  comune  a 
Ci  ,  C^  j  basterà  costruire  €3  ,  come  definita  da  Cjj,  e  da  un  rag- 
gio non  appartenente  a  C^  o  a  C^, 

Ora^  se  tre  o  più  complessi  lineari  hanno  di  comune  una  con- 
gruenza linearej  diremo  che  questi  complessi  formano  nn  fascia 
che  ha  per  base  la  comune  congruenza  lineare, 

e)  Data  un'omografia  Q\^  tra  due  sistemi  piani  [o]  ,  [fj^|,  nella 
Sahm^.  —  Giomeitiu  proietti t^a,  79* 
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quale  co'  =  r  sia  una  retta  unita,  ma  non  dì  punti  uniti,  si  co- 
struisca un'omologia  piana  0',  che  abbia  por  contro  un  punto  iir- 
bitrario  >S"  di  r,  e  per  asse  una  retta  arljitraria  «'  dì  Q*:  sia  poi  S 
il  punto  di  r,  cui  corrisponde  S'  in  Ù\^,  Il  prodotto  ù\M^  =  ù\^ 
(1  sarà  un'altra  omografia  tra  i  sistemi  .[a]  ,  f';'|  ;  e  la  relazione 
(1  mostra,  che  Q\^  avrà  pure  r  per  retta  unita,  ed  iS^,  ^'  per  punti 
corrispondenti,  e  che  a  ciascun  raggio  m  del  fascio  {S ,  o)  corri- 
sponderà uno  stesso  raggio  m'  del  fascio  {S'  ,  g*)  in  Q'^j  ed  in  ù\y 

Ora,  se,  tra  le  rette  congiungenti  i  punti  corrispondenti  di  Q\^ 
(o  di  O'is),  se  ne  assumano  tre  ahc  (o  def),  sghembe  tra  loro  e 
con  r,  e  tali  che  abcr  (o  defr)  non  app^tengono  ad  una  stessa 
schiera,  sono  individuate  le  omografie  assiali  Qjg  >  *^is  >  ^^® 
hanno  amendue  a  ,  a'  per  piani  corrispondenti,  e  delle  quali  Tana 
Q,2  ha  per  rette  unite  abcr,  Taltra  fì^g  ha  defr  per  rette  unite. 
Indicando  poi  con  C12  1  ^13  1©  congruenze  lineari  relative  alle  omo- 
grafie assiali  Qj2  7  ^i3f  ^  ^^^  ^1  ^^  complesso  lineare  individuato 
[a)]  dai  fasci  proiettivi  (S ,  0)  ,  {S'  ,  g'),  è  chiaro  che  Qj^,  Qis  de- 
terminano tra  i  sistemi  [e]  ,  [e']  le  omografie  Q'^g  ?  ^'13  e  che  C, 
contiene  le  congruenze  C^g  ?  C13. 

Inoltre,  indicando  con  II,  il  sistema  nullo  relativo  a  Cj,  il  pro- 
dotto ITiQj2=^2  (2  88,rà  un  altro  sistema  nullo.  Poiché,  indicando 
con  l  il  raggio  unito  di  £2,2  situato  in  un  piano  arbitrario  X,  sarà 
l  un  raggio  doppio  di  IT,,  e  quindi  il  polo  di  X  sarà  un  punto  L^ 
di  Ij  e  ad  L,  corrisponderà  in  Q^^  ^^  punto  L^  di  Z:  sicché  dalla 
(2  si  trae  che  al  piano  X  corrisponderà  in  Hg  il  punto  L^  di  X,  e 
perciò  1X2  è  un  sistema  nullo  [nota  a  pag.  552]. 

Similmente  si  vede  che  il  prodotto  IIjQjg  =  II3  (3  è  un  terzo  si- 
stema nullo  ;  e  dalle  (2,  (3  risulta  che  le  rette  unite  comuni  ad 
^12  )  ^13  ^^^^  ^^  rette  doppie  comuni  e  TI,  ,  112  ,  ^S9  ossia  i  raggi 
comuni  ai  complessi  lineari  €,,€27  C3  relativi  a  II|  ,  II2  j  U^. 

Ma,  le  rette  unite  di  fli2  >  ^i3>  che  passano  per  uno  stesso  punto 
di  e,  segano  a'  in  punti  corrispondenti  di  Q',  e  coincidono  quindi, 
allorché  una  di  esse  (e  perciò  anche  l'altra)  sega  s\  Dunque  que- 
ste rette  unite  coincìdenti  formano  una  schiera  rigata  di  rette  dop- 
pie comuni  a  ITj  ,  TT2  ,  TT3  (alla  quale  appartiene  pure  r),  se  «'  non 
coincide  con  r. 

Se  poi  è  5=r,  ossia,  se  r  é  una  retta  di  punti  uniti  in  Q',  la 
(1  mostra,  che  le  omografie  Q'jg  ì  ^'13  determinano  in  r  la  stessa 
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proi^ttivitàdi  puntiì  ìa  quale  può  essere  data  in  mi>do^  da  avere  due 
punti  uniti  reali  EjFjO  uno  solo  E^  o  due  puati  uniti  irama- 
ginariì. 

Ma,  indicando  con  e  il  piano  polare  dì  E  mU^  ^z  passerà  per 
r;  e  poiché  E  è  punto  unito  iti  tì^  ed  in  0^^,  le  (2j  (3  dimo- 
strali o^  che  i  ha  pure  E  per  polo  in  TTj,  e  U^^  In  consogu^nzai  il 
fascio  di  raggi  (E  ^  i)  è  fascio  di  rette  doppie  comnni  a  U^,  fl^^  ^a? 
6  lo  atesso  si  può  diro  del  faccio  di  raggi  {F  j  ^)j  dove  9  è  il 
piano  polare  di  J^^  in  Xì^  j  se  P  non  coincide  con  E  (^). 

Dunque,  se  tre  complessi  lineari  C^  ,  Cj  ^  Cj  ,  che  non  apparten- 
gano ad  un  fascio^  hanno  itn  raggio  comune  r,  e***  possono  avere 
di  cofnune^  o  solo  <itiesto  raggio  r,  o  due  fasci  di  raggi  (dìstinli  o 
coincidenfi))  al  quali  appartiene  r,  o  una  schiera  rigata  di  raggi j 
alla  quale  appartiene  r. 

§  XIIL 

Proprietà  felatlve  ad  alcuni  sistemi  dt  coniche. 

ASSI    DI   SINTOSI  E   DMBILIOHI    DI    DUE    CONICHE- 

224.  a)  Date,  in  un  piano  e,  dna  ciniche  distinte  c3j  j  m^ 
l'eali  o  immaginarie  [cfr*  n.^SOT^  e],  chiameremo  bireciproci  due 
clementi  omonimi  rocì proci  rispetto  a  o,  0  o^t  e  chiameremo 
hinnito  un  elemento  unito  rispetto  ad  amendue  le  conicbej  ossia 
un  plinto,  o  una  tangentej  comune  a  queste,  le  quali  debbono 
essere  quindi  nccessariaracrite  reali. 

Se  poi  due  coppie  di  punti  bireci proci  (o  di  rette  birecipro- 
che)  appartengono  ad  una  stessa  retta  s  (o  ad  nno  stesso  punto 
U}y  si  dirà  che  s  fo  U)  è  un  as»e  di  sintosi  (0  un  umòiUco) 
dì  vz^  ,  n^.  Sicché  queste  due  coniche  avranno  aopra  s  la  stessa 
corda,  realej  imlla,  o  ìdenle,  o  avranno  comuni  due  tangenti 
condotte  per  U,  reali  e  distinte^  coincidenti,  o  immaginarie. 


(^)  Si  noti  che,  se  F ,  E  non  coincidono ,  le  omografie  assiali 
Qjg  j  Ojg  sono  iperboliche,  e  mentre  due  loro  rispettivi  assi  «,  1/ 
passano  per  E^  gli  altri  loro  assi  v  ,  t^^  passano  per  J^  :  sicché  i 
piani  £  ,  9  contengono  ordinatamente  le  terne  di  rette  rvv  ,  rmi\ 
Se  è  F^E^  le  0^^  ,  Oj^  sono  paraboliche. 
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E  si  noti,  che,  nel  piano,  la  figura  duale  di  un  asse  di   cin- 
tosi è  un  umbilico. 


b)  Se  s  ,  s'  sono  due  di- 
stinti  assi  di  sintosi  di  »,  ,  cSg, 
il  punto  ss'^G  sarà  un  hi- 
bolo,  0  un  punto  Munito,  Ma 
può  essere  G  contemporanea- 
mente un  punto  bipolo  e  Mu- 
nito'^ nel  qual  caso  le  due  co- 
niche sono  reali,  e  toccano  in 
G  la  bipolare  g  di  G. 


Se  U  fU*  sono  due  diMnli 
umhlìichl  di  «i  ^  %  ^  ta  retta 
UU'^g  sarà  una  bipolare,  o 
una  retta  Munita.  Ma  può  es- 
sere g  contemporaneamente  una 
retta  bipolare  e  biunita'^  nel 
qual  caso  le  due  coniche  sono 
reali,  e  toccano  g  ìiel  suo  bi- 
bolo  G. 


Chiameremo  poi  associati  due  distinti  assi  di  sintosi  s  ,  s' 
(o  umbilichi  U ,  U^,  se  la  loro  intersezione  6r  è  un  bipolo,  la 
cui  bipolare  g  non  passa  per  G  (o  se  la  loro  congiungente  g 
è  una  bipolare,  il  cui  bipolo  G  non  giace  in  g),  ma,  se  g  passa 
per  G  {o  se  G  appartiene  a  g),  dei  tre  assi  di  sintosi  ss'g  (o 
dei  tre  umbilichi  UU'G)  chiameremo  associati  i  primi  due. 

Per  dimostrare  il  teorema  a  sinistra  si  osservi  che,  se  i 
punti  G^  ,  G\  ,  situati  ordinatamente  in  s  ,  s\  e  bireciproci  di 
G,  non  coincidono  con  G,  sarà  G^G\  la  bipolare  di  G  (come, 
p.  e.,  avverrebbe,  se  o^  ,  zz^  avessero  4  punti  comuni  AB  CD, 
reali  e  distinti,  e  si  considerassero  gli  assi  di  sintosi  AB^s, 
CD^s').  Ma,  se  G^  '^e  quindi  anche  G\)  coincide  con  <r,  le 
polari  g^  ,  ^2  ^^  ^  rispetto  a  C3,  ,  cSg  (che  in  generale  non  coin- 
cidono) passeranno  per  G,  e  G  sarà  un  punto  biunito  ;  ossia 
le  coniche,  evidentemente  reali^  avranno  il  punto  reale  comune 
G  (come  avverrebbe,  nel  caso  ora  indicato,  per  gli  assi  di  sin- 
tosi AB^s  ,  AC^s',  per  i  quali  si  ha  G^A).  Che  se  ^^  ,  g^, 
mentre  passano  per  G,  coincidono  in  una  sola  retta  g  ,  G  sarà 
un  punto  bipolo  e  biunito,  e  le  due  coniche  (reali)  Hj  ,  csj  toc- 
cheranno ^  in  6r,  e  sarà  g  un  terzo  asse  di  sintosi.  Può  però 
ancora  accadere,  come  si  vedrà  in  seguito^  che  g  coincida  con 
uno  s  dei  due  assi  di  sintosi  s  ,  s',  e  allora  chiameremo  asso- 
ciati g  ed  s\ 

e)  È  noto  (210^  /),  che  n^  ,  n^  hanno  sempre  un  bipolo  G, 
tale  che  non  esiste  alcun  altro  bipolo^  non  appartenente  alla 
bipolare  g  di  G,  né  alcun'  altra  bipolare,  non   appartenente    a 
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G  ;  e  che,  indicando  con  H  romografia  prodotto  di  cs^  ,  csg  (os- 
sia prodotto  delle  relative  polarità  U^  ,  ITg),  saranno  G  ,  g  due 
elementi  uniti  associati  in  fl.  E  viceversa^  di  due  elementi 
uniti  associati  in  Q,  Tuno  è  bipolo  e  Taltro  è  la  corrispondente 
bipolare  rispetto  a  n^  ,  csg. 

Inoltre,  se  G  y  g  non  si  appartengono,  o  sono  bipoli  tutt'  i 
punti  di  g  (nel  qual  caso  lì  è  un'omologia  di  centro  G  ed  asse 
<;),  o  sono  tali  due  soli  punti  di  ^,  reali  e  distinti,  coincidenti, 
o  immaginarli.  Ma,  se  (r  ,  ^  si  appartengono  (e  quindi  cs^  ,  csj 
sono  reali  e  tangenti  a  <7  in  G),  o  sono  bipoli  tutt'  i  punti  di 
g  (nei  qual  caso  ù  è  un'  omologia  di  centro  G  ed  asse  g),  o 
possiamo  supporre  che  tale  sia  il  solo  punto  G  (per  non  rica- 
dere in  uno  dei  casi  precedenti). 

In  fine  è  pure  noto  (210,  f)  che,  se  G  ,  g  non  si  apparten- 
gono, C3i  ,  C3^  hanno  sempre  un  solo  V  biautoreciproco,  che  può 
essere  reale  e  non  degenere^  immaginario,  o  degenere  di  i.« 
specie  (e  che  è  il  V  fondamentale  di  Q),  quando  Q  non  è  omo- 
logica: ma,  se  Q  è  un'  omologia,  cs^  ,  a^  hanno  infiniti  7  biau- 
toreciproci,  reali  e  non  degeneri,  di  comun  vertice  G  e  dì  co- 
mune lato  <7.  Se  G  ,  g  poi  si  appartengono,  ed  Q  non  è  un'omo- 
logia, possiamo  supporre  che  le  coniche  zz^  ,  Cg  (necessaria- 
mente reali)  abbiano  il  solo  bipolo  G  (altrimenti  rientreremmo 
in  uno  dei  casi  precedenti),  e  quindi  queste  coniche  avranno 
un  solo  \7  biautoreciproco,  che  è  degenere  di  2.»  specie:  ma, 
se  Q  è  un'  omologia,  le  due  coniche  avranno  pure  infiniti  sj 
biautoreciproci,  degeneri  di  i.«  specie. 

d)  Date,  in  un  piano  a,  due  coniche  n^  ,  ^2  >  'f^<^^i  0  im- 
maginarie,  ogni  loro  asse  s  di  sintosi  contiene  almeno  un  bi- 
polo, ed  ogni  loro  umhilico  U  giace  almeno  in  una  bipolare. 

Se  cSiC^g^Q  è  un'omologìa  di  centro  G  ed  asse  g^  ossia,  se 
ogni  punto  di  g  è  [e)]  un  bipolo,  la  cui  corrispondente  bipolare 
passa  per  G  ,  g  è  un  asse  di  sintosi  (che  contiene  quindi  in- 
finiti bipoli),  il  cui  corrispondente  bipolo  G^  è  un  umbilico  ;  e 
r  enunciato  teorema  è  evidente.  In  ogni  altro  caso  poi,  indi- 
cando con  g  la  bipolare  sempre  esistente  [e)],  o  sg^  M  è  un 
bipolo,  o  le  polari  m^  ,  m^  di  A/,  rispetto  a  Cj  ,  a^,  sono  distinte , 
e  mentre  passano  pel  bipolo  G  di  </,  debbono  pure  segarsi  in 
un  punto  di  «,  ossia  G  deve  appartenere  ad  s. 
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e)  Supponiamo  che  il  prodotto  s3jC3^  ^0(1  non  sia   un'o- 
mologia. 

Assunta  una  retta  arbitraria  a  dì  un  punto  unito  ff  di  0,  le 
cui  retta  unita  associata  g  è  quindi  bipolare  di  G  rispetto  i\ 
cSj  >  cSg ,  i  poli  Al  ,  A^  dì  a,  relativamente  a  zs^  ,  C3j,  giaceranno 
in  g:  e  poiché  la  relazione  (l  mostra  cue  A^  ,  A^  sono  punti 
corrispondenti  nella  proiettività  caratteristica  \g\  dì  0  Be  se- 
gue che  i  fasci  di  raggi  (Ai)  ,  (A^)^  corrispondenti  in  0,  sono 
prospettivi ,  e  con  una  retta  «g  ^^^  ^'  P*^**  ^^^^  ^^  prospettiva* 
Or  siccome ,  al  variare  di  a ,  a  vd  A  j  descrìvono  la  proietii- 
vita  Pj ,  che  C3j  determina  tra  i  raggi  del  fa&cìo  (Q)  ed  i  punti 
della  punteggiata  (g) ,  mentre  A^  ed  a^  generano  la  proietti- 
vita  caratteristica  mista  \g  y  G\  di  (^),  se  ne  deduce  che  fi,  a^ 


(^)  Se  Gg  è  una  coppia  di  elementi  uniti  àssocì&tì  !n  uu'  omo* 
grafia  piana  Q  (non  omologica),  indicando  con  [G?}  ^'^'^^^ ,  , .  j 

A  A  A 

\g]=  A^  A^  A^  *  '  *  ^®  proiettività  caratteristiche  associate  (184,  h)  di 

tì,  è  noto  (183,  b)  che,  consideranrìo  le  coppie  (a^)  e  (a,)  ,  (aj 
e  (aj)  ,  (ag)  e  (aj  , . . ,  di  punteggiate  corrispondenti  in  Q^  se  j^i 
è  il  centro  di  prospettiva  della  prima  coppia,  A^  ,  A^  ,*..  saranuo 
ordinatamente  quelli  delle»  altre  coppie,  e  si  ha  (183,  ^)  la  proiet- 
tività caratteristica  mista  \G  ,  g\=E   /   .*  .-^    *„„  Inoltre,  le  coppie 

{A^)  e  {A^)  ,  {A^)  e  (^3)  ,  (^3)  e  (A^)  ,,  .  .  di  fasci  di  mggi  corri- 
spondenti in  Q  hanno  ordinatamen  te  (183,  b)  a^  ^  a^  ,  a^,*,,  per  assi 
di  prospettiva,  e,  per  dualità,  dal    teorema  del  n,^  18Hj  g)   sì  hn 

A  4  A 
l'altra  proiettività  caratteristica  mista  \g  ^  G\b^    1*  *"  a  ^  _  ,^  che 

diremo  associata  alla  \G  ,  g\. 

In  conseguenza  si  hanno  le  seguenti  relas^loni  : 

\G,g\  =  \G\  ]g,G'rE^\a,G\-\g\  {i, 

o  anche 

\g,G\  =  \g\\G,gn^\G,gr'lG\  (?. 

Si  noti ,  in  fine  ,  che  Q  è  definita  in  generale  ,  dando ,  oltre 
G  j  g,  le  proiettività  \G  ,  g\  ,  \g  ,  G\,  o  una  di  fineste  ed  una  delle 
altre  proiettività  \G\  ,  \g\,  o  una  delle  suddette  rjuattro  proietti- 
vita  ed  una  coppia  dì  punti,  o  rette,  corrispondenti. 
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si  corrìspoiideraiìno  Bèi  prodotto  P^[gfG\  =  h*  Ma  dalla  (1 
si  trac  (208^  b)  che  zz^  muta  Q  hi  D"^;  e  quindi  clie  P^  muta  la 
proLeitività  caratteristiea  [fj'  di  Ù.  in  \y\~\  mentre  evidentemente 
\g  f  G\  muta  ]g\'^  in  K^l^^*  ^^  conseg^uenzaj  dalla  (2  si  ha,  che 
h  muterà  \G\  in  \G\-\ 

Ora,  indicando  con  R  \in  punto  arbitrario  di  a,  la  (1  mostra 
che  le  polari  r^  j  r^  di  E^  rispetto  a  Gj  ,  S3^j  sono  raggi  coitì- 
spondenti  nei  suddetti  fasci  prospettivi  {A^} ,  {A^)j  e  quindi  si 
secano  in  uu  punto  R^  di  a^,  bl recìproco  di  li:  mcchò,  det  raggi 
fl  j  fljj ,  corrispoudeuti  in  in  ^  ciascuno  è  lì  luogo  dei  punti  bi- 
reciproci  dei  punti  dell'  altro  raggio  (escluso  il  punto  G^  che 
è  bi reciproco  a  tutt'i  punti  dì  ^J^  e  ijuìndi  a  j  a^  si  corrispon- 
dono in  voluto  rjaniente  in  Jq.  In  conseguenza  V  involuzione  lo  j 
(che  non  può  essere  paraboUcaj  perchè  prodotto  delle  proiot- 
tivltà  non  degeneri  P^ ,  \g  ^  G\}j  se  è  iperbolica,  ha  nei  suol 
raggi  doppi  i  due  assi  di  sintomi  di  z^^  y  -^  ^  che  passano  per 
O  (escluso,  in  generale,  quando  g  appartiene  a  Gf  il  terzo  asàe 
g  dì  aiutosij  sul  quale  la  involuzione  di  punti  bireciproci  è 
parabolica);  e  sa  Iti  è  ellittica,  diremo  che  casa  rappresenta 
due  assi  di  sìutosl  immaginarii. 

Si  osservi,  in  fine,  che  Jq  è    armonica    all' involuzione  unica 
di  \G\f  ossia  airinvoluzioue  caratteristica  (O)  di  0. 

Di  vero,  \Gl  e  \G\~^  hanno  la  stessa  involnzione  unita  (G)  i 
e  poiché  Jq  (corae  si  è  innanzi  dimostrato)  muta  \G\  in  \G\~^ 
e^sa  deve  trasformare  (O)  in  (G).  Ora,  non  potendo  essere 
}q^(G}j  quando  )G\  non  e  i n voi utoria— perchè  allora  Ir.  dovrebbe 
mutare  \G\  in  \G\  e  non  in  ;tìp^—ne  segue  che  U  è,  in  tal 
caso,  armonica  a  {G},  Nè^  anche  quando  \G\  b  involutoria,  può 

essere  Ìq  ^{G)^G\,  In  fattiy  se  così  fosse,  essendo  Jo=^  ^*..., 

sarebbe  \G\^^^^  , .  .  ^  ed  A^  sarebbe   [nota    a    pag.    030J    il 

centro  di  prospettiva  delle  punteggiate  (a) ,  (a^)^  corrispondenti 
in  0:  mentre,  corrispondOTidosì  in  vi^^^^ù  le  rette  «i  %,  il 
polo  A^  di  a  in  cij  dovrebbe  essere  pure  polo  di  n,^  in  cj^.  Inol- 
tre, poiché  il  raggio  fig,  coniugato  di  a  in  Ìq  ,  congìunge  6'  ad 
un  punto  birecìproco  di  un  punto  di  a^  per  dualità  si  ha,  che 
il  coniugato  dì  A^  Tieirinvoluzione  J^  (che  rappresenta  la  cop- 
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pia  di  umbilicliì  associati,  reali  o  immaginarii,  situati  lu  g)  (*. 
rintersezione  di  (f  con  la  bireciproca  r'  dì  una  retta  r  di  A^. 
Ma  i  poli  A'i  ,  /?g  di  r  in  Hj  ,  o^  giacciono  nelle  polari  a  ,  a^ 
del  punto  A^  di  r,  e  si  corrispondono  in  £2  ;  ed  in  conseguenza 
i?i/?jj  è  la  bireciproca  r'  di  r,  e  sega  g  in  .4j,  Dunque  A^  sa- 
rebbe un  punto  doppio  di  ìg  ;  e  variando  a,  si  conchiuderebbe 
essere  J^  una  identità:  assurdo. 

Dunque,  se  il  prodotto  n^nj  ^  iì  /i^'i  è  ww'  omologia ,  per 
ciascun  punto  bipolo  Q  di  ts^  ,  ts^  passano  due  assi  associati 
di  sintosij  reali  e  distinti  o  immaginari i^  e  due  soli  ;  ed  essi 
sono  rappresentati  da  un^ involuzione  Ìq  ,  armonica  alV  involu- 
zione caratteristica  (G)  di  fl,  e  nella  quale  sono  coppie  di  raggi 
coniugati  le  coppie  di  rettCy  che  proiettano  da  G  coppie  di 
punti  bireciproci:  ma^  se  la  bipolare  g  di  G  passa  per  G,  sarà 
g  un  terzo  asse  di  sintosi,  il  quale  però  coincide  con  uno  di 
quelli  rappresentati  da  Jo ,  quando  (G)  è  parabolica.  Inoltre, 
per  dualità  si  ha  che,  in  ogni  bipolare  g  esistono  due  umbili- 
chi  associati,  reali  e  distinti  o  immaginarii,  e  due  soli,  rappre- 
sentati da  un'involuzione  ìg  y  armonica  all'involuzione  caratte- 
ristica (g)  di  Qy  e  nella  quale  sono  coppie  di  punti  coniugati 
le  coppie  di  punti  determinate  in  g  da  coppie  di  rette  bireci- 
proche:  ma^  se  g  appartiene  a  G,  sarà  G  un  terzo  umbilico,  il 
quale  però  coincide  con  uno  di  quelli  rappresentati  da  J^  , 
quando  (g)  è  parabolica, 

f)  Siccome  poi  il  prodotto  delle  involuzioni  Jj  ,  J^  ,  che 
Oi ,  C32  determinano  in  G  —  o  in  </  — è  la  proiettività  caratteri- 
stica \G\—o  |^|— di  Q,  ed  ha  la  sua  involuzione  unita  armo- 
nica ad  Jj  ,  J2  ;  e  siccome  anche  )o  —  0  J^  —  è  armonica  all'ìn- 
voluzione  unita  di  Jffì  —  o  di  j^j  —  ,  ne  segue  che: 

Se  cs^n^^Q  non  è  un'omologia,  e  se  G  è  un  bipolo  di  Oj,  cs^, 
la  cui  corrispondente  bipolare  è  g,  te  coppie  di  tangenti,  reali 
0  immaginarie,  condotte  da  Q  a  a^  ,  a^ ,  e  la  coppia  la  degli 
assi  di  sintosi  (0  le  coppie  di  punti,  reali  o  immaginarii,  se- 
condo  cui  g  sega  zz^  ,  ^2  e  la  coppia  ìg  di  umbilichi)  sono  cop- 
pie di  raggi  (0  punti)  coniugati  in  una  stessa  involuzione. 

g)  Se  in  e)  si  fosse  indicata  con  P^  la  proiettività,  che  C3, 
determina  tra  i  raggi  del  fascio  ((?)  e  i  punti  della  punteg- 
giata {g),  osservando  che  A^  è  il  polo  di  a  in  «^  e  corrisponde 
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fcft'.  nota  a  pa^.  630]    ad    rt^    in    \G  ^  gì  j    oltre    a! Li   relazione 
Ift^^Pik/  j  Gì  ('2y  ai  saivbbe  notata  l'altra  Ir,  ^iPjjlO'  ,  (Jf^  {H. 

Maj  se  Gj  g  iiou  si  apparteiigfonoj  iiidieandu  con  1^,^^  ,  \q  ^  G\  , 
\G  ^  g\^  ordinataniente  Je  sezioni  di  h  ,  \g  ,  G\  ^  \G  ^g\  mediante 
.*/,  e  con  njijj  j  — j,,^  lo  involuzioni  determinate  fìa  :r,  »  "^.  in  i/, 
dalle  relazioni  (2^  (3  si  deduce  cliiaramente 

h^  =  Oj,^  j^  ,  G\^  =  s3^,^  IO  ,  gif  *  (4. 

Analogamente  si  ha 

In  Éìne^  si  osservi  elio  \g\ ,  f/?  ,  ^^f^^'  hanno  la  stmsa  involuzione 
unita.  Poiché,  so  a^  ^  a^  si  corrispondono  iti  ÌGìj  e  ad  a^  ,  a^ 
corrispondono  A^  ^  A^  in  fG  ,  ^1j  è  noto  chti  ajg^A\  e  a^g^^A*^^ 
A^  e  *43  sono  due  coi)pie  di  punti  coiTÌspondenti  in  Jf/I;  o  quindi 
\^  f  &\g  cangia  la  cojipiH  arbitraria  A\A'^  di  lg\  in  un'altra 
sua  coppia  A^A^. 

h)  Ciò  posto^  andiamo  a  dimostrare  che; 
se  il  prodiiito  ^(u^^^Ù.  non  è  un^omologia^  e  ne  per  un  bipahj 
Q  df  ^1  f  o^^  che  non  uppa ritenga  alla  sua  bipolari!  g,  passano 
due  assi  reali  di  sintosi  s  ,  s',  del  quali  ninno  sia  tangente  alln 
due  coìilchey  la  condizione  necessaria  fi  mifflclenfe^  affinchè  sieno 
pure  reali  gli  umbtUchi  situati  in  g  ^  è  che  le  proietti  €  ita 
Cpj,  I  C3j>,^  sieuo  della  stessa  specie* 

in  fatti,  |»nsto  sg^S  ^  s'tj^  S\  supponiama  che  sieno  reali 
gli  unibiliehi  U^  U^  situati  in  g^  ovvero  che  sia  ìa^^^SS^l^^lJU^i 
sarà  Ì*Va?%  UU*\^{g)  l'involuzione  unita  di  igi^  e  quindi  anche 
di  \G  j  ^!y,  come  si  t  veduto  in  fine  di  g).  Biccijè  rinvqluziono 
Ì^SU  j  S^U^Ij  che  È  armonica  a  (g)j  cangerà  IO,  g',j  in  \Gj  glf\ 
mentre  muta  Ji^^,;  in  J^  ;  e  perciò  cangerà  ta^  \G  ^  g\^  in 
\i\G^g\f^^  Ma,  di  questi  due  prodotti,  in  virtù  delle  (4^  (5 
tmvate  in  g)^  il  primo  coincide  con  u^^^j  ed  il  secondo  e(ìn  c3p^. 
In  conseguenza  J  cangia  e3j,j^  in  c^.^^,  e  quindi  queste  due  in- 
voluzioni debbono  eì^sere  della  stessa  specie, 

Viceversaj  supponiamo  che  Oj,j^  ,  c^,^  (che  non  possono  tis- 
sere  paraboliche)  i^ieno  ameudue  iperboliche  o  ellittiche  ;  ed 
MyM\  j  M^M^^  si  e*  no  nel  primo  caso  le  loro  coppie  di  punti 
doppi,  e  nel  secondo  caso  quelle  dei  loro  punti  coniuga  ti,  ar- 
moniche alla  coppia  (reale)  comune  alle  due  Involuzioni:  sarit 
sempre  \M^M\  j  M^M^^Ì^Ì^)  l' i^^'i^ln^iouc  unita   ilùl    prodotto 
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C3i,^c32,^  =  i  ^  ì  ,  e  quindi  anche  di  \G  ,  g\g.  In  conseguenza 
J  =  1 37,3/2  1  ^^'i^^W  s^J*^  11"'  involuzione  armonica  a  {g)y  e  per- 
ciò muterà  \G  ,  gì^  in  \G  ,  gìy'^,  mentre,  cangia  Cp^  — che  è 
armonica  alle  involuzioni  Ì^=M^M\  ,  (5^)— in  cs^,^^— che  è  armo- 
nica alle  involuzioni  J^—A/^A/'g,  (^)— .  Dunque  I  muta  il  prodotto 
^V9^(^  >  ff'^a  ì°  ^iiu^^  7  Oìg'^i  ossia  J^  in  Jo.j  ,  in  virtù  delle  (4, 
(5  trovate  precedentemente  ;  e  perciò  ìg  ,  Jg,^  ,  e  quindi  anche 
J   ,  Ja  ,   saranno  della  stessa  specie. 

i)  Dai  teoremi  d),  e)  si  trae  quanto  segue  : 

1.0  Se  OjC32  =  Q  ha  gli  elementi  uniti  associati  tripli  G,g, 
ossia  (e)]  se  o,  ,  cs^  hanno  il  solo  bipolo  G,  e  questo  appartiene 
alla  sua  bipolare  g ,  le  due  coniche  avranno  reale  V  unica 
loro  coppia  Jg  =  gg'  di  assi  associati  di  sintosi,  e  V unica  loro 
coppia  ìg==GG'  di  umbilichi  associati'^  perchè  Jo  ,  J^  sono  in- 
voluzioni armoniche  rispettivamente  alle  involuzioni  caratteri- 
stiche (G) ,  (g)  di  Q,  e  queste  sono  paraboliche  ed  hanno  ordina- 
tamente g  ,  G  per  elementi  doppi. 

2.0  Se  ù  ha  due  elementi  uniti  associati  G  ,  g ,  che  non  si 
appartengono  ,  ed  un  altro  solo  punto  unito  E ,  situato  in  g, 
la  cui  retta  unita  associata  è  quindi  EG^e;  ossia,  se  w, ,  Cv 
hanno  due  soli  bipoli  G  ,  E,  le  cui  bipolari  sono  rispettivamen- 
te una  retta  g  di  E,  e  la  retta  EG  ^  e:  le  dus  coniche  hanno 
la  coppia  real'C  \q  ^  ce'  di  assi  associati  di  sintos^i,  la  coppia 
reale  ìg  ==  EE'  di  umbilichi  associati,  un*  altra  sola  coppia  Jg , 
reale  o  immaginaria,  di  assi  associati  di  sintosiy  appartenente 
al  bipolo  E,  ed  un* altra  sola  coppia  J^,  reale  0  immaginaria,  di 
umbilichi  associati,  appartenente  alla  bipolare  e.  Perchè  le  in- 
voluzioni caratteristiche  {G)  ,  {g)  di  ù  sono  paraboliche,  le  altre 
{E) ,  (e)  sono  iperboliche,  e  le  lo  ,  J^  ,  Jb  ^  1b  sono  armoniche  ad 
esse  ordinatamente. 

j  ,  ossia^ 

se  O  è  il  solo  bipolo  cf t  »,  ,  cs^  »  ^  'i^on  appartiene  alla  sua  bi- 
polare g,  le  due  coniche  saranno  reali,  ed  avranno  la  sola  cop- 
pia {reale)  \q  ^  ss'  di  assi  associati  di  sintosi  e  la  soln  cop- 
pia {reale)  \g^\j\j^  di  umbilichi  associati  \  perchè  Ìq^Ìq^^^^ 
involuzioni  armoniche  alle  involuzioni  caratteristiche  {G)  ,  G?y 
di  Q,  e  queste  sono  ellittiche. 
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4.0  Se,  in  fine,  Q  ha  il  y  fondamentale  EFG^efg,  reale  e 
non  degenere ,  ossia,  se  c^  ,  C3j,  hanno  i  soli  bipoli  E ,  F ,  G 
di  corrispondenti  bipolari  FG^e  ,  GÈ  2^  f  ,  EF  ^  g,  queste  co- 
niche avranno  tre  coppie  reali ,  o  una  reale  e  due  immagi- 
narie ,  di  assi  associati  di  sintosi,  e  tre  coppie  reali,  0  una 
reale  e  due  immaginarie,  di  umbilichi  associati.  Ma,  se  a^ ,  cSg 
hanno  tre  coppie  reali  di  assi  di  aintosi  (0  di  umbilichi)  asso- 
ciati, esse  hanno  quattro  punti  reali  e  distinti  {0  quattro  tan- 
genti reali  e  distinte)  ;  e  viceversa. 

Per  dimostrare  raltima  parte  ,  s' indichino  con  Jg  ,  Jp  ;  Jo  le 
involuzioni,  che  rappresentano  le  tre  coppie,  reali  o  immagì- 
arie ,  di  assi  associati  di  sintosi ,  appartenenti  ordinatamente 
ai  bipoli  E ,  F ,  G,  e  con  MM'  una  coppia  arbitraria  dì  punti 
bireciproci:  saranno  [e)]  f  e  gy  EM  ed  E^M*  coppie  di  raggi 
coniugati  in  Ih  ;  ^  ed  e  ,  FM  ed  FM^  coppie  di  raggi  coniugati 
in  ìp  1  e  ed  /,  GM  e  GM^  coppie  di  raggi  coniugati  in  Jo  . 

Ora  se ,  p.  e. ,  le  involuzioni  Jb  ,  U  sono  ellittiche ,  ossia  se 
f  ,g  separano  EM ,  EM' ,  &  g  ,  e  separano  FM ,  FM' ,  eviden- 
temente e  ,  f  non  separeranno  GM ,  GM',  e  Jo  sarà  un'involu- 
zione iperbolica.  * 

Ma ,  se  Jb  ,  Jp  sono  iperboliche  e  tt' ,  7iu'  sono  le  coppie  dei 
loro  raggi  doppi ,  ossia  le  coppie  di  assi  associati  di  sintosi , 
relativi  ai  bipoli  E  ,  F,  ì  punti  tu^A  ,  Vu'^B  ,  t'u^C ,  tu'==D 
saranno  biuniti  (non  potendo  essere,  per  ipotesi,  bipoli):  sicché 
le  coniche  o^  ,  Hj  avranno  comuni  i  quattro  punti  reali  ABCD, 
ed  AB^s  ,  CD^s'  saranno  gli  assi  associati  di  sintosi  appar- 
tenenti al  bipolo  6r;  ossia  Jo  sarà  iperbolica.  Viceversa,  è  evi- 
dente che,  se  le  coniche  a^  ,  Wg  hanno  comuni  quattro  punti 
ABCD,  reali 'e  distinti,  esse  possederanno  tre  coppie  reali  di 
assi  associati  di  sintosi  nelle  tre  coppie  di  lati  opposti  del  qua- 
drangolo completo  Afì^D. 

La  dualità  compie  la  dimostrazione. 
A:)  Se  due  coniche  o^  ,  cSg  di  un  piano  e,  amendue  reali  0 
immaginarie,  si  corrispondono  in  un'omologia  ù'  {^)  di  centro 


(*)  Se  le  due  coniche  Oj  ,  n^  non  sono  amendue  reali  o  imma- 
ginarie, evidentemente  non  esiste  alcuna  omografia,  o  correlazio- 
ne, piana,  che  possa  mutare  Tuna  conica  nell'altra. 
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Xj  ed  asse  e  ^U  ed  b  sono  un  loro  nmbiìico  ed  un  loro  asse  di 
sÌnÌo$i  (che  di  rem  ri  associati  tra  loro)*  InoUrej  la  bipolare  g  di 
ciaffcun  bipolo  O,  situato  in  s,  passa  ^(ìinpre  per  U,  se  non  è 
g  ^  3,  ed  otjfìii  bipolare  g,  che  passa  per  \],  ha  sempre  il  suo 
bipfdo  G  in  s,  se  non  è  G  ^  U.  Infine  ,  se  m  è  una  retta  che 
2m»éa  per  U^  le  Involuzioni  cs^,^  ,  ^27m  f  determinate  da  zs^  ,  Cg 
in  iTìf  sono  delia  stessa  specie. 

Di  vero,  poiché  ad  un  punto  ed  alla  sua  polare  rispetto  a 
t3j  corrispondono  in  Q'  un  punto  e  la  sua  polare  rispetto  a  cs^, 
ne  segue  che  ad  una  retta  a,  ed  all'involuzione  (a)  di  zs^  cor- 
rispondono in  0'  una  retta  a',  e  T  involuzione  (a')  di  n^.  Es- 
sendo dunque  s  una  retta  di  punti  uniti  in  ù\  deve  V  involu- 
zione (s)  di  B3^  coincidere  con  l'involuzione  {s)  dì  cs^  ;  ossia  s 
deve  essere  un  asse  di  sintosi.  E,  dualmente,  U  deve  essere  nn 
umhijico. 

Inoltre^  ne  G  ò  un  bipolo  situato  in  s  (e  quindi  punto  unito 
in  il  '),  Ih  bipolare  //  sarà  una  retta  unita  di  fl  ',  e  perciò  passerà 
pel  centro   U  dì  omologia,  se  non  coincide  con  s:  e  viceversa. 

In  fine,  poiché  m  è  retta  unita  in  Q',  da  quanto  è  detto  in 
principio  di  tjuestii  dimostrazione  rjfculta  che  0'  deve  mutare 
S3|,,^  in  pg^pj  \  ó  perciò  cSj,^  ,  a^,^  debbono  essere  della  stessa 
specie, 

SISTEMA    DI   DUE   CONICHE. 

225.  Andiamo  ora  a  classificare  il  sistema  di  due  coniche 
distinte  c^  ^  c^ ,  reali  o  immaginarie,  ed  appartenenti  ad  un 
piano  <J.  E  poiché  ogni  omografia  piana  è  (209,  a)  il  prodotto 
di  due  coniche j  è  naturale  che  per  fare  questa  classificazione 
sì  ricorra  al  prodotto  cSiCS^  =  Q,  e  si  esaminino  le  diverse  Ipo- 
tesi ♦  cJic  possono  farsi  sull'omografia  fìt 

a)  ò^e  ù  P  ìfu^  omologia,  il  cui  centro  G  non  giace  stiri  l'asse 
g^  le  eoniche  C3j  .  :u,^  hanno  nella  retta  g  una  bipolare  di  bi- 
polo fjj  eg^Q  sono  un  loro  asse  di  sintosi  ed  un  loro^unibi- 
lieo;  poiché  tuttH  punti  di  g  sono  (224,  e)  bipoli,  le  cui  bipolari 
assano  per  G.  Viceversa,  è  evidente  che,  se  due  coniche  C3,,  c:^ 
di  UH  piano  e  hanno  un  bipolo  G,  che  non  appartiene  alla  sua 
bìpokire  gj  ed  è  G  tm  umbilico  (o  g  un  asse  di  sintosi),  il  por- 
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tiri  fio  cr^cs^^Q  (le  tur  omnlfì  giti  di  centro  (1  ed  asse  g:  poìcljò 
evidentemente  sarà  //  un  asse  di  sintosi  (o  G  nii  umbiJico),  v. 
la  (1  mostra  che  tutti  i  punti  di  g^  e  tutte  le  retie  di  Gj  sono 
olomenti  uniti  in  Q. 

Siccome  poi,  se  l'iuvoUizionc  (g)  di  punti  lureciproci  —  clic 
non  può  esRLire  parabolica  (204,  A)  —  ha  i  punti  doppi  reali 
E ,  Ff  le  cauicbe  toccano  in  questi  punti  le  rette  GÈ  j  GÈ  y 
cosi  noi  chiameremo  hUangenU  duo  conici i e  Kj  ^  p^  di  un  piano 
e  (sieno  esse  amcndue  reali  o  immaginarie,  sieno  V  una  reale 
o  Tal  tra  immaginaria),  se  queste  li  anno  una  bipolare  */,  che  t 
pure  un  asse  di  stntostp  e  che  non  appartiene  al  suo  bipolo  G\ 
e  diremo  che  g  e  G  ne  sono  Incorda  ed  il  polo  dd  coni  aito  (*)» 

È  chiaro  ancora  che^  data  una  conica  Cj  ,  ideale  o  ìmmaf]:i- 
nariSi  ed  assunto  un  punto  G^  la  cui  polare  g  non  passi  per 
Q^  il  prodotto  dì  z:^  per  un'omologia  piana  Q^  di  centro  G  ed 
asse  g^  h  una  conica  xz^  bitangente  a  ct^,  con  g  B  G  per  corda 
e  polo  del  contatto:  poicliè    dalla    relaajione    cs^Q^c^^,    s!    ha 

D'altronde^  dati,  in  un  piano  <J,  un  punto  G  ed  una  retta  fj, 
che  non  si  ap parte ngonoj  e  condotta  per  Cr  una  retta  arbitra- 
ria H,  se  si  assumono  tre  involuzioni  di  punti  i ,  ^i  ì  ^t>  distinte 
e  non  parabolicho,  e  delle  quali,  posto  ttg^G^  le  due  J,  ,  K 
jihbiann  n  per  comune  sostec^no  e  GG^  per  comune  coppia  di 
punti  coniugati,  miMitre  la  terza  J  abbia  fjf  per  sostegno,  saranno 
individuate  [oscrc,  24,  b)^  a  pag,  hd'ò]  le  due  coniche  ^^  ^  iz^j 
clic  hanno  amendue  G  per  polo  di  ^j  mentre  J  ^  1^  sono  due 
ìnvoluisionì  rli  cs^  ,  e  J  ,  J^  sono  due  involuzioni  di  zs^i  ed  ovi- 
dentemento  il  prodotto  :z^vs^^Ù  è  un'omologia  di  eentro  6^  ed 
asse  g.  Inoltre,  essendo  g  ,  u  due  lati  di  un  7  biauto reciproco» 
rispetto  a  queste  coniche,  e  potendo  essere  ciascuna  dello  J  j 
il  j  K  iperbolica  o  ellittica^  no  segue  che  le  coniche  bitangenti 
S|  j  c:^  j  cosi  costruito,  possono  essere  amendue  reali  (!i|^.  /3f).», 
tBi/^,  /52,«)  o  immaginane  (fig,  133.^)^  0  Tuna  reale  e  Faìtra 
immaginaria  (tìg.  IM,^)  (^}, 


(*)  Si  dice  pure,  che  s^  ^  ^^  sono  iacràtG  Tuna  nell'ai  tra. 
(*)  Abbiamo  Biipposto  J^^/IF  nelle  figure    130,',    131.%    ed 
l^\G'G\,im^\  nelle  figure  132,«,  U^^^  134.**;  l^^M^M\  nelle 
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Hi  osservi  in  fine  clie  le  coniche  ìninnfjrnfi   cjj  .  rSj, ,    mpjilrfì 
il  fi  ano  jìer  soli  bipoli  il  polo  G  del  coniutta  e  ttdft  p  tulli  dtflla 


fiff.   130a. 


fig.   Ì.9//J 


fìS.  133,(^ 


fig.   t34.^ 


ì>f' polare  g  di  G,  e  per  sole  bipolari  g  e  tutte  le  rette  di  G,  non 
hanno  alcun  altro  punto  [o  alcun* altra  tangente]  comune,  oltre 
iti  coppia,  reale  o  immaginaria^  dei  punti  doppi  dell'  involu- 
*^mne  (g)  di  punti  bireciproci  [o  la  coppia,  reale  o  immagina- 
ria,  dei  raggi  doppi  del V involuzione  (G)  di  raggi  bireciproci]^ 
'  quindi  non  hanno  che  questa  coppia  di  umbilichi  [o  assi  di 
-cìntosi],  reale  o  immaginaria,  oltre  V  umbilico  G  [o  V  asse  di 
^fìttosi  g]. 

Di  vero,  se  A  fosse  un  punto  reale  comune  alle   due    coni- 


ri^ure  130.a,  131^  132.a,  134.a,  ed  Ì^^\GG^  ,  M^M^\  nella  figura 
}3X^]\^^\GG\  M^MW  nelle  figure  131.%  133.%  134.a  ed  ì^^f^^r^ 
nelle  figure  130.»,  132.». 
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che,  tale  sarebbe  pure  il  punto  A\  separato  armonicamente  da 
A  mediante  6r  e  ^;  e  poiché  la  retta  GAA^^l  è  una  bipolare 
il  cui  bipolo  L  è  un  punto  di  g,  le  coniche  toccherebbero  amen- 
due  in  A  ,  A'  le  rette  LA  ,  LA\  ed  ogni  punto  di  l  sarebbe 
perciò  un  bipolo  :  assurdo.  Similmente  si  prova  che  non  pos- 
sono queste  coniche  avere  alcuna  tangente  reale  comune. 

Né  possono  avere  due  punti  immaginarli  comuni,  situati  in 
una  retta  reale  s  (e  quindi  un  altro  asse  a  di  sintesi);  perchè 
le  due  coniche  allora  coinciderebbero  [eserc.  24,  b),  e),  a  pa- 
gina 593],  avendo  comuni  le  involuzioni  (g)  ,  (js)  di  punti  bire- 
ciproci,  e  G  per  bipolo  di  g.  E  similmente  (o  osservando  che 
il  sistema  di  due  coniche  bitangenti  è  duale  a  se  stesso)  si  di- 
mostra che  C3i  ,  C3g  non  possono  aver  due  tangenti  immaginarie 
comuni^  che  passano  per  un  punto  reale  R,  e  quindi  non  pos- 
sono avere  un  altro  umbilico  R, 

b)  Se  g  y  G  sono  la  corda  ed  il  polo  di  contatto  di  due  co- 
niche bitangenti  a^  ,  cSg,  e  V involuzione  (g)  di  punti  bireciproci 
ha  i  punti  doppi  reali  E  ,  F  (flg.  Ì30.»  e  13L<*)y  queste  coniche 
(amendue  reali)  si  corrispondono  in  due  omologie,  delle  quali 
luna  ha  per  centro  E  e  per  asse  6F,  e  V altra  ha  per  centro  F 
e  per  asse  GÈ  ;  e  «6  Hj  ,  o^  giacciono  in  uno  degli  A  formati 
dalle  rette  GÈ  ,  GF,  o  in  due  A  opposti  al  vertice  (fig,  J30,^), 
le  due  coniche  si  corrisponderanno  pure  in  due  altre  omologie 
di  centro  G  ed  asse  g.  Ma,  se  (g)  è  icnHnvoluzione  ellittica,  e 
le  coniche  cz^  ,  n,,  sono  amendue  reali  (fig.  132.o^)  o  immaginarie 
(fig.  J33.^)f  esse  si  corrisponderanno  sempre  in  due  omologie  di 
centro  G  ed  asse  g.  Infine ,  niun*  altra  omologia  muterà  zs^  in 

«*  C). 

La  prima  parte  del  teorema  è  evidente,  per  quanto  si  è  detto 
nei  n.i  180,  e)  e  all'  esercizio  16  a  pag.  247).  Il  resto  si  dimo- 
stra come  segue. 

Condotta  per  G  (flg.  73i.a,  132  ^^  133.<»)  una  retta  arbitraria 
w,  che  seghi  g  in  (?',  ed  indicando  con  M^M\  ,  M^M'^  le  cop- 


(^)  Nel  calcolare  il  numero  delle  omologie,  che  mutano  luna 
nellaltra  due  coniche  a^  ts^,  considerando,  p.  e.,  quella  che  muta 
C3j  in  Hjj,  non  terremo  calcolo  della  sua  inversa,  la  quale  muta 
23^  in  cs,. 
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pie  di  punti  reciproci  ordinfjtitnu'ino  in  s,  ,  c^ ,  tnl  arhiouiche 
alla  coppia  GG*  (o  le  coppia*  dì  punti  reali  «^cr,  ^  «::*,)»  rtiit^ 
omologie  0'  ,  0''  saranno  duHidr»/  d."illa  i*rnidìzioiu%  die  la  pro- 
iettività  determinata  in  g  (bi  riasL'iiim  di  esse  6  ridentitàj  men- 
tre quelle  determinate  da  esse  In  a  »ouo  rispéttivaaieiiit; 
GG'M^M\  A  GG'M^M\  ,  GG'M,M\  a  GG'M\M^  ;  ed  evidente- 
mente ciascuna  delle  omologie    Q'  ,  tì"  muterà  C3i  in  cs^. 

Né  vi  sono  altre  omologie,  che  abbiano  la  stessa  proprietà 
(224^  A:);  perchè  non  vi  sono  altri  umbilichi  reali,  oltre  quelli 
considerati. 

e)  Se  cSjCSg  ^  Q  (fig.  135.^)   è  un^  omologia^  il    etti   asse    g 

appartiene  al  centro  G,  le  co. 
niche  zz^  ,  Og  sono  reali,  tan- 
genti a  g  in  G,  e  si  corrispon- 
dono in  una  sola  omologia  ù^ 
di  centro  G  ed  asse  g:  e  vice- 
versa. Inoltre  ,  queste  coni- 
che —  che  hanno  (224,  e)  solo 
per  bipoli  tutti  i  punti  di  g, 
mentre  le  corrispondenti  bipolari  passano  per  G  —  non  hanno 
comune,  oltre  G,  alcun  altro  punto,  ne  hanno,  oltre  g,  alcun' al- 
tra tangente  comune:  e  perciò  G  è  Vunico  umbilico,  e  questo  è 
associato  (224,  k)  all'unico  asse  g  di  sintosi. 

Noi  diremo  allora  che  ts^  ,  c;^  hanno  in  G  un  contatto  qua- 
dripuntOj  riguardando  un  tal  caso  come  limite  di  un  sistema 
di  due  coniche  bitangenti  [a)]  in  punti  reali,  quando  questi  si 
riuniscono  nel  solo  punto  G. 

In  fatti,  le  due  coniche,  evidentemente  reali  e  tangenti  a  g 
in  Gj  si  corrispondono  (155,  d)  in  un'omologia  ù'  di  centro 
G.  Ma  ogni  retta  a  di  G,  la  quale  sega  di  nuovo  Oj  ,  zz^  nei 
punti  A^  ,  A^  corrispondenti  in  Q',  è  una  bipolare,  il  cui  bipolo 
A  ò  un  punto  di  ^  ;  e  quindi  AAi  ,  AA^  sono  le  tangenti  di 
C3i  ,  C32  ^^  -^i  >  ^2'  I^tinque  g  è  l'asse  di  omologia  di  tì'. 

Viceversa,  è  chiaro  che,  data  una  conica  zs^  ,  tangente  ad 
una  retta  g  in  un  suo  punto  G,  e  costruendo  la  conica  zs^,  che 
corrisponde  a  zs^  in  un'  omologia  Q'  di  centro  G  ed  asse  g, 
il  prodotto  cSjCo^  ^  Q  sarà  un'  altra  omologia  di  centro  G  ed 
asse  g;  ossia  le  due  coniche  avranno  in  G  un  contatto  qua- 
dripunto. 
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Inoltre,  C3^  ,  zz^  non  possono  avere  un  punto  reale  comune  Jì^ 
(non  situato  sulla  tangente  comune  g),  nò  due  punti  immagi- 
narli comuni,  situati  sopra  una  retta  s  (non  appartenente  a  G). — 
Di  vero,  le  polari  di  B^ ,  rispetto  alle  due  coniche,  passereb- 
bero per  i?i ,  e,  come  rette  corrispondenti  in  Q,  segherebbero 
g  in  uno  stesso  punto  i^;  ossia  BB^^h  sarebbe  una  retta 
unita  di  Q  (e  perciò  h  passerebbe  per  (r),  mentre  toccherebbe 
"  le  due  coniche  in  B^  :  assurdo.  Supponendo  poi  che  s  fosse  un 
asse  di  sintesi  di  cs^  ,  cs^ ,  non  appartenente  a  6r,  le  polari  di 
un  punto  qualunque  P  di  «,  mentre  si  segherebbero  nel  punto 
P'  di  8  bireciproco  di  P,  segherebbero  g  in  uno  stesso  punto, 
perchè  rette  corrispondenti  in  Q  ;  ossia  queste  polari  coincide- 
rebbero, e  P  sarebbe  un  punto  bipolo,  non  appartenente  a  g: 
assurdo  (224,  e). 

Analogamente  (o  anche  osservando  che  il  sistema  di  due  co- 
niche, che  hanno  un  contatto  quadripunto,  è  duale  a  se  stesso) 
si  dimostra,  che  le  due  coniche  non  possono  avere,  nò  una 
tangente  comune  reale  e,  nò  due  tangenti  comuni  immaginarie, 
che  passino  per  un  punto  reale  D. 

Sicchò  le  due  coniche  hanno  V  unico  umbilico  G,  e  V  unico 
asse  di  sintesi  g,  e  perciò  (224,  k)  si  corrispondono  nella  sola 
omologia  ù\ 

d)  Date,  in  un  piano  a  (fig.  136  a),  due  coniche  non  bitan- 
ganti  c^  ,  cs^ ,  che  abbiano  una  coppia  reale  ss'  di  assi  asso- 
ciati di  sintosi  tali,  che  ninno  di  essi  sia  tangente  a  C3|  ,  C3^ , 
e  il  bipolo  ss  =G  7ion  appartenga  alla  sua  bipolare  g,  queste 
coniche  si  corrisponderanno  in  due  omologie  di  asse  comune 
s  e  in  due  omologie  di  asse  comune  s',  sia  quando  le  dette  coni- 
che sono  immaginarie,  sia  quando,  essendo  esse  reali,  sono  iper- 
boliche 0  ellittiche  amendue  le  involuzioni  cs^,^  ,  zs^^g  y  che  C3j , 
wjj  determinano  in  g  (^)  ;  e  i  centri  di  ciascuna  coppia  di  o- 
viologie  sono  allora  i  due  umbilichi  associati  U  ,  U'  situati  in 
g.  Inoltre,  se,  rispetto  a  Z3^  ,  a^ ,  sHndichino  con  S^  ,  S^  i  poli 


Q)  Se  Tuna  Cj,^  è  iperbolica  e  l'altra  cSg,^  è  ellittica,  non  pos- 
sono [cfr.  la  fine  del  n.o  224,  h)]  le  coniche  vs^  ,  o^  corrispondersi 
in  un'omologia  di  asse  s  o  s'. 

Sanxia.  —  Geometria  proieffiva.  81* 
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di  s,  con  S',  ,  S'2  quelli  di  s',  con  Uj  ,  u,  le  polari  di  U,  e  con 
n\  ,  u'g  quelle  di  U',  saranno  UU' ,  ss'  ordinatamente  le  coppie 
di  elementi  doppi  delle  involuzioni  jS^Sj, ,  S^S'^I  ,  [u^u^  ,  ^\u'jj|. 
Il  teorema  duale  nel  piano  si  lascia  allo  studioso. 

fig.  136.» 


Di  vero,  aS',  ,  S^  sono  punti  di  g  reciproci  di  sg^S  in  Ci ,  cs^. 
Ora,  se  M^M\  ,  M^M\  sono  le  coppie  di  punti  doppi  delle  in- 
voluzioni C3,;y  ,  TZ^^g  (o  sono  le  coppie  di  punti  coniugati  in 
C3„^  ,  v^^ygf  armoniche  ordinatamente  ad  SS^^ ,  SS2),  essendo  sem- 
pre armonici  i  gruppi  SSiM^M'^  ,  ^^^^J/^il/'^ ,  saranno  definite 
(157,  i)  le  omografie  ù' ,  Q'\  che  hanno  s  ^g  per  rette  unite, 
e  nelle  quali  ciascuna  delle  proiettività  0',,  Q", ,  che  ù\ 
Q''  determinano  in  s,  è  T  identità,  mentre   per   le    proiettività 

Q'g  ,  fì"^,  che  a' ,  Q''  determinano  in  g,  si  ha  ^'y^^f 'J/  y'/S 

il"^  =  ^^i^^^^X  Ma  c3i    è  definita  [eserc.  24,  ò),  a   pag.   593] 

dalle  involuzioni  zs^,^ ,  \SS^' M^MiM\M\\{o  cs^,,,  l^^^^  ,  M^M\\\ 
e  dal  polo  6r  di  g,  mentre  a^  è  definita  dalle  involuzioni  zz^.g 
\SS^.M^M,'M'^M',\  (o  zs^y,,\SS^  ,  3/J/V)?  e  dal  polo  G  di  ^.  In 
conseguenza,  0' ,  ft"  sono  due  omologie,  che  mutano  C3i  in  c:^, 
e  che  hanno  8  per  comune  asse  di  omologia,  e  per  centri  di  0- 
mologia  i  secondi  punti  uniti  U ^  C7'  di  Q'^  ,  Q''^:  e  quindi  U^  U* 
saranno  (224,  dj  k)  i  due  soli  umbilichi  esistenti  in  g. 

Inoltre,  le  polari  /^j  ,  p^  ^^  ^"  punto  qualunque  P  di   «,   ri- 
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gpetto  A  c!3j  ,  c3^ ,  passano  ordinatameote  per  S^  j  ^%  j  ^  ^i  se- 
«:atiL>  in  un  punto  P*  di  s^  bireciproco  di  P,  Ma,  CBsendo  2" 
il  polo  rispetto  a  s;^  della  retta  FS^^p\  il  polo  rispetto  a  o 
della  retta  ^j  di  1^  grlace  in  p%  inentrs  il  polo  di  p^  rispetto 
ti  ;3j  è  J\  In  conseguenza  p^  ^  p*  sono  duo  rette  bireciproclie, 
e  perciò  (224^  e)  i  punti  p^ff^^^  ^p^g^S^  sono  separati  ar- 
iMonicamenie  da  U^  U'  {}). 

Ma  j  ragionando  per  *'  come  a[  tt  fatto  per  *,  ai  avranno 
due  altre  oiuolo^ie  0'^^,  Oivj  di  comune  assse  ^«f'j  che  mutuno  a^ 
in  csjj  e  che  lianno  per  centri  i  due  soli  uinbilichi  U  ^  U'  si- 
luriti in  g. 

Dun(|uc,  U  j  f/' separano  armonicamente  le  coppie  S\i%jS\S\\ 
Vj  icueiido  conto  della  leg^j^c  di  dualitàj  il  teorema  enunciato 
h  interamente  dimostrato  (f). 

Si  noli  poi  clic  j  fiu  cjj  j  tSjf  $ouQ  reaìì  ,  ed  s*  tocca  m^  j  e 
quindi  anche  à^  ^  qutsto  punto  di  contatto  sarà   t  uno    U'   dt^l 


(*}  Si  può  puro  dimostrare  fìirettaraente  elio,  daU  h  due  proiet- 


mstegno  gj  *  secondi  punti  um'tì  U  ^  U'  di  0'^^  ,  Q"^  dìvidotìo  (tv- 
motiictoneute  S^  ,  S^. — In  latti,  inoìettaudo  da  un  punto  Q  i  può  ti 
SS\31^3I\  in  B8^M^sM\^  sopra  una  retta  di  S,  dalla  li',,  si  ha 
-Vò'.J4.y'^  A  ^^.Sj.l/^J/'.^;  e  quindi  le  rette  8^^%  ,  ^h^^^^  ^'/^^^  'n  ^'t'"' 
correranno  in  un  punto  /t,  e  la  retta  Qft  isegherà  r/  io  IL  Simil- 
mente dalla  0'^^^  m  ha  BSM\^M^A  *SS^*%M\  ,  e  quindi  ]e  rett© 
^V'%  j  i/gii/ a  ,  M\M^  concorreranno  in  un  punto  1]  e  ia  retta  Ql 
segherà  g  in  U\  Ora,  e^ssendo  armonieiì  il  gruppo  lìTSyS^  ,  titl© 
SMk  ìw  sua  proiezione   UU*S^S^  ,  fatta  da  ^i  sopra  tj. 

(*}  Poicbè,  se  ^^.,.  ,  Q^,^  iiou  sono  della  stessa  apeciei  zz^  ,  C3* 
non  poiisono  (224,  /r)  eorrispandersi  in  omologie  di  asse  s,  o  x', 
tenendo  presente  il  teorema  del  b/'  22 ij  /^),  si  veda  che  la  con- 
dizione necessaria  e  ^uffieiente,  affinchè  al  abbiano  tali  corrispon- 
denze omologichej  è  che  esìistano  in  g  umbiliehi  reali. 

Si  notij  in  fine^  che  il  ragionamento  fatto  iu  dr^  per  dimostrare 
che  S^S^  è  lina  coppia  armonica  alla  coppia  f^f/'j  i^^ggo  anche 
quando  qneèft'uUima  è  Immaginaria. 
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due  umlìilichi  situati  in  g  (nel  quale  coincideranno  ì  poli  iS', 
S\),  e  V altro  umbilico  U  (tenendo  conto  di  quanto  sì  è  detto 
suirasse  8  di  sintosi,  che  supponiamo  non  tangente  alle  due 
coniche)  sarà  il  coniugato  armonico  di  U',  rispetto  ad  S^  ,  S^  : 
sicché  si  hanno  ancora  le  omologie  Q'  ,  0"  [ma  si  avrà  una 
sola  delle  omologie  Q'",  Q^^  come  si  mostrerà  in  g)]. 

e)  Se  wj  ,  C32  *^^^  ^^^^  coniche  di  un  piano  a, 
e  se  s  è  un  loro  asse  di  slntosij 


che  no7i  è  pure  una  retta  bipo- 
lare, »! ,  Wg  si  corrisponderan- 
no in  due  omologie  j^i^^'^^  ^S  ^" 
di  comune  asse  s,  sia  quando 
queste    coniche    sono    immagi- 
narie (}),  sia  quandoy   essendo 
reali,  V involuzione  (s)  di  jnmti 
hireciproci  è  ellittica,  o  è  iper- 
bolica di  punti  doppi  E,  F,  ma 
uno  stesso  segmento  EP    è    in- 
terno ad  amendue   le    coniche. 
Inoltre  ,  indicando  con    Sj  ,  Sg 
i  poli  di  s  rispetto  a   «i  ,  cs^  ^ 
e  con  %  ,  Ug  le  rette   congiun- 
genti Si  ,  Sg  ad   un  punto   ar- 
bitrario T^    di    Sj    esisteranno 
sempre  in  Uj  ,  Ug    o    le    coppie 
A^BpA^Bg  di  punti  reali  Ui-C5i, 
Vi^-'C^i,  ole  coppie  di  punti  reci- 
proci ordinatamente  rispetto  a 
zZyy  C32  ed  armoniche   ordinata- 
mente alle  coppie  MS,,  MSg.  In 
fine,  i  punti  A^A^  •  BjB2^U,AiBg. 
BjAj^U'^  che  giacciono  sulla 
bipolare  g  del  bipolo  Q-  esistente 
in  s  (224,  d),  sono  i  centri   di 


e  se  V  è  un  loro  umbilico,  che 
non  è  pure    un    punto    bipolo, 
C3j  ,  cSj  si  corrisponderanno  in 
due  omologie  piane  iì'  ,  Q'"  di 
comune  centro  U,    sia    quando 
qiteste    coniche    sono    immagi- 
naria (*),  sia   quando,    essendo 
reali ,     V  involuzione     (  U  )    di 
raggi  bireciproci  è   ellittica,    o 
è  iperbolica  di  raggi  doppi  e,  f, 
ma    le    coniche    giacciono    in 
uno  degli  angoli  formati  dalle 
loro  tangenti   comuni    e  ,  f ,    o 
in  due  angoli  opposti    al    ver- 
tice.   Inoltre ,     indicando     con 
Uj  ,  u,  le  polari  di    U    rispetto 
a  C3i  ,  cSg  7  ^  C071  Ui ,  Ug  i  punti 
d'intersezione  di  n^ .  u^  con  una 
retta  arbitraria  ra    di    \j,    ap- 
parterranno sempre  ad  Uj  ,  U^ 
0  le  coppie  a^bj  ,  agbg    di   tan- 
genti reali  Ui  •  C3i  ,  Ug  •  ts^  ,  o  le 
coppie  di  rette  reciproche  ordi- 
natamente rispetto  a  wj  ,  cSg  ed 
armoniche   ordinatamente    alle 
coppie  mUj,  mug.  Infine,  le  rette 
ajajj-bjbg^s  ,  a^bi-b^a^HES',  che 


H)  Questo  è  evidente  in  virtù  del  teorema  d). 

('-)  p]videute,  pel  duale,  nel  piano,  del  teorema  contenuto  in  r?  ) 
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O'  j  Q*\  ìhI  S^S^,UU'  è  UH  gruppo  ^  appartengono  ai  bipolo  G  della 
armonico  Q),  bipolare  g  apparkmenh^  ftd   U 

(224,  d),  sono  f/Hasndi  Ù\  O^^S 
ed  iiiUgSs'  è  un  gruppo    armo- 
I  uico  (*)* 

Di  mostreremo  U  teorcm*i  a  sinistra. 

Dietro  Tipo  tesi  falta^  ì  poli  Si  j  S^  dì  s  sono  distinti^  g  giac- 
ciono evidente  me  il  te  in  g^  Ora,  se  t^j  ,  n^  sono  immag'iiiarie;, 
tjaramio  ellittiche  le  itivùluzioni  J^  ,  l^  j  determinate  ordinata- 
mente da  Oi  ^  n^  in  Mò\  ^  «^  ^  J/*?^  ^  ^f^ ,  quale  che  sjia  il 
l>iinto  M  di  5;  e  ttuindi  esistono  in  u^  i  punti  .4,  ,  A'^  reciproci 
a  ^.^  ed  armonici  ad  3/j  S^j  ed  in  i*j  i  punti  A^  ^  B»  reciproci 
a  S3^  ed  armonici  ad  MjS^\  ossia  fkTLVh  ì^=^MS^j  A^  Ri^fì.^^\MS^^  ^2^2* 

E  lo  stesso  può  dirsi,  quando  z:^  ,  p^.  sono  amendue  reali  ed 
Ulto  stesso  segmento  di  s  ò  interno  a  cSj  e  n^ ,  se  per  M  ai  as- 
sume un  punto  di  s  esterno  ai  le  due  coniche  ;  poiché  Io  rette 
u^^MS^  j  u^^^MS^  sono  allora  [08,  m,  3*^]  esterne  ordinata- 
mente a  queste  due  coniche. 

Se  peròy  in  questo  secondo  easOj  si  assume  per  M  un  punto 
di  s  interno  ad  amenduo  le  coniche^  saranno  reali  le  coppie 
di  punti  Uj-C|^*-1^  j  Uj  e  u^*©^^/!^  ,  i^g,  ossìa  si  avrJi  J^^^^ii^, 
1^^  A^D.y  E  ciò  puro  si  av*ràj  se  cs^  ,  «^  sono  reali^  ed  h  e  e- 
sterno  a  queste  eoniehe;  perchè  ^\  ,  S^  saranno  allora  interni 
ordinatamente  a  z:^  j  ts^* 

Ora^  In  o^nnnio  dei  casi  considera tij  sSj  ò  indlTiduata  [oserò* 
2i,  b)j  a  pa^.  503]  da  J^  e  dall'  involuzione  (s)  di  a^  j  perchè 
Ui  f  8  sono  rette  re  cip  roche  a  n^  ;  e  per  la  stessa  ragione  s^  è 


(^)  Quando  A^B^^  A^B^  iSoud  le  coppie  dì  punti  reali  u^  ^G^J  ft^'^.^^ 
la  tangenti  di  tz^  in  A^B^  ,  e  quelle  di  tz,  in  A.^B,^  ,  concorrono 
nel  ponto  it/'  di  ^^  bireciproco  di  J/;  e  quindi  mia  parte  del  tfìf>- 
r^ma  'A  sinistra  può  ricovore  altra  forma. 

(f)  Quando  n^òiyd^h^  sono  le  coppie  dì  taiigonti  reuli  L\  ' rCj^  I^^'ZZ^^ 
i  punti  di  contatto  di  a^  con  a^  ,  1^^  j  e  quelli  di  s,  con  ft^  ,  /^^  j 
Ifiacciono  nella  r^tta  m^  fli  (T ^  l>ircciprrvca  mi  m;  o  qniniìi  una 
|iarte  del  teorema  a  diittii  può  ricevere  altra  ferma. 
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htdivfduata  da  j^  o  rtairìnvoliuioncì  {s\  di  ^3^.  Diini{uej  pciidiè 
riiivi>Iiizti*ne  (h)  (Vi  s^  enfiii'ido  coli  l'involuzione  (s)  di  a^  ,  ed  l 
gruppi  MS^A^ìi^  ,  .1/K^^,/?^  Bono  sempre  armonie i,  se  si  custriiì- 
soono  le  due  uinograile  piane  Ù\  0",  tali^  che  ciascuna  delle  pru- 
iettività  da  esse  dctermiuate  in  s  sìa  l'identità,  mentre  le  proiet- 
tività  tra  le  punteggiate  (?«,)  ,  (w^)  sieno  MS^A^B^MS^A^B^  (l 
per  .Q'  ed  MS^A^B^XMS^B.2A^  (2  per  lì",  evidentemente  ù*,  a' 
saranno  due  omologie  di  comune  asse  *,  ciascuna  delle  qual 
muta  Oj  in  csg. 

Inoltre,  dalle  relazioni  (l,  (2  si  trae,  in  ogni  caso,  che  i  punti 
A^A^'B^B^^U j  A^B^'B^A^^U^  giacciono  nella  retta  >S\iSv^^, 
e  sono  ordinatamente  i  centri  di  i2',  !i'',  mentre  il  quadrangolo 
A^B^B^A^  mostra  che  il  gruppo  S^S^UU^  è  armonico. 

E  bene  però  notare  quanto  segue  : 

1.0  Se  le  coniche  zz^  ,  zi^  sono  reali,  e  V  involuzione  {s)  di 
punti  bireciproci  è  iperbolica,  di  punti  doppi  E,  F,  ma  uno  stesso 
segmento  EF  è  interno  ad  una  delle  coniche  ed  esterno  al- 
l'altra,  53^,53^  non  possono  corrispondersi  in  un'omologia  Q' 
di  asse  «  ;  e  gli  umbilichi,  situati  nella  bipolare  g  del  bipolo 
G  esistente  in  s,  sono  quindi  immaginarli  [nota  (^)  a  pag.  643]. 
p]  viceversa. 

Di  vero,  ù'  dovrebbe  muiare  un  punto  qualunque  M  di  8  in 
M  stesso,  mentre,  dietro  l' ipotesi  fatta,  M  è  un  punto  esterno 
ad  una  cSj  delle  coniche  ed  interno  all'altra  cSg  :  assurdo. 

2.0  Se  le  due  coniche  z:^  ,  c:^  sono  reali,  e  l'involuzione  (^U) 
di  raggi  bireciproci  è  iperbolica  di  raggi  doppi  e  ,  /",  ma,  delle 
due  coniche,  l'una  giace  in  uno  degli  a  formati  da  e,f  ^  raltra 
in  uno  degli  angoli  adiacenti,  cs^  ,  o^  ^^^^  possono  corrispon- 
dersi in  un'omologia  di  centro  U,  e  sono  immaginarli  gli  assi 
di  sintosi,  che  passano  pel  bipolo  G  della  bipolare  g  apparte- 
nente ad  U,  E  viceversa. 

3.0  I  teoremi  d),  e)  servono  allo  stesso  scopo,  e  si  equivalgono; 
come  risulta  da  quanto  è  qui  detto,  e  dalla  nota  (-)  a  pag.  643* 
f)  Se  zz^z:^  ^Q  ha  un  punto  unito  G,  che  non  giace  sulla 
retta  imita  associata  g  (fìg.  i.37.a,  138  a^  139,^,  140,(^)  ,  ed  vn 
altro  solo  punto  imito  E,  il  quale  deve  appartenere  a  g,  ed  ha 
EGei^c  per  retta  imita  associata]  le  due  coniche  zz^  ,  zs^  avranno 
i  soli  pimti  bipoli  G  ,  E   {le  cui  corrispondenti  bipolari  saran- 
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tm  g  I  «)t  toccheranno  in  E  h   retta  g  (e  perciò  saranno    evi 
dentemenfa  realì)^  avranno  (ine  altri  noli  j^unti  comuni  ,    rtfjtU 


0  distinff  o  lmnut(jiiir{rii^  sifunti  in.  nnn  mUfi  e'  di  (t^  distinta 
((fi  e,  ed  nera  unti  dne  altre  solt*  tantjtnii  comuni^  reali  fi  distinte 


o  immagina  ri  4*^  clm  passane  pt^r  nn  pnnt^t  FJ  dì  jr*  Inoltre^ 
S5|  j  rr^  avranno  solo  due,  o  qnaitroj  uinhiliehi  miti,  f  ilnt%  o 
qunttro  ^  aìfMÌ  di  siiìfosi  reati  j  e  si  corripìnd^ranni  in  tre  ^  o 
sette ,  omologie. 

In  fatti,  ririv'f^luzionti  J,> ,  elio  rappresenta  ì  due  assi  dì  stu- 
tos5  relativi  al  lit|>olo  Gj  e  clie  ù  armonica  airinvoluzian->  ca- 
ratteristica (G)  dì  Q,  ò  iperbolica  di  raggi  «loppi  e  ,  e\  porche 
(//)  è  parabolica  di  raggio  doppio  e  ;  e  »inindì  Cj  ,  zz^  se- 
pnm  V  asse  di  sìntesi  «'  negli  stossì  dao  punti  reali  o  distinti 
a ,  D  f  fig.  /.??/%  13Hji),  o  (fìg,  /.X9.rt,  140,^)  negli  stessi  due 
punti  iminnginnrìi  (non  potendo  queste  coniclie  laccare  «'  in 
uno  s  esso  punto^  altrimenti  sarebbero  biuingeuti).  Nel  primo 
caso  [mi  e,  ,  — ^,  avranno  in  EC^»  ,  EI)^s*  gli  assi  dì  sintosi 
renli,  relativi  al  bipolo  E\  e  nel  secondo  caso  questi  assi  di  sìn- 
toai  saranm»  immaginarìi,  e  rappresentali  da  un'involuzione  el- 
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lìti  Ica  Jk  anuonica  MirinvoUizioiie  caratteristica  {E)  *ii  0,  en- 
Bcrifìo  (E)  iperholica  di  rn^^ì  dóppi  a  ,  g.  Ma,  imi  ir  andò  sr;uiprc 
con  A",  ^  A''g  i  polì  di  e^  risiìettu  a  Cj  ,  C3^,  j  da  quaiHo  fai  è  detto 
in  iiiìfì  di  rf)  si  lui,  cìio  in  /^  esistono  sempre  l' iimbilieo  E,  e 
l'altro  miibiJico  E\  coniut^ato  aniioiiìco  di  E  rispetto  adi^'^  E\, 

Ora,  so  E*  è  interno  ad  nna  delle  coni  che,  e  quindi,  come 
unilulieo,  anche  interno  all'altra  (Jìi,^  l^ìS.f^j  Ì40.^)^  ^11  umbì- 
lielii  situati  in  e  sono  inima^^inarli  ;  perehèj  se  foìisero  due  punti 
reali  U ,  U\  lo  rette  A'7/j  E^U\  che  non  possono  essere  bipo- 
lan,  sarebbero  due  tan^^entì  reali,  condotte  da  E*  alle  due  co- 
nieiic  :  assurdo,  per  ripotesi  fatta  sopra  E\  Dunque  allora  c^  , 
z^,2  hanno  due  tauf^enti  comuni  imma*]rìnarie*  e  due  sole  tan- 
genti reali,  riunite  m  Ha  e.  Kicordando  poi  quanto  è  detto  alla 
fine  di  e/),  si  lia  che  z:^  ,  w^  si  corrispondono  in  due  omolof^ic 
di  assi  e  j  e*  e  di  centro  E\  ed  in  una  terza  omologìa  di  asse 
e'  e  di  centro  E\  non  potendo  corrispondersi  in  on'omologia  dì 
centro  E  ed  asse  f,  senza  avere  un  contatto  quadri  punto  in  E. 

Ma,  se  il  punto  E*  risulta  esterno  ad  una  delle  conicliCj  e 
quindi  anclie  all'altra  (fi^.  137  a^  -^'*J^-*0?  queste  avranno  due 
tang'cnti  reali  comuni  r  ,  d^  che  passano  per  E^  \  e  i  punii  ee^V^ 
de=U*  saranno  due  altri  unibiliclu,  Allora  C3j  ,  tz.,  si  corrispon- 
dono sempre  in  tre  omologie  (due  di  centro  E*  ed  assi  e  ,  è\ 
ed  una  di  eentro  /;  ed  asse  e^  ;  ma  possono  corrispondersi  an- 
cora in  quattro  altre  omologie  di  assi  »  ,  s*  e  di  centri  Uj  U\ 
come  nella  lig,  137. ^^  e  poj^sono  non  corrispondersi  in  ale  un'al- 
tra omologia,  come  nella  fig.  r.VL*i. 

In  fine,  si  possono  costruire  sempre  due  coniche,  che  sieno 
nelle  condizioni  indicate  dall'enunciato.  Poiché,  date,  in  un 
piano  e,  due  rette  e  ,  e\  ed  una  conica  nj  tangente  ad  e  in 
un  punto  E  distinto  dai  punto  e^'n^Gr,  costruendo  la  conica 
"2,  che  corrisponda  a  cs^  in  un*  omologia  0'  di  eentro  E  ed 
asse  e',  sarà  e'  (i*24,  d)  un  asse  di  sui! osi  dì  C3i  ,  is^  j  e  i[:ieste 
avranno?  e  per  bipolare  di  E^  ed  una  retta  g  di  E  per  bipolare 
di  (i  ;  sieehò  il  prodotto  c^jCT^^Q  sarà  un'omologia,  nella  (|uale 
Ee  ,  Gtj  stmo  coppie  di  elementi  uniti  associati, 

g)  Se  zz^'^^^  Q  ha  gli  rjtnnenti  uni  fi   associati  tripìi  G  ,  g 
(fig.  tllo)^  le  coniche    ^i  ,  vs^   sono  reali ^   toccano  g  in  G, 
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ed  hanno  un  altro  solo  pun- 
to comune  D,  nel  quale  si  se- 
gano ,  ed  %in^  altra  sola  tan- 
gente comune  d,  che  tocca  zz^ , 
«2  ^^^  punti  differenti  [e  noi  di- 
remo che  le  due  coniche  hanno 
un  contatto  tripunto  in  G,  o 
che  sono  osculatrici  in  G , 
con  contatto  tHpunto\  mentre^ 
pel  caso  considerato  in  e),  di- 
remo che  le  due  coniche  sono 
osculataci  in  G,   con   contatto 

quadripunto],  InoltrCj  queste  coniche  —  che  hanno  (224,  e)  per 
unico  bipolo  Gj  e  g  per  corrispondente  bipolare  —  hanno  in 
G  ^  dg^G'  i  loro  soli  umbilichi,  ed  in  g  ,  DG^g'  i  loro  soli 
assi  di  sintosi.  In  fine,  cs^  ,  cs^  si  corrispondono  in  tre  omologie^ 
Vuna  di  centro  G  ed  asse  g',  e  le  altre  due  di  centro  comune 
G'  e  di  assi  g  ,  g'. 

Di  vero,  essendo  parabolica  V  involuzione  caratteristica  {Gì 
di  Q,  e  di  raggio  doppio  g,  V  involuzione  Ìq  ,  che  rappresenta 
(224,  e)  i  due  assi  di  sintosi  relativi  air  unico  bipolo  Gj  e  clic 
è  armonica  a  (G),  sarà  iperbolica  e  di  raggi  doppi  g  ,  g^:  sic- 
ché (224,  e)  g ,  g'  saranno  i  soli  assi  di  sintosi.  In  conse- 
guenza le  due  coniche  non  avranno  altri  punti  comuni,  cìw 
}{  secondo  loro  punto  d'intersezione  D  con  g*  e  il  punto  dì 
contatto  G.  Similmente  si  vede,  che  G  ^  ed  un  altro  punti* 
6r'  deir  unica  bipolare  g,  sono  i  soli  umbilichi  ;  e  quindi  per 
6r'  passerà,  oltre  g,  Taltra  sola  tangente  comune  d.  Né  in  D  h: 
coniche  possono  toccarsi,  né  i  punti  di  contatto  con  d  di  que- 
ste coniche  possono  coincidere,  altrimenti  esse  sarebbero  hi- 
tangenti  (^). 


(^)  Siccome  le  due  coniche  non  si  toccano  in  i>,  Tuna  o^  ^^^^^ 
l'altra  C3|  in  Z>,  e  quindi  deve  segarla  ancora  in  un  altro  punto 
potendo  però  pure  toccare  cs^  in  un  terzo  punto.  Ma ,  nel  caso 
attuale,  non  avendo  le  coniche  altro  punto  comune  che  il  loro 
punto  G  di  contatto,  oltre  Z>,  ne  segue  che  G  è  contemporanea- 
mente un  punto  di  contatto  e  d'intersezione  ;  ossia  ciascuna  del]  a 
due  com'che  tocca  e  sega  l'altra  nel  punto  G. 

Sahhia^ Geometria  proiettiva,  82* 
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Inoltre j  Sj  ,  CJ^>  sono  curvo  corrìspotideatl  in  dae  oniológìc, 
deUe  quali  luna  Q'  li  a  per  cButro  G  e  per  asse  D(r^g\ 
mentre  l'altra  0''  ha  per  centro  G^  e  per  asse  17^  noa  potendo- 
si pj  ,  pj  corrispondere  in  un'omologia  di  contro  G  ed  asse  ^7, 
senza  avere  in  G  un  contatto  qaadri punto.  Ed  essendo  c^  ,  a^ 
iscritte  in  uno  degli  A  formati  dalle  tanf^enti  comuni  g  j  g\ 
esse  3i  corrisponderanno  pure  [r?),  a  destra]  in  una  terza  omo- 
Joo^ia  Ù''^  di  contro  G*  ed  asse  gL 

In  flne,  si  noti  clie^  asscg^nati  in  nn  piano  a  un  punto  G  e 
due  sue  rette  g  j  g\  e  costruita  una  conica  z:^,  la  quale  tocchi 
^  in  Gr  e  seghi  di  nuovo  g*  in  B^  se  si  costruisce  un'altra  co- 
nica S3^  corrispondente  a  C|  in  un'omologia  Q'  di  centro  G 
ed  asse  g*  (la  quale  conica  ra^  è  indìviduataj  dando  uu  punto, 
distinto  da  C  ,  iJ,  pel  quale  debba  passare) j  questa  contea  avrà 
con  C3^  un  contatto  tripunto  in  G^  ossia  sarà  cr^ts^^O  un'omo- 
grafìa^ che  avrà  i  soli  elementi  uniti  associati  tripli  G  j  g\  per- 
dhdf  in  contrario,  0  dovrebbe  essere  una  delle  omografìe  con- 
siderate in  c)j  f)j  e  quindi  Ci  ,  C3^  non  potrebbero  corrispon- 
dersi neiromologia  di  centro  G  ed  asso  g\ 

h)  Se  c^Cg  ^  0  poMietU 
due  »oli  elementi  uniti  a»sQ- 
ciuU  (tìg.  142,^)  j  i  quali  pe* 
rù  non  si  appartengo  no ,  os- 
sia j  A^e  C3^  j  i:3j  pò  siedono  un 
solo  bipolo' Qj  ed  esso  non  già* 
ce  sulla  sua  bipolare  g,  fnie- 
8 te  coniche  hanìio  comuni  due 
punti  reali  e  dis tinti  di  wnrt 
retta  s  di  G^  una  coppia  di  punti 
immaginani  appartenente  ad  un'altra  retla  s^  di  G,  una  coppia 
di  tangenti  immagitiarle  appartenenti  ad  un  punto  U'  di  g^  e 
due  tangenti  reali  e  distìnte  concorrenti  in  un  punto  U  di  g- 
Inoltro  il  bipolo  G  è  esterno  alle  due  coniche ^  le  quali  sono  se- 
gate dalia  bipolare  g  in  coppie  reali  di  puntif  che  si  separano ^ 
e  Si  corrispondono  in  quattro  omohìgie  di  assi  3  ^  s\  e  di  cen- 
tri U  ,  V\ 


In  fatti,  se  un 


{".}■ 


autoreciproco  in    una    conica   «  j    è 
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immaginario  C3  ò  reale,  e  le  involuzioni  {G)  ,  (g)  di  C3  sono 
iperboliche.   Ora,    poiché  il  v  fondamentale  immaginario  [     j 

di  lì  è  (224,  e)  runico  7  biautoreciproco  di  cSjjWg?  ne  segue 
che  queste  coniche  sono  reali,  e  che  sono  pure  reali  le  coppie 
M^N^  ,  M^N^  di  punti  doppi  delle  involuzioni  Cp^ ,  £52^5  >  ^^^' 
cSi  ,  Og  determinano  in  g  (ossia  le  coppie  di  punti  g^v:^  y  {J'^^y 
o  perciò  G  è  esterno  ad  amenduc  le  coniche. 

Inoltre,  la  involuzione  caratteristica  (^)  di  Q  è  ellittica,  ed  ò 
armonica  alle  involuzioni  xz^yg  ^  -^^i^^i  ,  o^^y  ^  ^2^^  (perchè  il 
prodotto  C3i,^c32,^  è  la  proiettività  caratteristica  j^(  di  Q),  e 
quindi  le  coppie  M^N^  ,  M^N^  si  separano.  In  conseguenza,  cia- 
scuna delle  due  coniche  penetra  neirinterno  dell'altra  ;  e  perciò 
esse  hanno  comuni  due  punti  A  ,  B,  reali  e  distinti,  e  due  soli: 
poiché,  se  avessero  comuni  due  altri  punti  reali  C,  i>  (distinti, 
o  coincidenti,  sia  tra  loro,  sia  con  uno  dei  punti  A,  B)y  cs^  ,  ^^ 
possederebbero  un  y  biautoreciproco  reale  nel  7  diagonale  del 
quadrangolo  ABCD,  0  vs^a^^Q  dovrebbe  essere  una  delle  omo- 
grafìe considerate  in  /";,  g). 

È  noto  poi  [224,  i),  3.o]  che  queste  coniche  possedono  una 
sola  coppia  (reale)  ss'  di  assi  associati  di  sintosi,  appartenente 
al  bipolo  (t,  ed  una  coppia  sola  (reale)  UU'  di  umbilichi  asso- 
ciati, appartenente  alla  bipolare  g  ;  e  quindi^  se  s  ò  1'  asso  di 
sintosi  AB,  le  due  coniche  avranno  in  s'  una  coppia  comune 
di  punti  immaginarii.  E  siccome  M^N^ ,  ^/gA^j ,  UU'  sono  (224,  f) 
tre  coppie  di  punti  coniugati  in  una  stessa  involuzione,  e  le 
due  prime  coppie  si  separano,  esse  separeranno  ancora  la  terza; 
sicché,  degli  umbilichi  Uy  U'y  se  T  uno  U'  sarà  interno  alla 
conica  C3i ,  e  l'altro  esterno,  saranno  pur  tali  rispetto  alla  co- 
nica CTg ,  perchè  umbilichi.  Itt  conseguenza,  le  due  coniche  a- 
vranno  comuni  due  tangenti  reali  condotto  per  U,  ed  una  cop- 
pia di  tangenti  immaginarie  appartenente  ad  U'. 

Essendo  poi  iperboliche  le  involuzioni  cs^,^  ,  z32,g ,  le  coniche 
in  esame  si  corrisponderanno  \d)\  in  quattro  omologie  di  assi 
«  ,  s',  e  di  centri  U ,  W. 

In  fine,  si  noti  che,  daU  due  rette  s  y  g  di  un  piano  <7,  ed 
assegnati  in  s  due  punti  A  ,  B,  l'eali  e  distinti,  ed  in  g  due 
coppie  reali  M^Ni  ,  M^Ng  di  punti  che  si  separano,  sono  definite 
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[eserc.  24^  &),  a  pag.  593]  le  coniche  S|  j  w^»  e/.*?  hriìino  s,  ^  /jer 
comi^nì  rette  reciproche^  e  delle  quali  V  una  ^j  passa  per  i 
pienti  ABMiNj ,  V altra  zz^  per  i  j^itnti  ABÌl^ìi^^  ;  ed  il  prfjdfìttù 
OjCSg^Q  è  un'omografiay  che  ha  g  per  unica  retta  uniteti  e  il 
suo  punto  unito  associato  (che  «  (7  n^niifgato  armonico  del  punto 
sg^G',  rispetto  ad  A,  B)  non  giace  in  g* 

i)  Se  ajOg  ^^  ha  il  sj  fondamentale  EFG  ^  efg,  reale  e 
non  degenere  (che  è  la  BoLa  Ipotesi  non  ancora  fatta  per  Q}, 
ossia,  se  le  coniche  cSjjC-g  hanno  per  bipoli  i  soli  vertici  E,  F^  G 
di  un  V,  e  per  bipolari  corri apo adenti  i  lati  opposti  e,  fj  gj  il 
sistema  di  tali  coniche  fornisce  i  seguenti  casi  (che  sono  i  soli 
non  ancora  considerati): 

1.0  Le  due  coniche  sono  reali  j  ed  hanno  eoìnuni  quattro 
punti  ABCD,  reali  e  distinti^  e  quattro  tang-^nU  abcd^  reali  e 
distinte.  Allora  esse  possederanno  ire  coppie  reali  di  assi  asso- 
ciati di  sintosi  nelle  tre  coppie  di  lati  opposi l  del  quadrangolo 
completo  ABCD,  e  tre  coppie  reali  di  umbilìchl  associati  nelle 
tre  coppie  di  vertici  opposti  del  quadrilatero  completo  abcd  ; 
si  corrisponderanno  in  dodici  omologie  piane  :  e  il  loro  unico 
V  biautoreciproco  coinciderà  col  v  diagonale  del  quadrangolo 
completo  ABCD  e  col  trilatera  diagonale  del  quadrilatero  com- 
pleto abcd. 

2.0  Le  due  coniche  sono  reali  ^  ed  hanno  comuni  quattro 
punti  ABCD,  reali  e  distinti,  -ma  nessuna  tangente  reale  (o 
quattro  tangenti  abcd,  ideali  e  distlntef  ma  nessun  punto  reaie)- 
Allora  esse  possederanno  tre  coppie  reali  di  assi  associati  di 
sintosi  nelle  tre  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  com- 
pleto ABCD  —  il  cui  V  diagonale  EFO^efg  è  t unico  v  biau- 
toreciproco délli  due  coniche  —  ed  una  sola  coppia  reale  UU' 
di  umbilichi  associati,  i^er  ciascuno  dei  quali  j^assa  una  coppia 
di  tangenti  comuni  immaginarie  (o  possederanno  tre  coppie 
reali  di  umbilichi  associati  nelle  tre  coppie  di  vertici  opposti 
del  quadrilatero  completo  abcd  —  il  cui  trilatero  diagonale 
efg^EFG  è  il  v  biautoreciproco  delle  due  coniche  ^-  ed  una 
sola  coppia  reale  ss'  di  assi  associati  di  sintosi,  sopra  ciasc uno 
dei  quali  giacciono  due  punti  immaginar  il  comuni  n  ^j  ,  tz^^ 
Lioltre,  se  U  ,  U'  appartengono  alla  ìii polare  g,  e  s'  indirhinn 
con  s  ,  s'  gli  assi  di  siìitosi  appartenenti  al  bipolo  G  [o  se  s,  s' 
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appartengono  al  bipolo  Gj  e  8^iudÌGhino  con  U  ,  U'  gli  umhtlichl 
apparletienti  alia  bipolare  g)^  le  due  coniche  si  corrisponde- 
ranno in  quattro  omologie  piane  di  centri  U  j  U'  e  di  assi  s^  %\ 

3,"  Le  dìÉS  coniche  sono  amendue  realij  o  immaginar Le^  ma 
{stinsa  essere  bitangeìiti)  non  hanno  com'ine  alcnn  punto  reale ^ 
né  alcuna  tangente  reale ^  Allora  esse  avr amia  [22  i,  i),  4*"]  una 
sola  coppia  reale  ss'  di  assi  associati  di  suitosi,  su  ciascuno 
dei  quali  giace  una  coppia  immnglnaria  di  punti  comuni  a 
0|  y  3j;  ed  una  sola  coppia  reale  UU'  di  umbilichl  assoclaii^  a 
ciascuno  del  quali  appartiene  una  coppia  immaginaria  di  t* in- 
genti comuni  a  — j  j  C3g  ;  e  *e  s  5  3^  passano  pel  vertice  Gr  del  v 
biautoreclpvoco  EFG^efg,  tJ  ,  U^  giaceranno  sul  lato  opposto  g^ 
e  le  due  conicJie  si  corrisponderanno  in  quattro  omologie  di 
assi  s ,  s'  «  di  centri  U ,  U'* 

4pO  Le  due  coniche  (senza  essere  bitangenti)  sonOj  V  una  cs^ 
reale^  e  ì' altra  C3^  immaginarla.  Allora  esse  hanno  una  sola 
coppia  reale  ss'  di  assi  di  s intosi  associati^  sul  q^^^^H  giacciono 
i  quattro  punti  immaginarli  comuni  a  Hj  ,  a^ ,  e  una  sola  cop- 
jna  reale  UU'  di  umbilichl  associati ,  per  i  quali  passano  le 
quattro  tangenti  immaginarle  comuni  a  c3^  ,  E3^.  Tnoìtrej  m.enire 
Is  due  coniche  non  si  corrispondono  in  alcuna  omologia^  se  ¥4 
è  il  bipolo  interno  a  Oj  ^  e  sù  8  ,  s'  passano  per  V  uno  G  dei 
bipoli  F  t  G  esterni  a  a^  ,  U  ,  U^  giaceranno  sulla  bipolare  EG^f, 

È  cliiaro  che  si  può  {0  ia  infiniti  modi)  conduiTC  uua  tgu^ 
fi,  la  quale  seghi  dae  coppre  dL  lati  opposti  di  un  dato  qua- 
drangolo piano  completo  ABCD  in  due  coppie  di  puiitt  LU  ^ 
MM\  che  non  si  separano.  Allora  V  involuzione  |  LV  ,  MM*  \ 
avrà  i  panti  doppi  reali  II  ^  Kj  e  quindi  si  potranno  costruire 
due  coniche  reali  i3j ,  m^ ,  cir coscritte  al  quadrangolo  ABCD^ 
e  tangenti  ad  a  ordinatamente  in  if ,  A\  Ora,  siccome  il  y 
diagonale  EFG  doA  quadrangoio  completo  ABCD  è  biautore^jl* 
proco  rispetta  a  queste  due  coniche,  ne  segue  (100^  d)  che,  co- 
struendo gli  altri  tre  Iati  bed  del  quadrilatero  completo,  defl- 
nito  dal  suo  trilatero  diagonale  EFG  e  dal  suo  lato  a^  sa- 
ranno bcd  tre  altre  tangenti  comuni  a  tSj  ,  cr..  Dimostrata  cosi 
la  efìrettiva  possibilità  dell'  ipotesi  fatta  in  1.^',  tì  resto  è  evi- 
dente, tenendo  preyenie  la  nota  (^j  a  pag,  tU*5  ed  il  teorema  f?). 

Dato  poi  in  un  piano  a  un  quadrangolo  ABCD,  e  posto  ^^• 
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CD=G,  AC'DE=F,  AD-BC^E,  FO^e,  GE=f,  EF=g ,  si 
assuma  un  punto  P  di  e,  separato  dal  punto  e-AD^P*  me- 
diante F  e  G:  sarà  individuata  la  conica  z:^ ,  che  passa  per 
AB  CD,  e  tocca  la  retta  AP,  e  P  sarà  il  polo  della  retta  AD. 
In  conseguenza  l'involuzione  ellittica  \PP'  y  FG\  sarà  Tinvolu- 
zione  (e)  di  Ci ,  e  perciò  il  polo  E  di  e  sarà  intemo  a  questa 
conica.  Similmente  si  costruirà  una  conica  cs^ ,  che  passiv  per 
ABCD  e  rispetto  alla  quale  è  interno  il  vertice  jPdel  y  EFG. 
Di  qui  poi  segue  che,  delle  involuzioni  determinato  dalle  due 
coniche  sui  lati  del  v  EFG  ^  efg  biautoreciproco  a  c^i  e  C3g , 
solo  quelle  determinate  in  g  sono  della  stessa  specie  (iperbo- 
liche) ;  e  quindi  solo  in  g  si  hanno  due  umbilichi  reali  U ,  L"' 
(224,  h).  Ma  le  coppie  di  tangenti  comuni  a  cs^  ,  Og ,  ed  appar- 
tenenti ordinatamente  ad  U ,  U\  sono  immaginarie:  poiché,  se 
esistesse  una  tangente  reale  a,  comune  alle  due  coniche,  queste 
(come  si  è  veduto  nella  dimostrazione  di  quanto  è  enunciato 
in  1/^)  avrebbero  comuni  altre  tre  tangenti  reali  hcd^  e  sopra 
ciascuno  degli  altri  due  lati  e  ,  f  del  7  EFG  vi  sarebbe  una 
coppia  reale  di  umbilichi:  assurdo.  —  Mediante  la  dualità  si  di- 
mostra compiutamente  cosi  la  effettiva  possibilità  della  doppia 
ipotesi  fatta  in  2.o,  e  quindi  anche  quanto  ivi  è  enunciato. 

Supponiamo  ora  che  cs^ ,  csg  sieno  due  coniche  non  bitangenti, 
amendue  immaginarie,  0  amendue  reali,  ma  prive  di  qualunque 
punto  (o  tangente)  reale  comune;  come  p.  e.  due  ellissi,  V  una 
interna  air  altra.  Queste  coniche  avranno  un  sol  y  biautoreci- 
proco EFG  ^  efg,  che  sarà  reale  e  non  degenere   (perchè  un 
tal  sistema  di  coniche  non  è  dato  da  alcun'  altra  ipotesi   fatta 
suiromografia  cSiCSg^O);  e  quindi  [224,  i),  4.o]  zs^,zz^  posse- 
deranno una  sola  coppia  di  assi  associati  di  sintesi,   che   sup- 
porremo appartenere  al  bipolo  G.  In  conseguenza  sarà    G  un 
punto  esterno  alle  due  coniche,  se  queste  sono  reali;   e  g  se- 
gherà C3i  ,  cSg  in  coppie  di  punti  immaginarie,  0  reali,  secondo 
che  queste  coniche  saranno  immaginarie,  o  reali.  Dunque  in  g 
esisterà  sempre  la  sola  coppia  UU^  di    umbilichi   associati;   e 
C3i  ,  C32  si  corrisponderanno  in  quattro  omologie  piane  di  centri 
?7,  C/'  e  di  assi  8,8'.  È   chiaro    ancora   che    le    due    coniche 
avranno  due  coppie  immaginarie  di  punti  comuni,  appartenonti 
ordinatamente  ad  5  ,  s',  e  due  coppie  immaginarie  di  tangenti 
comuni,  appartenenti  ordinatamente  ad  U ,  U\ 
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In  fine,  se,  delle  coniche  non  bitangentt  c^  ,  n^ ,  una  sola  Oj 
è  reale,  e  se  del  7  biautoreciproco  EFG  ^  ef'fj^  reale  e  non 
degenere,  che  CBse  debbono  solo  possedere^  e  A'  il  veriico  in- 
terno a  zs^  i  la  sola  coppia  reale  ss*  di  assi  associati  di  sintosi, 
che  queste  coniclie  hanno  [224,  i),  4*^},  dev^e  appartenere  ad 
uno  G  det  vertici  esterni  ;  perdio,  in  contrario,  le  coppie  reali 
di  punti  #-Dj  ,  s'^Ot  sarebbero  comiiiii  a  tZy  Ma  la  sola  loro 
coppia  reale  C7f/'  di  mnbilichi  associati  deve  giacere  in  fi  pol- 
che non  può  giacere  in  a,  che  è  una  retta  esterna  alla  conica 
reale,  altrimenti  per  U^  W  passerebbero  coppie  di  tang^enti 
reali  a  c3^ ,  e  quindi  anche  a  ra^  ;  né  può  giacere  in  g^  altri- 
menti le  due  coniche  si  corrisponderebbero  [nota  {^)  a  pa^<  G43] 
in  quattro  omologie,  E  chiaro  poi  che  le  due  coniche  avranno 
due  coppie  di  punti  immaginari!  comuni,  appartenenti  ad  # ,  «', 
e  due  coppie  di  tangenti  immaginarie  comani,  appartenenti  ad 

u ,  ^;^ 

l)  Da  quanto  è  detto  innanzi,  si  può  couchiudcre   eiò    che 
segue, 

l-c>  Due  coniche  distinte  Z3^  ,  a^  di  un  j^^^^'^  ^j  reali  0  imma- 
ffinarie,  hanno  almeno  mia  coppia  real&  di  assi  associati  di 
sintosi  ed  una  coppia  reale  di  umbllichi  associati j  sùj  quando 
il  prùdotto  SjOjj^^fl  è  un'omologia  di  centro  CI  ed  asse  g,  si 
consideri  g  come  V insieme  di  due  agsi  di  cìntosi  associati  coin- 
cidenti (asse  di  eintosi  doppio\  e  G  come  l'insieme  di  due  um- 
bili  ehi  associati  coincidenti  (umbilìco  doppio). 

Di  vero,  la  propoBizionc  ò  dimostrata  ('224,  i)  quando  Q  non 
e  un'  omologia.  Ma,  quando  Q  ò  un*  omologia  di  centro  G  ed 
asse  g  [225,  a),  c)]^  se  G  ^  g  si  appartengono,  le  coniche,  che 
Ijanno  allora  un  contatto  quadripnnto  nel  punto  Q  della  loro 
tangente  comune  ^,  possono  considerarsi  come  il  limite  di  due 
coniche,  che  hanno  un  coEitatto  tri  punto  nel  punto  G  della  loro 
tangente  comune  g,  per  le  quali  i  loro  due  suU  a^si  associati 
di  sintesi  ed  i  loro  due  soli  nnibilielii  associati  si  avvicinano 
indefioitamcntc  b>  g  e  G,  K  se  G ,  g  non  si  ap  partengonu,  le  co- 
niche, che  sono  allora  bìtaugenti,  con  6^  e  ^  per  polo  e  corda 
del  contatto,  nel  caso  particolare  in  cai  l' involuzione  (jf)  dì 
punti  birceiproci  ha  gli  elementi  doppi  reali  A' j  i'S  possono 
considerarai  come  limiti  di  due  coniche^  che  si  segano  in  quat- 
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tro  punti  reali  AECì\  quando  K  ,  C  si  avvicinano  indefinita- 
mente ad  E  y  F, 

2.0  Dice  coniche  distinte  tSi  ,  zz^  di  un  piano  e,  reali  o  im- 
mag-inaHe,  hanno  sempre  comuni  quattro  puntiy  reali  o  imma- 
ginarli, e  quattro  tangenti,  reali  o  immaginarie,  se,  quando  le 
due  coniche  hanno  un  contatto  bipunto,  tripunto,  o  quadripunto 
In  A,  si  considerino  il  punto  A.  e  la  tangente  comune  a  in  A 
i ordinatamente  come  elementi  doppi,  trinili,  o  quadrupli,  e  se, 
quando  o^  ,  o^  sono  hitangenti,  con  G  e  g  per  polo  e  corda  del 
contatto,  si  considerino  come  coppie  doppie  di  elementi,  reali  o 
immaginarie,  la  coppia  di  punti  g-cSj^g'Og  e  la  coppia  di 
f  ungenti  G  •  w^  ^  G  •  w^. 

3.0  Se  due  coniche  {reali)  n^  ,  cSg  di  un  piano  e  hanno  co- 
muni due  punti  reali  e  distinti  e  due  punti  immaginarii,  esse 
avranno  comuni  due  tangenti  reali  e  distinte  e  due  tangenti 
immaginarie:  e  viceversa. 

Di  vero,  romografia  aiVS2  ^  Q  deve  avere  un  solo  punto  unito 
reale  G,  e  questo  non  deve  giacere  sulla  sua  retta  unita  asso- 
ciata g  ;  poiché,  per  le  altre  ipotesi  possibili  relativamente  ad 
U,  le  coniche  zs^  ,  zs^  non  potrebbero  trovarsi  nelle  condizioni 
date  dairenunciato. 

4.0  Se  due  coniche  (reali)  tSi  ,  ts^  di  un  piano  o  hanno  in  un 
punto  comune  G  ima  tangente  comune  g,  e  si  segano  in  un 
unico  punto  reale  D  distinto  da  G  (o  hanno  un^  altra  unica 
faìigente  reale  comune  d  distinta  da  g,  e  che  tocca  le  coniche 
in  punti  differenti),  esse  saranno  osculatrici  in  G,  con  contatto 
M punto  ;  ciò  che  si  vede,  ragionando  come  in  3.o. 

5.0  Se  due  coniche  reali  Oj  ,  cSg  di  un  piano  a 


hanno  comuni  due  punti  reali 
A  ,  B  ,  distinti  o  coincidenti, 
ronducendo  per  A  ,  S  le  rette 
arbitrarie  m  ,  n ,  che  seghino 
di  nuovo  »!  in  A^  ,  B^ ,  e  csg 
in  Ag  ,  Bg  ^  le  rette  AjBj ,  AgBg 


hanno  comuni  due  tangenti 
reali  a  ,  b ,  distinte  o  coinci- 
denti, conducendo  per  i  punti 
arbitrarii  M  ,  N  dt  a ,  b  Z€  se- 
conde tangenti  a^  ,  b^  a  cs^ ,  e 
le  seconde  tangenti  a^  ,  b^  a  cs». 


concorreranno  in  un  punto  del-  •  i  punti  a^bj  ,  a^bg  saranno  al- 
l' asse  di  sintosi  r,  associato  ,  lineati  con  Vumbilico  R,  aèso- 
alVasse  di  sintosi  AB.  '  ciato  alVumbilico  ab. 
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Di  vero,  l«i  dimoslrazionc,  data  iiell'es.  IG  a  pa<L,^  217,  reg^c 
anche  pel  teorema  a  sinistra  (jui  enunciato.  E  se  ò  ]  ieiA,  questo 
teorema  vale  ancora  quando  r  passa  per  A,  o  coincide  con  la 
tangente  comune  a  in  A,  ossia  quando  z:^  ,  C3^,  hanno  in  A  un 
contatto  tripunto  (225,  g),  o  quadripunto  (225,  e)  ;  poiché  al- 
lora, corrispondendosi  lo  coniche  (225,  </,  e)  in  un'omologia  di 
centro  A  ed  asse  r,  le  rette  comspondenti  Ajìy^  ,  A^^B^  deb- 
bono segarsi  sull'asse  r. 

6.0  Se,  di  tre  coniche  e  ,  cs^  ,  cs., ,  V  una  C3  ha,  in  un  suo 
2)unto  G,  un  contatto  quadripunto  con  ts^  ed  ìin  contatto  qua- 
dripnnto  (o  tripunto)  con  cSg ,  queste  \dtime  due  coniche  a- 
vranno  in  G  \in  contatto  quadrijmnto  (o  tripunto):  ma,  se  C3 
ha  in  G  un  contatto  tripunto  con  zs^  e  zz^ ,  queste  avranno  in 
G  un  contatto  tripunto,  o  quadripunto. 

Poniamo  zz^zz—ù  ,  C3C3j,^Q' ,  zz{o:^=OJ',  d'ondi;  si  trae  oq'  f^  q"-. 
ed  indichiamo  con  0^  ,  Q'^  ,  Q"^  le  proiettivitìi  di  punti,  clic 
le  omografìe  piane  £2  ,  Q' ,  Q"  determinano  sulla  tangente  co- 
mune g  in  ir  alle  tre  coniche,  e  con  Hq  ,  Q'o  ,  Q"g  le  proietti- 
vita  di  raggi,  che  le  stesse  omografie  determinano  in  (/.  Gli 
elementi  G  ,  g,  uniti  in  ù  ed  12 ',  sono  pure  evidentemente  uniti 
in  fì";  ed  ò  facile  dimostrare  {})  che  G  ^g,  associati  in  0  ed 
Q'  [e),  g)],  sono  anche  associati  in  Q":  sicché  le  involuzioni 
unite  di  ù"g  ,  Q''c,  saranno  della  stessa  specie;  e  perciò,  secondo 
che  iì''y  sarà,  un'identità,  o  avrà  il  solo  punto  unito  (7,  ù"g  sarà 
un'identità,  o  avrà  il  solo  raggio  unito  g. 

Ora,  nella  prima  parte  dell'enunciato,  12^  ,  Qq  sono  [e)]  due 
identità,  ed  12'^,  Q'q  sono  due  identità  (o  [g)]  due  proiettività, 
che  hanno  ordinatamente  G  ,  g  per  soli  elementi  uniti).  Dun- 
que anche  Q'\j  ,  12 "o  saranno  due  identità  (o  due  proiettività, 
che  avranno  ordinatamente  G  ,g  per  soli  elementi  uniti);  ed 
in  conseguenza  C3i  ,  z:^  avranno  [e)]  in  G  un  contatto  quadri- 
punto  (o  [g]]  tripunto). 


(')  Alla  retta  a  di  G  corrisponda  «j  in  12,  e  ad  a^  corrisponda 
«2  in  12':  saranno  a  ,  a^  rette  corrispondenti  in  12  ".  In  conseguen- 
za, a  due  punti  M ,  J^^  di  a  corrisponderanno  in  12  due  punti 
3/i  ,  N^  di  a^  ,  ed  a  questi  corrisponderanno  in  12'  due  punti  M^  , 
N^  di  a^  ;  o  quindi  A/J/^  ,  NN^  saranno  coppie  di  punti  corrispon- 
Sannia — Geometria  proiettiva.  83* 
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Ncir  ultima  parte  poi  dc^lt*  t'iuincìiito^  0^  ^  U'^  Unnnn  Cf^  pm* 
unico  punto  unito;  d'onde  Kc^^mo  (^)  elio  0'^  snrA  mi' it3L*nfiiA^ 
0  avrà  G  per  unico  punto  unito,  [ìun^iU",  poìchr?  (por  <\ntmu> 
è  detto  innanzi)  anche  Q"g  sarà  ordinatamente  un'identità,  o 
una  proiettività  die  ha  g  per  unico  raggio  unito ,  ne  risulta 
che  ^i  ,  C3^  avranno  \c) ,  g)]  in  G  un  contatto  quadripunto,  o 
tripunto. 

226.  Il  teorema  del  n.o  95,  a),  relativo  alle  coniche  circo- 
scritte ad  un  dato  quadrangolo  ABCD  (o  quello  relativo  alle 
coniche  iscritte  in  un  dato  quadrilatero  ahcd) ,  e  che  regge 
anche  [95,  e),  rf)]  quando  è  D^A,  o  D^aA  g  B^C  (p  quando 
è  d^a,  o  d=^a  e  b^c),  regge  pure  —  ma  non  vale  più  la 
dimostrazione  ivi  data  —  se  coincìdono  tre,  o  quattro  dei  punti 
ABCD  (o  se  coincidono  tre,  o  quattro,  dello  tangenti  abcd) ,  e 
si  hanno  le  seguenti  due  coppie  di  teoremi. 


a)  Tutte  le  coniche  oscula' 
trici  in  un  punto  G  della  loro 
tangente  comune  g,  e  che  si 
segano  in  un  altro  comune 
punto  D  (tra  le  quali  è  com- 
presa la  conica  degenerata 
nelle  rette  g  ,  GD  ^  g') ,  sono 
tagliate  da   una   trasversale   v 


Le  coppie  di  tangenti  (j*eali 
0  immaginarie^  ,  condotte  da 
un  punto  R  a  tutte  le  coniche, 
che  sono  osculatrici  in  un  }jun- 
to  G  della  loro  tangente  comune 
g^  e  che  hanno  un'  altra  tan- 
gente comune  ù.,  sono  coppie 
di  raggi  coniugati  in  una  stessa 


denti  in  £2".  Ora,  essendo  G  ,  g  elementi  uniti  associati  in  Q  ed 
ù\  i  punti  MM^'NX^  ,  M^M^'N^N'2  giaceranno  (183,  ^)  in  ^r  ;  e 
perciò,  siccome  i  V  MM^M^  ,  NN^N.^  sono  prospettivi,  anche  il 
punto  MM.,'NN.2  giacerà  in  ^,  e  quindi  G  ^g  saranno  elementi 
uniti  associati  in  Q". 

(})  In  fatti,  se  A^  è  un  altro  punto  unito  di  Q''^,  e  se  ad  A^ 
corrisponde  ^1  in  Q^  ,  ad  -4  deve  corrispondere  ^^  in  Q';  e  quindi 
le  proiettività  Q^^  ,  Q,'g  (delle  quali  ciascuna  è  definita  dal  suo 
unico  punto  unito  G  e  da  una  coppia  di  punti  corrispondenti) 
sono  inverse,  ed  Q,''g  sarà  perciò  un'identità.  Dunque  Q  "^  è  una 
identità,  o  ha  Tunico  punto  unito  G. 
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in  cnppfe  (ìi  pìtnti  (reati  o  im^ 
ìiìagififfrii)  vonintjfiti  hi  mìa 
stessa  ùtvoluzitmc  ì* 


I  iwcolnzhme  ìj  ivììa  quale  nono 
cfrniugafp  le  titìif/finti  coìidofte 
da  lì  olia  cernii' a  osculutrìce 
de  gè  ne  re  r  apjj  re  se  n  t  a  fa  ti  a  i  j  ì  u  a  - 
ti  Ojdg^G'  {omin  le  rette 
KG  f  H(.¥  j. 

Di  mostri  amo  il  teorema  a  sinistra^  osscrvundo  ijuianzi  tutto 
clre^  data  una  eonlea  ^^,  t;  costituendo  le  hitìuite^  conlchcjj  dm 
hanno  eon  n^  mi  c'oiUritto  tri  punto  in  un  suo  ]>unto  G,  e  Ja 
BCgaiio  in  uu  altro  medesimo  punto  JJ  (deile  quuìi  ciascuna 
deTii  corrispondere  a  s^  in  uà*  omologia  dì  centro  G  ed  asse 
GD^g')f  c^  e  lo  coniche  cosi  costruite  Imnuo  a  due  a  duo 
un  COTI  tatto  tripanto  in  O  ['i25j  l)j  6.«],  come  si  b  supposto  ntVI- 
r  enunciato. 

Onij  se  c3^  ò  (fì^*  ML")  quella  tra  le  coniche  in  esame,  che 
passa  per  lui  iiunto  M^  di  r  (e  quindi  sega  di  nuovo  r  in  un 
altro  punto  iV'J^  e  su  — ^  è  un%'iltr»*i  qualunque  tra  le  coniche 
stesse^  indicando  con  M^  ,  N^  i  secondi  punti  d'intersezione  di 
zz^  con  le  rette  GMj^  ,  GN^  ^  la  retta  J/^A'g  passerà  pel  punto 
gì-^iJ,  Ma,  posto  gr^h^  e  coniiderando  il  sj  GM^X^  iscritto 
in  C3^  e  la  trasversale  r,  h  r-ss.^  (95y  e),  una.  eMi>]iia  di  imnti 
coniu^firaii  neirinviihizinin-  Jj  =r:  ^f^^\  ,LÌ/\  Dinujm^j  poicfiè  ni 
variare  di  c^  non  muta  J^  ,  il  teorema  e  dimotstrato. 

h)  Tutte  le  atnivhvj  che  \  Le  voppte  dì  tantjentl^  reali 
h  fi  mio  tiu  contatto  cpf  ad  ri  punto  '  o  immtujiitarie^  condotte  da  uh 
i n  li n  p n  n to  G  della  l o ro  tu ìi-\  jf finto  R  a  tutte  le  con ich e ,  che 
gente  contìuie  g  {tra  le  quali  è'  hanno  un  contatto  qnadripun- 
cmnpreBa  la  conica  degenerata  to  in  %iu  punto  G  dalla  loro 
nella  retta  doppia  g),  sono  se-  j  tangente  comune  g  {tra  le  quali 
gate  da  una  tratstfrEule  r  in  è  compresa  la  coglie  a  degene- 
c  opp  ie  fi  t  p  u  ntl  con  i  uga  1 1 ,  re  a  l  i  .  rat  a  n  el  punto  dopp  io  G),  so  n  o 
u  immaginar  il  j  di  una  ste^a^  coppie  di  raggi  coniugati  in 
.incùluzione  J.  »  una  stessa  involuzione  h 

In  laitij  rgis  II  e  un  punto,  die  ha  (fì^.  135.^)  la  stessa  po- 
lare h  rispetto  a  tutte  le  coni  e  li  e  in  esame;  e  perciò^  posto 
he  =  Kf  sarà  I/K  una  coppia  di  punti  recìproci  rispetto  a  cia- 
scuna dì  queste  conìclie  HiC^^o^ì  .  »  -  ;  ossìa  le   coppie   dì  punti 
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rz:^  ,  V'ZSo  ,  r-c,,...  sono  coppie  di  punti  coniugati  neirinvo- 
lazione  J,  che  ha  // ,  K  per  punti  doppi. 

227.  a)  Date  due  coniche  xz^  ABCDE,  xz' ^  ABCF'G'  di  un 
piano  e,  che  hanno  comuni  tre  punti  ABC,  costruire  il  loro 
-luarto  punto  comune. 

Si  determinino  [02,  ri),  a  sinistra]  i  secondi  punti  d' interse- 
zione F ,  G  ài  z:  con  le  rette  AF\  BG'\  e  posto  FG-F'G'^y, 
il  punto  //,  in  cui  la  retta  XC  segherà  di  nuovo  cs,  sarà  (cs.  16 
il  pag.  2 il)  il  quarto  punto  richiesto.  —  Se  N"  coinciderà  con 
ano  dei  punti  ABC,  p.  e.  con  C,  le  due  coniclie  si  tocche 
ranno    in    C. 

Se  le  coniche  C3  ,  cs'  hanno  comuni  i  punti  A  ^  C,  e  la  tan- 
'^vAìio  a  in  A,  si  determinerà  //  allo  stesso  modo,  supponendo 
Bz:3A  nella  precedente  costruzione. 

Il  problema  duale  nel  piano  si  lascia  allo  studioso  ;  e  così 
intenderemo  si  faccia,  senza  dirlo^  per  lo  avvenire. 

b)  Dati  un  punto  L'  ed  una  conica  zs  Ba  GABCD  di  un 
piano  0,  costruire  la  conica  zs',  che  passi  per  L'  ed  abbia  con 
cz  un  contatto  quadripunto  in  G. 

Indicando  con  L  il  secondo  punto  d' intersezione  di  zz  con 
\i\  retta  GL\  e  con  g  la  tangente  di  cs  in  Gy  sarà  cs'  la  curva, 
f  he  corrisponderà  a  cs  nel!'  omologia  definita  dal  centro  (7, 
^talTasse  f/,  e  dai  punti  corrispondenti  L  ,  L',  —  Se  L  giace  in 
//  ,  cs'  degenererà  nella  retta  doppia  g, 

e)  Assegnate,  in  un  piano  e,  una  conica  zze^  GPQRSj  ed 
una  coppia  dì  punti  (reali  o  immaginarli)  di  una  retta  ic,  co- 
iftruire  la  conica  cs',  c!ie  passi  per  questi  due  punti,  e  che  sia 
osculatrice  a  cs  in  G. 

Supponiamo  dapprima,  che  i  due  dati  punti  di  u  sieno  i 
jkunti  reali  E' ,  F'. 

Si  determinino  i  punti  E ,  F,  nei  quali  le  rette  GE\  GF'  se- 
;„^ano  di  nuovo  cs  ;  e  posto  EFE'F'^N^  sarà  -'  la  curva,  che 
l'orrisponderà  a  cs  nell*  omologia  definita  dal  centro  G,  dal- 
t  asse  GNj  e  dai  punti  corrispondenti  E  ,  F/ ,  e  cs'  avrà  con  cs 
un  contatto  tripunto  in  G, 

Se  e  F'  ^-^  E\  ossia,  se-  cs'  deve  toccare  u  in  E',  <i  deve  es- 
s  u-e  oseulatrice  a  cs  in  G,  indicando  con  e  la  tangente  di  z:  in 
f'J,  e  posto  ein^y,  si  costruirà  cs'  nel  modo  stesso  ora  esposto. 
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iTidìcando  poi  con  g  la  tangente  di  e?  in  G^  e  se  risulta  N^ufj 
(sictiG  Ji7'  j  F'  dislintij  o  coineìdcnti)^  cs'  avrà  con  e  un  coiitatto 
qnadri punto  in  G\ 

In  fine,  se,  dei  ponti  distimi  E'  ,  F*^  Vmxo  E*  giace  in  g  ,  cr' 
de^i^enererà  nella  coppia  di  rette  n  ,  GF\ 

Supponiamo  ora  invece  clic  i  due  dati  punti  dì  u  sieno  ìin- 
magiuaril,  e  rappresentati  dall'involnzione  ellittica  1,^. 

Si  detormliii  T  involuzione  1,  nnnóniea  ad  \^^  ed  all' involu- 
zione («)  di  £3,  e  si  costruiscano  il  coniu^fato  L^  del  punto 
Qit^^L  in  Jj  e  il  punto  D^  nel  quale  a  è  segata  di  nuovo  dalla 
tetta  GL^  :  sarà  (*226,  a)  z^'  la  conica,  che  passa  per  Dj  tocca 
jf/  in  Cr^  ed  ha  [^^  per  involuzione  di  punti  recìproci  ;  e  t]uindi 
ts'  si  costruirà  (^),  come  è  indicato  al  n.^  Ifì-'i,  a),  ed  avrà  con 
e  nn  contatto  trapunto  in  G. 

Se  /j  è  ano  dei  punti  doppi  di  J,  si  ha  D  ^  G:  sicché  o' 
dovrà  avere  con  C3  un  contatto  quadri  punto  in  G^  ma  la  pre- 
cedente costruzione  è  allora  in  difetto. 

In  tal  caso  però,  assumendo  in  g  un  punto  arbitrario  Bj  e 
costruendo  le  polari  / ,  b  di  L  ^  B  rispetto  a  :s  (lo  quali  deb- 
bono essere  anche  polari  di  L  ^  B  rispetto  a  s')t  f^  posto  òubXj 
se  si  determina  il  coniugato  W  di  N  in  J,^  ^  sarà  M?*V'^  U* 
il  polo  di  ?/.  in  Cu'.  Sicché^  costruendo  il  secondo  punto  i>  d'in- 
tersezione di  cj  con  la  retta  GU\  e  il  punto  D'  separato  armo- 
nicamente da  G  mediante   U'  ed  i*,  si  avrà  in  D'  un  punto  di 


(*)  Se  si  suppone  che  u  sia  la  retta  aU'infiuitj  del  pinno  c^  a 
che  J,j  sia  rìnvoluzLon©  cìclica  di  a  j  a^  Biivk  il  cìrcolo  osculatore 
di  w  in  Gs  Allora  rìnvoluzione  («)  di  cg  sarà  quella  determinata 
in  a  diiiriiivoluzione  dei  diametri  ciniusjati  di  cs;  6  quindi  i  puiUl 
doppi  di  J  giaceranno  all'  iuEai to  sulle  |  |  m  ,  n  agli  assi  di  zs^ 
condotte  per  <?,  m^atre  L  sarà  il  pvinti  airìnfinìto  di  g.  In  c:jn- 
fiegnenza  L^  giacerà  airinflinlo  sulla  retta  g^  coniugata  armonica 
di  g  ri.^petto  ad  m  ^  n;  e  il  punto  D^  ìa  cai  g*  sega  di  naovo  Q^ 
sarà  il  punto j  noi  quale  p'  sega  di  nuovo  Z3j  mentre  m  ,  n  sa- 
ranno le  bisettrici  dogli    A    formati  da  g  ,  g\  Dunque: 

Se  UH  cireolo  n'  è  mcnUttore  wl  umi  conica  C3  nel  punto  Gr^  e 
H^ga  ss  (li  naoco  in  U,  la  tangente  gap  in  G  e  la  retta  OD 
nono  fgualmenie  incUnatt^  ma  in  mh^Ì  cùtièraì*ii\  agU  assi  di    0« 
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:z'  ;  e  porciò  questa  conica  sarà  la  curva  comspondeuic  a  zz 
ncir  omologìa  definita  dal  centro  G,  dall'  asse  u,  e  dai  punti 
corrispondenti  D  ,  D'. 

d)  Da  quanto  è  detto  in  h)  ,  e)  si  può  conchiudere ,  che 
una  conica  ò  individuata  da  cinque  suoi  punti  (o  da  cinque  sue 
tangenti),  anche  quando  tre,  o  quattro,  di   questi   punti   (o   di 

lueste  tangenti)  coincidono  con  un  dato  punto  (o  con  una  data 
umgente)  di  un'assegnata  conica. 

e)  Se  la  normale  n  in  un  punto  O  di  una  conica  zz  sega 
i|uesta  di  nuovo  in  L,  il  cerchio  cSj  di  diametro  GL  (il  quale 
tocca  C3  in  G  e  la  sega  in  L)  segherà  ancora  la  conica  in  un 
] sunto  D,  che  sappiamo  costruire  [aj].  Indicando  poi  con  zz^  un 
-Nitro  cerchio  qualunque  tangente  a  C3  in  G  (cerchio  che  avrà 
il  suo  centro  in  n^,  e  con  Lg  '  ^^2  ^  punti^  in  cui  z:^  sega  di 
iiuovo  le  rette  GL  ,  GD  y  evidentemente  saranno  ||  ^e  rette 
LI)  ,  L^IJ^  ;  ossia,  essendo  la  tangente  comune  ^r  di  cs  ,  zs^  in 
fi  un  loro  asse  di  sintesi^  il  tuo  associato  è  |1  alla  retta  LD, 
Dunque: 

Se  una  conica  zz  ed  un  cerchio  zz^  ^i  w?i  j'ififio  e  si  toccano 
in  un  dato  lìunto  G,  indicando  con  g  la  loro  tangente  comune 
in  G,  l'asse  di  sintosi  di  C3  ,  c^o ,  associato  a  g,  aera  sempre  la 
.flessa  direzione,  ai  variare  di  z:^  (e  quindi,  se  quest'asse  passa 
{>er  G  ,  ^2  sarà  il  cerchio  osculatore  di  C3  in  (7). 

f)  Costruire  il  cerchio  osculatore  zs'  nel  punto  G  di  una 
data  conica  GPQST. 

Condotta  la  normale  a  n  in  (x,  la  quale  seghi  di  nuovo  la 
runica  in  L,  si  costruisca  [a)]  l'altro  punto  D  comune  a  n  ed 
ii\  cerchio  di  diametro  GL,  Conducendo  poi  per  G  la  retta 
a  \\  ad  LD,  e  determinando  il  secondo  punto  J5;  d'intersezione 
dì  s  con  C3,  sarà  [e)]  Q'  il  cerchio,  che  passa  per  E  e  tocca  a 
ìli  G  {^)  con  contatto  tripunto  [cfr.  il  principio  della  nota  a 
pag.  661]. 

Se  poi  G  coincide  col  vertice  A  di  un  asse  v  di  C3,  questa 
costruzione  diventa  illusoria;  perchè  s  coinciderà  con   la   tan- 


(^)  Se  è  noto  un  asse  v  di  cr,  si  può  costruire  la  retta  GD  (e 
quindi  il  punto  /)),  applicando  il  teorema  riportato  nella  nota  a 
pag.  661. 
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i^onte  a  della  canica  in  A,  o  sarà  U^A;  ossìa  rs' dovrà  avere 
con  C3  un  contatto  (jua<ln[)inito  in  A.  In  tal  l'msjo  pvvò,  assii- 
iiinniio  on  punto  arbitrafìo  B  dì  Uj  e  coatraeiido  la  polare  h 
di  B  rispetto  a  tz  (la  quale  dev'  essere  pure  polare  di  B  ri- 
spetto a  ^') ,  la  perpendicolare  condotta  da  B  ù.  b  segherà  v 
nel  centro  0*  tli  :;'  ('), 

Z')  Daiij  in  un  piano  e,  un  punto  A  (o  uua  retta  b)  ,  ed 
una  conica  ;=,  che  non  passi  per  A  (o  che  non  sia  tangente  a 
/>),  condurre  por  A  (o  tangenzialmente  a  &) ,  una  conica  a, 
biiangente  a  a,  e  cbc  abbia  per  i>olo  del  contatto  un  dato 
ponto  G  di  G, 

Si  costruisca  la  polare  g  di  (J  rispetto  a  zz. 

Se  g  sega  cs  in  due  punti  it^  ,  F.  reali  e  distìnti,  ss'  sarà'i  in- 
dividuata dai  suoi  tre  punti   A  ^  E  ^  F  e    dalle    sue    tangenti 

Se,  in  vece,  g  sega  s  in  duo  punii  itniuagìufuiit  il  pnntcr^'^ 
separato  aftnonicamente  da  A  mediante  G  e  g^  sarà  un  se  co  ti  do 
punto  di  w'.  E  siccome  il  polo  M  di  0J.4-E=/nj  rispetto  a  w 
giace  in  ^j  e  dev*essnre  pure  polo  di  m  rispetto  a  Vj\  proiet- 
tando da  -1  ,  .4'  le  coppie  di  punti  di  g  reei[u^oci  a  ci ,  si  a- 
vranno  ì  due  fasci  proiettivi  gon enitori  della  conica  richìestat 

Se,  in  Jltiej  g  ò  tangente  a  w,  ossiaj  se  G  è  un  punto  di  qtic- 
sta  conica,  gi  può  eostrutre  solo  una  conica  iz\  clic  abbia  con 
C3  un  contatto  qurid  ri  punto  in  G^  od  essa  sarà  inLiividnata  dal 
suo  punto  A, 

Quando  è  poi  data  la  tangente  h  di  iz\  la  polare  rispetto  a 
C3  del  punto  bg  sf/gln-rà  ì*  noi  suri  punto  di  contatto  con  s';e 
quindi  si  rientrerà  nel  problema  gi.\  risoluto. 

Costruendo  però  bi  retta  h\  divbn  arnionicauionte  da  b  me- 
diante G  e  g^  sarà  if/  una  seconda  tangente  di  ^\  mentre  G 
è  un  punto  della  corda  di  contatto  di  a'  con  b  j  h\  Dunque  ^ 
lo  coppie  di  rette  di    G   reciproche    a   c^    (e    quindi    anche    a 


(^)  Questa  costruziono  è  un  caso  particolare  di  quella  riportata 
in  fine  di  e) }  coma  risulta  evkientemBnte  da  m  raglouFiin fìnto  anti- 
logo  a  quello  fatto  nella  nota  n  pag.  001, 
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n  )  segheranno   b  ,  b*  in  coppie  di   punti ,  le  cui    congiungenti 
invilupperanno  cs'  (^). 

g)  Data  la  tangente  a  in  un  punto  A  di  una  conica  c3,  ed 
assegnati  in  a  due  punti  M,  JV,  distinti  da  A,  costruire  una 
conica  ce',  che  passi  per  il/,  N  ed  abbia  con  e  un  conlatto  qua- 
dripunto. 

Costmiti  il  gruppo  armonico  MNAA',  e  il  punto  B  di  con- 
tatto di  C3  con  la  seconda  tangente  a'  ad  essa  condotta  per 
Aj  la  conica,  che  passa  per  M  ed  ha  con  o  un  contatto  qua- 
dripunto  in  B,  sarà  la  richiesta  zz'\  poiché  essa  passerà  (226, 
b)  evidentemente  per  N, 

228.  a)  E  noto  che,  dati  due  sistemi  piani  omografici  [5J,[c'], 
f.d  una  conica  s  di  [e]  corrisponderà  in  [o']  una  conica  o':  e 
che  C3,C3'  saranno  sempre  della  stessa  specie;  se  i  sistemi  [c],[o'l 
saranno  affini;  e  quindi  anche,  se  saranno  simili,  od  omotetici. 

È  noto  pure  che  ,  quando  i  sistemi  \c\ ,  [o']  sono  simili,  essi 
possono  sovrapporsi  (in  infiniti  modi)  in  guisa  da  costituire  un' 
omotetia. 

b)  Se  C3  ,  n'  sono  due  coniche  di  centri  0,  O',  che  si  cor- 
rispondono in  un'  omotetia  piana  a  di  centro  U  (ossia  in  una 
omologia  C3  di  centro  f7,  il  cui  asse  è  la  retta  air  infinito  s  ^ 
del  piano  g  di  cs),  si  avranno  (224,  k)  in  s^  ed  U  un  asse  di 
sintosi  ed  un  umbilico  delle  due  coniche  omotetiche. 

Essendo   poi  8^  una  retta  unita  di  -,  i  suoi  poli  0  ,  O'  ri- 


0  Si  è  supposto  tacitamente,  che  non  sieno  elementi  reciproci 
i  punti  A  ,  G  (0  le  rette  b  ,  g);  poiché ,  in  contrario  ,  A  giace- 
rebbe in  g  {o  b  passerebbe  per  C/),  e  quindi  zs'  degenererebbe  nella 
retta  doppia  g  (o  nel  punto  doppio  6^;,  o  sarebbe  indeterminata. 
Inoltre  è  evidente  che,  costruendo  rispetto  a  C3  il  polo  -ideila 
rotta  GA^n  o  la  polare  p  del  punto  gb^P)y  la  retta  NA  =  n 
sarà  tangente  a  e'  in  ^  (o  il  punto  pb^B  sarà  il  punto  di  con- 
tatto di  zs'  con  b)  :  e  quindi  c3*  sarà  individuata  dalla  proietti- 
vita  involutoria  tra  le  rette  di  G  ed  i  loro  poli  rispetto  a  e,  e 
dalla  polare  a  di  .4  (o  dal  polo  B  di  b):  ciò  che  dà  un'altra  solu- 
zione del  proì)lcina  proposto  in  f). 
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spetto  a  e  ,  :?',  si  corrispoiideraiino  in  0,  e  perciu  sono  alli- 
neati con  U. 

Inoltre  ,  alle  retto  congluii^entì  0  a  due  punti  blreeiproci 
fiìtiinti  sulla  s^  corrispoiKlcranim  in  0  le  re  Uè  eongmugenii  0' 
agli  stessi  due  punti;  ossia,  a  due  diametri  coniugati  a ,  a^  di 
•m  corrisponderanno  in  Q  due  diametri  coniug-nti  a-  ^  u\  dì  ^\ 
\\  nspottivaniente  ad  a  ,  «j:  e  quindi  agli  assi  di  n  corrispon- 
deranno iu  Q  gli  assi  di  ^\  a  ciascun  vertice  F  di  n  uu  Tei*- 
tice   r  di  q'  (*). 

Di  qui  segne  che  i  diametri  dì  D  ^  C3',  coniugati  ad  OO'^g  ^ 
sono  l'j  e  il  loro  comune  punto  air  intìnito  6'^  è  il  bipolo  di  </- 
Per  G^  passerà  perciò  (224,  e)  in  generale,  oltre  s^,  un  altro 
asse  s  di  sintosi,  che  noi  chiameremo  aam  radicale  delle  due 
coniche  omotetiche;  ed  s  conterrà  (224^  f)  il  centro  dell'  invo- 
luzione, definita  dalle  due  coppie  g-m^g-cz'  di  punti  coniugati, 
lo  quali  debbono  essere  amendue  reali  o  immaginarie  (224^  h). 

Indicando  poi  con  Sj  S'  i  poli  dt  s  rispetto  a  n,  «3',  sarà 
(225j  ti)  U  un  punto  doppio  dell'  involuzione  \00'  j  SS%  e  l'ai* 
tro  punto  doppio  U'  sarà  il  centro  di  un'  altra  omotetia  piana, 
nella  quale  C3  ,  53'  ai  corrisponderanno  ('), 

In  fìne^  se  &  0*^0 ^  sì  ha  in  0  il    bipolo    di    s^  \    e    (juindi 


(^}  Sa  V  j  F|  sono  i  vertici  (reali  o  ideali)  di  un  asse  di  c^j  e 
F'  ,  V\  i  loro  punti  corrispondenti  in  Q,  da  quanto  ai  è  detto  ri- 
sulta che  la  retta  F'O'F'i  sarà  un'asse  di  rz\  Ma  0  muta  l'in- 
yoluzione  ]  FF,  V^V^  Oao  ],  o  l'altra  |  FF^ ,  Oao  |,  nelF  involuzione 
I  y  ("  t  y\  t"t  f  O'm  l  o  iu  \V'V\  ,  0'a&  1,  secondo  che  F,  1%  sono 
vertici  reali,  o  ideali,  mentre  0'  è  sempre  punto  medio  di  V*V\~ 
Dunque  i  punti    V\  V\  sono  due  vertici  reali,  o  ideali,  di   ^^ 

(^)  Le  coniche  OjSs'  si  corrispondono  pure  in  generale  (225,  d) 
in  due  omologie  piane  di  comune  asse  »^  0  di  centri  Uj  U*:  poiché 
ff  non  passa  p€r  G^j  né  le  due  coniche  toccano  e^,  altrimenti  sa- 
rebbero due  parabole,  contro  V  ipotesi-  Ma,  se  d  ,  "'  ai  toccano, 
sarà  t/'  il  punto  di  contatto  ,  o  e,  a'  non  si  corrisponderanno 
(225,  (f)  nelTomologia  di  centro  U*  ed  asse  «.—Possono  —,  o'  cor- 
rispondersi in  altre  omologie  piane? 

Sah^ia.  —  Geojjitiria  proiettiva*  tS4* 
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{'2-JCì,  a)  a  ,  C3'  sono  bitan^cnti,  con  0  ed  s^  per  polo  e  corda 
(Ij'I  contatto;  e  sarà  allora  U'^=U^Of  s^3s^  (^). 

e)  Date,  in  un  piano  e,  due  coniche  a  centro  e  ,  cs' ,  se 
!ft  retta  alV  infinito  s^  di  g  è  un  loro  asse  di  sintosi ,  le  due 
et  nuche  sono  omotetiche  {in  doppio  modo),  purché,  quando  queste 
nono  due  iperboli,  la  congiungente  i  loro  centri  0  ,  0'  le  seghi 
iti  coppie  di  punti  amedue  reali  o  immaginarie.  Ma  se  zz  ,  zz' 
snfio  bitangenti  con  s^  per  corda  del  contatto ,  esse  si  corri- 
sj  fonder  anno  nelU  unica  om,otetia  piana,  che  ha  per  centro  il 
inumane  centro  0  delle  due  coniche'^  purché^  quando  queste  sono 
(ine  iperholiy  esse  giacciano  negli  stessi  due  A  opposti  al  vertice 
f^u'iìiati  dai  loro  comuni  assintoti  {^), 

Questo  teorema  è  un'immediata  conseguenza  delle  proposi- 
zjijui  contenute  nel  n.o  225,  rf),  6). 

d)  Due  coniche  a  centro  C3  ,  cs'  di  un  piano  a  sono  onno- 
ivfiche  (in  doppio  modo),  se  due  semidiametri  coniugati  OA,OB 
ffi  a  S0710  II  e  p)ropor2Ìonali  a  due  semidiametri  coniugati  0^ X' , 
n^B'  di  e';  purché^  quando  C3  ,  n'  sono  iperboli,  i  semidiametri 
|)  sieno  amendue  reali  o  ideali. 

Dì  vero,  essendo  pure  1|  le  rette  AB,  A'B^,  ìsj  AOB  ,  A'O'B' 
si  corrispondono  in  un'  omotetia  plana  Q;  ed  il  muta  quindi  la 
ti  mica  di  semidiametri  coniugati  OA,OB,  ossia  c3,  in  una  conica 
d**lla  stessa  specie,  e  di  semidiametri  coniugati  O'A',  O'B',  os- 
sia in  C3' . 

In  virtù  poi  di  quanto  ò  detto  alla  fine  di  b),  risulta  che  zz,  cs' 
sì  corrisponderanno  pure  in  un'  altra  omotetia,  la  quale  coin- 
l'ìderà  con  fì,  se  è  O'^O. 

e)  Due  parabole  omotetiche  cs  ,  v:'  di  un  piano  e  hanno 
flit  assi  II;  e  viceversa,  se  due  parabole  C3  ,  s  di  un  piano  e' 
ffftmio  gli  assi  paralleli^  esse  sono  omotetiche  in  un  unico  modo. 


{ ^)  Possono  corrispondersi  le  coniche  zz,zz'  in  altre  omologie  piane? 

(-)  Se  e:  ,  C3'  sono  due  cerchi  (M)  ,  (M^),  amendue  reali  o  im- 
lujiginarii,  ad  essi  si  applica  evidentemente  quanto  è  qui  detto 
Hi   h),  e). 

L'  asse  radicalq  dei  due  cerchi  è  perciò  J_  alla  retta  MM^  che 
uè  congiunge  i  contri,  e  passa  pel  punto  centrale  deirinvoluzione 
individuata  dalle  due  coppie  di  punti  coniugati  MM' •{M),MM''{M'). 


Digitized  by 


Google 


—  667  — 

In  fatti,  se  C3  ,  e'  sono  omotetiche,  la  retta  air  infinito  s^  dì 
a  dev*  essere  (224,  k)  un  loro  asse  di  sintosi  ;  e  quindi  le  dUL- 
parabole  debbono  toccare  s^  in  uno  stesso  punto,  ossia  i  loro 
assi  debbono  essere  ||. 

Viceversa,  se  gli  assi  v  ,  v'  delle  parabole  C3  ,  cs'  sono  l|^ 
esse  toccheranno  s^  nel  punto  vv=S^y  e  perciò  si  corrispon- 
deranno in  un'  omologia  piana  di  asse  s^  ,  ossia  in  un'  omo- 
tetia di  centro   U. 

Si  noti  poi  che,  indicando  con  M^  ,  M'^  i  poli ,  rispetto  a 
C3  ,  n',  di  una  retta  m  di  o  1|  a  v,  i  punti  M^  ,  M^^  genereranno, 
al  variare  di  m,  una  proiettività ,  che  avrà  in  S^  un  punh» 
unito:  e  quindi  l'altro  suo  punto  unito  G^  sarà  un  bipolo,  la 
cui  bipolare  g  {\\  a  v)  conterrà  U.  Sicché  per  G^  passerà  in 
generale  un  altro  asse  s  di  sintosi ,  che  noi  chiameremo  asse 
radicale  delle  due  parabole  omotetiche  (*). 

Inoltre ,  indicando  con  P ,  P'  due  punti  bireciproci ,  s  sarà 
(224,  rf)  la  retta  equidistante  dalle  duo  |1  PG^  ,  P^G^',  e  deter- 
minando i  poli  S ,  S'  dì  8  rispetto  a  cs  ,  n'  (poli,  che  giacciono 
in  g)j  sarà  U  il  punto  medio  di  SS'  (-). 

Ma,  quando  fosse  G^^S^,  sarebbe  g^s^  ,  «  I!  V;  ^  n  ,  r:* 
avrebbero  (225,  g)  in  S^  un  contatto  tripunto;  e  C3  ,  e'  sardi- 
bero  congruenti-omotetiche.  E  se  fosse  pure  s^s^^  il  contatto 
in  S^  sarebbe  (225,  e)  quadripunto.  In  amendue  questi  Cci^i 
runa  delle  due  parabole  non  sarebbe  che  V  altra  traslata  nella 
direzione  della  loro  tangente  comune,  o  del  loro  comune  asse, 

f)  Due  parabole  qualunque  C3  ,  n'  sono  curve  simili  :  poi- 
ché si  possono  sempre  situare  in  uno  stesso  piano,  e  con  gli 
assi  II,  ossia  in  modo  da  essere  omotetiche. 

g)  Se  «1  ,  C32  7  ^3  ^^'*^  *^^  coniche  di  un  piano  a ,  delie 
quali  cSgyCJj  soiio  omotetiche  a  C3j,  e  quindi  (es.  34,  e  apag.  141  j 
omotetiche  tra  loro,  i  tre  centri  di  omotetia  giacciono  per  diriti*} 
In  conseguenza^  se  queste  tre  coniche  sono  a  centro,  esse,  coti- 


(^)  Le  parabole  C3  ,  n'  si  corrispondono  pure  neiromologia-aflS.ao 
di  asse  s  e  centro  S^,  e  perciò  sono  congruenti. — Possono  corri- 
spendersi  in  altre  omologie  piane? 

(^)  Può ,  in  tal  caso  ,  essere  s  un  asse  di  simmetria  normale, 
quando  le  parabole  sodo  uguali. 
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siderate  a  due  a  due,  danno  luogo  [e)]  a  tre  coppie  di  centri 
di  omotetia,  i  quali  sono  [cfr.  n.  171,  i)]  le  tre  coppie  di  vertici 
opposti  di  un  quadrilatero  piano  completo.  Infine,  sieno  a  centro 
0  pur  no,  gli  assi  radicali  delle  tre  coniche  omotetiche  y  a  due 
a  due  considerate,  concorreranno  (es.  34^  b  a  pag.  141)  in  uno 
stesso  punto  (che  si  chiamerà  centro  radicale  delle  tre  coniche): 
poiché  queste  coniche  sono  omologiche  a  due  a  dac  [nota  (^) 
a  pag.  665],  con  gli  assi  radicali  per  assi  di  omologia,  e  1  cen- 
tri di  omologia  giacciono  per  diritto. 

229.  a)  Se  in  un  piano  o  si  ha  una  conica  degenere  o, 


rappresentata  da  un'involuzio- 
ne (  6r  )  di  raggi ,  sappiamo 
quanto  segue. 

1.  Una  retta  arbitraria  m 
di  a,  la  quale  non  passi  per  G, 
ha  G  per  unico  polo  ;  ma ,  se 
m  passa  per  G,  essa  ha  per 
poli  tutt'  i  punti  del  raggio  m' 
coniugato  di  m  in  {G). 

In  conseguenza,  il  punto  G 
è  reciproco  a  ciascun  punto 
di  o;  ed  ogni  raggio  di  (G)  è 
reciproco  a  ciascuna  retta  di  e. 
Inoltre ,  se  m  ,m*  sono  due 
raggi  coniugati  in  {G),  ciascun 
punto  di  m  —  o  m'  —  è  reci- 
proco a  tutt'  i  punti  di  m'  —  o 
m — . 

2.  Se  {G)  è  iperbolica,  di 
raggi  doppi  a  ,  6,  la  retta  a— 
0  h —  ha  per  poli  tutt'  i  suoi 
punti;  e  quindi  ciascun  punto 
di  a  —  0  6  —  è  unito  in  n,  ed 


rappresentata  da  un'  involuzio- 
ne {g)  di  punti,  sappiamo  quan- 
to segue. 

Un  punto  arbitrario  M  di  e, 
non  appartenente  a  ^,  ha  ^r 
per  unica  polare  ;  ma ,  se  M 
giace  in  g,  esso  ha  per  polari 
tutte  le  rette  di  e,  che  passano 
pel  punto  ifcT,  coniugato  di  M 
in  {g). 

In  conseguenza,  la  retta  g 
è  reciproca  a  tutte  le  rette 
di  e;  ed  ogni  punto  di  ^  è  re- 
ciproco a  ciascun  punto  di  e. 
Inoltre ,  se  itf  ,  itf'  sono  due 
punti  coniugati  di  (g),  ciascuna 
retta  di  a,  che  passa  per  M— 
o  M'—,^  reciproca  a  tutte  le 
rette  di  a,  che  passano  per  M  '— 
o  M—. 

Se  {g)  è  iperbolica,  di  punti 

doppi  A  ,  B,\\  punto  A — o  B— 

ha  per  polari  tutti  i  raggi  del 

I  fascio   {A)  —  0   {E)  —  di    e  ;   e 

\  quindi  ciascun  raggio  di  {A)— 
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b  reciproco  a 
a — 0  b' — . 


iVLiV  ì   punti   di 


Lo  stesso  va  detto  del  runico 
rag-gìo  doppio  a  di  (6r),  so 
questa  è  paraboìicn, 

^.ó  Due  raggi  coniuf^uti  m, 
m'  di  (fjjj  ed  una  retta  arbi- 
traria r  d!  Cj  costituiscono  un 
y  autorcciproco  in  ca; 


o  (B) —  e  una  retta  unita  di  cs 
ed  è  reciproco  a  tutt'  i  raggi 
di  (^)— o  (/?)—. 

Lo  stesso  va  detto  deirunico 
punto  doppio  A  di  (g),  se  que- 
sta è  parabolica. 

Due  punti  coniugati  M ,  M' 
di  {g)y  ed  un  punto  arbitrario 
R  di  a,  costituiscono  un  7  au- 
toreciproco in  n; 


poiché  ciascun  suo  vertice  è  polo  del  lato  opposto. 


4.»  L'  involuzione  (G)  de- 
tennìna  sopra  una  retta  arbi- 
traria r  dì  Q  uuMiivoluzìone  di 
punti  (r),  clic  pni>  dirsi  involu- 
zione (r)  di  ir,  e  che  rappre- 
senta la  coppia  di  punti  (reali 
e  distinti,  coincidenti,  o  imma- 


L'  involuzione  {g),  proiettata 
da  un  punto  arbitrario  R  di  e, 
dà  un'  involuzione  {R)  di  raggi, 
che  può  dirsi  involuzione  (R) 
di  C3 ,  e  che  rappresenta  la 
coppia  di  tangenti  (reali  e  di- 
stinte ,  coincidenti ,  o  immagi- 


ginarii)  secondo  cui  r  sega  C3.    narie)  condotte  da  i^  a  C3. 

b)  Una  conica  reale  j  non  degenere ,  ò  stata  considerata 
come  luogo  dei  suoi  punti  e  come  inviluppo  delle  sue  tangenti. 

Ora,  eotto  un  tale  punto  di  vista,  le  coniche  degenerì  pos- 
sono dividersi  in  tre  specie,  cioè: 

1.»  in  quelle  che  costano,  come  luoghi,  di  due  rette,  e, 
come  inviluppi,  di  un  punto  doppio; 

2.a  in  quelle  che  costano,  come  luoghi,  di  una  retta  dop- 
pia, e,  come  inviluppi,  di  due  punti; 

3.*  in  quelle  che  costano,  come  luoghi,  di  una  retta  doppia, 
e,  come  inviluppi,  di  un  punto  doppio. 

Si  possono  far  corrispondere  omograficamente,  0  correlativa- 
mente, due  coniche  degeneri? 

e)  Date  due  coniche  C3  ,  cs^  di  un  piano  o ,  se  la  sola  cs, 
6  degenere,  ed  ò  rappresentata  da  un'involuzione  {G)  di  raggi, 
la  polare  g  di  G  rispetto  a  cs  ò  una  bipolare  di  bipolo  G  ;  e 
rinvoluzione  {g)  di  C3  può  coincidere  con  quella,  ((t)^  ,  determi- 
nata da  (G)  in  </,  0  pur  no. 
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Inoltre,  poiché  G  è,  rispetto  a  cs^ ,  runico  polo  di  una  retta 
qualunque  di  o,  la  quale  non  passi  per  Oy  ne  segue  che,  se  e- 
sistono,  oltre  g,  altre  bipolari,  queste  debbono  appartenere  a  G. 
d)  Supponiamo  dapprima  che  G  non  sia  punto  biunito  (os- 
sìa che  g  non  passi  per  G'),  e  che  {G)g  sia  distinta  da  {g). 

La  involuzione  J^  ,  armonica  a  {G)g  e  ((/),  sarà  ellittica  solo 
quando,  mentre  C3  ò  reale  e  {G)  è  iperbolica,  dei  raggi  doppi 
a  ,  ò  di  (6r)  Tuno  sega  C3  e  Taltro  è  esterno  a  w. 

Il  V  (  j  però,  definito  da  G  ,  g  ,\g ,  sarà  sempre  l'unico  v 
biautoreciproco  ;  ma  esso  sarà  immaginario,  reale  e  non  dege- 
nere, 0  degenere  di  1»  specie,  secondo  che  Ig  sarà  ellittica, 
iperbolica,  o  parabolica. 

In  fine  le  due  coniche  c:,»^  hanno  per  umbilichi  i  punti  Gè  g-zz. 
j  ^  EFG  è  reale  e  non  degenere,  esistono 
solo  tre  coppie  di  assi  associati  di  sintesi,  appartenenti  ai  soli 
bipoli  Ej  F,  Gj  e  rappresentate  da  tre  involuzioni  k  ,  Jp  ?  io  ^  (G); 
ma  queste  involuzioni  sono  in  generale  tutte  iperboliche,  o  una 
e  iperbolica  e  due  sono  ellittiche.  Se  però  (G)  è  parabolica  di 
raggio  doppio  GF^  anche  Jf  sarà  parabolica  di  raggio  doppio 
FG,  ma  Jb  potrà  essere  iperbolica  o  ellittica. 

In  fatti,  un  asse  di  sintesi  deve  passare  per  un  punto  bipolo; 
j)0ichè,  se  r  è  un  asse  di  sintesi,  e  il  punto  r-EF  h  distinto  da 
E  y  Fj  la  retta  r  deve  passare  per  G,  che  è  runico- punto  bi- 
reciproco  di  r-EF. 

Inoltre,  assunto  un  punto  arbitrario  P  di  e,  e  costruiti  il 
raggio  m'  coniugato  di  GP^b  m  in  {G) ,  e  la  polare  p  dì  P 
rispetto  a  C3,  sarà  m'p^P'  il  punto  bireciproco  di  P.  E  poiché, 
se  è  m'^m,  in  m  giaceranno  le  coppie  P  e  P',  Gè  m-EF 
di  punti  bireciproci,  ossia  m  sarà  un  asse  di  sintesi,  ne  segue 
che  la  data  involuzione  {G)  è  l'involuzione  Jo  ,  che  rappresenta 
la  coppia  ^i  assi  associati  di  sintesi  appartenente  a  6r.  Ma,  se 
P  percorre  m,  e  quindi  P'  percorre  in\  i  punti  P ,  P'  (come 
reciproci  a  cs)  descrivono  due  punteggiate  proiettive.  Dunque 
le  due  coppie  di  rette  EP  ed  EF,  FP  e  FF  generano  le  due 
involuzioni  Je  ,  )f  ,  che  rappresentano  le  due  coppie  di  assi  as- 
sociati di  sintesi  relative  ai  bipoli  E ,  F  (}), 

(*)  È  facile  dimostrare  che,  se  P  percorre  la  retta  EP  (o  FP)^  P' 
percorrerà  la  retta  EP'  (o  FP% 
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Quando  {G)  è  parabolica,  di  raggio  doppio  GF^e  ,  m'  coin- 
cide sempre  con  GF'^  e  quindi  anche  jp  ò  evidentemente  para- 
bolica, di  raggio  doppio  FG.  Lo  stesso  ragionamento  però  , 
fatto  innanzi  per  Jb  ,  regge  anche  in  questo  caso  ;  e  Jb  può  es- 
sere iperbolica  o  ellittica. 

La  rimanente  parte  del  teorema  si  dimostra,  come  nel  nu- 
mero 224,  i)j  4.O. 

f)  Se  (G)  è  iperbolica,  di  raggi  doppi  a  ,  &,  quando  a  ,  b 
segano  la  conica  (reale)  n  nelle  coppie  di  punti  AB  ,  CD^  po- 
sto AC'DB^F  j  AD'BC^E,  sarà  EFG  il  solo  V  biautore- 
ciproco,  mentre  a  e  6,  AO  e  DB  ,  AD  e  BC  sono  le  sole  tre 
coppie  di  assi  associati  di  sintosi.  —  E  si  noti  che  le  involu- 
zioni, le  quali  rappresentano  le  ultime  due  coppie,  sono  quelle 
che  proiettano  Tuna  nell'altra  le  due  involuzioni  AB^  CD,  ossia 
le  involuzioni  (a)  y(b)  di  e,  da  ciascuno  dei  punti  Ej  F\  men- 
tre, proiettando  da  C  ,  D  V  involuzione  ABj  si  hanno  le  due 
coppie  CA  e  CB,  DA  e  DB  di  assi,  non  associati,  di  sintosi. 

Ma,  se  Z>  è  tangente  a  C3  in  0,  mentre  a  sega  n  in  A  ,  B 
[o  è  esterna  a  n],  ìg  sarà  parabolica  di  punto   doppio   E  ^  C, 

e  il  V   biautoreciproco    (     ]  risulterà  degenere   di  1.»  specie. 

Mentre  però  si  ha  in  ab  una  coppia  di  assi  associati  di  sintesi^ 
Taltra  coppia  sarà  costituita  dalle  rette  EA  ,  EB  [o  sarà  rap- 
presentata dairinvoluzione  ellittica,  che  proietta  da  E  la  invo- 
luzione (a)  di  C3]  (^). 

Se  a  ,  &  sono  amendue  esterni  alla  conica  reale  C3  —  o  se  e 
è  immaginaria  —  ,  j^  avrà  i  punti  doppi  E ,  F  reali  e  distinti, 
e  sarà  EFG  l'unico  V  biautoreciproco.  Ma,  mentre  ab  è  una 
coppia  reale  di  assi  associati  di  sintosi,  le  altre  due  coppie 
sono  immaginarie,  e  vengono  rappresentate  dalle  due  involu- 
zioni, che  proiettano  da  ciascuno  dei  punti  E  ,  F  amendue  le 
involuzioni  (a)  ,  (b)  di  C3  (2). 


(})  Non  si  può  supporre  che  anche  a  sia  tangente  a  C3  ;  altri- 
menti {G)g  coinciderebbe  con  rinvoluzione  (g)  di  C3,  contro  Tipotesi. 

(*)  Costruendo  in  a  la  coppia  dei  punti  M ,  M'j  reciproci  a  zz 
ed  armonici  a  G  ,  ag^G'j  e  costruendo  in  b  la  coppia  dei  punti 
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Se  a  è  esterno  alla  conica  (reale)  k,  e  questa  è  segata  da  b 

in  (7  ,  Z>  ,  Jjj,  sarà  ellittica,  e  V  unico  v  biautoreciproco   (      j 

sarà  iniraaginario.  Ma,  mentre  ab  è  una  coppia  di  assi  asso- 
ciati di  sintosi,  le  involuzioni,  che  proiettano  da  C  ,  D  T  invo- 
luzione (a)  di  C3,  rappresentano  le  altre  due  coppie  (immagi- 
narie) di  assi,  non  associati,  di  sintesi. 

Se  {G)  è  ellittica,  sia  poi  C3  reale  o  immaginaria,  sarà  J^, 
iperbolica  di  punti  doppi  E  ^  F\  si  avrà  in  EFG  V  unico  v 
biautoreciproco  5  e  mentre  \q^:{G)  rappresenterà  una  coppia 
immaginaria  di  assi  associati  di  sintosi,  delle  altre  due  coppie, 
rappresentate  da  Jb  ,  i*'  ,  una  sarà  [rf)]  reale  e  V  altra  immagi- 
naria (*), 

N  ,  N\  reciproci  a  n  ed  armonici  a  G ,  bg==G**j  sarà  MN-  M'N^^E, 

In  fatti,  essendo  il  gruppo  (?G'3/Jtf' prospettivo  ai  gruppi  GG'^NN'y 
GG"N^N,  i  punti  MN^M'N'—E,  MN''M'N=F  giacciono  in  g,  e 
mentre  separano  armonicamente  a  ,  ò,  sono  reciproci  a  e:,  perchè 
tali  sono  M  Qà  M\  N  ^à  N\  Dunque  questi  punti  E  ,  F  coin- 
cidono coi  punti  doppi  E  ^  F  ài  \g  y  e  da  ciascuno  di  essi  si  pro- 
iettano runa  nelPaltra  le  involuzioni  {a)  ,  {h)  di  C3. 

{})  Quando  gli  elementi  doppi  (reali  e  distinti)  di  (G)^ab  se- 
gano la  conica  (reale)  a  nelle  coppie  dì  punti  A  B,  CD,  può  dirsi 
che  la  coppia  ab  di  lati  opposti  individua  il  quadrangolo  completo 
reale  AB  CD  iscritto  in  C3.  Ma,  se  è  D  ^  C  ^  E,  questo  qua- 
drangolo (reale,  o  immaginario,  secondo  che  a  sega  n  in   A,   B, 

0  è  esterno  a  cs)  è  degenere,  ha  un  y  diagonale   (      )    degenere 

di  i.»  specie,  e  le  altre  sue  due  coppie  di  lati  opposti  coincidono 
in  una  sola  coppia,  reale  o  immaginaria,  rappresentata  dall'invo- 
luzione che  proietta  da.  C^  E  l'involuzione  (a)  di  C3. 

Quando  a  ,  b  sono  esterni  a  n,  o  n  è  immaginaria,  si  ottiene 
un  altro  quadrangolo  immaginar  io ,  non  degenere,  iscritto  in  C3,  il 
qnale  ha  il  V  diagonale  reale  EFG,  mentre  le  altre  sue  coppie 
di  lati  opposti  sono  immaginarie,  e  rappresentate  dalle  due  invo- 
luzioni che  proiettano  da  ciascuno  dei  punti  E  ,  F  amendue  le 
involuzioni  (a)  ,  {b)  di  C3.  E  si  ottiene  un  quadrangolo  immagi- 
nario della  stessa  specie,  se  (G)  è  un'involuzione  ellittica. 

Quando  poi,  dei  raggi  doppi  reali  a  ,  &  di  (&),  l'uno  a  ò  estemo 
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Se  {G)  è  parabolica  di  raggio  doppio  «,  e  se  a  sega  la  co- 
nica (reale)  a  ìu  A  ,  B,  sarà  J^  iperbolica  di  punti  doppi  E,  F 
(dove  è  jP=a(7,  ed  J5J  il  polo  di  a  rispetto  a  cs),  ed  EFG  il 
solo  V  biautoreciproco:  ma  si  avrà  in  a  un  asse  di  sintosi  (dop- 
pio), ed  in  EA  ,  EB  gli  altri  due  soli  assi  associati  di  sintosi. 
Se  a  è  invece  tangente  a  c3  in  ^,  sarà  J^  parabolica  dì  punto 

doppio  jP=^;  e  quindi  il  solo  v  biautoreciproco  (  j  risul- 
terà degenere  di  i.«  specie,  ed  a  sarà  il  solo  asse  associato  di 
sintosi.  Se,  in  fine,  a  è  esterno  alla  conica  reale  C3  — -  o  se  C3  è 
immaginaria  — ,  \g  sarà  iperbolica  di  punti  doppi  JE  ,  ag^F; 
e  mentre  EFG  è  il  solo  y  biautoreciproco,  ed  a  è  un  asse  di 
sintosi  (doppio),  la  involuzione  ellittica,  che  proietta  da  E  l'in- 
voluzione (a)  di  e,  rappresenterà  T  altra  sola  coppia  (immagi- 
naria) di  assi  associati  di  sintesi,  ed  ip  sarà  un'  involuzione  di 
raggio  doppio  FG^a, 

g)  Quando,  essendo  sempre  G  un  punto  non  biunito,  è  {G)g 
identica  alla  involuzione  —  iperbolica  o  ellittica  —  {g) ,  ossia 
quando  ciascuna  coppia  di  raggi  coniugati  in  {G)  è  coppia  di 
raggi  reciproci  a  xz,  esistono  infiniti  y  biautorèciproci,  ciascuno 
dei  quali  è  costituito  da  ^  e  da  una  coppia  di  tali  raggi  con- 
iugati. Inoltre,  g  e  G  sono  un  asse  di  sintosi  ed  un  umbilico 
(doppi)  ^  mentre  (6?)  e  l'involuzione  (g)  di  a  rappresentano  una 


alla  conica  (reale)  »,  mentre  l'altro  b  la  sega  in  (7 ,  i>,  si  ottiene 
un  altro  quadrangolo  immaginario,  il  quale  ha  il  y  diagonale  im- 

j  ,  mentre  le  involuzioni,  che  proiettano  da  C ,  D 

l'involuzione  (a)  di  is,  rappresentano  le  altre  due  coppie,  (imma- 
ginarie) di  lati  non  opposti. 

E  si  noti  che,  in  tutti  questi  quadrangoli,  una  coppia  di  lati, 
appartenente  ad  un  punto  diagonale  reale,  è  separata  armonica- 
mente dagli  altri  due  punti  diagonali. 

Sarà  facile,  in  fine,  allo  studioso  il  dedurre,  da  quanto  è  detto 
in  /),  g),  h)j  le  altre  specie  di  quadrangoli  degeneri,  reali  o  im- 
maginari i,  che  possono  essere  iscritti  in  una  conica  reale  e  non 
degenere. 

S AVVIA —  Geometria  proiettiva.  85* 
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coppia  di  assi  associcati  di  .sintesi  ed  una   coppia  di  umbilichi 
associati,  amendue  reali  o  immaginarie. 

Potremo  dire  ancora  (225,  a),  in  tal  caso,  che  zs  ,  n^  sono 
due  coniche  bitangenti;  anche  perchè  il  prodotto  azz^  è,  in  que- 
sto caso,  un'  omologia  degenere^  nella  quale  il  centro  e  V  asse 
non  si  appartengono  (225,  a). 

h)  Supponiamo  ora  che  G  sia  un  punto  biunito,  e  che 
quindi  g  sia  tangente  in  G  alla  conica  (reale)  C3  ;  e ,  costruito 
il  coniugato  g*  di  g  in  (G),  indichiamo  con  P  il  secondo  punto 
d'intersezione  di  g[  con  C3,  e  con  p  la  tangente  di  C3  in  P. 

Se  {G)  è  iperbolica  di  raggi  doppi  a  ,  h,  indicando  con  A,  B 
i  secondi  punti  d'intersezione  di  C3  con  a  ,  6 ,  il  punto  pg^E 
sarà  un  bipolo  di  bipolare  ^';  e  quindi  G,  g^  E,  g'  costituiranno 
il  solo  V  biautoreciproco  (^degenere  di  i.«  specie),  e  la  retta 
AB^g'^  passerà  per  E  (^).  Inoltre,  ab  ,  gg^  sono  le  sole  coppie 
di  assi  associati  di  sintesi-  (che  appartengono  ai  soli  bipoli 
Gy  E)f  e  6r  è  runico  umbilico.  Ma,  se  è  h^:g,  e  quindi 
B^G  j  g^'^aj  si  avrà  g'^g,  E^G\  ed  il  v  biautoreciproco 

f      j    sarà  degenere  dì  2.«  specie,  mentre  g ,  a   saranno  i   due 

soli  assi  associati  di  sintesi,  appartenenti  all'unico  umbilico  G* 
Se  {G)  è  parabolica  di  raggio  doppio  a\  ossia,  se  nel  caso 
precedente  si  suppone  b^a,  sarà  g'^a,  P^Ajg"^p\  e 
quindi  G,  g.  E,  a  costituiranno  il  solo  v  biautoreciproco  (de- 
genire  di  -/.«  specie);  e  mentre  G  sarà  runico  umbilico,  si 
avranno  in  g,  a,  p  i  tre  soli  assi  di  sintesi. 

Se  ÌG)  è  ellittica,  G  ^  g ,  E ,  g'  costituiscono  il  solo  v  biau- 
toreciproco (degenere  di  i,«  specie)  ;  mentre  g  e  (G)  sono  tre 
assi  di  sintesi,  e  G^  6  un  umbilico. 

Se,  in  fine,  (G)  è  parabolica  di  raggio  doppio  g,  ossia  se 
(G)  coincide  con  V  involuzione  dei  raggi  reciproci  a  s  con- 
dotti per   G ,    vi    saranno    infiniti    y   biautoreciproci   degeneri 


(^)  Essendo  abgg^  un  gruppo  armonico,  i  punti  P,E  separano 
armonicamente  i  punti  jm  ,  pb:  ma  P  è  uno  dei  punti  doppi  di 
un'  involuzione,  nella  quale  sono  coniugati  pa  e  jo6  ,  pg  e  p-  AB: 
dunque  sarà  p-  AB^  pg  ^E. 
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l  ^\t  *ì<5Ì  quali  uno  di  t^.**  specio^  e  solo  g,  G  saranno  un  asse 

dì  cintosi  ed  un  umbìlico. 

Potremo  quindi  dire  {225,  e),  in  quest'ultimo  c:iso,  che  w  ,  u:^ 
hanno  in  G  un  cantutto  quadripunto  ;  niicliu  percliè  il  prodotta 
tS£3j  ò  un'  omologia  deg^iiere^  nella  quale  il  centro  e  1^  asse  si 
appartengono  (225^  e). 

i)  Sono  evidenti  ì  multati  duali  a  quelli  ottenuti  sin  qnì^ 
ijuando,  delle  due  coniche  cs  ^  Pj  dì  un  piano  e,  una  sola  ^^  h 
degenere  e  rappresentata  da  un'involuzione  (j^)  di  punti  (*)* 

k)  Lasciamo  allo  studioso  il  considerare  i  cas!^  in  cui  le 
coniche  ^  ^^^  sono  entrambe  degeneri,  e  rappresenìato  da  due 
involuzioni  di  raggi,  o  di  punti,  o  V  una  da  un'  involuzione  di 
rar^gi  e  l'altra  da  un'involuzione  di  punti. 

ì)  Poiché^  se  ABC ^ ahi'  è  un  7  iscrìtto  in  una  conica 
reale  e,  due  vertici  B ,  G  sono  i  punti  doppi  dell'  involuisìone 
{a)  di  e,  mentre  i  hiti  opposti  b  j  e  sono  i  ra^i^i  doppi  delTin- 
volnzione,  che  dal  terzo  rertice  A  protetta  V  involuzione  {a)  di 

n,  generalizzando  noi  chiameremo  \J  (  )i  iscritto  in  una  co- 
nica reale  o,  rinsfemc  dì  un  punto  ^^di  C3,  di  una  retta  arbi- 
traria a  del  piano  e  della  conica,- dell'involuzione  (a)  di   cs,   e 


(})  Bistdta  chiaro  ora  [cfr,  nota  (^)  a  pag.  672]  quello  che  debba 
ititendersì  per  ftuadrilateri  immaginarii,  e  degeneri,  circoscritti  ad 
una  conica. 

Cosij  p.  e-,  se  s  è  una  conica  non  degenere,  reale  o  immagi- 
naria^  o  a^  è  una  conica  degenere  rappresentata  da  un^  involu- 
zione ellittica  di  punti  (g)^  esisteranno  \d)^  i)\  tre  coppie  di  um- 
bilichi  assoclatij  delle  quali  tìna  soia  FF^  è  reale,  mentre  delle 
due  coppie  immaginane  una  è  rappresentata  da  {g)  \  e  queste  tre 
coppie  sono  le  tre  coppie  di  vertici  opposti  del  quadrilatero  cir- 
coscritto a  Cjj  formato  dalle  due  coppie  di  tangenti  a  C3  condotte 
da  F ,  F\ 

8i  noti  ora  che,  se  ^  è  la  retta  ali 'in  fin  ito  di  ff,  e  {g^  h  l'in  vo- 
lizione ciclica  di  0,  gli  um bilichi  reali  associati  J^j /*"  si  diranno 
in  seguito  fuochi  di  s,  perchè  l'involuzione  {F)—ù  {F'}—ài  zi  è 
riìivolnzione  circolare. 
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della  proiezione  di  (a)  l'aita  da  A*  Allora  il  sj  potrà  essere,  non 
solo  reale,  ma  anche  iinmao[ii]ario  (quando  a  non  sega  o}j  de- 
genere di  7.«  specie  (quando  a  tocca  zz  in  un  punto  B  distinto 
da  A)y  e  degenere  di  L\«  specie  (quando  a  tocca  e  in  A), 

Similmente  diremo  V  (  j  )  >  circoscritto  ad  una  conica  reale 

C3,  rinsieme  di  una  tangente  a  di  C3,  di  un  punto  arbitrario  A 
del  piano  a  della  conica,  deirinvoluzìone  (.4)  di  a,  e  della  se- 
zione di  questa  mediante  a.  Ed  avremo  pure  cosi,  che  un  y 
circoscritto  ad  una  conica  può  essere  reale,  immaginario,  e  de- 
genere di  7.«  o  di  2.«  specie. 

Si  noti,  in  fine,  che  un  y  iscritto  in  una  conica  reale,  se  è 
degenere  di  2.«  specie,  è  ancora  circoscritto  alla  stessa  conica. 


FASCI,   SCHIERE   E   FASCI-SCHIERE   DI   CONICHE. 

230.  a)  Il  sistema  di  tutte  le  coniche  di  un  piano  e,  reali  o 
immaginarie, 


che    hanno    comuni    gli   stessi  ' 
4  punti,  chiamasi  fascio  di  co- 
niche; e  i  punti  comuni  diconsi 
incnti-base  del  fascio. 

h)  Abbiamo  già  considera- 
to [cfr.  n.o  95],  il  fascio  di  co- 
niche ,  la  cui  base  costa  di  4 
punti  ABCD^  reali  e  distinti; 
fascio ,  che  indicheremo  con 
[ABCD], 

Nello  stesso  n.©  95,  abbia- 
mo supposto  D=C y  0  D  =  C 
e  ^^.4;  ossia  abbiamo  consi- 
derato il  fascio  delle  coniche 
circoscritte  al  y  ABC  e  tan- 
genti in  0  ad  un'  assegnata 
retta  r,  o  quello  delle  coniche 
che  passano  per  i  punti  A,  C,  e 
toccano  due  date  rette  a ,  e 
di  ^  ,  C. 


che  hanno  comuni  le  stesse 
4  tangenti,  chiamasi  schiera  di 
coniche;  e  le  tangenti  comuni 
diconsi  rette-base  della  schiera. 
Abbiamo  già  considerata  [cfr. 
n.o  95]  la  schiera  di  coniche, 
la  cui  base  costa  di  4  rette  abcdj 
reali  e  distinte;  schiera,  che  iu- 
indicheremo  con  [aòcd]. 

Nello  stesso  n.o  95 ,  abbia- 
mo supposto  rf ^  e  ,  o  d^c 
e  6^ a;  ossia  abbiamo  consi- 
derato la  schiera  delle  coniche 
iscritto  nel  y  abc  e  tangenti 
a  e  in  un  punto  assegnato  C, 
0  quella  delle  coniche  tangenti 
ad  a  ,  e  in  due  dati  loro  punti 
A  ,  C. 
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Si  celi  ù  rultima  fascio  è  pure  una  schiera,  e  potrebbe  perciò 
chiamarsi  un  fascio-schiera  dì  coniche  bitangenti  con  contatto 
reale- 

Nel  n.o  226j    a)j    a    sinistra,  |      Nel  n."  226,  n\  a  dritta,  ab- 


abbiamo  supposto  che  i  punti 
ABC  coìnctdauo  in  uu  punto  6r, 
ed  abbinino  avuto  il  fascio  delle 
cniiicbe  osculatricij  con  con- 
tatto irìputito  nel  punto  G  delia 
loro  tangente  comune  g. 


bìaino  supposto  che  le  rette  abc 
coincidano  in  una  retta  g,  ed 
abljìaino  avuto  la  schiera  tlelle 
coniche  osculatrici,  con  con- 
tatto t ripunto  nei  punto  Gr  della 
loro  tangente  comune  g^ 


in  tìne^  nel  n,*>  22*1,  b)  abbiamo  supposto  che  AECD  coincì- 
dano in  un  punto  fi  (o  che  ahcd  coincidano  in  una  retta  ^7), 
e  BÌ  è  ottenuto  il  fascio  (o  la  schiera)  delle  coniche  oscula- 
trici, con  contatto  quadri  punto  nel  punto  G  della  loro  tangente 
comune  g\  abbiamo  avuto  cosi  un  sistema  di  coniche,  che  po- 
tremo denominare  pure  fnscio-^ehiera. 

e)  Volendo  ora  considerare  i  punti-base  immaginarii,  o  le 
rettc-liasc  immaginarie,  osserveremo  innanzi  tutto,  che  uno  di 
tali  fasci,  0  schiere,  si  ita  nel  sistema  dello  coniche  bitangenti 
con  contatto  immaginario  (225,  a),*  che  hanno  una  comune  in- 
voluzione ellìtiica  {g)^o  (G^)-^di  punti  reciproci  —  o  di  rette 
reciproche  —  ,  ed  uno  stesso  punto  G  non  apparteuetite  b^  g  — 
o  una  stessa  retta  g  non  appartenente  ^  G  —  per  polo  di  ^  — 
0  per  polare  dì  G  —  :  sistema,  che  potremo  anche  denominare 
fa9Cio-sckÌ€ra, 


d)  Inoltre,  indicando  con 
(u)  ,  (mj)  due  date  involuzioni 
di  punti  del  piano  ff,  ì  cui  so- 
stegni u  y  f*!  sieno  distinti,  e 
tali  che  iìm^  non  sia  un  punto 
doppio  di  {u) ,  (W|)j  rappreseu- 
tcrenio  con  [{u) ,  (w^)]  il  fascio 
delle  coBÌctie,  che  hanno  (if)> 
(u^)  per  comuni  involuzioni  di 
punti    reciproci  —  ossia  ^    che 


Inoltro,  indicando  con  {U)y 
(U^)  due  date  involuzioni  di 
raggi  del  piano  5,  i  cui  sostegni 
U  j  U^  Steno  distinti,  e  tali  che 
UU^  non  sia  un  raggio  doppio 
di  (U)j(U^\  rappresenteremo 
con  [{U}j  (U^)]  la  schiera  delle 
coniche,  cìie  hanno  {U)  ,  (0^) 
per  conmni  involuzioni  di  raggi 
reciproci  —  ossia,    che   hanno 
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hanno  comuni  le  due  coppie  di 
punti ,  reali  o  immaginarie  , 
rappresentate  dalle  involuzioni 
in)  ,  (u^) ,  —  essendo  ciascuna 
conica  C3  del  fascio  individuata 
[eserc.  24  a  pag.  593]  dal  polo 
di  ti  o  di  Mp  eccetto  quando 
(u)  ,  (mj)  sono  amendue  para- 
boliche, n(ìl  qual  caso  zz  è  in- 
dividuata da  un  altro  suo  punto, 
non  situato  in  w  o  u,. 


comuni  le  due  coppie  di  tan- 
genti ,  reali  o  immaginarie  , 
rappresentate  dalle  involuzioni 
(U)  ,  {U^)—,  essendo  ciascuna 
conica  C3  della  schiera  indivi- 
duata dalla  polare  di  U'o  di  L\; 
eccetto  quando  (U)  ,  {Uy)  sono 
amendue  paraboliche,  nel  qual 
caso  C3  è  individuata  da  un'al- 
tra tangente,  che  non  passi  per 
r/o   ^1. 


e)  Si  noti  però  che  il  fascio  [{^u)  ,  («i)]— o  la  schiera  [(C7), 
{Uy)]  —  rappresenta  tutti  i  possibili  fasci  —  o  tutte  le  possibili 
schiere — di  coniche,  eccetto  il  fascio  —  o  la  schiera  —  delle  co- 
niche osculatrici  con  contatto  tripunto,  il  fascio-schiera  delle 
coniche  osculatrici  con  contatto  quadripuuto,  e  quello  conside- 
rato in  e)  ;  e  che  u  yU^  —  o  U ,  U^  —  rappresentano  tanto  una 
conica  degenere  del  fascio — o  della  schiera — ,  quanto  due  assi 
associati  di  sintosi— o  due  umbilichi  associati — rispetto  a  due 
coniche  qualunque  del  fascio  —  o  della  schiera — . 

/■)  DatOj  in  un  piano  e,  due  invohizioni  di  punti  (u)  ^  J, 
(u^EE^J^  {non  paraboliche^  né  sovrapposte j  e  che  non  abbiano  in 
uUj  un  punto  doppio) ,  ed  indicando  con  G'  ,  G'j  i  coniugati 
del  punto  uUj  ^  G  /ji  J  ,  J^ ,  e  con  g  la  retta  G'G\  : 

1.0  proiettando  da  due  punti  L  ,  h',  coniugati  in  J,  la  1^ — 
ossia  tutte  le  coppie  di  punti  coniugati  in  \  —  sulla  retta  g, 
si  ottiene  una  terza  involuzione  (g)  =  J^,  nella  quale  sono  con- 
iugati  i  punti  G' ,  G\  : 

2.0  la  stessa  involuzione  J^  si  ottiene,  proiettando  sopra  g 
la  Jj  da  due  punti  qualunque  coniugati  in  ìj  o  la  ì  da  due 
punti  qualunque  coniugati  in  Jj  : 

3.0  ciascuna  delle  prime  due,  tra  le  involuzioni  J ,  Jj ,  J^ , 
si  ottiene  dalle  rimanenti,  come  la  J^  è  stata  dedotta  dalle  J ,  Jj  ; 
e  perciò  diremo,  che  J  ,  Jj  ,  J2  costituiscono  una  terna  di  invo- 
luzioni associate  : 

4.0  tre  coppie  reali  di  punti  coniugati  {distinti  0  coinci- 
denti), assunte  arbitrar iamente  nelle   tre   involuzioni  associate 
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^  1  h  y  h  7  ^"^  P^^  ciascuna  di  esse,  giacciono   in    tina   conica^ 
che  sarà  degenere,  quando  tre  punti,  appartenenti  alle  tre  cop- 
pie, sono  allineati  : 

5.0  le  tre  involuzioni  associate  sono  iperboliche,  o  una  è 
iperbolica  e  le  altre  due  sono  ellittiche  ;  e  nel  primo  ca^so  le 
coppie  di  elementi  doppi  di  i  ,  Ji  ,  1.2  sono  le  tre  coppie  di  ver- 
tici opposti  di  un  quadHlatero  completo,  che  ha  uu^g  per  tri- 
latero diagonale  : 

6.0  la  coppia  UUi  dei  poli  di  u  ,  u^ ,  rispetto  ad  una  co- 
nica  qualunque  zs  del  fascio  [(u) ,  (Uj)],  è  una  coppia  di  punti 
coniugaci  in  h  ;  e  quindi  j^  ^  |UUi  ,  (j'G'iJ  è  armonica  alla  in- 
voluzione i'j^lUQ'  ,  UiG'i'j  ^Gt  quale  rappresenta  la  coppia  di 
jmnti  g'C3. 

Il  teorema  daalc,  nel  piano,  si  lascia  allo  studioso. 

Proiettando  da  L  ,  L'  le  coppie  ^\N\  ,  P^P\,,..  dì  punti  con- 
iugati in  Jj ,  si  hanno  due  fasci  proiettivi  (L)  ,  (Z/'),  che  deter- 
minano in  g  due  punteggiate  proiettive  ;  e  queste  costituiscono 
un'involuzione  jg ,  nella  quale  sono  coniugati  i  punti  G' ,  G\  , 
perchè  le  coppie  LG  e  VG\  ,  LG\  e  TJG  di  raggi  corrispon- 
denti in  (L)  ,  (L')  danno  le  coppie  G'  e  G\  ,  G\  e  G'  di  punti 
corrispondenti  nelle  punteggiate  proiettive. 

È  quindi  poi  evidente  che,  proiettando  Jj  da  L  ,  L'  sopra  u^, 
si  avrà  la  l^. 

Inoltre,  proiettando  sopra  g  (o  u^)  la  1  da  due  punti  qualun- 
que Ni  ,  N\  coniugati  in  Jj  (o  da  due  punti  qualunque  coniu- 
gati in  J^) ,  si  ha  in  conseguenza  pure  un'  involuzione  ;  e  que- 
sta coincide  con  ì^  (o  con  ì^),  perchè,  p.  e.,  la  proiezione  so- 
pra g  ha  comune  con  l, ,  oltre  la  coppia  G'G\  ,  anche  le  cop- 
pie date  dalle  coppie  N^L  e  N\L' ,  N^T/  e  N\L  di  raggi  cor- 
rispondenti nei  fasci  proiettivi  {N{)  ,  {N\). 

È  evidente  ora  che,  proiettando  da  due  punti  arbitrarli  con- 
iugati in  J  la  j^  sopra  g  (o  la  Ig  sopra  u{),  si  ha  la  J^  (o  la  )j). 

Assunte  poi  ordinatamente  in  J  ,  J^  ,  j^  le  tre  coppie  qualun- 
que LL' ,  N'iN\  ,  QjjQ'j  ^^  elementi  coniugati,  se,  p.  e.,  i  punti 
LN^Q^  sono  allineati,  la  costruzione  stessa  di  Jg  mostra  che 
saranno  allineati  anche  i  punti  L^N\Q*^,  In  contrario,  essendo 
pure  i  punti  LN\'g  =  B^  ,  VN^-g  —  R^^  coniugati  in  Jg ,  si  ha 
L{G'Q^Q\R,)KN,{G\a^^Q^n\),os2Ì9.L[VQ^Q\N\]7{N,^^^^ 
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A  N^(L*Q^Q'^N\)\  e  perciò  i  sei  punti  Z/L'A^,A"'| QgQ'j  giacciono 
in  una  conica  (*). 

Se  dunque  U  ^  N\  ,  Q'g  sono  punti  di  una  retta  r'  di  e  ,  i 
loro  coniugati  L  ^  N^j  Q^  in  J ,  J|  ,  J2  giaceranno  in  un'  altra 
retta  r:  e  quindi  evidentemente,  0  le  coppie  LL\  N^N^\  Q2Q'2 
non  separano  rispettivamente  le  coppie  GQ^  y  GG^\G^G\^  0 
una  sola,  p.  e.  LL\  delle  prime  tre  coppie  non  separa  la  cor- 
rispondente GG^  delle  seconde  tre  coppie.  In  conseguenza  le 
involuzioni  J  ,  J,  ,  J^  sono  tutte  e  tre  iperboliche,  0  due  sono 
ellittiche  e  la  terza  ò  iperbolica. 

Ora,  se  3 ,  J, ,  ^2  hanno  reali  le  tre  coppie  EF  ,  J5,J\  ,  E^F^ 
dei  loro  elementi  doppi ,  proiettando  da  E  la  J,  sopra  g ,  i 
punti  jB,  ,  F^  si  proiettano  in  E^  ,  F^\  e  prendendo  invece  F  per 
centro  di  proiezione,  debbono  quindi  i  punti  E^  ,  F^  proiettarsi 
in  F^  ,  E^.  Dunque  EF,E^F^ ,  E^F^  sono  tre  coppie  di  vertici 
opposti  di  un  quadrilatero  completo,  che  ha  uuig  per  trilatero 
diagonale. 

In  fine,  se  Z7  è  il  polo  di  u  rispetto  ad  una  conica  qualunque 
C3  del  fascio  [(u)  ,  (w,)] ,  e  se  ^  ,  -4'  sono  due  punti  coniugati 
in  (u),  sarà,  rispetto  a  C3  ,  -A'  il  polo  della  retta  UAj  e  perciò 
reciproco  del  punto  UA'U^^A^,  In  conseguenza,  se  A\  è  il  con- 
iugato di  A^  in  c3,  si  avrà,  rispetto  a  C3,  in  A^A\  la  polare  di 
A^j  ed  in  A'A\'g^L\  il  polo  di  u,.  Sicché  la  costruzione  stessa, 
con  la  quale  si  ò  dedotto  U^  da  Uj  mostra  che  UU^  è  una  cop- 
pia di  punti  coniugati  in  J^  (^). 

(^)  Del  resto,  poiché  i  lati  opposti  del  quadrangolo  LL'NiN\ 
determinano  evidentemente  in  g  la  involuzione  J^,  nella  quale  sono 
coniugati  i  punti  Q^  ,  Q^2i  ^  chiaro  che  la  conica,  individuata  dai 
cinque  punti  LL'N^N'^Q^^  deve  passare  per  Q'g. 

(^)  Date,  in  un  piano  e,  due  involuzioni  ellittiche  di  punti  (w),  («i)j 
e  posto  t/i/j  ^  6r,  se  si  determina  V  involuzione  ìg ,  associata  ad 
(^)»("i))  questa  sarà  iperbolica.  E  poiché  da  ciascuno  dei  punti  doppi 
^  ,  i^  di  J^  si  proiettano  V  una  nell'altra  le  involuzioni  (m)  ,  ("i)) 
si  ottiene  cosi  un  quadrangolo  immaginario  [cfr.  nota  (*)  a  pag.  672], 
che  ha  in  uu^  una  coppia  (reale)  di  lati  opposti,  ed  in  EFG  il 
suo  V  diagonale,  mentre  le  altre  due  coppie  (immaginarie)  di  lati 
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231.  a)  Se  un  punto  P  lin  la  stessa  polare  p  rispetto  a  tutte 
le  coniche  di  un  fascio,  o  di  una  sciiiern,  diremo  die  P  è  un 
polo  asBolutùj  Ja  cui  polare  assoluta  è  p. 

Chiameremo  poi   reciproci   assoluti    due    elemeuti    oraonimi 
(punti  0  rette)  j  so  sono  reciproci  rispetto  a  tinte  rpieste    coni- . 
che,  e  7  autoreciproco  asmlnto  un  v  autoreciproco  in  ciascuna 
di  esse. 


h)  Datij  in  un  piano  c^  un 
fascio  dì  coniche  ed  una  retta 
T^  le  cuppié  di  punti  (rGitli  o 
im  magi  n  a  r  le)  ^  eh  e  r  de  ter  mi- 
fi  a  nelle  coniche  del  fase  io , 
sono  e  oppiti  di  punti  coniugati 
in  una  Btiìssu  invai  a  zio  ne  J^ 
[che  diremo  involuzione  (r)  del 
fnscio]f  includendo  tra  le  étid- 
dette  coniche  anche  quelle  de- 
gtn&i'l  rappresentahìli  medianifì 
f$ìi*iuvolnzione  di  raggL 


Dattj  in  itn  pimia  g,  un  pun- 
to R  ed  una  schiera  dì  coniche^ 
le  coppie  di  tangenti  {reali  ó 
iìnnmginarie)  ,  condotte  da  R 
alle  coniche  dei  la  »chiera^  sono 
coppie  di  raggi  ctyniugnti  in 
una  sfessa  involuzione  Ja  [che 
diremo  Involuzitme  (H)  della 
schiera],  includendo  tra  ìt^  and' 
dette  coniche  anche  quelle  de- 
generi rappresentabili  median- 
te una  (m'^oluzione  di  punti. 


Il  teorema  a  sinistra^  dovuto  a  Sturin^  è  stato  già  dimostrato 
[cfr.  n.o  95  j  e  n»^  226  j  a)  ^6)]^  quando  ì  punti-base  sono  reati, 
Steno  poi  essi  distìnti,  BÌeno  coincidenti  tutti  o  in  parte. 

Pel  fascio-schiera,  considerato  nel  n."*  2^0,  e),  indicando  con 
X|  il  coniugato  del  punto  rg^L  in  ig\  e  posto  GL^^lj  rl^IJ^ 
sarà  L  il  polo  assoluto  di  /^  e  perciò  reciproco  assoluto  di  IJ. 
In  conseguenza  L  ^  IJ  sono  i  punti  doppi  di  un'involuzione  J,., 
rispetto  alla  quale  so  [io  coppi  f^  di  punti  coniugati  le  coppie  di 
punti,  secondo  cui  r  se^a  le  coniche  non  detiene  ri  del  fascio- 
scliiera  e  la  conica  degenere  rappresentata  dall'  involuzione 
che  proietta  {g)  da  G,  E  poiché  la  conica  degenerata  nella  retta 
doppia  g  è  segata  da  r  nei  punto  doppio  L  di   J,. ,    ne    segue 


opposti  sono  rappresentate  dalle  due  involuzioni  di  raggi  E{n)  =  E{iiy\ 

Analogamente  si  lianao  gli  altri  quadrali  gali,  imaiagiuarii  o  reali  ^ 
dei  quali  si  è  fatto  cenno  nella  nota  (*)  a  pag*  672. 

Dualmente  poi  si  ottengono  i  quadri latcrij  immaginarli  o  reali, 
dei  quali  si  è  fatto  cenno  nella  nota  a  pag»  075. 

SjkHìitk—Geomflria  praietllca.  B(J* 
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che  il  teorema  a   sinistra  è   dimostrato   per  tale    fascio-schie- 
ra (^). 

Consideriamo,  in  fine,  (230,  d)  il  fascio  [{u)  ,  {u^)]. 

Posto  (flg.  i43.«.)  uu^=0,ur=P,  u^i^P^ ,  sieno  &,P  i  con- 
fi 1AO  ^"^^*'  ^'  ^^^"  ^^  (^)'  ^  ^i»'^i 
tig.  I4ró.f^  .  coniugati  di   6? ,  P^   in   {u\  ; 

saranno    evidentemente     6?    e 
G'G\^g  un  polo  assoluto  e  la 
sua    polare.    Inoltre ,    indican- 
do con  U  j  U^  \  poli  di  n,  y  u^ 
relativi  ad  una  conica  arbitra- 
ria zz  del  fascio,  è  noto  (230  f) 
che  ,  al  variare  di  a ,    i  punti 
UyU^  generano  T involuzione  ìg 
associata  alle  {u)  ,  (w,),  mentre 
r  involuzione  Vg=\&U,  G\L\\j 
che  rappresenta  i  due  punti  g-zsy 
è  armonica  ad  J^=|6?'G'i,  UV^\: 
ossia  il  teorema  di  Sturm  è  vero 
per  r^g. 
Di  qui  segue  pure,  che  G  ,  g  j  ìg  definiscono  l'unico  v  auto- 
reciproco  assoluto  di  questo  fascio;  mentre  è  poi  evidente,  che 
in  qualunque  fascio-schiera  esistono  infiniti  y  autoreciproci  as- 
soluti (2). 


(})  Se  G  ,  g  sono  un  polo  assoluto  e  la  sua  polare  in  un  qua- 
lunque fascio  di  coniche,  il  teorema  di  Sturm  regge  evidente- 
mente per  una  retta  arbitraria  r  di  G]  perchè  G,rg  sono  punti 
reciproci  assoluti,  e  quindi  coniugati  armonici  rispetto  a  ciascuna 
delle  coppie  di  punti  determinate  in  r  dalle  coniche  del  fascio. 

(^)  Il  ragionamento  qui  fatto  suppone  (230,  f)  che,  delle  (u),(uj) 
ninna  sia  parabolica. 

Ora,  se  (u)  è  parabolica  di  punto  doppio  G',  sì  vede  direttamente 
che  V  involuzione  parabolica  J^,  di  punto  doppio  6r',  è  armonica  a 
quella  che  rappresenta  i  punti  g-zs,  la  quale  è  iperbolica  ed  ha 
6r'  per  uno  dei  suoi  punti  doppi.  Inoltre,  (7, ^r,  (r',u  costituiscono 
il  V  autoreciproco  assoluto  (degenere  di  1.»  specie). 

Se  poi  (it) ,  (i/j)  sono  involuzioni  amendue  paraboliche  dì  punti 
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Si  osservi  ancora  clie^  ee  («) ,  (Wj)  Bono  anirudae  clliftiche, 
Jp  sarà  |230j  f),  6,0^  iperbolica;  ed  indicando  caii  E  ^  F  \  suoi 
punti  doppia  mentre  è  EFO  il  V  autoreciproco  assoluto^  le  in* 
volazionì  ellitiichc  di  r«g:gi  E{ia)  ^  ^{?^,)  ^  F(ii\  ^  i'X'*!}*  ^  '^ 
coppia  di  rette  nu^^  rappresenta  ti  0  le  tre  eouicbe  degeneri  del 
fascio, 

Kitorcando  al  fascio  [  ie)  ,  (mi)|  ed  alla  trasTersale  qualunque 
r,  Biccome  («)  ~  \  GG\  P/'^l  ,  (wO  =1  ^^'1  >  A^M  ^^^^^  ^^^  in- 
voluzioni di  punti  recìproci  aiàsolnti  ffìg.  143*'^.^  le  polari  p^p^ 
di  P  j  I\j  relativamente  ad  una  conica  arbitrarui  ^  ìM  inscio, 
passano  ordinatamente  per  i  punti  fissi  r*  ,  P\  ,  nieutrc  è  g 
la  polare  assoluta  di  G.  Dunque  i  trilateri  itu^ì'  ,  p^pg  ^  reci 
proci  a  n,  sono  omologici;  e  perciò  i  punti  up^^àStti^p^iS^^ 
rg^BLi  gifìceiono  in  una  retta».  ÌAn^^oBio  P^t^^*ì'^L^^pf=P*\ 
p{r^ì^\j  la  r  deternuna  nel  quadrangolo  completo  SS^FJ^^^ 
\  cui  soli  Yertici  iS ^  JS^  variano  al  variare  di  a,  le  coppie  in- 
volutorie  LL^ ,  PP^  j  F"F'j  ^  delle  quali  le  dne  prime  restano 
fìsse;  e  quindi  i  punti  P"  ,  P*\^  vanabilì  con  C3,  sono  sempro 
coniugati  nell'involuzione  ì^^\  LLi  j  PP^ì^  la  qnale  e  armo- 
nica all' involuKione  V^^\PF*  j  /\/^/'^  die  nipprcàenta  i  due 
punti  rrr.  E  poiché  i  punti  r(u  jUi)^P ^  P^  sono  coniugati 
iu  J^j  ne  segue  ciie  il  teorema  di  Sturm  è  cosi  dimostrato  por 
una  trasversale  qualunque  r,  includendo  Ira  le  coniche  del  fa- 
scio la  degenere  u^u^  (*). 

Si  osservi  ora  che^  essendo  P''  ^  P*\  coniugati  iu  J^,  le  retto 
pyptt  ^p  ,  F^P/'^?!  generano  j  al  variare  di  a  ,  due  fasci 
proiettivi  iP*)  t  [P\)\  e  pc^reiò  il  punto  ^^y^j  ^7^*  ((kìIo  di  r  ri- 
spetto a  sr)  descrive  una  coiuca  tj/^,  che  passa  per  /"  j  P\  j  e 
pel  polo  G  di  r  relativamente   alla    conica  n'aiti  (  poicliè   per 


iloppi  G'  j  G\  j  //  sega  iu  G\  0\  ciascuna  conica  del  fascio-schìe* 
ra,  che  ha  intìniti  v  autoreciproci  assoluti j  tra  i  quali  dw©  dege- 
neri di  2.a  specie^  e  dae  degeneri  dì   1.»^  specie. 

(^)  Si  noti  che  il  ragionamento  qui  fatto  regge^  non  solo  quando 
(«)  è  parabolica  di  punto  doppio  G'  (nel  qual  caso  è  I^^G*)^  ma 
anche  quando  è  pure  {u^)  parabolica  di  punto  doppio  G\^P*y 
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P"^^I\  si  ha  P'\^^Py^,  e  quindi  è  pPi^G),  Inoltre,  poiché 
{P')  j  (P\)  determinano  in  r  1'  involuzione  J^  (che  rappresenta- 
quindi  i  due  punti  r»^^,  mentre  ciascuna  coppia  di  punti  r-c3 
è  coppia  di  punti  reciproci  a  ^J/^),  la  retta  r  deve  passare  (99,  a) 
pel  polo  di  P'P\  rispetto  a  d//,  e  questo  polo  è  L,  perchè,  essendo 
L  ,  Lj  coniugati  in  J^ ,  e  quindi  reciproci  a  ^^ ,  la  polare  del 
punto  L^  della  retta  P'P\,  rispetto  a  '^^,  passa  per  L,  Sicché 
le  rette  LP'  ,  LP\  sono  le  tangenti  di  4^  in  P' ,  P\  ;  ed 
L  ,  P'P\'g^V  sono  punti  reciproci  a  <}^^.  .Ma  tali  sono  pure 
(99,  a)  &  j  G\j  perchè  P'P\G  è  un  v  iscritto  in  'J;^,  e  g  passa 
pel  polo  L  di  P'P''  rispetto  a  ^^,  In  conseguenza  V  involuzione 
I  Z/L' ,  G'G\  I  rappresenta  i  punti  g-'^r-  ^  siccome,  se  L  è  il 
polo  di  u  relativamente  ad  una  conica  cs'  del  fascio,  sarà,  sem- 
pre rispetto  a  C3'  ,  jP'  il  polo  di  LP^r  ,  Pj  il  polo  di  P'I^^,  e 
quindi  P'P'i'^^hL'  il  polo  di  P^G^u^y  cosi  ne  segue  [n.»  230, 
f)j  6.0)]  che  I  LfJ  ,  G'G\  \  coincide  con  J^  ;  e  perciò  ^^  è  cir- 
coscritta al  V  autoreciproco  assoluto  (  j  del  fascio  di  coni- 
che C). 

In  fine,  se  (u)  ,  (u^)  sono  involuzioni  amendue  ellittiche,  po- 
sto P'E'r  s  N  ,  P\E*r  =  N^ ,  saranno  N ,  N^  coniugati  in  J^ 
perchè  E  h  vm  punto    di    e}/,..    Segando    quindi   con   la   retta  r 


(*)  Se  la  sola  {u)  è  parabolica,  di  punto  doppio  G\  sarà  P^^G\ 

e  si  avrà  un  solo  V  autoreciproco  assoluto  (      )   »  il  quale  risulta 

degenere  di  l.a  specie  [cfr.  nota  (^)  a  pag.  682].  Inoltre,  la  conica  if^ 
è  circoscritta  a  questo  v;  poiché  passa  per  G,G\  ed  è  tangente 
a  ^  in  G\ 

Ma,  se  anche  (  u^  )  è  parabolica  ,  di  punto  doppio  G\  ,  sarà 
P\^G\  ,  L^^L  j  e  i  fasci  proiettivi  {P'),{P\)  diverranno  i  fa- 
sci prospettivi  {G'),(G\),  In  conseguenza  risulterà  J,.^  \LL  ,  PP^', 
ossia  il  teorema  di  Sturm  regge,  includendo  le  coniche  degeneri 
^^  '^h  ì  0^  9  '  ^^^  ^^®  ^^*  S^^  noto.  Indicando  poi  con  h  la  coniu- 
gata armonica  di  LG  rispetto  ad  u ,  ?/j  ,  sarà  la  conica  ò^^g'^h, 
e  quindi  è  circoscritta  agli  infiniti  y  antoreciproci  assoluti  che 
questo  fascio-schiera  possiede,  mentre  ciascuna  coppia  di  punti 
7"Q  è  separata  armonicamente  da  //  ,  ^. 
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rinvoln2ìonc  di  mggì  E  ui^E\PP*  ,  PiP\\  si  fia  rinroluzìnne 
di  punti  I  PX  ,  P^Ny  I,  clie  è  armonica  lul  \,^\  PP^  ,  NN^  |.  Ma 
Jo  stesso  si  può  dimostrare  per  1'  involuzione  dì  ra^gi  Fin). 
Dunque  il  teorema  di  Sttirm  è  vero,  includendo  le  coniclie  de- 
generi rappresentate  dalle  involtizìoni  E[h)  j  I\n)  {^\ 


i 


e)  IndicandQ  con  J'^  una 
qmdmiqiié  involuzione  ,  armo- 
nica   air  involuEÌnne   L  dèter- 


Lidi  emidi  con  V^  una  f^na- 
Ifinque  invùìnzione  j  armonica 
ali-  involuzione*^  determinata  da 


minata  da   un  fagcio  di  coni-  ,  una   schiera   di  coniche  in  un 

1 
che  sopra  una  retta    r  ,    cu  iste  '•  punto  R,  efslstfì  una  conica  della 


una  cfìtiica  del  fascio  p  e  una 
soJn,  la  quale  ha  V^  per  inva- 
luzione  di  punti  reciproci  (*). 


schiera  j  ed  unn  solUj  ìa  quale 
ha  V  per  involuzione  di  raggi 
reciproci. 


Se  il  fascio  è  \hi)fhi^)\  indicando  (fìg.  143 J^}  con  P*^  il  con- 
niiigato  di  P  in  J'^j  ki  conica  53  dei  fasciOj  per  la  quale  è  P  li 
polo  di  P^P*^^pf  ossia  quella,  che  ha  il  punto  P^P^^-g  per 
polo  dì  u  y  il  individuata  [eserc.  24 ,  e),  a  pag.  593].  La  pola- 
re Pi  di  Py  rispetto  a  xz  set^herù  r  in  un  punto  P*\  tale ,  che 
r  involQzioue  \PP'  ^  ^\^^\\  *^^  punti  reciproci  a  a  sarà  [a}]  ar- 
moutca  ad  1^^  e  coinciderà  quindi  con  1'^  ^  con  cui  ha  la  cop* 
pia  comune  PP'K  Dunfiuc  ™  ò  la  conica  indicata  dall'  cjuni- 
ciato. 

Se  il  fascio  è  quello  delle  coniche  c3jW-i . . .  ,  che  hanno  un 
contatto  tripunto  In  un  punto  G  della  loro  tangente  coninne 
^,  e  passano  per  uno  «tesso  punto  D,  indicando  con  L'  il  con- 
iugato di  rg^L  in  ì^ ,  sarà  GIJ^lV  la  polare  di  L  rispetto 
alla  conica  s  del  fascio,    la  cui  effettiva  esistenza  sì  vuol  di- 

(^)  Se  la  sola  (hJ  è  parabolica,  dì  punto  doppio  G\  ,  si  lui 
M^F^  G\  ,  e  le  conÌE;he  degeneri  del  fascio  sono  u'*' u^  e  G\(h)j 
sicché  il  teorema  di  Sturm  è  vei'j,  incUidenlT  anohe  questa  coni* 
che  degeneri* 

(*)  In  altri  terni  Ini  ,  al  teorema  contenuto  iu  6),  a  sinistra,  si 
può  agj^L ungere  che,  per  ogni  coppia  (reale  q  inimajìnaria)  di  ptinti 
coniugati  in  J,.  passa  una  conica ,  reale  o  immaginaria  ^  del 
fascio. 

Analoga  osservazione  pel  teorema  a  dritta. 
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mostrare.  Ora ,  indicTiido  con  M  il  punto  separato  armonica- 
mente da  D  mediante  Ì4  q  {\  e  con  J/,  il  secondo  punto  d'ÌJi- 
tersezione  di  cs^  con  In  retta  GM,  sarà  z3  la  conica,  che  cor- 
risponderà a  «1  nell'  omologia  definita  dal  centro  Gr,  dall'asse 
GDj  e  dai  punti  corrispondenti  ilf,  ,  M:  poiché  C3  sarà  (225,  g) 
osculatrice  a  zz^  in  G,  passerà  per  D  ^  My  e  Tinvoluzione  (r)  di 
C3  sarà  armonica  ad  J^  ed  avrà  con  1'^  la  coppia  comune  LL', 
ossia  coinciderà  con  J'^. 

Quando  le  coniche  Z3{c:^...  del  fascio  hanno  un  contatto  qua- 
dripunto  in  un  punto  G  della  loro  tangente  comune  g,  la  po- 
lare assoluta  V  di  rg=L  segherà  r  in  un  punto  L'  reciproco 
assoluto  di  L.  In  conseguenza  L,  Z/'  sono  i  punti  doppi  di  J^  , 
e  quindi  coniugati  in  T/,  e  la  costruzione  della  conica  C3  è  già 
data  alla  fine  del  n.*>  227,  e). 

Quando ,  in  fine ,  si  ha  un  fascio-schiera  di  coniche  bitan- 
genti  wjC3j... ,  che  hanno  G  ,  g  per  polo  e  corda  del  contatto  , 
costruita  la  polare  assoluta  V  di  rg^Lj  la  quale  segherà  g  ,  r 
in  punti  /yj  ,  Z/'  reciproci  assoluti  di  L ,  sarà  LL'  una  coppia 
di  J'^.  In  conseguenza,  assunti  in  g  due  altri  punti  reciproci 
assoluti  My  M^j  la  conica  a  (reale  o  immaginaria),  definita 
[eserc.  24.  a) ,  a  pag.  593]  dal  v  autoreciproco  GMM^  e  dal- 
l' involuzione  J'^  di  punti  recìproci,  sarà  la  richiesta  conica  del 
fiiscio  :  poiché  sarà  V  la  polare  di  L  rispetto  a  C3 ,  e  quindi 
r  involuzione  {g)^LL^  ,  3/J/J  di  C3  è  l'involuzione  {g)  di  que- 
sto fascio-schiera. 

d)  Le  polari  m^mg...  di  un  [  /  poli  M^Mg...  di  una  retta 
jmnto  M  (non  ^mlo  assoluto) ,\  va  {non  polare  assoluta),  ri- 
rispetto  alle  coniche  cSjCSg...   di  j  spetto  alle  coniche  di  una  schie- 


un  fascio f  concorrono    in   uno 
stesso   punto    M'  ;    ossia ,    due 


ra ,    giacciono    in    una    stessa 
retta   m  '  ;  ossia  ,   du^  rette  hi- 


punti  hireciprocl  sono  reciproci  '  reciproche  sono   reciproche   as- 
assoluti,  {^).  solute. 

Di  vero,  i  punti  M ,  7n^mf=M'y  bireciproci  rispetto  a  wj  ,  cs,, 
dividono  armonicamente  le  coppie  di  punti,  secondo  cui  MM'^r 

(*)  Supponendo  M  airinfinito,  si  ha  che  i  diametri  delle  coniche 
di  un  fascio,  coìiiugati  ad  una  data  direzione  s,  concorrono  in  uno 
stesso  punto,  che  è  il  reciproco  assoluto  del  punto  aWìnUnito  di  s. 
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sega  Cj  ,  Oj  ;  e  quindi  sono  i  punti  doppi  dell'  involuzione   (r) 
del  fascio,  individuata  da  queste  due  coppie,  ossia  sono  punti 
reciproci  assoluti. 

e)  Supponendo  in  d) ,  a  dritta ,  che  m  sia  la  retta  all'  in- 
finito del  piano  e  della  schiera,  si  deduce  che ,  il  luogo  dei 
centri  delle  coniche  di  una  schiera  è  una  retta  {reciproca  asso- 
luta della  retta  all'  infinito  del  loro  piano). 


f)  Il  luogo  dei  poli  di  una 
retta  r  {non  polare  assoluta)  , 
rispetto  alle  coniche  q^  ^  Xg  . . . 
di  un  fascio,  è  una  conica  ^^ 
(che  diremo  conica  polare  di 
r  nel  fascio) ,  la  quale  è  pure 
il  luogo  dei  punti  reciproci 
assoluti  dei  punti  di  r  y  ed  è 
circoscritta  ali*  unico  y  auto- 
reciproco  assoluto  del  fascio. 
Inoltre ,  le  coppie  di  punti 
rcwi,  r-C3j,...  {reali  o  immagina- 
rie) sono  coppie  di  punti  reci- 
proci a  d/,.;  e  (p^  degenera  in 
una  coppia  di  rette  reali,  se  v 
passa  per  un  polo  assoluto. 


L*  inviluppo  delle  polari  di 
un  punto  R  {non  polo  assoluto), 
rispetto  alle  coniche  Cj  ,  wg . . , 
di  una  schiera ,  è  una  conica 
^R  (che  diremo  conica  polare 
di  R  nella  schiera),  la  quale  è 
pure  V  inviluppo  delle  rette  re- 
ciproche assolute  delle  rette  di 
R  ,  er{  è  iscritta  nelV  unico  y 
autoreciproco  assoluto  della 
schiera .  Inoltre  ,  le  coppie  di 
tangenti  Ra^  ,  Ro^,...  {reali  o 
immaginarie  )  sono  coppie  di 
rette  reciproche  a  ifvi\e  '^vl  de- 
genera in  una  coppia  di  punti 
realij  se  R  appartiene  ad  una 
polare  assoluta. 


In  conseguenza,  se  rz^ts^ .  .  .  costituiscono  un  fascio-schiera  , 
t'r  degenera  sempre  in  una  coppia  di  rette  reali ,  circoscritta 
agli  infiniti  y  autoreciproci  assoluti  del  fascio-schiera,  e  Òr  de- 
genera sempre  in  una  coppia  di  punti  reali,  iscritta  negli  stes- 
si y. 

Di  vero  indicando ,  rispetto  a  n^  ,  33^ ,  con  R^  ,  R^  ì  poli  dì 
r ,  e  con  w,  ,  m^  le  polari  di  un  punto  variabile  M  di  r  { le 
quali  passeranno  ordinatamente  per  R^,R^),  il  punto  m^m^^M* 
sarà  \d)]  reciproco  assoluto  di  M  nel  fascio  zz^^cs^ . .;  ed  m^ ,  m^ 
genereranno  due  fasci  proiettivi  {Ri),(R^),  perchè  proiettivi  alla 
punteggiata  descritta  da  M.  E  poiché  r  non  è  una  polare  as- 
soluta, ed  ora  noi  supponiamo  pure   che   r   non    contenga   un 
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polo  assoluto,  ne  segue  che  i  fasci  {E^)  ,  (E2)  non  saranno  so- 
vrapposti^ né  prospettivi.  In  conseguenza  3/'  genererà  una  co- 
nica 4^,  reale  e  non  degenere,  che  passerà  per  R^  ed  E^  (ossia 
per  i  poli  di  r  rispetto  a  zs^  ,  n^)  :  e  quindi  ^^ ,  già  definita 
come  luogo  dei  punti  reciproci  assoluti  dei  punti  di  r,  con- 
terrà i  poli  di  r  rispetto  a  tutte  le  coniche  del  fascio  —  fascio 
che  indicheremo  col  simbolo  <l>— ,  perchè  zs^  ,  n^  sono  due  coni- 
che arbitrarie  di  <b.  D'altronde,  se  un  punto  N'  è  il  pold  di  r 
rispetto  ad  una  conica  C3  di  *,  indicando  con  n'  la  polare  di 
N'  rispetto  ad  un'altra  conica  ti'  di  <I>,  sarà  [d)]  N'  reciproco 
assoluto  del  punto  rn'  di  r:  e  se  un  punto  il/'  è  reciproco  as- 
soluto di  un  punto  AI  di  r,  condotta  per  M'  una  retta  arbi- 
trarla  s,  cbe  seghi  r  in  M"j  ed  indicando  con  J',  l'involuzione, 
che  ha  M'M"  per  coppia  di  punti  coniugati  ed  ò  armonica  al- 
l'involuzione {s)  di  <I>,  in  <1>  esisterà  [e)]  una  conica  cs"  che  pas- 
serà per  i  punti  rappresentati  da  J',  ;  ed  M'  (che  è  reciproco 
assoluto  di  M)  sarà  pure  reciproco  di  M"  in  cs",  e  quindi  sarà 
il  polo  di  r  rispetto  a  C3  (').  Dunque,  il  luogo  dei  punti  recì- 
proci assoluti  dei  punti  di  r  ò  una  conica  ^^,  reale  e  non  de- 
genere, la  quale  coincide  col  luogo  dei  poli  di  r  rispetto  a 
tutte  le  coniche  di  U). 

Siccome  poi  il  prodotto  zSiZS^—Q  ò  un'omografia  piana  non  omo- 
logica, della  quale  indicheremo  con  G.g  due  elementi  uniti  asso- 
ciati; così,  mentre  il  v  fondamentale  (  j  di  Q  sarà  (224,  e)  biau- 
toreciproco  rispetto  a  cs^jCS^,  e  quindi  autoreciproco  assoluto  iu 
<I>,  i  fasci  di  raggi  (i?i),(2?2^,  che  generano  t{/^,  si  corrisponderanno 
in  Q.  In  conseguenza  questi  fasci  avranno  in  E^G,E^G  due  raggi 
corrispondenti,  e  determineranno  in  (/  la  proiettività  caratteri- 
stica ]g\  di  0  ;  e  quindi  l' involuzione  caratteristica  (g)  di  Q 
coincìderà  con  l' involuzione  (g)  di  4^.  Dunque  ^^  sarà  circo- 
scritta  al  y  autoreciproco  assoluto  (  j ,  sia  questo  reale,  im- 
maginario, 0  degenere. 

Inoltre,  se  C3  è  la  conica  di  *,  la  quale  passa  per  un   dato 

(^)  Se  M'  coincide  con  un  polo  assoluto  G  ,  M'^G  sarà  eviden- 
temente il  polo  di  r  rispetto  ad  una  conica  degenere  del  fascio, 
cioè  rispetto  a  quella  [229,  a),  l.o]  rappresentata  dalla  coppia  di 
assi  associati  di  sintosi  appartenenti  a  G. 
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punto  N  di  r,  indicando  con  P  il  secondo  punto  comune  a  c3 
ed  r ,  e  con  JN"  ,  P'  i  reciproci  assoluti  di  2?"  ,  P,  saranno 
NP'N'P'=Q  ,  iVP'-iV'P==  Q'  due  altri  punti  reciproci  assoluti, 
dei  quali  il  primo  appartiene  ad  r:  sicché  N'P*Q'  saranno  tre 
punti  di  tp^.  Ma  NN' ,  PP*  sono  tangenti  di  vsìn  N ,  P  (perchè 
N^ ,  P*  sono  reciproci,  rispetto  a  o,  dei  punti  ^,  P  di  a);  e 
perciò  NN''PP^^E'y  polo  di  r  rispetto  a  o,  è  un  quarto  punto 
di  (|;^.  Dunque  r^a^N  j  Psono  punti  diagonali  del  quadrangolo 
N'P'Q'ìi'  iscritto  in  ^^,  e  quindi  reciproci  a  tj;^.  E  potendosi 
dir  lo  stesso  per  un'  altra  conica  del  fascio,  che  seghi  r  in 
punti  reali,  ne  segue  (231;  b)  che  ogni  conica  del  fascio  sega 
r  in  punti  (reali  o  immaginarli)  reciproci  a  ^r* 

In  fine^  se  u  è  un  asse  {reale)  di  sintosi  in  0,  e  se  il  polo 
assoluto,  al  quale  appartiene  u  è,  p.  e.,  il  punto  G,  di  relativa 
polare  g  ,  ^^  passerà  pel  punto  P',  coniugato  di  ru^P  nelVin- 
voluzione  (u)  del  fascio  <^  (perchè  P'  è  reciproco  assoluto  del 
punto  P  di  w)  ;  e,  posto  rg^L,  sarà  LP'  la  tangente  di  ^^  in 
P'  ;  poiché,  supponendo  che  la  conica  Oj ,  da  noi  innanzi  con- 
siderata, sia  quella  che  ha  P'  per  polo  di  r,  ossia,  supponendo 
R^^F,  sarà  L  il  polo  di  u  rispetto  a  cs^  (perchè  intersezione 
delle  polari  r ,  ^  di  R^^P\  G)j  e  quindi  al  raggio  R^R^^R^P* 
del  fascio  (Pg),  che  è  la  polare  di  P  rispetto  a  C3^  ,  corrispon- 
derà in  (Pi)  =  (P')  il  raggio  RJj^P'L,  che  è  la  polare  di  P 
rispetto  a  c^  ;  ossia  P'L  sarà  la  tangente  di  tp,.  in  P'  (^). 

Noi  abbiamo  supposto  in  tutto  quello  che  precede,  che  r  (sem- 
pre non  polare  assoluta)  non  contenesse  un  polo  assoluto  ;  e  si 
è  avuto  in  ^^  una  conica  reale  e  non  degenere. 

Ma,  se  T  {non  polare  assoluta)  passa  per  un  polo  assoluto 
G,  di  relativa  polare  g,  i  punti  R^  ,  R^  giaceranno  in  g,  ma 
non  coincideranno;  e  per  M^G  si  avrà  m^^^m^^ig.  Dunque  i 
fasci  (Pj)  ,  (Pj)  risulteranno  prospettivi  ;  e  la  conica  i/^  da  essi 
generata  (ossia  il  luogo  del  punto  M*)  degenererà  in  due  rette 
reali  e  distinte,  delle  quali  Vuna  è  g  (congiungente  i  centri  dei 
due  fasci),  e  Valtra  è  [229^  a),  l.o  a  sinistra]  la  retta  r',  coniu- 
gata di  'r  nelV  involuzione  di  raggi  (G),  che  rappresenta  una 
conica  degenere  del  fascio.  D'altronde,  poiché  r  passa  per  G,  g 


(})  Si  noti  che  quanto  si  è  sin  qui  detto  fu  già  dimostrato   in 
a)  pel  fascio  [(w)  ,  (uj]. 

8 AHKiA.^  Geometria  proiettiva.  87"^ 
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conterrà  i  poli  di  r  rispetto  a  tutte  le  coniche  di  ^^^  esclusa  la 
conica  (G),  ma  tutti  i  punti  di  r'  sono  poli  di  r  rispetto  a  (G); 
e  mentre  r'  è  il  luogo  dei  punti  reciproci  assoluti  dei  punti  di 
r,  escluso  G,  il  punto  G  di  r  ha  per  reciproci  assoluti  tuff  i 
punti  di  g.  In  fine^  g  ,  r'  separano  armonicamente  [nota  (^)  a 
pag.  682]  le  coppie  di  punti  r-cs^  ,  r-Og  r  •  •  ?  ossia  queste  sono 
coppie  di  punti  reciproci  rispetto  alla  conica  (J;^g"*"r',  la  quale 
può  dirsi  circoscritta  al  v  autoreciproco  assoluto  i      \   (^). 

(^)  Supponendo  r=ig^  si  ha  R{==B^^:Gy  ossia  i  dae  fasci  (i?i),  (i2j) 
risultano  sovrapposti,  e  ò^  degenera  in  una  coppia  di  rette  appar- 
tenente a  G,  Ma,  considerando  le  sole  coniche  non  degeneri  del 
fascio,  il  luogo  dei  poli  di  r^g  si  riduce  all'unico  punto  G^  ;  e  se 
il  V  autoreciproco  assoluto  è  reale,  il  luogo  dei  punti  reciproci 
assoluti  dei  punti  di  r^g  consta  dei  lati  del  v  ^^^  passano  per  G. 

E  bene  pure  notare  che,  per  un  fascio  di  coniche  osculatrici 
con  contatto  tripunto,  si  ha  il  seguente  teorema,  in  parte  dimo- 
strato nel  testo. 

Se  le  coniche  n^Hg*  •  •  ^^  '^^  fascio  hanno  un  contatto  tripunto 
in  un  punto  G  della  loro  tangente  comune  g,  indicando  con  D 
l'altro  unico  loro  punto  comune,  e  posto  GD^g',  rg=L,  «e  é  L 
distinto  da  G,  la  conica  polare  i^^  non  è  degenere,  ha  wi  contatto 
hipunto  ili  G  con  ciascuna  conica  del  fascio,  e  mentre  passa  pel 
punto  L",  separato  armonicamente  dal  punto  g'r^L'  mediante 
G  ,  D,  la  sua  tangente  in  L"  è  LL"  ;  e  perciò,  se  è  L' ^  D  ,  tj;^ 
tocca  r  in  D.  Se  r  passa  per  G  ,  ']/^  degenera  nella  retta  g  e  nella 
coniugata  armonica  r'  di  r  rispetto  a  g  ,  g'  ;  e  quindi,  se  è  r^g', 
sarà  ^i^^^gV- 

Le  coniche  polari  ^^  ,  ^^  di  due  rette  r  ,  r^  hanno  in  G  un 
contatto  quadripuntOy  o  tripunto,  secondo  che  il  punto  rr^,  supposto 
distinto  da  G,  appaigliene  a  g,  o  pur  no. 

In  fatti,  poiché  è  G  l'unico  polo  assoluto,  di  relativa  polare  g, 
0  g  ,  g'  sono  i  due  soli  assi  associati  di  sintesi,  quando  rg^L  è 
distinto  da  6r,  da  ciò  che  fu  dimostrato  nel  testo  risulta  che  ^,. 
passa  per  L"  ,  6r,  ed  è  tangente  ad  LL'^,  g.  In  conseguenza,  in- 
dicando con  r"  la  retta  LD,  la  conica  polare  ò^'  dì  r"  sarà  tan- 
gente ad  r"  in  D. 

Inoltre,  se  rr^  non  è  un  punto  di  g,  le  coniche  polari  if^  ,  «{'n  j 
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Ciò,  elio  si  è  detto  pel  caso  in  cui  t  contiene  un  polo  as- 
soluto, si  verificherà  sempre,  se  ruics^...  costituiscono  un  fascio- 
schiera  di  coniche  che  hanno  un  contatto  quadripuuto  in  un 
punto  G  della  loro  tangente  comune  ^,  o  di  coniche  bitangenti 
con  g  Q  G  per  corda  e  polo  del  contatto  (poiché  rg^L  sarà 
sempre  un  polo  assoluto,  di  relativa  polare  r',  che  sarà  una 
retta  di  G)  ;  mutando  però  le  lettere  G  y  g ,  r^  ordinatamente 
in  L,T\g  (1). 

g)  Da  f)  risulta  cho,  dato  in  un  piano  o  un  fascio  di  co- 
niche [ABOD\  e  posto  'B-CD^Gy  AC-DB^F,  ADBC^E, 
se  r  è  una  retta  di  a,  che  non  passa  per  alcuno  dei  punti  EFG, 
la  conica  polare  à^  di  una  retta  r  sarà  reale  e  non  degenere; 
passerà  per  i  tre  punti  EFGy  e  per  i  6  punti  che,  insieme  con 
r,  dividono  armonicamente  i  lati  del  quadrangolo  AB  CD  (2);  e 
se,  posto,  p.  e.,  AD-r=:Q,  BC-r^S,  si  costruiscono  i  gruppi 
armonici  ADQQ* ,  BOSS',  le  tangenti  di  t|/^  in  Q',  ;S"  passeranno 


che  si  toccano  in  G,  hanno  di  comune  il  solo  punto  (reale)  JW, 
reciproco  assoluto  di  rr^.  Ma  non  possono  toccarsi  in  M:  poiché 
allora,  indicando  con  m  la  tangente  comune  in  ilf,  di  ogni  punto 
di  7n,  distinto  da  M,  il  reciproco  assoluto  non  apparterrebbe  mai 
ad  r,  0  ad  l'i  ;  e  quindi  la  conica  polare  cj^^  di  m  avrebbe  in  M 
le  due  tangenti  distinte  r  ,  r^:  assurdo.  Dunque,  quando  rr^  non 
è  un  punto  di  g,  le  coniche  ^^  ,  ^f.  avranno  in  G  un  contatto 
tripunto. 

In  conseguenza,  se  rì\  è  un  punto  di  g  (distìnto  da  G)j  il  punto 
M  coinciderà  con  G,  q  à^ ,  ^^  avranno  in  G  un  contatto  qua- 
dripunto. 

In  fine,  poiché  ò^-  ,  '^^  hanno  in  G  un  contatto  quadripunto , 
mentre  tra  le  coniche  del  fascio  ne  esiste  una,  C3,  che  tocca  r"  in 
D,  e  che  quindi,  toccando  i]^^"  in  G  ,  D,  ha  con  questa  conica  un 
contatto  bìpunto  in  (r  ,  ne  segue  [n.o  225,  Z),  6.o)  che  anche  ò^ 
avrà  un  contatto  bipunto  in  G  con  ciascuna  conica  del  fascio. 

(^)  Se  è  r^gj  il  luogo  dei  poli  di  r,  rispetto  a  tutte  le  co- 
niche del  fascio-schiera,  esclusa  la  conica  degenere  g'^g,  si  riduce 
al  punto  G  ;  mentre  ciascun  punto  di  r,  essendo  polo  assoluto,  è 
reciproco  assoluto  di  tutti  i  punti  della  corrispondente  polare. 

(*)  Di  qui  il  nome  di  conica  dei  9  punti  dato  a  t|^^. 
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pel  punto  FG'V. — L'enunciato  del  teorema  duale  si  lascia  allo 
studioso. 


h)  I  punti  doppi  delV  in- 
voluzione iperbolica  (r)  di  un 
fascio  di  coniche  {punti  reci- 
proci assoluti  nel  fascio,  e  per- 
ciò punti  comuni  ad  r  ed  alla 
conica  polare  6^)  sono  i  punti 
di  contatto  della  retta  r  con  le 
due  coniche  del  fascio  ad  essa 
tangenti:  e  viceversa. 

i)  Le  polari  p^pg. . .  di  un 
punto  P  {non  polo  assoluto) , 
rispetto  alle  coniche  n^ng. . .  di 
un  fascio,  e  quelle  q^q^  . .  •  di 
un  altro  qualunque  punto  Q 
{non  polo  assoluto),  rispetto  alle 
stesse  coniche^  costituiscono  due 
fasci  proiettivi. 


I  raggi  doppi  delV  involu- 
zione iperbolica  (R)  di  una 
schiera  di  coniche  {rette  reci- 
proche assolute  nella  schiera^  e 
perciò  tangenti  condotte  da  R 
alla  conica  polare  if^  sono  le 
tangenti  in  R  alle  due  coniche 
della  schiera,  che  passano  per 
R:  e  viceversa. 

I  poli  PiPg...  di  una  retta  p 
{non  polare  assoluta),  rispetto 
alle  coniche  n^n^  •  •  •  ^^  una 
schiera,  e  quelli  QiQs--  ^*  un^ al- 
tra qualunque  retta  q  (non  po- 
lare assoluta),  rispetto  alle  stes- 
se coniche ,  costituiscono  due 
punteggiate  proiettive. 


Di  vero,  indicando  con  P' ,  Q'  i  punti  reciproci   assoluti   di 
P  ,  Q,  e  posto  PQ^^r,  le  rette  p^p^'*-  passeranno  per  P',  men- 
tre le  rette  q^q^.**  passeranno  per  Q'.  E  p(»ichè  la  conica  po- 
lare i^^  di  r  contiene  i  punti  P' ,  Q',  e  i  poli  p^q^  ,  p^q^  r  •  •  di 
r  rispetto  a  csj  ,  csg ,...,  ciò  dimostra  il  teorema  a  sinistra  {}). 

k)  I  due  teoremi  precedenti  mostrano,  che  le  coniche  di 
un  fascio  (o  di  una  schiera)  potrebbero  riferirsi  proiettivamente 
agli  elementi  di  una  forma  fondamentale  di  1.»  specie,  o  alle 
coniche  di  un  altro  fascio,  o  di  un'altra  schiera. 

Così,  p.  e.,  le  coniche  cs^Og...  di  un  fascio    [ABCD]   possono 


(})  Se  la  retta  PQ^r  passa  per  un  polo  assoluto  6r,  di  relativa 
polare  g,  indicando  con  r'  il  raggio  coniugato  di  r  nelP  involu- 
zione (6r),  che  rappresenta  una  conica  degenere  del  fascio,  sa- 
ranno ff )]  P'  ,  Q*  due  punti  di  r\  mentre  i  punti  p^q^  ,  p^q^y  •  •  • 
apparterranno  a  </ ;  e  quindi  i  fasci  {P')  ,  (Q')  risulteranno  pro- 
spettivi. 
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riferirsi  proiettivameTite  alle  loro  tangenti  a^a^^*.  in  imo  À  dei 

punti  base. 

Cosi  ancora  possono  riferirsi  proiettivamente  tra  loro  le  co- 
niche di  un  fascio  (o  di  una  scliiera)  ;  e  quindi  la  teorìa  della 
proiettlvità,  in  voi  ut  oda  o  par  no^  in  una  forma  fondamcuÈale 
di  L^  specie  può  essere  estesa  ad  un  fascio  (o  ad  una  schiera) 
di  coniche, 

t)  Datij  in  un  piano  a,  ur  V  (  o  )  ^^  reale  e  non  degenere^ 

degenere  di  IJ^  spÉciej  o  immaginario— f.d  una  involuBionè  ijna- 
lunque  di  punti  (r),  ^7  cui  sostegno  r  non  contenga  alcun  vev' 

Hce  del  ^^  U  coniche  a^cs^^s^-j  circoMCrittiì  ^^  V  \  ^)  j     ^    ^^ 

determinano  sulla  retta  r  coppie^  reali  o  immaginarie,  di  punti 
coniugati  in  (r),  formano  un  fascio  (*). 

Di  ireroj  due  c^i  ,  cs^  di  tali  coniche  individuano  un  fascio  *, 
il  quale  determina  evidentemente  sulla  retta  r  la  data  involu- 
zione (r)  ;  e  se  c^  È  una  qualunque  dello  altre  coniche  in  eaa* 
me,  esiste  [e)]  in  <I»  una  conica  z:^^  la  quale  passa  por  i  punti 
r-p^.  Dunque  zs\  coincide  con  a^^  perchè  ha  con  questa  cinque 

punti  comuni  ;  cioè  i  punti  r^zs^  ed  i  tre  vertici  del  7  (  ^  ì  (^). 


(^)  Come  d'ordinario  abbiamo  fatto,  anche  senza  dirlo  esprea- 
Bamente,  lasceremo  allo  studioso  gli  enunciati  delle  proposizioni 
duali. 

Avvertiamo  ancora  che,  quando  diremo  che  un   vf     )  è   reale 

o  immagiuariOy  in  tenderemo  che  esso  può  essere  anche  degetn  re, 
ma  di  IJ^  specie,  a  meno  che  non  si  dìpa  espre3?iainente  il  e  en- 
trano: e  elle  iudicberemo  sempre  con  J^  (o  J^),  sia  la  involuzione 
che  rappresenta  la  coppia  di  lati  {0  vertici)  del  \j  apparteneat© 
ad  A  (0  ad  a)^  sia  questa  coppia  di  elementi  dal  y- 

(^  Si  osservi  che^  se  quando  r  non  passa  per  alcun  vertice  del 

^  [     )  ì  (^)  ^  parabolica,  ed  il  suo  puQto  doppio  -E  giace  sopra 

un  latOj  p.  e*  a^  le  coniche  in  esame  saranno  tutte  degeneri  ;  e 
ciascuna  costerà  della  retta  a  e  di  un  raggio  del  faacio  (4):  os- 
sia il  fascio  <1>  di  tali  coniche  sarà  degenere, 

8i  osservi  pure  che,  <j^aando  r  passa  per  un  verticej  p.  e,    A^ 
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m)  Se  c3iC3gC33...  so'^^o  coniche  oscidatrici  con  contatto  tripunto 
hi  un  punto  G  delia  loro  tangente  comune  g,  e  determinano 
sopra  una  retta  r,  non  appartenente  a  G,  unHnvoluzione  qua- 
lunque (r),  queste  coniche  formano  un  fascio. 

Sia  0  il  fascio  individuato  da  cs^  ,  cs^.  La  conica  C3  3  di  <b , 
che  passa  per  i  punti  rcg,  coinciderà  con  C3g:  poiché  W3 ,  cb'j 
hanno  con  q^  un  contatto  tripunto  in  G^  e  per  i  due  punti  r-cSg 
non  può  passare  (  227 ,  e  )  che  una  sola  conica  osculatrice  a 
C3i  in  G, 

n)  Dati ,  in  un  piano  <^ì  un  ^  (     j  y  reale  0  immaginario, 

ed  una  involuzione  qualunque  di  punti  (r) ,  il  cui  sostegno  r 
non  contenga  alcun  vertice  del  V;  ^  ^'^^^  c^^  ^^ì  ^^<^  punti  con- 
iugati di  (r)  appartengano  a  due  lati  del  v  >  ^  individuata  la 
conica  C3  {reale  e  non  degenere,  o  immaginaria) ,   coniugata  a 

f      j — ossia  che  ha  (     )  per  S7  autoreciproco — e  che  ha  (r)  per 

involuzione  di  punti  reciproci:  e  quindi  (159,  f),  supponendo 
che  (r)  coincida  con  l' involuzione  ciclica  {  r^  )  di  a ,  è  indi- 
viduato il  circolo  C3i  {reale  e  non  degenere,  0  immaginario),  con- 
iugato aZ  V  (  )  }  ^^  questo  7  non  ha  alcun  vertice  all'  infi- 
nito,  uè  due  lati  X  ^^«  loro. 

In  fatti,  se  l     )    è  un  "^  EFG  =  efg ,   reale  e  non  degenere, 

r  esercizio  24,  a),  a  pag.  693,  dà  la  costruzione  dell'  unica  ri- 
chiesta conica  C3  (*).  —  Questa  costruzione  stessa  poi  dimostra. 


^^^  V  (     )  )  indicando  con  A'  il  coniugato  di  A  in  (r),  se  A*  non 

giace  in  a,  la  coppia  A  A'  di  (?•)  darà  un  fascio  0  di  coniche  (i 
cui  punti-base  sono  A  ,  A'  ,  J  J,  tra  le  quali  vi  è  la  degenere  a'^r*,, 
mentre  ciascun'altra  coppia  di  punti  coniugati  in  (r)  darà  sempre 
la  stessa  conica  degenere  a^r.  Se  poi  A*  giace  in  a  ,  0  sarà  pure 
un  fascio  degenere  ;  e  ciascuna  sua  conica  costerà  della  retta  a 
e  di  un  raggio  del  fascio  (A). 

(^)  Se  (r)  ha  i  punti  doppi  reali   A  ,  B,    questi  apparterranno 
alla  conica  (reale)  C3,  e  determineranno  due  terne    di   altri  punti 
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ciie  il  centro  di  —,  è  il  punto  H  delle  altezze  del  yEFCr.  Inol- 
tre ^  pùjttù  GH^i^^  ,  g'g  ^G'j  •*«'*^  *  S  I  Hco  j  GO'  [  V  invitiu- 
ziotiè  (^'}  ^1  p|  :  e  quindi  ^  essendo  noto  e  he  //  b  esterno ,  o 
ink^rnoj  al  segmento  finito  GG'  ^  secondo  che  EFG  è  un  xj  ot- 
iti santolo  j  0  acHtanffolo  j  ne  segue  che  s^  at^rà  un  diametro 
venie  nel  Begìnento  finito  intercetto  tra  i  puììti  dopjn  di  1^  o  un 
diametro  ideale  nel  segmento  intercetto  tra  i  punti  coniugati  di 
equidistaìiti  da  H. 

Se  il  y  f     j  è  degenere  di   /.«   specie  ^  e  quindi  è  dato  il 

inLiito  E  ffi  <^^  che  dcv'  e&Mve  polo  di  KG  s  e,  san\  IS  ìì  punto 
m  cui  la  conica  (reale)  ts  deve  toccare  e.  Inoltre^  costmendo 
il  coniugato  31'  dì  rg^M  in  (r) ,  la  polare  GN^^m  ili  M 
segherà  g  in  un  punto  M^  tale^  che  \EEy  MM^\  sarà  rinvolu- 
zioue  (g)  di  =3i  sicché,  conoiicendo  le  involuzioni  {r)f(g)  di  ct^ 
e  il  polo  G  dì  ff,  V  oscrciEio  '24^  e),  a  pag,  503,  dà  la  cos tra- 
zione di  w  Q).  —  H  cerchio  C3^  (supposto  che  non  sia  g  ±  e  ) 
evìdenteniente  avrà  per  centro  il  punto  H  delle  altf'EZe  del  ^ 
(cioè  V intersezione  della  _j_  in  ^  ad  e  con  la  ±  g'  condotta  da 
G  a  g),  ed  HE  per  raggio. 

^e  (  ^  ì    è  immagifiario ,    e    quindi  è   data  T  involuzione  J^, 

che  rappresenta  i  due  vertici  del  y  mtuati  in  g  j  costruendo, 
come  nel  caso  precedente,  il  conìngaro  M^  dì  rg^M  ueU' in- 
voluzione (g)  di  G,  sarà  (^)  =^  |J^  ,  MM^^j  e  lo  stesso  esercizio 
24,  e,  a  pag,  593^  farà  costruire  S3  C).  —  Sì  ha  poi  che  ,  in- 
dicando con  g'  la  ±  condotta  da  G  a  gj  e  posto   gg^^G^ ,    il 


reali  appartenenti  a  c-  Ma,  se  Tuno  A  dì  questi  punti  appartìe- 
ii©  ad  un  lato  OE^  allora  il  gruppo  armonico  GEAC  àk  un  punto 
C7  di  n,  e  la  tangenti  in  A  ^  C  saranno  le  rette  ^\i  ,  PB, 

{')  Se  (r)  ha  i  putiti  doppi  reali  A  ,  B^  coiitruiti  1  loro  coniu- 
gati C  j  D  neiroraologia  armonica  [G  ,  j],  la  conica  (reale)  zs  passa 
per  i  6  punti  ABC  DE  ed  è  tangente  ad  e, 

(")  Se  (r)  Ila  i  punti  doppi  reali  A^  /?,  costruiti  i  loro  coniugati 
C,  D  noir omologia  arm  mica  [G,  g]^  i  punti  AB-CD^LjAD'  BC^L^ 
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cerchio  ts^  deve  avere  il  suo  centro  H  sulla  retta  g',  e  (g)^ 
|J^  ,  G'oo  I  per  involuzione  di  punti  reciproci  :  sicché ,  costruen- 
do e  uè  punti  reali  P  ,  P' ,  coniugati  in  (g) ,  si  avrà  in  GPP' 
un  V,  reale  e  non  degenere^  autoreciproco  a  «i,  il  quale  indi- 
viduerà cSj  ;  e  questa  sarà  reale ,  e  passerà  per  i  punti  doppi 
delV  involuzione  iperbolica  |Jj^,G'oo|. 

Da  quanto  8i  è  detto  innanzi  siamo  indotti  a  chiamare  punto 

delle  altezze  di  un  v  immaginario  (  p.  )  il  centro  H  del  cerchio 

coniugato  a  questo  y. 

In  fine ,  rispetto  al  y  (     )  )  indicando  sempre  con  J»  e  ìg  le 

involuzioni  che  rappresentano  la  coppia  di  lati  e  la  coppia  di 
vertici  appartenenti  ordinatamente  a  (?  e  ^,  si  osservi  quanto 
segue. 

1.0  Quando  r  passa  per  un  vertice,  p.  e  (?,  del  yf      j ,  se 

il  punto  rg^O*  è  coniugato  di  O  in  (r)^J^,  le  coniche  che 
soddisfano  alle  condizioni  richieste  formano  un  fascio.  In  fatti, 
sia  G\  il  coniugato  di  G'  in  J^ ,  e  quindi  0Q\  ^  r'  il  coniu- 
gato di  r  in  Ja  .  Indicando  con  J^  V  involuzione  associata  a 
\g  ,  J^,  che  queste  determinano  (230,  f)  sulla  retta  r' ,  ciascuna 
delle  coniche  del  fascio  |)^  ,  J^  |  determinerà  in  g  una  coppia  di 
punti  coniugati  in  J^:  e  perciò  ciascuna  di  queste  coniche,  tra 
le  quali   è   la   degenere  r^r^  [229 ,  a) ,  3.°] ,   sarà  coniugata  a 

(     ),  ed  avrà  (r)^^  per  involuzione  di  punti   reciproci. 

Se  poi  O'  non  è  coniugato  di  (?  in  (r),  si  avrà  per  C3  la  sola 
conica  degenere  r+r'. 

2.0  Quando  r  non  passa  per  alcun  vertice  del  y  f      j,  ma 


apparterranno  a  ^r  e  saranno   reciproci   a  C3:    sicché   \LL^  ,  MM^\ 
sarà  V  involuzione  {g)  di  C3. 

E  se  è  B^^A^  sarà  pare  D=  C\  e  posto  rg^N j  GA*g~Ny^^ 
sarà  {g)=\MM^  ,  NN^\^  mentre  la  conica  (reale)  C3  toccherà  le  rette 
r  ,  NC  ordinatamente  in  J  ,  C. 


Digitized  by 


Google 


—  697  — 

le,  è  armonica  all' involuziono  che  proietta  (r)  da  G^  questa 
ultima  involuzione  rapprosentorà  la  sola  conica  t3  clie  soddisfa 
alle  condizioni  ricliieste. 

3.0  Se  nel  V  (     j^sfg  è  /"  J_  %  il  cìrcolo  richiesto  zz^^  sarà 

V  ìnvoìnzìone  circolare  di  centro  (?,  alla  qoale  ò  armonica  l'in- 
voluEione  Ìq  ^éfi  e  noi  diremo  pure  che  allora  CTj  è  un  cerchio 
di  centro  G  q  di  raggio  nullo  (^). 

4.0  Se  G  è  un  punto  air  infinito,  di  direzione  _L  a  g,  indi- 
"cando  con  l\j  un'involuzione  qualunque  armonica  ad  J^ ,  ogni 
cerchio  a^ ,  che  ha  per  dìainotro  reale  (o  ideale)  il  segmento 
compreso  tra  i  punti  doppi  di  J'^  (o  tra  i  punti  coniugati  in  V^ 

ed  equidistanti  del  centro  di  J'^)^sarà  coniugato  al   v(  J^Ji   o 

tutti  questi  cerchi  Oj  formano  un  fascio:  ma ,  se  la  direzione 
di  G  non  è  J„  a  ^,  indicando  con  r'  il  raggio  centrale  di  In  ,  ^i 
degenera  nella  retta  r'  e  nella  retta  all'  infinito  del  piano  del 
V-  E  ciò  si  YCdej  sta  direttamente ^  sia  come  conseguenza  di 
quanto  è  dimostrato  in  U°, 

o)  Datij  in  un  piano  a,  un  sj  i      U  reale    o  immaginario ^ 

ed  un^  involuzione  qimlunquù  di  punti  (r) ,  il  cui  sostegno  r 
non  contenga  alcun  vertice  del  V  ^  le  coniche-  rjjd^Sai**,  coniU' 

gaie  ai    ]  e  che  determinano  in  v  VinmluzimiB  {r)j  formano  un 

fascio f   che  hal^j per  y  autoreciproco  ag8oluto. 

Sia  <P  il  fascio  individuato  da  nj  ,  zs^^  e  che  avrà  evidente- 
mente f  I  per  y  autoreciproco  assoluto.  La  conica  o'^  di  <fr, 
che  passa  per  i  punti  rcj^j  coinciderà  [n)]  con  Dg  (% 


{')  In  questo  caso  il  punto  H  delle  altezze  coincide  col  vertice 
G  del  Vt  ^  Tinvoluzione  (g^)  di  C3i  è  parabolica  e  di  punto  dop- 
pio  G, 

P)  Se  r  passa  per  uno  dei  vertici,  p.  e.  (?,  del  V  fi  »  po- 
sto rg^G\  ed  indìcaudo  con  Y^  1' involuzione  armonica  ad  (r) 
individuata  dai  suoi  punti  coniugati  G  ,  G\  con  r'    il   coniugato 
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p)  Date,  in  un  piano  a,  tre  coniche  (reali  o  immagiHarie) 
csCjCSg,  che  abbiamo  una  comune  involuzione  (u)  di  punti  reci- 
proci, gli  assi  di  sintosi  82,81,  s,  associati  ad  u  ordinatamente 
nelle  coppie  di  coniche  c3C3i ,  ncSg  f  ^)p%y  concorreranno  in  uno 
stesso  punto. 

In  fatti,  posto  s^s^^L',  e  condotta  per  L'  una  trasversale  r, 
che  seghi  u  ^  s  in  L  ,  V\  saranno  in  involuzione  [&)],  tanto  le 
tre  coppie  di  punti  LV ,  rc3  ,  r-n^,  quanto  le  altre  tre  LV , 
r-us  ^r-zs^:  e  quindi  le  quattro  coppie  LL^ ,  r-n  ^  r^cj^  ,  r-cSj  ap- 
parterranno ad  una  stessa  involuzione.  Ma  L  ,  L"  sono  punti  con- 
iugati nell'involuzione  Ir-n^  ,  r-n^!-  I^^nque  deve  essere  V=V\ 
ossia  s^y  Sy^  y  s  concorrono  in  L' . 

Di  questo  teorema  (che  regge  evidentemente  anche  quando 
è,  p.  e.,  s^u)  è  caso  particolare  quello  del  n.o  225,  l),  5.o,  a 
sinistra. 

q)  Dal  teorema  p)  si  trae  immediatamente  che ,  dato  in 
un  piano  a  un  fascio  Q>  di  coniche  cs^agna...,  ^^  indicando  con 
u  ,  Uj  due  assi  associati  (reali)  di  sintosi  in  ^ ,  se  a  è  una 
conica  di  a  non  appartenente  al  fascio  ,  ma  che  ha  per  in- 
voluzione di  punti  reciproci  V  involuzione  (u)  di  0 ,  gli  assi 
di  sintosi,  assocjiati  ad  u  nelle  coppie  di  coniche  csc^  ,  c3C3j , 
C3Cw3 ,  .  .  . ,  concorreranno  in  uno  stesso  punto  di  u  j,  anche 
quando  è  u  ^  u^  (come  può  avvenire ,  se  0  è  un  fascio- 
schiera). 

r)  Se  in  q)  V  involuzione  (u)  ha  i  punti  doppi  reali  A ,  B 
Cdistinti  0  coincidenti) ,  e  se  C3  degenera  in  due  rette  m  ,  m' , 
appartenenti  ordinatamente  ad  A,B,  indicando  con  MyM\, 
M^M\  ,  M^M^^ , . . .  le  seconde  coppie  comuni  rispettivamente 
a  a^m^m^  e  wj  ,  n^ ,  csj  , . . ,  le  punteggiate  (m)^M^M2My  . . , 
(m')  ^  M\M\M*^ , .  .  saranno  prospettive.  In  conseguenza ,  se 


di  r  in  Jo,  e  con  J'^-  V  involuzione  associata  di  \g  ,  J'^,  si  vedrà— 
come  in  w),  l.o— che  le  coniche  del  fascio  [J'^. ,  J'^.]  sono  le  coni- 
che coniugate  a  (  j ,  che  passano  per  la  coppia  J'^  di  punti  con- 
iugati in  (r)  ;  e  che  questo  fascio  contiene  la.  conica  degenere 
r^r\  Per  ogni  altra  coppia  LTJ  di  punti  coniugati  in  (r)  non  passa 

('  C\ 
j,  ed  è  la  degenere  r^r\ 
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un'  altra  retta  m"  dì  A  sega  di  nuovo  cSiCSa^s"*  ì^  ^^\^^\^"^--ì 
sarà  iV'iitf  "aAf  "3  •  •  •  7:M\M\M'^  .  .  .  aM^M^M^  .  .  .;  e  quindi  le 
rette  M^M^\  ,  M^M^*^ ,  iWgiV'g^...  invilupperanno  una  conica  tan- 
gente ad  m  ed  wi". 
Ma,  se  è  B^Aj  questa  conica  risulterà  degenere. 

232.  a)  Dal  n.  231 ,  f) ,  supponendo  r  air  infinito,  si  ha  il 
seguente  teorema. 

Dato  ìtn  fascio  <P  di  coniche  QiCSg-v  *^  ^^  retta  aZi'  infinito 
r^  deZ  Zoro  piano  a  non  è  una  polare  assoluta ,  ne  contiene 
un  polo  assoluto,  il  luogo  dei  centri  di  OjCS^  .  .  .  (che  coincide 
col  luogo  dei  punti  reciproci  assoluti  dei  punti  di  r^)  è  una 
conica  i^  ,  reale  e  non  degenere,  circoscritta  alV  unico  y  au- 
toreciproco  assoluto  ;  e  se  u  è  un  asse  {reale)  di  sintosi , 
appartenente  ad  un  polo  assoluto  G  di  relativa  polare  g  ,  ^^ 
passa  pél  centro  0  delV  involuzione  (u)  di  0,  e  la  sua  tangente 
in  0  è  \\  a  g.  Inoltre^  le  coppie  di  punti  r^  •»!  ^  r^^  -csg ,  .  .  • 
sono  coppie  di  punti  reciproci  rispetto  a  i^^  ,  mentre  i  punti 
r^  •  i/^  sono  reciproci  assoluti, 

b)  Dall'  ultima  parte  del  teorema  a),  per  un  fascio  0  di  co- 
niche, che  non  abbia  alcun  polo  assoluto  all'  infinito,  si  trac 
quanto  segue. 

l.<>  Se  ego  è  una  conica  a  centro  [ossia,  se  V  involuzione 
(r^)^JgQ  di  <l>fChe  ha  v^-^^  per  punti  doppi  non  è  parabolica]^ 
le  coppie  di  diametri  coniugati  di  i^^  sono  1 1  alle  cojypie  degli 
assintoti  delle  infinite  iperboli,  sempre  contenute  in  0;  e 
quindi  tra  queste  vi  è  sempre  almeno  un^  iperbole  equilatera. 
2.0  Se  i(^  è  un'  iperbole  di  assintoti  t,t'  [ossia,  se  J^  è  iper- 
bolica], t ,  t'  sono  II  a  due  diametri  coniugati  di  ciascuna  co- 
nica a  centro  di  (b,  ed  agli  assi  delle  due  sole  parabole  che  <b 
allora  contiene  ;  e  in  0  si  trovano ,  oltre  ad  infinite  iperboli , 
anche  infinite  ellissi  {reali  0  immaginarie)^  essendo  queste  ul- 
time quelle  coniche  del  fascio,  che  passano  per  coppie  imma- 
ginarie di  punti  coniugati  in  J^. 

Viceversa,  se  (i>  contiene  un'  ellisse  {reale  0  immaginaria),  0 
due  parabole,  if^  è  un'  iperbole. 

3.0  Se  ó^  è  un'  ellisse  [ossia,  se  l^  è  ellittica],  0  contiene 
solo  infinite  iperboli]  e  viceversa. 
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4.0  8e  4*00  è  una  paràbola  di  asse  v  [ossia,  se  ì„  è  para- 
holica,  il  che  si  verifica  solo  quando  un  punto  {reale)  di  t^  è 
punto  base  del  fasció\j  0  contiene  solamente  una  parabola,  di 
asse  II  a  V,  ed  infinite  iperboli,  che  hanno  tutte  un  assintoto 
Il  av. 

Viceversa ,  se  <b  contiene  un^  iperbole  di  assintoti  t  ,  t' ,  ed 
una  parabola  di  asse  \\  a  t,  ^^  è  una  parabola  di  asse  \\  a  t. 

5.0  Se  ^^  è  un'  iperbole  equilatera ,  i  suoi  assintoti  t ,  t' 
sono  II  agli  assi  delle  coniche  a  centro  e  delle  due  parabole 
del  fascio;  e  tra  queste  coniche  a  centro  esiste  un  solo  circolo 
{reale  o  immaginario):  poiché  J^  ha  per  punti  doppi  le  direzioni 
ortogonali  tr^  ,  t'r^  ,  e  quindi  i  punti  ciclici  sono  coniugati 
ili  ^ooj  ^  P^r  ^s^i  passa  (231,  e)  una  conica  del  fascio,  ossia 
un  cerchio. 

Viceversa,  è  evidente  che ,  se  0  contiene  un  cerchio  {reale 
0  immaginario),  o  due  coniche  a  centro  con  gli  assi  \\ ,  o  due 
parabole  con  gli  assi  ortogonali  ,  ^^  è  un'  iperbole  equila- 
tera. 

6.0  Se  ò^  è  un  circolo  [ossia,  se  J^  è  Vinvoluzione  ciclica], 
ciascuna  delle  coniche  del  fascio  sarà  un'  iperbole  equilatera  ; 
e  tra  queste  ve  ne  sarà  una  degenere,  o  ve  ne  saranno  tre.  In 
guest'  ultimo  caso  i  punti-base  {reali)  saranno  i  vertici  di  un 
quadrangolo  ortogonale. 

Viceversa,  se  il  fascio  0^  contiene  due  iperboli  equilatere  y 
degeneri  o  pur  no,  4„  è  un  circolo, 

7.0  Indicando  con  G  ,  g  due  elementi  al  finito  che  si  ap- 
partengono,  rispetto  al  fascio  0  delle  coniche  osculatrici  con 
contatto  tripunto  nel  punto  G  della  loro  tangente  comune  g,  e 
che  hanno  quindi  un  altro  solo  punto  comune  D ,  se  D  è  al 
finito ,  la  conica  ^.j^  è  a  centro ,  ed  ha  un  contatto  bipunto  in 
G  [nota  Q)  a  pag.  690]  con  ciascuna  conica  del  fascio,  mentre 
G  e  il  punto  medio  di  GD  sono  i  vertici  di  un  suo  diametro: 
ma  se  D  è  il  punto  all'  infinito  di  una  retta  g' ,  ^^  sarà  una 
parabola,  che  avrà  V  asse  \\  a  g\  ed  un  contatto  bipunto  con 
ciascuna  conica  di  <I>. 

e)  Da  quanto  ò  detto  nella  dimostrazione  del  n.**  230 ,  f) , 
ricorrendo  air  involuzione  J^  dei  fascio,  risulta  che: 

Se,  in  un  fascio  0  di  coniche,  un  sol  polo  assoluto  G^^  ^^- 
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ce  air  infinito ,  mentre  la  corrispondente  polare  g  è  al  fi- 
nito e  non  passa  per  G^  ,  indicando  con  r'  il  raggio  centrale 
delV  involuzione  di  raggi  (G^)  ,  che  rappresenta  una  parar 
boia  degenere  del  fascio,  ^^  sarà  l'iperbole  degenere  g^r' ;  e 
le  coppie  di  rette  che  separano  armonicamente  g  ,  r' ,  saranno 
Il  alle  coppie  degli  assintoti  delle  infinite  iperboli  contenute  in 
<!>,  tra  le  quali  una  sola  è  equilatera.  Inoltre y  g  ,  v'  sono  |l  agli 
assi  delle  due  parabole  esistenti  in  * ,  mentre,  nelle  infinite 
iperboli  ed  ellissi  del  fascio j  g  è  un  comune  diametro  ed  t'  è 
la  direzione  del  suo  coniugato:  e  solo  quando  è  v'±g,  *  con- 
terrà un  circolo'^  e  mentre  g  sarà  V  asse  di  una  delle  parabole 
di  0  ed  un  asse  comune  a  tutte  le  altre  coniche  a  centro  di  <t>, 
r'  sarà  \\  alV  altro  asse  di  queste  coniche  a  centro  ed  aW  asse 
dell'  altra  parabola  che  0  contiene. 

d)  Analogamente  si  ha  quanto  segue. 

1,0  Se  due  punti-base  di  *  coincidono  con  G^  ,  mentre 
gli  altri  due  punti-base,  reali  o  imraaginarii,  sono  rappresentati 
dair  involuzione  (u) ,  la  polare  g  dì  G^  ,  supposta  sempre  al 
finito ,  passerà  per  G^  ;  sarà  gu^E  V  altro  solo  polo  assoluto 
(al  finito);  e  le  sole  coppie  di  assi  associati  di  sintosi  saranno 
gu  e  quella  rappresentata  dall'  involuzione  G^  (u)^Q;^).  Inol- 
tre, <I>  conterrà  solo  la  parabola  degenere  {G^)y  ed  infinito  i- 
perboli  di  comune  assintoto  g  e  col  secondo  assintoto  |1  ad  w, 
delle  quali  una  è  la  iperbole  degenere  u'*'g ,  equilatera  se  è 
u±g. 

2.0  Possono  tre  punti-base  di  *  coincidere  con  G^ ,  men- 
tre il  quarto  punto-base  D  è  al  finito:  allora  le  coniche  di  * 
saranno  iperboli,  o  parabole,  osculatrici  eoa  contatto  tripunto 
in  G^  ,  secondo  che  la  polare  g  di  G^  sarà  al  finito  o  all'in- 
finito. 

3.0  Se  sulla  retta  air  infinito  r^  giacciono  due  punti-base 
di  <I>  reali  e  distinti  o  immaginarli,  mentre  gli  altri  duo  ap- 
partengono ad  una  retta  u  al  finito,  il  punto  air  infinito  G^ 
di  u  sarà  il  polo  assoluto,  al  quale  appartengono  gli  assi  asso- 
ciati di  sintosi  u  ,  r^,  e  la  relativa  polare  g  sarà  il  luogo  dei 
centri  delle  coniche  [in  generale  omotetiche]  di  <S> ,  esclusa  la 
degenere  u^r^.  Ma,  se  la  involuzione  (u)  coincide  con  (r^), 
le  coniche  del  fascio  saranno  concentriche. 
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Cosi,  se  rinvoluzione  (r^)  di  <I>  è  Tinvoluzione  ciclica,  le  co- 
niche di  0  saranno  tutte  cerchi,  che  avranno  (228,  b)  lo  stesso 
asse  radicale  u  (cerchi  coassiali)]  e  il  luogo  dei  loro  centri  sarà 
la  J_  ad  w  nel  punto  centrale  dell'  involuzione  (u)  del  fascio. 
E  viceversa,  se  un  fascio  4>  contiene  due  cerchi  C3  ,  cs',  tutte 
le  coniche  di  0  saranno  cerchi;  mentre  i  due  soli  assi  associati 
reali  del  fascio  saranno  la  retta  r^  e  V  asse  radicale  di  C3,c3'; 
e  quest'  asse  radicale  coinciderà  con  r^,  se  zscz'  saranno  con- 
centrici.     > 

4.0  Se   la  retta   air  infinito  r^  è  una  polare   assoluta   del 
fascio  0,  le  coniche  di  4>  saranno  concentriche. 

Ciò  si  verifica,  p.  e.,  nel  fascio  di  coniche  [ÀBCD],  quando 
ABCD  è  un  Q. 

5.0  Può  aversi  un  fascio  d'iperboli  equilatere  (o  parabole), 
osculatricì  con  contatto  tripunto  (o  quadripunto)  air  infinito. 

e)  Se  il  fascio  di  coniche  ha  i  punti-base  ABCD  reali  e 
al  finito,  e  se  ninno  dei  punti  AB' GI>=GjkG -DB^F,  AD- BO=E 
giace  all'  infinito ,  ^^  è  [a)]  una  conica  a  centro ,  reale  e  non 
degenere,  circoscritta  al  y  EFG,  e  che  passa  per  i  punti  medii 
L  ,  Lj  ,  M  ,  Mi  ,  N  ,  Ni  dei  lati  AB  ,  CD  ,  AC  ,  DB  ,  AD  ,  BC  del 
quadrangolo  completo  ABCD  ,  mentre  le  coppie  di  tangenti  a 
^^  nelle  coppie  di  punti  LL^ ,  MM^  ,  NNj  sono  ordinatamente 
Il  alle  rette  EF=g  ,  FG=e,  GE=f.  Sicché  le  rette  LLi,MMi,NNi 
sono  diametri  di  i^^]  e  perciò  concorrono  nel  centro  U  della 
conica  4^00  (^)-  ^^  ^00  *^^^  iperbole  o  ellisse ,  secondo  che  coi 
quattro  vertici  ABCD  si  può  formare  un  quadrangolo  semplice 
convesso  o  pur  no  (*). 

(^)  Le  coppie  di  i-ette,  condotte  pel  centro  X/^j  •  lf3/i=  C  paralle- 
lamente alle  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  completo  ABCD, 
sono  coppie  di  diametri  coniugati  di  ^^, 

(^)  Siccome ,  se  una  retta  a  sega  un'  ellisse  e;  in  due  punti 
reali  e  distinti  A  ,  2?,  il  segmento  finito  AB  è  interno  an,  perchè 
dal  punto  all'  infinito  di  a  si  possono  condurre  tangenti  reali  a 
C3;  cosi,  se  nel  quadrangolo  ABCD  un  vertice  D  è  interno  al 
V  ABC ,  non  può  un'  ellisse  circoscritta  al  V  ABC  passare  per 
D:  e  quindi  [6),  2.°]  il  fascio  di  coniche  [ABCD]  non  contiene  che 
iperboli. 

Se  poi  ABCD  è  un  quadrangolo  semplice  convesso,  supposta , 
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f)  Se  AB  CD  è  un  quadrangolo  ortogonale ,  e  quindi  uno 
qualunque  dei  suoi  vertici,  p.  e.  i>,  è  punto  delle  altezze  nel  y 
^/?C  formato  dagli  altri  tre,  i  punti  E,F,G  sono  i  piedi 
delle  altezze  ADjBD,CD  sui  lati  opposti,  mentre  LL^MM^NN^ 
sono  i  punti  medii  dei  lati  del  v  -4jB(7  e  dei  segmenti  compresi 
tra  il  punto  D  dello  altezze  ed  i  vertici.  Ora,  in  questo  caso 
la  conica  i^^  pel  fascio  [ABCD]  ò  [ò),  fio]  un  circolo,  che  passa 
per  i  9  punti  EFGLL^MM^NN^,  e  che  perciòdicesi  circolo  del 
9  punti  del  v  ABC.  Ma,  ogni  iperbole  equilatera,  circoscritta 
al  V  ABC,  passa  pel  punto  D  delle  altezze  del  v-  Dunque,  il  luogo 
dei  centri  delle  iperboli  equilatere,  circoscritte   ad  un    dato    sj 

ABC,  è  il  circolo  dei  9  punti  del  v  stesso  (che  è  pure  circolc* 
dei  9  punti  di  ciascuno  degli  altri  tre  v  BBC ,  DCA  ,DAB). 

g)  Il  teorema  precedente,  e  quello  del  n.o  96,  a) ,  che  ha 
servito  a  dimostrarlo,  possono  generalizzarsi  come  segue: 

Le  iperboli  equilatere  n^  cSg  . . . ,  circoscritte  ad  un    dato    V 

(A\ 
)   ,  reale  o  immaginario^  formano  un  fascio  0:  e  il  luogo 

dei  loro  centri  è  un  cerchio  i^^,  circoscritto  al  y  autoreciproco 
assoluto  di  0,  e  che  passa  per  i  punti  centrali  delle  involuzioni 
che  0  determina  sopra  ciascun  asse  {reale)  di  sintosi. 

Se  i     \è  un  ^  ABC^abc,  reale  e  non  degenere,  i  punti-base 

di  *  sono  ABC  e  il  punto  D  delle  altezze  del  v  ABC  ;  mentre 
^^oo   ^  il  circolo  dei  9  punti  del  v  stesso. 

Se  (jè  un  \;  degenere  di  i.»  specie,  nel  quale  quindi  V al- 
tro solo  vertice  è  un  punto  B  di  a  (ossia,  se  le  iperboli  equi- 
latere passano  per  A  e  toccano  in  B  la  retta  a] ,  i  punti-base 


p.  e.,  maggiore  di  due  retti  la  somma  degli  A  ABC,  BCD,  e  po- 
sto AB'CD=G,  l'A  AGD  sarà  minore  dell'  A  ABC  e  del  sup- 
plemento dell'  A  DAB\  e  quindi  anche  minore  degli  A  che  GA 
forma  con  le  j]  b  ,  b'  9,  BC,AD  condotte  per  (?.  In  conseguenza , 
posto  GA^a  ,  GD^  a\  V  involuzione  \aa*  ,  bV\  sarà  iperbolica  j 
ed  i  suoi  raggi  doppi  saranno  ||  agli  assi  delle  due  parabole  cir- 
coscritte al  quadrangolo  ABCD.  Dunque  ,  in  tal  caso  ,  il  fascio 
[ABCD]  conterrà  pure  [b),  2^]  infinite  ellissi. 
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di  4>  sono  A,  il  punto  D   delle  altezze  del  y  {     j   ,    e    i    due 

punti  riuniti  in  B  sulla  retta  a;  mentre  i^^  è  il  circolo  indi- 
viduato da  B ,  dal  punto  medio  di  AB  ,  e  dalla  proiezione  or- 
togonale A'  di  A  sopra  a. 

^^  (  a  )    ^  immaginario,  ed   è  quindi   data   V  involuzione  J^ 

che  rappresenta  i  due  vertici  (immaginarii)  del  y  situati  in 
a ,  i  punti-base  sono  A  ,  J^ ,  ed  il  punto  D  delle  altezze   del    y 

(a  )  "*^*^*^  (^^^^  ^)  ^^  centro  Z>  del  cerchio  coniugato  al  yl     )— ; 

mentre  ^^  è  il  circolo  Ì7idividuato  dalla  proiezione  ortogonale 
A'  di  A  sulla  retta  a ,  dal  punto  medio  di  DA,  e  dal  punto 
centrale  0  di  ì^  (*). 


(^)  Noi  abbiamo  supposto,  senza  dirlo  espressamente,  che  niun 
vertice  del  y  giaccia  all'infinito. 

Aggiungiamo  ora  che, se  un  vertice,  p.  €.  A,  deZy  (     j  ,    reale 

0  immaginario,  è  un  punto  alV  infinito,  indicando  sempre  con  J^ 
V  involuzione  che  rappresenta  i  due  vertici  del  y  {reali  e  distinti, 
coincidenti,  o  immaginarii)  situati  in  a,  con  0  il  centro  di  J^,  e 
con  1  ed  Ij  la  retta  condotta  per  0  nella  direzione  del  punto  al- 
l' infinito  A  e  la  sua  J_  in  0,  i  quattro  punti-base  del  fascio  ^  deUe 

iperboli  equilatere  circoscritte  al  S7  [  )  sono  J^  ed  i  punti  all'infi- 
nito di  1,1,,  mentre  il  luogo  dei  loro  centri  è  [à),  3.^]  la  coniu- 
gata armonica  a^  di  a  rispetto  ad  1 ,  Ij,  quando  si  esclude  la  iper- 
bole equilatera  degenere  &^r^,  dove  r^  è  la  retta  alV  infinito  del 
piano  del  y. 

Si  osservi  inoltre,  che  1'  ultima  parte  dì  questo  teorema  regge 
pel  fascio  0  di  iperboli,  che  ha  per  punti-base  J^  ed  i  punti  al- 
infìnito  di  I,  1,,  anche  quando  non  è  l,_Ll.  Sicché  al  teorema  del 
n.o  92  a)  si  può  dare  il  seguente    più    generale    enunciato: 

Se  J^  rappresenta  i  due  punti  {reali  e  distinti,  coincidenti,  o  im- 
maginarii), che  un'  iperbole  C3,  di  assintoti  t ,  t^,  determina  sopra 
una  retta  a,  conducendo  pel  centro  di  ì^  le  jj!  ,  li  a  t  ,  t^,  la  con- 
iugata armonica  a,  di  a  rispetto  ad  l  ,\  passa  pel  centro  di  C3. 
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Infatti,  poicliè  ^^tz..„.  (ìetenninano  sulla  rettfi  air  infinito  r^ 
del  loro  jnawt  e  V  involuzione  ciclica  ^  esso  formano  (i*^jt  j  1} 
un  fascio  *  ;  e  quindi  il  luo^^o  dei  loro  centri  è  [b] ,  6^J  un 
circolo  (|/^;  quale  è  indicato  nella  prima  parte  del  teorema* 

Se  (    \  b  reale  e  non  degenere  (o  degenere  di  1,^^  specie)  j 

saranno  ADBC  ,  BD^CA  ,  CD^AB  (o  AD  a  ,  BD^BA}  le  iper- 
boli equilatero  degeneri  di  <I>  ;  e  quindi  restano  dimostrate  !a 
seconda  e  la  terza  parte  del  teorema. 

Se  in  fine   (^  )   &  immaginario,  conducendo  per  A  la  _L   «' 

ad  €tj  sarà  a^a*  h\  sola  iperbole  equilatera  degenere  di  <P:  sic- 
ché sopra  a'  deve  trovarsi  il  quarto  punto-base  B  del  fascio, 
Sar*^  dunque  vera  anche  V  ultima  parte  dell'enunciato  tcoreniaj 
quando  sia  dimostrata  la  seguente  proposizione: 

Se  a ,  a'  sono  due  corde  ortogonali  di  un^  iperbole  equilatera 
^  j  delle  quali  a'  sega  ^  nei  punti  reali  A  ^  D  j  e  V  altra  a  lU 
sega  ia  due  punti  irnma  gin  arti  rappresentati  dalf  involuzione 
eli  ittica  ì^  ,  V  uno  qualunque  D  dei  punti  A  ,  D    è   centro    del 

certìdo  y^  coningato  a  quel'uj  (     1 ,  che  è  individuato  dall'  altro 

punto  A  e  da  J^. 

Sieno  t  j  ij  gli  assintoti  di  ^j  e  s'indichi  con  «J  il  fascio  (231, 

o)  delle  coniche  coniugale  al  V  (     )  j  e  che  determinano  sulla 

retta  ali*  infinito  la  involuzione  che  ha  por  punti  doppi  i  pumi 
all'  infinito  di  t ,  t^.    Il    luogo  dei  centri  delle   coniche   di    <^  b 

CJ31,  a)  una  conica  t}^^j  circoscritta  al  yT    J ,  e  che  passa  peri 

punti  air  infinito  dì  t  ^  ij^\  e  quindi  ^^  coincide  con  (|/.  In  con- 
seguenza \b)j  5**] ,  tra  le  coniche  di  0  esiste  un  circolo^  e  que- 
sto circolo  7 j  coniugato  ad(^  )  j  deve  avere  il  suo  centro  sulla 

\a  / 

iperbole  ^.  Ma  il  suo  diametro  condotto  per  A  6  evidentemente 
a\  Dunque  il  centro  di  y  è  D. 

h)  Tutte  le  iperboli  equilatere  ts^n^M.. ,  coniugate  ad  un  dato 
yABC^abc,  formano  un  faccio ^  i  cui  punti-base  sono  il  centro 
0  del  centro  iscritio  in  ABC,  ed  i  centri  0^0^,0^  ^^^  cerchi 
BX-iscritii^ 
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Di  vero,  è  noto  che  00^0^,0^  è  un  quadrangolo  ortogonale , 
che  ha  ABC  per  v  diagonale-,  e  quindi  ogni  conica  del  fascio 
[OO^Of^O^]  è  un'  iperbole  equilatera  coniugata  ad  ABC.  Dunque 
(231,  o)  il  teorema  è  dimostrato. 

D'  altronde,  se  s' indichino  con  t^  ,  t\  gli  assintoti  di  unar;^ 
delle  date  iperboli  equilatere,  e  si  assuma  l'iperbole  equilatera 
zs\  del  fascio  [00^0^,0^],  che  passa  pel  punto  air  infinito  di  f,, 
e  quindi  anche  pel  punto  air  infinito  di  t\  ,  ts^  e  ts\  avranno 
di  comune  (100,  d)  altri  sei  punti,  e  perciò  coincideranno. 

/)  Si  ò  dimostrato  in  Ti)  che  tutte  le  iperboli  equilatere  con- 
iugate al  y  ABC  formano  il  fascio  [00^  Of,  OJ ,  il  quale  ha 
ABC  per  y  autoreciproco  assoluto;  ed  è  noto  [b) ,  6»]  che  il 
luogo  dei  loro  centri  è  un  circolo  circoscritto  al  v  ABC. 

Dunque  ,  il  luogo  dei  centri  delle  iperboli  equilatere ,  cow- 
iugate  ad  un  dato  y  ABC ,  è  il  circolo  circoscritto  al  y 
stesso, 

k)  T  teoremi  contenuti  in  h) ,  t)  possono  generalizzarsi  come 
segue: 

Le  iperboli  equilatere  coniugate  ad  un  dato  V  {     )  ?   reale  o 

immaginar  io  y  formano  un  fascio  <I>;  e  il  luogo  i/^  dei  loro  centri 

è  il  cerchio  circoscritto  a  (^)« 

Se  i  \è  un  ^  EFG^efg,  reale  e  non  degenere,  i  punti-base 
di  0  sono  i  centri  dei  4  cerchi  tangenti  ai  tre  lati  del  y. 

(ri  X 
^  j  è  degenere  di  l.a  specie,  e  quindi  è  dato  V  altro  solo 

suo  vertice  E,  situato  in  g,  i  punti-base  di  0  sono  i  centri  dei 
due  cerchi  tangenti  ai  lati  g  ,  EG^e  del  y  (e  che  toccano  e  in 
G) ,  e  il  punto  E ,  contato  due  volte ,  come  centro  di  un  cer- 
chio di  raggio  nullo  tangente  a  g,  e;  mentre  i^^  è  il  circolo  che 
passa  per  G  e  tocca  e  iìi  E. 

Se  (     )  è  UM  y  immaginario ,  e  quindi  è  data  V  involuzione 

Jo  che  rappresenta  i  due  lati  del  y  appartenenti  a  Q,  indicando 
con  s  ,  s'  i  raggi  coniugati  ortogonali  di  \g  ,  due  punti-base  A  ,  D 
di  <I>  sono  reali  e  situati  sopra  uno  s  dei  raggi  s  ,  s' ,  gli  altri 
due  sono  immaginarli  e  giacciono  sopra  s';  e  ciascuno  dei  punti 
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A  ,  D  è  il  punto  delle  altezze  del  y  immaginario ,  individuato 
dalV  altro  punto  e  dalV  involuzione  (s')  di  0  ;  mentre  t}'»  ^   ^^ 
circolo  che  passa  per  G ,  pel  punto  medio  di  DA ,  e  pel  centro 
delV  involuzione  («')  di  0  (*). 
Di  vero  ,  il  teorema  del  n.^  231,  o)  mostra   che  le  iperboli  in 


esame  formano  un  fascio  0,  nel   quale   è   evidentemente  (     J 

il  V  autoreciproco  assoluto;  e  quindi  [b) ,  6.o]  i^^  è    il    circolo 

circoscritto  a  (      ). 
\^/ 

Ora,   se  (     j  è  il  ^EFG^efg,  per  ciascuno   dei  vertici   del 

V  passano  duo  assi  associati  di  sintesi,  i  quali  debbono  essere 
ortogonali  tra  loro  (perchè  rappresentano  un'  iperbole  equila- 
tera degenere  di  *) ,  e  debbono  separare  (224  ,  e)  armonica- 
mente i  due  lati  del  y    che   passano  per   quel    vertice:   ossia 


(*)  Quando  un  vertice,  p.  e.  (?,  del  y  (  j  giac^  all'  infinito  , 
indicando  con  {v^]=\^  V  involuzione  ciclica  del  piano  o  del  y  7 
e  con  r'  il  raggio  centrale  di  Jg  (che  passa  pel  centro  0  di  J^), 
il  luogo  dei  centri  dell  3  coniche  coniugate  a  (  ) è  evidentemen- 
te g,  escludendo  la  conica  degenere  r^'^r\ 

Inoltre,  indicando  con  6,6'  le  bisettrici  degli  A  formati  g  ,  r\ 
V  involuzione  J'^     armonica  ad  J^    ,  e  che  ha  G  ,  r^g  per   punti 

coniugati,  ha  r^{bb')  per  punti  doppi.  In  conseguenza  [nota  (^)   a 

(/nr 
j    ha 

per  punti -base  i  punti  r^(W)  ,  e  i  punti  doppi    dell'  involuzione 
J' .  associata  a  L  ,  J'^   . 

Se  è  J^=  EF,  costruendo  con  la  diagonale  EF  il  D,  i  cui  lati 
sono  II  a  66',  gli  altri  due  vertici  saranno  i  punti  doppi  di  ì\i 
Se  è  ìj^EEj  sarà  r'^EG  ,  O^E,  ed  anche  J'^»  avrà  E  per  unico 
punto  doppio.  Se  ìg  è  ellittica,  indicando  con  E'  j  F'  ì  suoi  punti 
coniugati  equidistanti  da  0,  nel  □  di  diagonale  E'I'^  j  e  coi  lati 
(I  a  66',  gli  altri  due  vertici  saranno  i  punti  coniugati  di  J'^.  equi- 
distanti dal  centro  di  J^-. 
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le  tre  coppie  di  assi  di  sintesi  saranno    le  coppie  di  bisettrici 
degli   A   del  7;  e  perciò  le  loro  intersezioni,  che  sono  i  4  punti- 
base  di  <I>^  coincidono  eòi  centri   dei    cerchi  tangenti   ai   lati 
del  V  ABC. 

Se  (      )  è  degenere  di  l.a  specie,  il  lato  e  e  la  j_  e'  ad  e  in 

O  formano  la  coppia  di  assi  associati  di  sintesi,  appartenente 
al  polo  assoluto  (r;  mentre,  come  nel  caso  precedente,  si  vedrà 
che  r  altra  coppia ,  appartenente  al  polo  assoluto  E ,  è  costi- 
tuita dalle  bisettrici  6,6'  degli  A  formati  da  </ ,  e.  In  conse- 
guenza^ i  4  punti-base  di  0  sono  be' ,  6'e',  e  due  punti  riuniti 
in  uno  E  sulla  retta  g:  ossia  regge    quanto  si  è  enunciato  pel 

V  (     )  degenere  di  1.»  specie. 

Se  (-  )  è  immaginario,  0  avrà  una  sola  coppia  reale  [224, 

t),  3.0]  di  assi  associati  di  sintesi,  appartenente  a  (?,  nella  coppia 
88'  dei  raggi  coniugati  ortogonali  di  Ìq  :  sicché ,  dietro  quanto 
è  stato  dimostrato  alla  fine  di  (7),  una  coppia  reale  AD  di  pun- 
ti-base giacerà  in  una  s  delle  rette  s  ,  «',  e  V  altra  coppia  im- 
maginaria sull'  altra  retta  «';  e  quindi  si  ha  V  ultima  parte  del 
teorema. 
In  fine,  può  dimostrarsi  che  A  ,  D  8ono  i  centri  di  due  cerchi 

{reali)  iscritti  nel  y  immaginario   (^\ 

l)  Date,  in  un  piano  a,  due  parabole  a^ ,  csg^  i  cui  assi  sic-- 
no  J_  tra  loro,  i  quattro  punti  n^cSg ,  reali  0  immaginarli ,  giac- 
ciono [6)  5<>]  sopra  un  circolo  {reale  0  immaginario)'^  e  viceversa. 

m)  Dati,  in  un  piano  e,  un  circolo  a^  ed  una  conica  zs^ 
(reali  o  immaginarii) ,  gli  assi  di  c:^  sono  ||  [6) ,  5^]  alle  bi- 
settrici degli  A  formati  da  una  coppia  reale  {sempre  esistente) 
di  assi  associati  di  sintosi:  ma,  se  cSg  è  nna  parabola,  una  di 
queste  bisettrici  sarà  \\  all'  asse  di  cs^,  e  V  altra  alla  tangente 
nel  suo  vertice  (perchè  ||  all'asse  dell'altra  parabola,  che 
passa  per  i  4  punti  Hj-cs^)  (^)* 


Q)  Caso  particolare  di  questo  teorema  è  quello  riportato  nella 
nota  a  pag.  661. 
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)i}  Dftta  nna  conica  zs^ABCDEf  detcrmiaare  le  direzioni 
dei  suoi  assi. 

Si  cosÈniisca  (227 ,  a)  il  quarto  punto  P  comune  a  a  ed  al 
circolo  ABC  :  le  bisettrici  degli  A  ,  formati  da  due  lati  oppo- 
sti del  quadrangolo  completo  ABCP^  saranno  [m)\  le  richieste 
direzioni, 

o)  Se  ad  un  dato  quadrandolo  ABCD  è  mrcoscrlttibile  un 
cerchio  ,  posto  AB  ■  CD  ^  G  ,  AC  ^ DB  =  F  ,  AD  ■  BC  =  E  ,  le  bi- 
settrici l  j  r  ilelV  A  G  aaranìiO  [6),  b^)\  \\  alle  biiBttrici  m  ,  m' 
dell'  A  F  j  ed  a  quelle  n  j  n*  ddV  a  ^  (perche  nel  faccio  di 
coniche  [ABCD]  sono  AB^CD  AC^DB  ,  AD+BC  la  tre  iporboli 
equilatere  degeneri  eli  e  esso  contiene,  ed  W  ,  mm' ,  mi*  le  coppie 
dei  rispettivi  assi). 

E  vicemrsaf  se  \  jV  sono  \\  ad  m  ^  m%  al  quadrangolo  ABCD 
è  [li),  O**]  clrcùHcrltUbUe  un  cerchio. 

p)  Il  teorema  o)  ^  e  la  sua  dimostrazione ,  reggono  anche 
quando  i  punti  D  ,  C  si  ri  uniscono  in  un  punto  C  di  una  retta 
e  i  ossia  si  ha  che  ,  dati  in  un  jnano  Q  un  v  ABC  ed  una 
retta  e  di  C,  e  posto  AB*e^Gr^  se  il  circolo  ABC  è  tangente  a 
e,  le  bis*ittrici  1 ,  V  dell'  A  G  saranno  \\  alh  bisettrici  m  ,  m'  del- 
l' V  ABC;  e  viceversa, 

q)  Similmonte  si  prova  che  j  se  A  ^  B  sono  due  punti  a«- 
segnati  nel  plano  o  di  un'  iperbole  equilatera  a  di  centro  C  , 
conducendo  per  A  ,  B  ^e  |]  b  ^  a  ordinatamente  al  diametri 
coniugati  di  CB  ,  CAj  i  punti  A  ,  B  j  C  ,  ab^D  giacaramio  in 
un  circolo, 

233,  a)  Data  una  retta  r  {non  polare  assoluta)  nel  piano 
e  di  una  schffira  [abed]  di  coniche  a^w_^... ,  la  reciproca  asso- 
liUa  V*  di  r  è  (23 1  j  d)  la  retta  che  ^  insieme  con  r ,  di  vide  ar- 
fìionicamente  le  tre  coppie  di  vertici  opposti  del  quadrilatero 
abcd  (^}  :  poiché  queste  tre  coppie  di  punti  sono  le  tre  coniche 
degeneri  della  schiera. 

Dunque,  supponendo  che  per  r  si  assumala  retta  airiufìnito 


(*)  Ci  use  una  delle  rette^base  abcd  ha  sé  stessa  per  reciproca  as- 
soluta; e  se  r  passa  per  uu  pelo  assoluto  Cr  di  relativa  polare  ^, 
sarà  r^g. 
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r^  di  Gy  si  conchiude  che  il  hcogo  dei  centri  delle  coniche  cs^n^... 
della  schiera  [abcd]  è  la  mediana  m  del  quadrilatero  abcd:  ma 
queste  coniche  saranno  concentriche,  se  abcd  è  un  D. 

b)  Se  è  d^Cy  ossìa  se  cs^c;,...  sono  iscritte  nel  dato  trilatero 
abc^ABC  e  toccano  e  in  un  punto  assegnato  C,  sarà  r'  (o  m)  la 
congiungente  i  poli  di  r  rispetto  ad  i4B  ,  C6"  (o  la  congiungente 
1  punti  medii  di  AB  ,  CC). 

Se  è  a^bi=Cj  ossia  quando  cSjCSj...  hanno  un  contatto  tripunto 
in  un  punto  assegnato  A  di  una  tangente  comune  a  e  toccano 
un'  altra  data  retta  d,  posto  ad^A',  sarà  r'  (o  m)  la  congiun- 
gente i  poli  di  r  rispetto  ad  A  A'  e  ad  una  a,  delle  coniche 
cs,c3i...  (o  la  congiungente  il  punto  medio  di  AA^  e  il  centro  di  zs^). 
e)  Per  un  fascio-schiera  dì  coniche  bìtangenti  (anche  con 
contatto  immaginario),  con  g ,  G  per  corda  e  polo  del  contatto, 
0  di  coniche  osculatrici  con  contatto  quadripunto  in  un  punto 
G  della  loro  comune  tangente  g  ,  r'  {o  m)  è  la  congiungente  il 
punto  G  al  polo  di  r  rispetto  ad  una  a,  della  coniche  del  fa- 
scio—schiera (o  al  centro  di  sjJ:  e,  nel  primo  caso,  si  può  as- 
sumere per  »!  la  conica  degenere  rappresentata  dall'  involu- 
zione (g)  del  fascio-schiera. 

Inoltre ,  nel  caso  delle  coniche  bìtangenti ,  queste  avranno 
G  per  comune  centro,  se  gf  è  la  retta  all'  infinito  di  e  :  ed  a- 
vranno  per  comune  centro  il  punto  centrale  0  deirinvoluziono 
(g)  del  fascio-schiera,  se  6r  è  un  punto  airinftnito  di  e;  poiché, 
mentre  la  retta  OG  ò  sempre  un  diametro  comune  a  queste 
coniche,  tale  sarà  pure  g,  quando  G  va  air  infinito. 

In  fine ,  sempre  nel  fascio-schiera  di  coniche  bìtangenti ,  e 
neir  ipotesi  di  G  al  finito,  so  le  tangenti  a  ,  e  condotte  per  G 
sono  reali,  ma  1'  una  e  ò  jj  a  </,  le  coniche  di  un  tale  fascio- 
schiera  saranno  iperboli  tangenti  ad  a  nel  punto  ag,  e  che  a- 
vranno  per  comune  assintoto  la  retta  e ,  la  quale  sarà  quindi 
il  luogo  dei  loro  centri. 

d)  Date  in  un  spiano  e  due  involuzioni  non  sovrapposte  di 
raggi  (U)  ,  (UJ;  delle  quali  una  almeno  sia  ellittica^  ed  indicando 
con  (U)'  V  involuzione  (11^),  traslata  parallelamente  a  sé  stessa 
sino  a  che  Uj  coincida  con  U  {*) ,  il  luogo  dei  centri  delle  co- 

(})  In  sostanza,  {Uy  è  la  proiezione  dal  centro  U  della  sezione 
del  fascio  (C/i)  mediante  la  retta  r^   di  o. 
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niche  della  schiera  [(U)  ,  (Uj)]  è  la  seconda  diagonale  m  del  D, 
che  ha  VU^  per  prima  diagonale  ed  i  lati  \\  ai  raggi  c,c'  della 
coppia  comune  ad  (II)  ,  (U)'. 

Di  vero ,  indicando  con  g' ,  g\  i  raggi  coniugati  di  IJUi^^r 
in  (U)  ,  (Ui),  e  con  c^  ,  c\  i  raggi  di  (Ui)  rispettivamente  ||  a 
e  ,  e',  posto  g*g\^G  ,  cc\^C  ,  c'c^^C ,  esiste  una  conica  a 
(reale  o  immaginaria)  della  schiera,  la  quale  ha  C  per  centro: 
poiché  c3  sarà  individuata  dai  diametri  coniugati  e  ,  c\  (che , 
insieme  con  la  retta  air  infinito  r^  di  a ,  costituiscono  un  v 
autorecìproco),  e  dal  polo  G  di  g  (polo  assoluto  nella  schiera); 
e  le  coppie  gg* ,  cc^ ,  gg\  ,  c^c^  di  raggi  coniugati;  per  le  prime 
due  in  (^  e  per  le  altre  due  in  (Ui),  sono  coppie  di  rette  re- 
ciproche a  C3.  Ma  il  polo  della  retta  r^,  rispetto  alla  conica 
degenere  C/^t/,,  è  il  punto  medio  M  di  UU^.  Dunque  il  luogo 
dei  centri  è  la  retta  CMC^ ^m:  ciò  che  dimostra  il  teorema 
enunciato  (*), 

e)  Il  teorema  e)  regge,  anche  quando  Tuna  (U^)  delle  due 
involuzioni  date  è  parabolica,  di  raggio  doppio  Cy^g\,  e  quindi 
r  altra  (C7)  è  ellittica.  Saranno  allora  e  e  cMl  raggio  di  (U)  \\  a 
e,  ed  il  suo  coniugato  in  (C),  mentre  sarà  e',  il  raggio  di  {U^ 
Il  a  e' ,  G^g'g\^g'c^,  Si  osservi  però  che,  in  questo  caso  [nel 
quale  le  coniche  della  schiera  sono  tangenti  a  Cj  in  Ui  ed  hanno 
(U)  per  involuzione  ellittica  di  raggi  reciproci]  il  luogo  dei  loro 
centri  è  la  congiungente  il  punto  medio  M  di  UUi  al  centro 
C  delV  involuzione,  che  (U)  determina  sulla  retta  c^. 

/)  Scy  mentre  ninna  delle  (U) ,  (Ui)  è  parabolica,  g'g\  è  un 
punto  G^  alV  infinito  [nel  qual  caso  la  dimostrazione  riportata 
in  d)  è  in  difetto] ,  secondo  che  V  involuzione  (U^)  si  può  far 
coincidere  con  (U)  mediaìite  una  traslazionSy  o  pur  no^  la  rótta 
alV  infinito  r^  di  a  sarà  la  polare  assoluta  del  punto  medio  M 
di  UUi,  0  passerà  pel  solo  polo  assoluto  G^;  e  quindi  nel  primo 
caso  le  coniche  della  schiera  [(U) ,  (U^)]  avranno  il  comune 
centro  M,  mentre  nel  secondo  caso  il  luogo  dei  loro  centri  è  la 
retta  UU,=g. 


(*)  Se  G  appartenesse  a  e,  o  a  c'^,  si  dimostrerebbe  il  teorema 
allo  stesso  modo,  ricorrendo  però  alla  conica  della  schiera  che 
ha  C  per  centro. 
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In  fatti,  le  due  involuzioni  (U)  ,  (Uj),  delle  quali  una  almeno 
è  ellittica,  determinano  (230,  f)  V  involuzione  G  .  ad  esse  as- 
sociata, che  è  iperbolica  solo  quando  (17)  ,  {Ui)  sono  [230,  f), 
5.^1  amendue  ellittiche;  e  i  raggi  doppi  e,f  dì  G^,  che  con 
g  formano  un  7  autoreciproco  assoluto  nella  schiera ,  separano 
armonicamente  [cfr.  nota  (*)  a  pag.  680)  i  due  umbilichi  U ,  r/j. 
Dunque,  se  si  vuole  che  V  una  f  delle  polari  assolute  e,  f  sia 
la  retta  all'  infinito  r^  di  0 ,  dovendo  ciascuna  delle  e ,  Z'  se- 
gare (C7)  ed  (U^)  secondo  una  stessa  involuzione  di  punti  [cfr. 
nota  (-)  a  pag  680],  ne  segue  che ,  proiettando  da  Z7|  la  sezione 
di  (U)  mediante  r^,  deve  aversi  (C/i):  ed  allora  il  polo  assoluto 
gè  di  r^  coinciderà  col  punto  medio  M  di  UU^. 

Se  quindi  (U^)  non  può  coincidere  con  (U)  mediante  una 
traslazione,  r„  passerà  pel  solo  polo  assoluto  G^, 

g)  Dunque,  se  (C/)  ,  (£7^)  sono  amendue  involuzioni  circolari, 
il  punto  medio  di  UU^  sarà  il  comune  centro  delle  coniche 
della  schiera  (^). 

h)  Se,  essendo  {U^)  parabolica  di  raggio  doppio  c„  e  quindi 
iU)  ellittica,  il  polo  assoluto  g*c^  di  ^  è  un  punto  air  infinito 
G^,  il  V  autoreciproco  assoluto  sarà  degenere  di  1.*  specie,  o 
dei  suoi  lati  g ,  c^  ninno  coinciderà  con  la  retta  all'infinito  r^. 
Dunque  r^  passerà  pel  solo  polo  assoluto  G^\  e  perciò  in  que- 
sto caso  sarà  g  il  laogo  dei  centri  delle  coniche  appartenenti 
alla  schiera  [{U) ,  {U^)\ 

i)  Abbiamo  supposto  sin  qui  che  i  centri  U  yU^  delle  in- 
voluzioni {U)j{U^)  sieno  amendue  al  finito. 

Ora,  se  U  giace  all'  infinito,  il  raggio  centrale  di  {U)  sarà  la 
reciproca  assolata  della  retta  all'  infinito ,  ossia  sarà  il  luogo 
dei  centri  delle  coniche  della  schiera.  E  se  U  y  U^  stanno  a- 
mendue  all'infinito,  in  direzioni  difi'erenti,  le  coniche  della  schiera 
avranno  per  centro  comune  il  punto  d' intersezione  dei  raggi 
centrali  di  {V)  ed  {Uj). 

k)  Si  noti  ancora  che ,  se   le  involuzioni  assegnate   in   d) 


(*)  Le  coniche  di  questa  particolare  schiera  hanno  [cfr.  nota  a 
pag.  675]  tutte  gli  stessi  fuochi  17,  U^:  e  perciò  sì  diranno  omo- 
focali  {hi confocali)'^  chiamando  poi  unifocali  due,  0  più  ,  coniche 
di  un  piano,  se  esse  hanno  un  sol  fuoco  comune. 
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sono  araendae  iperboliche,  si  rientra  nei  cnso  del  fascio  [^Zjcd]- 
ed  allora  è  facile  vedere ,  che  esistono  nel  quadnlatcro  abrd 
due  vertici  opposti  tali ,  che  le  coppie  di  lati  concorroatì  in 
essi  individuano  due  involuzioni  iperboliche  (?7)j(C/^),  allo 
quali  si  applica  la  costruzione  dì  m  data  in  il).  Ma  è  evidente 
che,  in  tal  caso ,  è  assai  più  semplice  di  licorrere  a  quanto  è 
detto  in  a). 

/)  Mediante  V  omografia,  il  teorema  d)  dà  il  seguente,  che 
può  pure  direttamente  dimostrarsi. 

Date,  in  un  piano  a,  due  involnzloni  non  sovrappoéte  di  raggi 
(U)  ,  (Ui),  delle  quali  una  almeno  sia  ellìfUcaf  e  data  una  retta  v 
di  e  non  polare  assoluta  nella  schiera  [{lì)  ,  (U^)|,  »e  e  ,  o*  sono 
l  raggi  coniugati  comuni  ad  (Uj)  ed  all'  hiuoluzioue  (U')  che 
proietta  da  U  la  sezione  prodotta  in  (Uj)  mediante  r  ,  posto 
cr.  Ui==Ci  ,  c'r-Ui^c\,  la  reciproca  auoluta  dì  v  è  la  retta 
cc'i'C'Cj  [cfr.  n.o  231,  d),  a  destra]. 

Tralasciamo  i  casi  particolari  (*);  e  notiamo  solo  che  la  dua- 
lità dà  una  costruzione  novella  [cfr.  n.^  231,  rf),  a  sinistra]  del 
reciproco  assoluto  dì  un  punto  M  rispetto  ad  un  fascio  dì  coniche. 
m)  In  una  schiera  di  coniche^  il  cai  unico  7  auto  reciproco 

assoluto  (  J  non  è  degenere  di  2,«  specie  [ossia  quando  que- 
ste coniche  non  formano  un  fascio-scbieraj  né  sono  osculatrìci 
con  contatto  tripunto],  esistono  in  generale  due  iperboli  equi- 
latere I  poiché  i  loro  centri  sono  ì  punti  d' intersezione  della 
retta  m ,  luogo  dei  centri  delle  coniche  della  schiera,  col  cìr- 
colo (232,  k)  circoscritto  al  v  (  J  h  ^--^  esiste  sempre  una  sola 
parabola  il  cui  asse  è  ||  ad  m  (*), 


(*)  E  evidente  che ,  in  una  qualunque  schiera  di  coniche  ,  che 
ha  in  g  una  polare  assoluta  di  relativo  polo  G,  ogni  retta  di  ff  è 
reciproca  assoluta  di  g. 

(*)  Quando  le  rette-base  abcd  della  schiera  sono  tutte  reali,  ed 

è  c|ja,6l|c?,    mentre  evidentemente  1'  unica  parabola  della  schiera 

degenera  nella  coppia  di  punti  ac,hd ,    la  schiera  atesaa  contiene 

una  sola  iperbole  equilatera,  la  quale  ha  per  aaatototi  le  bisettrici 

Sanmia. —  Geometria  proiettiva.  ^^ 
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Se  poi  0,g  sono  due  elemcniij  che  si  appartengono,  dei  quali 
g  però  è  sempre  al  finito,  nella  schiera  di  coniche  iisculairici 
con  contatto  tripunto  nel  punto  G  della  loro  tangciue  eomttne 
d),  non  vi  possono  essere  |ilù  ili  due  iperboli  equilatere;  altri* 
mentì  queste  apparterrebbero  (231,  m)  ad  un  fascio.  Ma  se  ne 
possono  aver  due  :  poiché ,  assunta  un'  iperbole  equilatera  e, 
tangente  a  ^  in  (? ,  si  sa  costruire  (227 ,  e)  un'  altra  iperbole 
equilatera  xz^,  osculatrice  a  n^  in  6r  con  contatto  tripunto,  dando 
le  direzioni  ortogonali  degli  assìntoti  di  cs^.  —  Inoltre ,  questa 
schiera  contiene  una  sola  parabola,  il  cui  asse  è  ||  alla  retta 
m,  congiungente  il  punto  medio  del  segmento  G-dgcol  centro 
di  una  conica  della  schiera  (^). 

Ma  se  si  ha  un  fascio -schiera  di  coniche  bitangenti ,  con  g 
e  O  per  corda  e  polo  del  contatto  (o  di  coniche  osculatrici 
con  contatto  quadripunto  in  un  punto  O  della  loro  tangente 
comune  g) ,  indicando  con  ^  la  congiungente  il  punto    O   col 


t^V  degli  A  formati  dalle  diagonali  del  n  àbcd,  — In  fatti,  posto 
ah^A^cd~A^ ,  ad=It  ,  bc^B\  le  rette  A  A'  ,  BB'  saranno  diametri 
coniugati  in  ciascuna  conica  a  centro  della  schiera;  e  conducendo 
ordinatamente  per  AA'BB*  le  rette  ZZ'wm'|(  a  t,  si  avrà  in  t  uno 
dei  raggi  doppi  dell'  involuzione  |ZZ',7nm'|.  In  conseguenza,  la  co- 
nica iscritta  nel  ^  ahcdj  che  passa  pel  punto  all'infinito  IVy  ha  t 
per  tangente  ;  ossia  è  un'  iperbole  equilatera ,  perchè  i  diametri 
coniugati  AA^ ,  BB'  sono  ugualmente  inclinati  all'  assintoto  t. 

Si  osservi  ancora  che,  quando  tutte  le  coniche  di  una  schiera 
hanno  comuni  due  tangenti  rappresentate  da  una  data  involuzione 
J ,  iperbolica  o  ellittica ,  e  toccano  una  retta  e  in  un  suo  punto 
assegnato  C ,  il  V  autoreciproco  assoluto,  degenere  di  1*  specie, 
ha  per  lati  le  rette  c,ilC,  e  per  vertici  il  punto  C  e  il  coniu- 
gato di  C  nella  sezione  prodotta  da  e  in  ]. 

(^)  Del  resto,  poiché  noi  dimostreremo  in  seguito,  che  il  laogo 
dei  centri  delle  iperboli  equilatere,  iscritte  in  un  dato  v  (reale  o 
immaginario) ,  è  il  circolo  coniugato  al  y  >  i^®  segue  che  posto 
dg=0'  ed  indicando  con  H  il  punto  d'incontro  della  JL  a  ^  in  G 
con  la  J_  condotta  da  G  a.  d  j  ì  punti  comuni  ad  m  ed  al  cerchio 
di  centro  5"  e  di  raggio  HG'  saranno  i  centri  delle  iperboli  e- 
quilatere  di  questa   schiera. 
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centro  di  una  coni  cri  del  fascio  schiera ,  questo  conterrà  tina 
Bola  iperbole  equilatera  [233,  e)  e  232,  c}],  i  cui  assintoti  sono 
I]  alle  bisettrici  degli  A  formati  da  g  ^  g\  ed  una  sola  parabo- 
liii  11  cui  asse  è  ||  a  ^^ 

234,  a)  Se  (u}^  ,  (^j)^^i  >  (m)^j/  ^otto  tre  involuziùni  assa- 
claie  [230;  f)  ,  S.^], 

1.»  V  mia,  p.  e.  J^^  è  V Inmliiziona  fg)  dd  fascio  di  coìiiche 
[J  j  Ijj  ;  rf'  onde  si  ha  ^  in  generale  j  una  particolare  genesi  di 
tutte  le  coniche  reali  di  questo  fascio  j  mediante  fasci  proiettivi 
di  raggi: 

2.'*  assunte  €lité  coppie  arhitarie  di  punti ^  reali  o  immagi- 
nar it,  rappresentate  dalie  invoìuzioni  V  ,  J'^  armoniche  ordina- 
tamente ad  J  j  )j,  V  involuzione  determinata  in  g  dal  fascio  di 
coniche  [V  ^ì^]  è  ìg\  e  costmita  la  polare  g'  del  punto  uu^^G 
nel  fascio-  [V  j  l\] ,  i  due  fasci  [) ,  IJ  ,  U'  ,  ì\]  determinano  in 
g'  la  stessa  ìnvoluziùne  di  punti: 

3.'>  Indicando  inoltre  con  V^  un'  involuzione  arbitraria  ar* 
manica  ad  1^,  le  tre  coppie  di  punti j  7'eaU  o  immaginar iCj  rap- 
presentate €la  y  j  l'j  ,  y^  appartengono  ad  una  stessa  conica^  rea- 
le o  immaginaria  [cfr.  n,'>  230,  f)j  4,^], 

Di  TtTOj  nel  n.t>  280,  /}  6.^  si  è  già  dimostrato  che  J^  è  Tin- 
voluzione  determinata  in  g  dal  fascio  [I ,  Ij  .  Ora,  se  C^,  C'^ 
sono  due  punti  reali  coniugati  In  1^,  i  fiisci  proiettivi^  che  pro- 
iettano da  C7g ,  C's  la  J  (e  quindi  anche  la  1^}  generano  una  co- 
nica n  del  fascio  stesso:  poiché  ess^a  passa  per  Cg ,  C^,  ed  ha 
l  j  1|  per  involuzione  di  punti  reciproci.— Si  osservi  però  chCj 
se  la  ì,j  e  ellittica,  essendo  reali  tutte  le  coppie  di  punti  con- 
iugati in  questa  involuzione,  variando  i  centri  di  proiezione  C^, 
C^j,  sì  avranno  tutte  le  coniche  (necessariamente  reali)  del  fa- 
scio: in  contrariai  si  avranno  solo  quelle  coniche  reali j  che 
segano  g  in  punti  reali  (^), 

Andiamo  ora  a  dimostrare  le  altre  due  parli  dei  teorema. 
Se  nìuna  delle  involuzioni  y^LL\i\^M^3I\  è   ellittica, 
r  involuzione ,  determinata  in  g  dal  fascio  [IS^M»   ^  definita 


(*)  La  coppia  dei  ponti  ug^G*  ,  u^g^G\j  coniugati  in  J^  ,  dà 

la  conica  degenere  u^u^* 
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dalle  coppie  di  punti  coniugati  LM^-g  ed  L*M\'g,  LM\'g  ed 
L'.M^*g\  e  quindi  coincide  con  \g.  E  da  ciò  segue  (231,  e),  che 
^'7^1;  *'ff  rappresentano  tre  coppie  di  punti  di  una  conica  del 
fascio  stesso,  sia  \'g  ellittica    o  pur  no. 

Se  poi  J' ,  \\  sono  amendue  ellittiche,  ciò  importa  che  J ,  Ji , 
]g  sono  tre  involuzioni  iperboliche.  Ora,  indicando  con  EF , 
E^F^  ,  -^2^2  ordinatamente  le  coppie  dei  loro  punti  doppi,  che 
sono  [230,  /'),5.o]  le  coppie  di  vertici  opposti  di  un  quadrilatero 
completo,  siccome  EF  y  E^F^  sono  involuzioni  armoniche  rispet- 
tivamente ad  J',  J'i,  e  quindi  EF ,  E^F^  sono  coppie  di  punti 
reciproci  assoluti  nel  fascio  [J' ,  J'^] ,  ne  segue  che  tale  sarà 
pure  la  coppia  E^F^.  Ma  E^ ,  F^  sono  (231 ,  k)  punti  reciproci 
assoluti  nel  fascio  [) ,  Jj],  e  definiscono  J^.  Dunque  il  fascio  [J',J'J 
determina  in  g  V  involuzione  J^:  e  perciò  pure  (231,  e)  le  cop- 
pie di  punti ,  rappresentate  da  J' ,  \\  ,  1'^,  appartengono  ad  una 
conica  di  questo  fascio,  quale  che  sia  l'g. 

Sicché,  quali  che  sieno  J' ,  J'i  ,  J'^,  le  coppie  di  punti  da  esse 
rappresentate  appartengono  ad  una  stessa  conica  (reale  o  im* 
maginaria):  poiché,  se  J'  è  ellittica,  mentre  ì\  è  iperbolica,  se- 
condo che  ì'g  è  iperbolica,  o  ellittica ,  nel  ragionamento  fatto , 
si  potrà  partire  dalle  due  involuzioni  J, ,  J^,  o  dalle  due  J  ,  Sg. 

Osservando,  in  fine,  che  J,Jj  sono  armoniche  rispettivamente 
ad  y  ,  l'i,  risulta  evidentemente,  da  quanto  é  stato  innanzi  di- 
mostrato, che  i  fasci  [J  ,  Jj]  ,  [J' ,  l'i]  determinano  la  stessa  in- 
voluzione di  punti  sulla  polare  assoluta  g'  di  uu{=G  rispetto 
al  secondo  fascio. 

b)  Considerando  le  involuzioni  J'  ,  J'j ,  e  quella  J'^  che  il 
fascio  [J'  ,  J',1  determina  in  g\  è  noto  [230,  /),  5.o]  che  Vg  sarà 
iperbolica,  o  ellittica,  secondo  che  J' ,  J'i  sono  amendue  iper- 
boliche ,  0  r  una  iperbolica  e  V  altra  ellittica.  Ma  J' ,  \\  ,  jy 
rappresentano  [nota  (^)  a  pag.  680]  tre  coppie  di  vertici  op- 
posti di  un  quadrilatero  completo  (reale  o  immaginario),  e  sono 
pure  coppie  di  punti  reciproci  assoluti  del  fascio  [J  ,  ì^].  Dunque: 

Se  due  coppie  di  vertici  (0  lati)  opposti  di  un  quadrilatero 
(0  di  un  quadrangolo)  piano  completo ,  reale  0  immaginario , 
sono  coppie  di  elementi  reciproci  ad  una  conica — reale  0  imma- 
ginaria^j  delia  stessa  proprietà  godrà  la  terza  coppia]  e,  delle 
tre  coppie,  una  almeno  è  [nota  (^)  a  pag.  680]  reale. 
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In  altri  termini,  due  coppie  {reali  o  immaginarie),  di  elemenfi 
omonimi  reciproci  in  una  polarità  piana ,  individuano  una 
terza  coppia  di  elementi  omonimi  reciproci. 

e)  Indicando  sempre  con  g  la  polare  assoluta  del  punto 
uu^^G  nel  fascio  di  coniche  [{u)  ,  (Wj)],  e  con  U ,  U^ì  poli  di 
u  ,  Wj  rispetto  ad  una  n  di  queste  coniche ,  saranno  [230 ,  f] , 
6.0]  U ,  Ui  due  punti  coniugati  neir  involuzione  ìg  ,  associar.n, 
alle  involuzioni  (?t)=J ,  (?a,)^i.  In  conseguenza,  se  J' ,  ^'1  sonn 
due  involuzioni  armoniche  ordinatamente  ad  1  ,J  j,  esse,  insiemi^ 
con  UU^y  costituiscono  due  v  autoreciproci  rispetto  a  o. 

Dunque,  dati  in  una  polarità  piana  17^  due  v  autor ecipr oc ì^ 
reali  0  immaginarli,  esistono  due  coniche  polari  reciproche  ri- 
spetto a  TI ,  f  una  circoscritta  ai  due  \j  y  e  V  altra  iscritta  in 
essi. 

d)  Considerando  poi  le  involuzioni  di  raggi,  che  da  U  ^  f.\ 
proiettano  J  ,  ì^,  esse  rappresentano  le  coppie  di  tangenti,  con- 
dotte da  U ,  Ui  ad  una  conica  del  fascio  [J  ,  J^].  Dunque: 

Se  IT ,  U,  sono  i  poli  di  u  ,  u^  rispetto  ad  una  conica  ^ 
(reale  0  immaginaria) ,  le  coppie  di  tangenti ,  reali  0  immagì* 
norie  condotte  f?a  U  ,  U|  a  n ,  e  le  rette  u  ,  u^ ,  sono  tangenti 
ad  una  seconda  conica  C3j,  mentre  U  ,  Ui,  e  le  coppie  di  pun- 
ti u«c3,Ui-c3,  giacciono  nella  polare  reciproca  cs'  di  o^  ri- 
spetto a  C3. 

e)  Se  due  V  (  «  )  ;  (  k  )  >  'reali  o  immaginariij  sono  iscrìt- 
ti in  una  data  conica  reale  cs^  (0  sono  circoscritti  ad  una  data 
conica  reale  ^\) ,  essi  sono  autoreciproci  in  una  individuatft 
polarità  piana. 

Di  vero,  sia  TI  la  polarità  piana,  definita  dal    v  (     )  iscriUo 

in  C3i  e  dal  polo  J5  di  6;  e  s'  indichino  con  11^,  11^  le  involu- 
zioni di  punti  determinate  da  II  in  a  ,  6.  Dietro  l'ipotesi  fattn. 
r  involuzione  (a)  di  n^  sarà  armonica  a  TI„,  ossia  rappresenter-i 
una  coppia  (reale  o  immaginaria)  di  punti  coniugati  in  IT^  ;  «' 
sarà  AB^g  la  polare  di  af}^G  in  II.  Ma  i  poli  ^  ,  2^  di  a,h  in 
II  sono  [230,  e),  6.0]  coniugati  nell'  involuzione  ìg  (di  sostegno 
g)  associata  a  11^  ,  IT^.  Dunque,  poiché  zz^  contiene  duo  coppi*' 
di  punti  coniugati  ordinatamente  in  J^^n^,,  essa  segherà  h  in 
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una  coppia  di  punti  coniugati  in  11^;  ossia  V  involuzione  (ò)  di 

Hj  sarà  armonica  a  11^,,  e  il  v  f,   )  ,  iscritto  in  C5i,  è   perciò 

autoreciproco  in  U:  ciò  che  dimostra  il  teorema  enunciato  per 
due  V  iscritti  in  a^—Lsi  dualità  darà  V  altro  teorema. 

f)  Dal  teorema  e)  si  può  poi  immediatamente  conchiudere 
[e)]  che ,  se  due  y ,  reali  o  immaginarii ,  sono  iscritti  in  una 
conica  reale  Oj,  essi  sono  circoscritti  ad  un'  altra  conica  reale 
C3\,  polare  reciproca  di  C3j  in  una  individuata  polarità  piana: 
e  viceversa. 

e)  Segue  ancora  che,  date  in  un  piano  a  una  conica  reale 

o,  (o  Og)  ed  una  polarità  11,  se  un  y  (  j  reale  o  immagina- 
rio, iscritto  in  a^  (o  circoscritto  a  a^),  è  autoreciproco  a  11,  e- 
sistono  infinite  rette  b  (o  infiniti  punti  C)  tali,  che  le  involuzioni 
determinate  da  Oi  e  U  in  b  (o  da  a^  e  II  in  C)  sono  armoniche 
tra  loro:  sicché  V  inviluppo  di  b  (o  il  luogo  di  C)  è  la  conica 
Z3\  (o  n'g),  polare  reciproca  di  a^  (o  di  zs^)  rispetto  alla  pola- 
rità II;  ed  esistono  quindi  anche  infiniti  y,  reali  o  immaginarii, 
iscritti  in  a^  (o  circoscritti  a  o,)  ed  autoreciproci  a  IT. 

Poiché,  assunto,  p.  e.,  in  o^  un  punto  variabile  B,  e  costruita 
la  polare  b  dì  B  rispetto  a  II,  le  involuzioni  che  o^ ,  Il  deter- 
mineranno in  b ,  saranno  armoniche  ;  e  variando  B ,  la  retta 
b  invilupperà  una  conica  a\ ,  polare  reciproca  di  zs^  rispet- 
to a  IT. 

236.  a)  Date ,  in  un  piano  a ,  wn'  involuzione  di  raggi  (U) 
ed  un'  involuzione  di  punti  (u^) ,  non  prospettive  ,  e  tali ,  che 
ninna  sia  parabolica,  e  i  loro  sostegni  non  si  appartengano,  se 
una  almeno  delle  (U) ,  (u^)  è  ellittica ,  o  se ,  essendo  amendue 
iperboliche ,  i  raggi  doppi  a  ,  b  dt  (U)  non  separano  i  punti 
doppi  Mi  ,  N^  di  (Uj),  né  tino  dei  punti  M^ ,  N^  giace  sopra 
una  delle  rette  a ,  b,  V  involuzione  (Uj),  e  quella  (u,)'  secondo 
cui  Uj  seziona  (U)  ,  hanno  una  coppia  comune  PP'  di  punti 
coniugati  distinti:  ed  esiste  allora  un  sistema  f(U)  ,  (Uj)]  di  in- 
finite coniche  {reali  o  immaginarie),  che  hanno  (U) ,  (u^)  per  co- 
muni involuzioni  di  elementi  reciproci,  e  che  si  dividono  in  due 
serie,  cioè  nelle  coniche  del  sistema  [(U),  (u,)]  che  hanno  P  per 
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polo  di  UP  =p',  ed  in  quelle  che  hanno  P'  per  polo  di  UP^p   (^). 

Indicando  poi  con  r  una  retta  assegnata  in  a,  quando  r  non 
coincide  con  Uj^  né  passa  per  U  se  il  punto  ru^^L  non  coin- 
cide con  uno  dei  punti  P  ,  P',  costruendo  i  coniugati  0^  ,  0  di 
L  ordinatamente  in  (uj  ,  (Uj)' ,  il  luogo  dei  poli  di  v ,  rispetto 
alle  coniche  dellsi.  i.«  serie,  è  una  conica  ^^  (r^ale  e  non  dege- 
nere) ,  die  passa  per  i  punti  UOiO  ed  ha  rp'  per  polo  della 
corda  UO^,  mentre  il  luogo  dei  poli  di  r  rispetto  alle  coniche 
della  2.»  serie  è  un'altra  conica  <{/2,  {reale  e  non  degenere),  la  quale 
passa  pure  per  i  punti  U0,0 ,  ma  ha  rp  per  polo  della  cor- 
da UOi  (^,—  Ma  se  L  coincide  con  Vano  P'  dei  punti  P  ,  P  ', 
e  quindi  è  O^Oj^P,  il  luogo  dei  poli  di  r,  rispetto  alle  coni- 
che della  1,<*  seme,  è  una  conica  ^^  (reale  e  non  degenere),  che 
passa  per  U  ,  P,  ed  ha  P'  per  polo  della  corda  VO^ ,  mentre , 
rispetto  alle  coniche  della  2«  serie,  esclusa  la  degenere  (U)',  il 
luogo  dei  poli  di  t  è  la  retta  p. 

Se  r  passa  per  U,  rispetto  a  tutte  le  coniche  del  sistema  [(U), 
(Uj)],  esclusa  la  degenere  (U)',  il  luogo  dei  poli  di  r  è  il  raggio 
t',  coniugato  di  r  in  (U);  e  se  è  r^u^ ,  questo  luogo  di  poli  è 
la  retta  p'  per  le  coniche  della  Ifi  serie,  e  la  retta  p  per  quelle 
della  2.»  serie,  quando  si  esclude  la  conica  degenere  (Uj)'  (^, 

In  fatti^  indicando  con  u  una  retta  arbitraria  di  o,  che  passi 


(^)  Le  coniche  degeneri  del  sistema  [(U),  (uj,  sono  rappresen- 
tate da  (u^Y  e  dair  involuzione  (Z7)'  che  proietta  (u^)  da  U;  ed 
amendue  appartengono  a  ciascuna  delle  due  serie  del  sistema  stesso. 

(*)  Se,  essendo  (Mj)  iperbolica,  r  passa  per  uno  M^  dei  punti 
doppi  di  (uj,  sarà  O^M^,  ma  nulla  muta  in  quanto  si  è  sin  qui 
enunciato. 

(^)  Se  il  punto  U  giace  all'  infinito,  è  chiaro  che  reggerà  senza 
eccezione  quanto  è  stato  enunciato.  —  Se  in  vece  u^  è  la  retta 
air  infinito  di  o,  ai  punti  al  finito  L  ,  0  ,  0^  saranno  sostituiti  i 
punti  air  infinito  della  ||  ad  r  condotta  per  U  e  dei  raggi  coniu- 
gati di  questa  ||  in  {U)  ,  {lf)\  mentre  a  P ,  P*  si  sostituiranno  i 
punti  alFinfinito  della  coppia  di  raggi  coniugati  comune  a  (U),{Uy, 

Siccome  poi  abbiamo  supposto  che  U ,  u^  non  si  appartengono, 
non  è  qui  permesso  supporre  che  U ,  u^  sieno  amendue  elementi 
air  infinito  di  e. 
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per  P  (o  per  P') ,  e  con  (u)  la  seziono  di  {U)  mediante  n ,  è 
individuata  [eserc.  24 ,  e) ,  a  pag.  593]  una  conica  C3 ,  reale  o 
immaginaria ,  che  ha  {u)  ,  {u^  per  involuzione  di  punti  reci- 
proci, ed  U  per  polo  di  m;  e  questa  conica  appartiene  eviden- 
temente al  sistema  [{U) ,  (m,)].  Viceversa,  se  una  retta  m  è  la 
polare  di  CT  rispetto  ad  una  conica  o  del  sistema  [(C) ,  («i)] , 
noi  potremo  considerare  n  come  una  conica  di  un  fascio-schiera 
<l>,  nel  quale  u  Qà.  U  sono  la  corda  ed  il  polo  del  contatto , 
mentre  {U) ,  u^u  sono  due  coniche  degeneri  di  <I»  ;  e  la  tra- 
sversale Wj  segherà  (231 ,  b)  queste  tre  coniche  nelle  tre  cop- 
pie di  punti  coniugati  dell'  involuzione  J^PP' ,  rappresentate 
da  (mj)  ,  {u^y  y  Ui{u'^u):  sicché  ti^u  è  uno  dei  punti  doppi  di  J; 
e  perciò  u  deve  passare  per  P  (p  per  P%e  sarà  quindi  UP'^p' 
(o  UP=p)  la  polare  di  P  (o  di  P'). 

Ora  se  C3  è  una  conica  della  /.^  serie,  individuata  dalla 
polare  u  di  Uj  posto  ur^D,  UD^d^ ,  ed  indicando  con  d  ,  h* 
i  coniugati  in  {U)  di  d' ,  UO^^h,  rispetto  a  C3  sarà  D  il  polo 
di  d  ,  h^u^  H  il  polo  di  Ti ,  Oi  il  polo  di  Z/j&=  o,  ,  o^p^^U^^  il 

polo  di  t^p  L  il  polo  di  0^U{=1'^  e  le  polari  d,  l  dei  punti  D 
Z/  di  r  si  segheranno  nel  polo  R  di  ?\  Ma,  facendo  variare  la 
conica  C3  nella  prima  serie,  le  rette  d' ,  w  ,  o^  ,  Z  descrivono  in- 
torno ai  punti  fìssi  U ,  P  y  L  j  0^  quattro  fasci  di  raggi ,  dei 
quali  ciascuno  è  prospettivo  al  seguente,  e  con  le  rette  fisse 
r' ,  Zi' ,  p*  ordinatamente  per  assi  di  prospettiva ,  mentre  d  ,  d' 
sono  coniugati  in  (U).  Dunque,  i  fasci  descritti  da  d  ,  Z  sono 
proiettivi;  e  perciò  il  polo  dla^R  di  g  genera  una  .conica  ^^  , 
che  passa  per  i  centri  C,  0,  di  questi  fasci.  —  Inoltre,  anche 
0  è  un  punto  di  ?j;i;'poichè,  per  d=UO,  si  ha  successivamente 
d'^UL  ,  D=^L  ,  v^PIj^u^  ,  H^Vu^  ,  o^^u^y  U(=iP'  ,  l^u^  ,  e 
quindi  dl=0  C).—  Ma,  per  l=OiU=h,  si  ha,  L  17^=17,  Oj=LUy 
H=U ,  u^PU^p  ,  D=pr  ,  d'^p  ,  d=/?';  e  per  d^UOi  ^^  ^*  ^ — 
/i' ,  D~hW=M ,  u~PM,H=M ,  o^=r  ,  U^^rp'=:N  ^  l=O^N.  Dun- 
que ;;' ,  O^N  sono  le  tangenti  di  ^^i  in  C7 ,  O^;  ed  rp'  è  il  polo 
di  UOy^  rispetto  a  ^^, 


{})  D'altronde,  è  evidente  che  il  polo  di  r,  rispetto  alla  conica 
degenere  (Wj)',  è  il  punto  0,  il  quale  deve  quindi  appartenere  a 
4^,  [mentre   C7  è  il  polo  di  r,  rispetto  alla  conica  degenere   (t/)']. 
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Analogamente,  scambiando  tra  loro  P  e  P'  ,p  ep',  sì  ottieno 
quanto  si  è  enunciato  per  la  conica  tj/g  (^). 

Se  poi  r  passa  per  P',  considerando  pure  la  polare  u  dì  /' 
rispetto  ad  una  conica  o  della  1.»  serie,  e  posto  ur^Dj  UD^t(\ 
ed  indicando  con  d  il  coniugato  di  d'  in  (U) ,  rispetto  a  zs, 
sarà  J)  il  polo  di  d;  e  costruendo  il  coniugato  K\  in  (Wj)  ded 
punto  rfW|^^i ,  sarà  K^  il  polo  di  K\D=k^ ,  kj}'^U^  il  polu 
di  «I  ,  P'  il  polo  di  PUy^l:  sicché  le  polari  d  ,  Z  dei  punti  D  j  P^ 
di  r  si  segheranno  nel  polo  R  dì  r.  Osservando  in  seguito  clic 
D  ,  K\  descrivono  sopra  r  ,  u^  due  punteggiate  prospetti vej  il 
cui  centro  di  prospettiva  8  giace  sulla  retta  p  {^)  ,  sarà  faci  hi 
dimostrare  quanto  è  stato  enunciato  per  la  conica  ^3.-11  restt> 
è  evidente. 

6)  Abbiamo  supposto  in  a)  che  le  (C7),  (wj  non  sieno  pm- 
spettive,  e  che  ninna  di  esse  sia  parabolica;  perchè  altrimenti 
rientreremmo  in  casi  già  considerati  altrove. 

Ad  un  caso  però  non  trattato  altrove,  ed  escluso  in  a}, 
provvede  il  seguente  teorema. 

Datej  in  un  piano    g,    due    involuzioni   iperboliche  (U)^iibi 
(Ui)=MiNi,  i  cui  sostegni  non  si  appartengono^  e  tali  che  a  panan 
per  V  uno  M^  dei  punti  Mj  ,  N^,  mentre  N^  non  giace  in  b  ^  r 
siste  un  sistema  [(U)  ,  (u^)]  d^  infinite  coniche  {reali)y  che  hamnf 
(U) ,  (uj  ^>er  comuni  involuzioni  di  elementi  reciproci. 

Indicando  poi  con  r  una  retta  assegnata  in  o,  quando  v  ufftt 
coincide  con  u^  ìiè  passa  per  U,  se  il  imnto  ru^^EL  è  disti  a  f*» 
da  Mp  posto  bUi^N,  e  costruendo  i  gruppi  armonici  M^N^LOj 
M^NLO ,  il  luogo  dei  poli  di  r ,  rispetto  a  tutte  le  coniche  drl 
sistema  [(U)  ,  (uj)],  è  tuia  conica  ^  (reale  e  non  degenere),  elt*^ 


(')  Si  può  facilmente  vedere,  l.o  che  0,  è  il  polo  di  r,  taiiln 
rispetto  a  quella  conica  della  l.*^  serie  che  è  individuata  dal  polo 
rp  '  di  t/, ,  quanto  rispetto  a  quella  conica  della  2.»  serie  che  r 
individuata  dal  polo  rp  di  «,  :  2.o  .che  i  fasci  descritti  da  d  ,  /  , 
e  che  generano  «[^i  (^  ^2)  »  ^^^^  segati  da  r  secondo  un'  involn- 
zione,  che  rappresenta  i  due  punti  rò|  (o  r-tj^g)- 

(*)  Basterà  osservare  che,  per  d*^p\  si  ha  D^H!^^P,  e  ìihi- 
d^=Py  si  ha  7)=rp,  R\=P, 
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passa  per  i  punti  UO^O,  ed  ha  ra  per  polo  delia  corda  UO,. 

Se  r  coincide  con  Uj,  o  passa  per  M^ ,  escludendo  la  conica 
degenere  (u^)',  il  luogo  dei  poli  di  t  è  la  retta  a. 

Se  V  passa  per  U,  escludendo  la  conica  degenere  (U)',  il  luogo 
dei  poli  di  T  è  la  retta  r',  coniugata  di  r  in  (U)  (*). 

Di  vero,  rispetto  ad  ogni  conica  o  del  sistema  [iV),{u^)]f 
la  polare  u  di  U  deve  passare  evidentemente  per  My  ;  ed  as- 
segnando il  punto  di  contatto  della  tangente  b ,  è  individuata 
una  conica  del  sistema  stesso. 

Ora,  posto  ur^D  ,  UD=d\  ed  indicando  con  d  ^h*  ì  con- 
iugati in  (JJ)  di  d-  ,  UOy^h,  rispetto  a  ts  sarà  D  il  polo  di  d, 
h'u^H  il  polo  di  h,  0|  il  polo  di  LH-o^  ,  o^a^U^  il  polo  di  «j, 
L  il  polo  di  OyU{=L\  sicché  le  polari  d  ,  l  dei  punti  Z> ,  L  di  r 
si  segano  nel  polo  i2  di  r.  È  facile  poi  provare  quanto  si  è 
enunciato  rispetto  a  4. 

Il  resto  è  evidente. 

e)  Se  i  sostegni  delle  involuzioni  (U)  ,  (Ui),  assegnate  in  un 
piano  e,  si  appartengono ,  ma  ninna  di  queste  è  parabolica  (*) 
esiste  un  sistema  [(U) ,  (Uj)]  d'infinite  coniche^  che  hanno  (U) ,  (Uj) 
per  comuni  involuzioni  di  elementi  reciproci. 

Indicando  poi  con  r  una  data  retta  di  a ,  quando  r  non 
passa  per  U,  se  il  punto  ru^^L  non  coincide  col  coniugato  U'j 
di  U  in  (Uj),  indicando  con  0,  ,  u'  i  coniugati  di  L  ,  u,  in  (uj), 
(U),  il  luogo  dei  poli  di  r,  rispetto  a  tutte  le  coniche  del  sistema 
[(U)  ,  (u,)],  è  una  conica  i^  {reale  e  non  degenere) ,  che  passa 
per  U  ,  0, ,  ed  ha  ru'  per  polo  della  corda  UO,.  Ma  se  è  L:=U'i, 
o  se  è  r£=Ui,  il  luogo  dei  polì  di  r  è  u'. 

Se  T  passa  per  U,  il  luogo  dei  poli  di  r  è  il  raggio  coniugato 
di  T  in  (U)  (»). 


ì^^)  Qui  vanno  fatte  osservazioni  analoghe  a  quelle  riportate  nelle 
note  (0  e  (*)  a  pag.  719. 

(*)  Se  una  delle  (TJ)  ,  (u^)  fosse  parabolica,  o  se  tali  fossero 
amendue ,  il  sistema  di  coniche  non  sarebbe  quello  che  qui  vo- 
gliamo trattare. 

(^)  Qui  possono  ripetersi  le  osservazioni  fatte  nello  note  (*)  e 
(*)  a  pag.  719.  Ma  ora  si  può  pure  supporre  che  U  y  u  giacciano 
entrambe  all'  infinito. 
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la  fatti,  è  evidente  che  LT^  è  polo  assoluto ,  ili  relativa  po- 
lare u'f  e  che  la  polare  u  di  ?7,  rispetto  ad  una  qualunque  xs 
delle  coniche  del  sistema,  passa  per  U\.  Inoltra,  posto  ru=Df 
VD^d'f  ed  indicando  con  d  il  coniugato  di  d'  in  (U)^  rispetto 
a  C3  sarà  D  il  polo  di  d  ,  u'u^^U^  il  polo  di  k^  j  L  il  |kUo  tlj 
1/^0^=1  :  sicché  le  polari  d ,  Z  di  Z> ,  /v  si  seglierauno  nel  polo 
/?  di  r.  E  sarà  ora  facile  dimostrare  quanto  sì  b  t'nuucifito  ri- 
spetto a  «j/.— Il  resto  è  evidente. 

rf)  Nel  sistema  di  coniche  [{U)  ,  (u^)]  consldLn^ato  in  n) , 
conservando  a  P  jJ^\  P  ì  p'  )  (^h)'  ?  (^^Y  ^^  signìtìcato  ivi  dato  , 
supponendo  che  r  sia  la  retta  air  infinito  di  a ,  t^d  indicando 
quindi  con  0^  ,  O  i  punti  centrali  delle  involuzioni  (uj  ,  (u^Y  f 
quando  U  ^  u^  sono  elementi  al  finito  in  o ,  se  iiuii  è  O^Oj  ^ 
si  ha  che  il  luogo  dei  centri  delle  coniche  dolia  1,'*  t:  delht  2,» 
serie  sono  ordinatamente  le  coniche  ^\  ,  ^j/'^,  che  passano  per 
0 ,  hanno  U ,  Oj  per  vertici  di  un  comune  diametro ,  o  sono 
tangenti  rispettivamente  a  jp'^p  Q).  Ma,  se  è  O^Oi^  il  luogo 
dei  centri  per  la  2.»  serie  è  la  retta  UOi ,  e  per  lu  U^  è  una 
conica  ({/'g  tangente  ad  u^,  che  ha  U,  0^  per  vertici  di  un  suo 
diametro. 


(*)  Per  esaminare  quante  iperboli  equilatere  si  trovano  tra  lo 
coniche  della  !.«-  serie,  nel  sistema  [(U)  ^  (ii^)]  qui  cousMeratt^ , 
basterà  applicare  il  teorema  del  n.o  232,  ^)*ai  punti  P  ,  O,,  Sic- 
come ,  in  tutte  queste  coniche ,  è  p'  la  polare  di  /' ,  raeutre  la 
polare  di  0^  è  ||  ad  m,,  cosi  le  ||  a  queste  polari,  eomlotte  onìi- 
nàtamente  per  0^  q  P  j  si  segheranno  in  0,  ;  e  quincli  il  cer- 
chio )^  ,  sul  quale  debbono  trovarsi  i  centri  della  iperboli  equi- 
latere appartenenti  alla  l.»  serie,  passerà  per  P ,  0^,  ed  avrà  in 
0,  la  tangente  ||  a  2>'.  Ma  ^\  ha  in  Oj  la  stesHn  tangente,  In 
conseguenza ,  se  gli  altri  due  punti ,  comuni  2^  ^\  ^7^1  saranno 
reali  e  distinti  ,  o  coincidenti,  la  1.»  serie  conterrà  due  iperboli 
equilatere  o  una  sola* 

Dunque,  nel  sistema  [{U)  ,  (wi)]  qui  considerato,  possono  esi- 
stere al  più  quattro  iperboli  equilatere. 

Si  determini  dallo  studioso  il  numero  delle  iperboli  equìtafeere 
negli  altri  casi  del  sistema  [(0)  ,  (wj)]. 
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So  U  giaco  all'  infinito,  il  luogo  dei  centri  delle  coniche  del 
sistema  [(CT)  ,  (t^i)]  6  [a)]  il  raggio  centrale  dell' involuzione 
{U)\  e  se,  in  vece,  u^  va  air  infinito,  il  luogo  dei  centri  è  p' 
per  la  l.»  serie  e  p  per  la  2.». 

Si  lasciano  allo  studioso  gli  altri  analoghi  teoremi  pel  siste- 
ma [(C/) ,  (jtj)]  considerato  in  h)  e  e). 

e)  Poiché  il  sistema  di  coniche  [{U)  ,  («i)l  ^^  ^^  piano  o, 
considerato  in  a)  ,  h)  ,  e),  ò  duale  a  se  stesso ,  riesce  evidente 
tutto  quello,  che  riguarda  V  inviluppo  delle  polari  di  un  punto 
Rj  assegnato  in  e,  rispetto  alle  coniche  del. sistema,  sia  R  al 
finito,  o  pur  no. 

f)  Molto  proposizioni,  analoghe  a  quelle  riportate  in  que- 
sto §  per  le  coniche  nel  piano,  hanno  luogo  per  i  coni  nella 
stella  :  e  queste  proposizioni  si  deducono  immediatamente  da 
quelle,  sia  mediante  la  dualità  ,  sia  mediante  la  proiezione  da 
un  centro. 

Esercizii. 

1.  Dato  un  V  ABC=ahc^  le  coniche,  per  ciascuna  delle  quali 
le  polari  dei  vertici  A  ,  B  y  C  sono  J_  ai  lati  opposti  a  ,  b  j  e  , 
sono  iperboli  equilatere,  i  cui  centri  giacciono  sul  circolo   ABC. 

Sì  generalizzi  il  teorema. 

2.  Dati,  in  un  piano  o,  un  quadrangolo  AB  CD  ed  una  retta 
?',  condurre  una  retta  s  ||  ad  r,  e  tale  che  i  segmenti  determinali 
sopra  8  dalle  tre  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  abbiano 
lo  stesso  punto  medio.  Quale  è  il  luogo  di  questo  punto  medio 
J/,  al  variare  di  r  nel  piano  o? 

L'  assintoto  ||  ad  r  nell'iperbole  o,  individuata  dai  punti  ABCD 
e  dal  punto  alT  infinito  di  r,  è  la  l'ichiesta  retta  s.  Il  luogo  poi 
del  punto  ^  è  il  luogo  dei  punti  reciproci  assoluti  dei  punti 
air  infinito  di  e,  ossia  è  il  luogo  dei  centri  delle  coniche  del  fa- 
scio [ABCD]. 

3.  Costruire  una  conica  C3',  bitangente  ad  una  data  conica  C3 
(reale  o  immaginaria),  conoscendo  due  elementi  M ,  M'  {o  m  ,  w') 
reciproci  a  cs'  ,  e  la  corda  r  del  contatto. 

4.  Se  zza  1^2  sono  tre  coniche  (reali  o  immaginarie),  tali  che 
C3  trasformi  C3j  in  53^,  determinando  le  coniche  a',  ,  cs'g,  trasfor- 
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mate  di  C5  ordiDatamente  mediante  C3^  ,  cSj ,  la  conica  zs  tra^ [fir- 
merà cs'i  in  n'g  (^). 

5.  Dati ,  in  un  piano  o ,  due  fasci-schiere  di  coniche  bi tan- 
genti <ti  ,  ^2  ?  ^^®  hanno  le  corde  di  contatto  sopra  una  st^wrin 
retta  r,  il  luogo  dei  poli  di  r  rispetto  alle  coniche  del  fascio  <l\.t^ 
individuato  da  due  coniche  a^  ,  Hg  assunte  ordinatamente  in  <t^  ^  0\,^ 
non  cangia  al  variare  di  n^  ,  cSg  {^). 

Si  supponga  che  r  coincida  con  la  retta  all'  infinito  r^  di  ^,  n 
che  l'involuzione  (r^)  di  <1>2  sia  la  circolare;  e  se  ne  deduca  il 
numero  delle  normali,  che  si  possono  condurre  da  un  un  punto 
dato  ad  un'  assegnata  conica  reale  n. 

6.  Sieno  ab- A  e  cc/=.4'  ,  ac=B  e  db=B'  ,  arl=C  e  bc^C 
le  tre  coppie  di  vertici  opposti  del  quadrilatero  piaao  abeti  ;  a 
posto  AA''Bjr=G  ,  BB'-  CC'=F,  CC''AA'=E,  sì  dimostri  quanto 
segue. 

1.0  Le  involazioni  \CC'  ,  EF\  ,  {BB^ ,  FG\  ,  \AA' ,  GE\ ,  e  lo 

A  lìf* 

involuzioni  unite  delle  proietti  vita  cicliche  di  3.^  ordine    T>p  i    » 

A  B'C    A'BC    A'B^C 

B^C'A  '  B  C'A'     ne  A*  ^  appartengono  ad  una  medesima  polarità 

piana. 

2  fi  Condotta  una  trasversale  «,  che  seghi  A  A* ,  BB^  ,  CC^  rn'- 
dinatamente  in  L  y  M ,  N,  e  costruiti  i  gruppi  armonici  AA^IJ/^ 
BB'MM' ,  CONN\  che  danno  i  tre  punti  L'M'N'    di    una    tì^\Ux 
s\  i  gruppi  di  punti  AA'BB'NN'  ,  BB'CO'LU  ,  CC'AA'MiW  a[. 
parterranno    ordinatamente    a    tre   coniche  C3   ,C3   ,C3   ,   le  qnili 

CAB 

passano  pure  pel  punto  8s^=U.  Inoltre,  per  queste  tre  conìclse, 
che  a  due  a  due  hanno  evidentemente  tre  punti  reali  comuni  ^  i 
quarti  punti  d'  intersezione  sono  tre  punti  per  dritto. 

3.0  Rotando  s  intorno  ad  un  suo  punto  fisso  8  e  nel    piano 


(})  In  questo  teorema,  alle  coniche  o  possono  sostituirsi  (MU' 
corrispondenze  univoche  involutorie  qualunque;  come,  p.  e.,  sisiu- 
mi  polari  quatemarii  ordinarii,  e  sistemi  nulli. 

(^)  Questo  teorema  regge  anche,  se  l'uno  Og  <^®i  ^^®  fasci-schinrp 
costi  di  coniche  osculatrici  con  contatto  quadripunto  in  un  punto 
della  loro  comune  tangente  r,  o  se  ciò  si  verifica  pure  per  *h,. 
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del  quadrilatero,  l' inviluppo  di  »'  è  la  conica  polare  di  /S  rispetto 
alla  schiera  [a&ce2]. 

7.  Date  4  coniche  (reali)  tSin^cs^a^^  circoscritte  ad  uno  stesso 

V  (     )  ,  reale  o  immaginario,  ed  indicando  con  rs  il  quarto  punto 

(  reale)  comune  a  due  C3^  ,  cs,  delle  4  coniche  date,  saranno  in  in- 
voluzione le  tre  coppie  di  raggi,  che  proiettano  da  un  vertice,  p. 
e.  Af  del  v  ^^  ^^^  coppie  di  punti  12  e  34,  13  e  42  ,  14  e  23. 

Indicando  con  J^  V  involuzione ,  che  rappresenta  i  due  vertici 
del  V  situati  in  a,  se  ({;  è  una  conica,  che  ha  J^  per  involuzione 
di  punti  reciproci,  ed  l^  ,  l^  sono  gli  assi  di.  sintesi  associati  ad  a 
nelle  coppie  di  coniche  zs^^  ,  c;,^  ,  è  noto  (231 ,  j?)  che  la  retta 
A  «/^/g  contiene  il  punto  rs.  In  conseguenza,  le  tre  coppie  di  raggi 
indicate  nelP  enunciato  coincidono  con  quelle ,  che  da  A  proiet- 
tano le  tre  coppie  di  punti  Z^Zg  e  l^l^  ,  l^l^  e  IJ2  1  hh  ®  hh  »  ^^® 
sono  le  tre  coppie  di  vertici  opposti  del  quadrilatero  IJ^hh  (')• 

Caso  particolare.— Se  ^^zs^a^^^  sono  4  cerchi  di  un  piano  0, 
che  passano  per  uno  stesso  punto  A,  il  teorema  si  applica  ai  se* 
con  di  punti  reali  d' intersezione  dei  cerchi  stessi ,  presi  a  due  a 
due;  e  si  ha  quindi  pure  che,  nel  y  di  vertici  12,  13,  14,  i  lati 
opposti  a  questi  vertici  sono  segati  ordinatamente  dalle  rette  A  -  34, 
^•42,  A» 23  in  punti  per  dritto. 

8.  Trasformare  omologicamente  in  cerchio  una  data  conica  o. 
Condotta  nel  piano  a  di  C5  una  retta  j  esterna  a  C5 ,  T  involu- 
zione {i)=\LIJ  ,  MM'\  di  n  sarà  ellittica;  e  quindi  i  cerchi  di  0, 
che  hanno  LL' ,  MM'  per  diametri ,  si  segherano  in  due  punti 
(reali)  8 ,  S'  simmetrici  a  j.  Assumendo  1'  uno  S  di  questi  punti 
per  centro  di  un'  omologia  Qj  e  j  come  retta  limite  del  sistema 
a  cui  C3  appartiene,  la  figura  omologica  di  C3  sarà  un   cerchio. 

Di  vero,  gli  A  LSL'  ,  M8M'  sono  retti;  e  quindi,  proiettando 
da  8  V  involuzione  (j),  si  avrà  1'  involuzione  circolare.  In  conse- 
guenza, indicando  con  r^  la  retta  all'infinito  di  0,  a  (J)  corrispon- 


Q)  Il  teorema,  ora  dimostrato,  regge  anche,  quando  OiCjCSjCS^  sono 
coniche  osculatrici  con  contatto  tripunto  in  un  punto  A  della  loro 
tangente  comune  a  ;  e  la  dimostrazione  non  muta,  se  s'indichi 
con  f^  una  conica,  che  abbia  con  le  4  date  coniche  un  contatto 
bipunto  in  A, 
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.  derà  in  Q  V  involuzione  ciclica  (r^)  di  o  ;  e  questa  sarà  involu- 
zione di  punti  reciproci  rispetto  alla  conica  cs',  che  corrispoiiduni 
a  C3  ili  Q,  ossia  e'  sarà  un  cerchio  [cfr.  n.o  87,  e)]. 

9.  Date  due  coniche  cs  ,  n^  di  un  piano  a,  che  non  abbiano 
quattro  punti  reali  comuni ,  trasformarle  omologicamnnte  in  ima 
coppia  di  cerchi. 

Basterà  applicare  quanto  è  detto  nell'esercizio  precedente,  a^su- 
mende  per  J  quello  degli  assi  reali  di  sintesi,  sempre  esistojiii  , 
che  non  abbia  con  C3  (e  quindi  con  C3|)  puuti  comuni  reali. 

Se  C3  ,  C3i  sono  bitangenti ,  con  contatto  immaginario  ,  si  asi*?n- 
merà  per  j  la  corda  del  contatto;  e  C3  ,  C3|  saranno  allora  tni.s l'or- 
mate in  due  cerchi  concentrici. 

10.  Le  4  coniche  circoscritte  ordinatamente  ai  4  v  cintemi (i 
in  un  dato  quadrilatero  piano  abcd ,  e  che  passano  per  due  duti 
punti  (reali  o  immaginarii) ,  hanno  pure  un  terzo  punto  (rea In) 
comune. 

11.  Se  (m)  ,  (24,)  ,  (wg)  sono  tre  involuzioni  di  una  conica  'ji , 
assumendo  ad  arbitrio  due  coniche  z^^  ,  a\  del  fascio  [(u)  ,  ( u^ } )  e 
due  coniche  Og  >  ^'a  ^®^  fascio  [(u) ,  (m^)],  i  punti  C3i*n2,  ti\-^\ 
apparterranno  ad  una  stessa  conica. 

Caso  particolare. — Se  ^^a'^^a^G^^  ^^^^  cinque  cerchi  di  un  pia- 

no  0 ,   tali   che   ^  abbia  con  zs^ ,  cs^  uno  stesso  asse  radicala   r,  , 

e  con  cSj ,  C3'2  uno  stesso  asse  radicale  r^,  i  punti  n^ng  ,  cs'j^V 
giaceranno  sopra  un  circolo. 

12.  Determinare  V  inviluppo  della  corda  variabile  di  un  l'i- 
lisse  C3,  i  cui  estremi  A^B  sono  vertici  di  due  semidiametri  cotiiu- 
gati,  e  il  luogo  del  polo  di  AE, 

Si  generalizzi  la  quistione. 

13.  Se  ab=G  e  cd^C  ,  ac=B  e  db=B* ,  ad=A'  e  he  A 
sono  tre  coppie  di  vertici  opposti  del  quadrilatero  piano  abeti,  {^ 
si  pone  AA''BB'=Gy  BB'  CC'=E ,  CC * AA'=F,  indicando  con 
A^  j  B^  j  Ci  i  punti  nei  quali  una  conica  C3  della  schiera  [a/«f^/) 
tocca  ordinatamente  i  lati  «  ,  ò  ,  e  del  v  ABGf  è  noto  che  le  nnìv 
AA^  ,  BBt  ,  CC^  concorrono  in  uno  stesso  punto  S.  Dimoatrurn 
che  : 

l.o  II  luogo  del  punto  8j  al  variare  di  a,  è  una  conica  ^^  r  ir- 
coscritta  al  yABC  ed  iscritta  nel  sj  EFG\  e  quindi  il  punto  //. 
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nel  quale  concorrono  le  rette  AE^  BF,  CG,  è  il  polo  di  A'B'C^d 
rispetto  a  i^: 

2.<*  t};  è  la  conica  polare  di  D  rispetto  alla  schiera  [ahcd]: 

3.0  i  punti  BC'BiC\=A^  ,  CA'CiA^=h\  ,  AB'Aj^Bi=C^  sono 
allineati  con  D: 

4.0  indicando  con  d'i  ,  ^/j  ,  '^^  le  tre  coniclie  circoscritte  ordi- 
natamente ai  V  AB'C  ,  A'BC  ,  A'B'C ,  ed  iscritte  tutte  tre  nel 
yEFG  j  ^^i^i^z  saranno  a  due  a  due  tangenti  nei  sei  vertici  del 
quadrilatero  (ibcd: 

b,^  se  ad  un  dato  y  ABC  si  circoscrive  una  conica  <];,  e  da 
un  suo  punto  S  si  proiettino  A  ,  B ,  C  ordinatamente  in  ^,  ,  B^^ 
C\  sulle  rette  BC,  CA^  AB,  una  conica  C3  toccherà -BC,  CA,  AB 
in  questi  tre  punti,  e  sarà  tangente  alla  retta  d,  su  cui  giacciono 
i  punti  A',  ^',  C,  nei  quali  le  tangenti  e^  ^  in  A,  B,  C  segano 
rispettivamente  BC,  CA,  AB\  e  quindi,  muovendosi  8  sopra  <]/ , 
cangerà  o,  mantenendosi  però  sempre  tangente  a  d: 

6.**  restando  in  vece  fissi  i  punti  ABCS  f  ed  indicando  con 
ò  una  conica  del  fascio  [ABCS]f  le  tangenti  a  ,  b  ^  e  di  ^  in  ABC 
segheranno  le  rette  BC^  CA,  AB  nei  punti  A' ,  B'  j  C  ài  una 
retta  d;  e  l'inviluppo  di  d,  al  variare  di  4,  sarà  una  conica  a, 
iscritta  nel  y  ABC,  e  circoscritta  al  y  autoreciproco  assoluto  del 
fascio  [ABCS], 

14.  Se  dì  dite  coniche  a  ,  cs'  di  un  piano  e,  reali  o  immagi- 
narie, V  una  e'  è  un  circolo^  due  loro  assi  associati  reali  di  sin- 
tosi  s  ,  s'  {sempre  esistenti)  sono  ugualmente  inclinati  ad  un  asse 
di  Z5y  ma  in  sensi  contrarii,  E  viceversa,  se  due  rette  reali  s  ,  s' 
del  piano  di  una  conica  C3  {reale  o  immaginaria)  sono  ugualmente 
inclinate  ad  un  asse  di  C3,  «la  in  sensi  contrarii,  i  quattro  punti 
S'O  ,  s'-o  appartengono  ad  un  cerchio  {reale  o  immaginario). 

La  proposizione  diretta  è  evidente:  poiché  le  bisettrici  degli  A 
formati  da  «  ,  s'  sono  gli  assi  della  conica  s'*'s\  che  appartiene 
ai  fascio  [c3  ,  C3']  ;  e  tutte  le  coniche  a  centro  di  questo  fascio 
hanno  [232,  6),  5.°]  gli  assi  paralleli. 

Là  proposizione  inversa  si  dimostra,  osservando  che,  tra  le  co- 
niche del  fascio  [c5  ,  «"^«'J,  esiste  [232,  &),  h.^]  un  circolo. 

Si  noti  che,  due  assi  associati  reali  di  sintesi  di  una  conica  e 
di  un  circolo  Micenèi  rette  congiunte,  e  il  cerchio  si  dice  congiunto 
a  queste  rette. 
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lo.  Dati,  in  un  piano  o,  un  punto  L,  ed  una  conica  rs  (reale 
o  immaginaria),  conducendo  per  L  in  o  una  trasversale  u^  e  dtì- 
scrivendo  il  cerchio  a',  che  ha  per  diametro  reale — o  ideale— il 
segmento  reale — o  ideale— che  C3  determina  sulla  retta  u,  1'  asse 
di  sin  tosi  U|  ,  associato  ad  u ,  rispetto  a  C3  ,  a' ,  passerà  per  un 
punto  fisso,  al  rotare  di  r  intorno  ad  L. 

Di  vero,  indicando  con  0  il  centro  di  n,  poiché  uu^^G  è  un 
punto  bipolo,  la  cui  relativa  bipolare  fl'  è  _L  al  diametro  n  di  zs\ 
ne  segue  che  il  diametro  w',  coniu«^ato  di  OQ^tn  in  Hj  sarà  || 
a  ^,  e  quindi  J_  ad  u.  In  conseguenza,  al  rotare  di  u  intorno  ad 
Lj  le  rette  u  ,  m  descriveranno  fasci  proiettivi  (perchè  proiettivi 
a  quello  descritto  da  m')  ;  e  il  punto  O  genererà  una  conìcn  ip  j 
che  passerà  per  L  ,  0,  e  sarà  un'iperbole,  con  gli  assintoti  [| 
agli  assi  di  n  ;  perchè ,  quando  uè  1 1  ad  uno  a  degli  assi  a  ,  ù 
di  C5  ,  m'  ed  m  coincideranno  con  b  ed  a.  Ma  u  ,  Ut  sono  [esorc. 
14]  ugualmente  inclinati  agli  assi  di  a  (e  quindi  anche  a^H  as- 
sintoti  di  ^)  j  ed  in  sensi  contrari!.  Dunque  u,  passa  pel  punto 
fisso  L',  diametralmente  opposto  ad  L  in  i(. 

Se  C3  è  una  parabola,  indicando  con  m  il  suo  diametro  condotto 
per  uu^=0^  e  con  w'  la  tangente  di  C3  al  vertice  m,  sarà  pure 
w'  Il  a  ^r ,  e  quindi  _L  ad  m.  E  poiché  è  noto  che  il  fascio 
generato  da  m  è  proiettivo  alla  punteggiata  che  m!  determina 
sulla  tangente  all'  infinito  di  n ,  ne  segue  che  u  ,  m  descrivono 
fasci  proiettivi,  e  perciò  O  genera  una  conica  '^j/,  che  passa  per 
L  e  pel  punto  all'  infinito  di  C3.  È  facile  poi  vedere  che  !a  tan- 
gente di  if  in  questo  suo  punto  all'  infinito  è  V  asse  a  della  pa- 
rabola C3.  Ma,  per  ttj_a,  dev'  essere  pure  U|J_a.  Dunque  tj^  è  un 
iperbole  equilatera,  che  ha  1'  asse  di  C3  per  uno  dei  suoi  assintotif 
ed  U|  passerà  quindi  pel  punto  fisso  Z/',  diametralmente  opposto 
ad  L  in  i/, 

16.  Se  f      ]  è  il  V  fondamentale,  reale  o  immaginario,  di  due 

sistemi  piani  omografici  sovrapposti  [o]  ,  [o'], 

1.0  le  rette,  congiungenti  i  punti  di  una  conica    e    di    [^]  , 

circoscritta  a  (      )  ,  ai  loro   corrispondenti  in  [o'] —  i  quali  appar- 
tengono ad  un  altra   conica   cs'  circoscritta  a  f      ) — concorrono    in 
Sannia  — Gtfome/rta  proiettiva,  d^ 
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un  punto  8^U'  di  C5  ;  e  se  ad  /S^  corrisponde  S'  in  [g']  ed  U  in 
[o],  C3  passerà  per  U  e  sarà  tangente  ad  SS': 

2.0  esistono  in  C3  due  punti  /S ,  C7 ,  e  due  soli ,  tali  che  le 
rette  congiuugenti  S  j  U  ^A  un  punto  qualunque  il  di  C3  si  cor- 
rispondano in  [a]  ,  [o'J; 

d.<)  condotta  per  Q  una  trasversale  m,  se  un  fascio  di  raggi 
(M)  di  [a]  ha  il  suo  centro  M  sulla  retta  m,  esso  e  il  fascio  cor- 
rispondente (if' )  in  [a']  genereranno  una  conica  cj/;  e  tutte  le  co- 
niche, che  cosi  corrisponderanno  ai  punti  M  di  mj  si  ^occheranno 
in  G. 

17,  Dati^  nel  piano  di  un'  assegnata  conica  reale,  due  punti 
A  f  B  di  una  retta  r  esterna  a  q,  costruendo  il  polo  R  di  r  e  la 
coppia  comune  LTJ  (necessariamente  reale)  all'  involuzione  AB 
ed  all'  involuzione  (r)  di  Z3,  le  rette  RL  ,  RL'  segheranno  o  in  4 
punti  reali  MM'NN'  tali,  che  esistono  4  coniche  (reali),  che  hanno 
con  o  ordinatamente  nei  punti  MM'NN'  un  contatto  quadripunto, 
e  passano  per  A  ,  B, 

Si  hanno  pure  due  coniche  bitangenti  a  ss,  e  che  passano  per 
A  ,  B\  e  ae  una  conica  a'  è  bitangente  a  C3  e  la  corda  del  con- 
tatto passa  per  L  o  per  Z/',  o'  passerà  per  A  e  B, 

18.  Il  luogo  dei  centri  delle  iperboli  equilatere  iscritte  in  un 

dato  v{-  )    j  reale  o  immaginario,  è  il  circolo  X,  coniugato  (231, 

n)  «^  V  (j^  )  [cfr.  nota  (^)  a  pag.  714. 

In  fatti,  indicando  con  J^  l'involuzione  (iperbolica,  parabolica, 

o  ellittica),  che  rappresenta  i  vertici   del    V  (     )    situati  in  a,  e 

con  JAla  proiezione  di  J^  da  A,  i  centri  delle  coniche  iscritte  in 
questo  y  ,  e  che  toccano  a  in  un  punto  A' ,  arbitrariamente  as- 
segnato in  a ,  giaceranno  (233,  b  ,  e)  sulla  retta  congiungente  il 
punto  centrale  0  di  J^  col  punto  medio  M  del  segmento  AA'  ;  e 
se  il  raggio  coniugato  di  A  A'  in  Ja  sega  a  in  A",  saranno  A'  ,  A*' 
i  due  poli  assoluti  di  questa  schiera  ^  di  coniche,  ed  a,  A  A'  le 
relative  polari.  In  conseguenza,  siccome  le  ||  ad  a,  AA\  condotte 
ordinatamente  per  A'\  A\  si  segano  in  A\  ne  segue  (232,  q)  che, 
costruito  il  cerchio  4*  tangente  ad  AA'  in  A'  e  che  passa  per  A*\ 
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se  '^  ha  comune  con  la  retta  OM  i  punti  reali  U,  L\ ,  questi  soli 
possono  essere  centri  di  iperboli  equilatere  appartenenti  ad  S.  Ma 
la  iperbole  equilatera  C3 ,  di  centro  U  e  che  tocca  a  in  A',  è  in- 
dividuata (poiché,  descrivendo  il  cerchio  di  centro  A'  e  di  raggio 
A'U,  che  seghi  a  in  L  j  L',  saranno  UL  ,  UL'  gli  assintoti  di  C3J; 
mentre  il  cerchio  ^,  tangente  ad  A  A'  in  -4'  e  che  passa  per  CT, 
segherà  a  (232,  q)  nel  polo  A'^  di  AA'  rispetto  a  C3.  Dunque , 
indicando  con  C3,  la  conica  della  schiera  S,  che  ha  il  suo  centro 
in  U ,  zs^  coinciderà  con  C3  (perchè  queste  due  coniche  hanno  in 
comune  il  centro  U,  il  punto  A'  e  la  tangente  a,  ed  in  amendue 
è  -4"  il  polo  di  AA')\  e  quindi  Uj  U^  sono  i  centri  delle  iper- 
boli equilatere  esistenti  in  S.  Sicché  ,  dimostrando  che  la  retta 
OM  è  r  asse  radicale  dei  cerchi  ^  ,  X  >  ®  facendo  variare  ^A^  (o 
facendo  variare  la  corda  0  UU^  di  /,  dalla  quale  si  trae  facilmente 
M^  e  quindi  ^'),  si  sarà  dimostrato  il  teorema  enunciato. 

Ora,  per  una  retta  qualunque  r,  l'involuzione  l^**^  »  ^'Xl  ^* 
nel  suo  centro  un  punto  delP  asse  radicale  di  (j/  ,  y  Ma,  essendo 
A  y  A^  punti  reciproci  in  ^  ,  x,  essi  sono  i  punti  doppi  dell'invo- 
luzione 14A'«^j;  ,  ^A'«yj,  la  quale  ha  quindi  il  suo  centro  nel  punto 
medio  M  di  AA\  Ed  essendo  evidentemente  armoniche  a  J^,  le 
coppie  di  punti  a-^^-4'^"  ,  a«x,  il  centro  0  di  3^  é  un  punto 
deir  asse  radicale  di  ^ ,  /.  Dunque  quest'  asse  radicale  è  la 
retta  OM. 

b)  Dal  teorema  a)  si  trae  che  un  V  reale  ABC,  circoscritto 
ad  un'  iperbole  equilatera,  non  può  essere  acutangolo;  e  se  é,  p. 
e.,  rettangolo  in  -^,  i  lati  AB  ,  AC  sono  gli  assintoti  di  cs:  poiché 
(231,  w),  se  il  y  ABC  è  acutangolo,  ^  ^  immaginario,  e  se  è  ret- 
tangolo in  -4  ,  X  é  il  cerchio  di  centro  ^  e  di  raggio  nullo. 

e)  Noi  abbiamo  inplicitamente  supposto  in  a)  che  niun  ver- 
tice del  V  (  )  giaccia  all'  infinito.  Ma  se,  p.  e.,  ciò  avviene  pel 
vertice  -4,  il  luogo  dei  centri  delle  iperboli  equilatere  iscritte  in 
(     1    è  il  raggio  centrale  OA^o  di  Ja:  però  ogni  punto  6r  di  o 

è  centro  d'  infinite  coniche  iscritte  in  (      j. 

Di  vero,  condotta  per  G  la  [l  o,  ad  a,  e  costruita  la  simmetrica 
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a'  della  retta  a  rispetto  a  0,  la  coppia  oo^^  e  le  coppie  di  tan- 
genti (assintoti)  condotte  per  G  alle  coniche  della  schiera  S,  che 
hanno  G  per  comune  centro  e  Ja  ,  « ,  «  per  rette-basi,  costituiscono 
mi'  involuzione  Jc?  (*)  ;  e  quindi  i  raggi  coniugati  ortogonali  di 
JG  saranno  gli  assintoti  deiriperbole  equilatera  di  centro  G  iscritta 

-  (0- 

Se  però  è  o  J_  ad  a,  allora,  o  questa  iperbole  equilatera  è  la 
degenere  rappresentata  dai  punti  air  infìnito  di  o  ,  Oj  ,  oppure  S 
non  contiene  che  iperboli  equilatere. 

19.  Se  *  è  il  fascio  delle  coniche  circoscritte  ad  un  assegnato 

V  (  K  reale  o  immaginario,  e  tangenti  ad  una  data  retta  a'  di  A, 
indicando  con  P  un  punto  fisso  di  a',  con  J^  Tinvoluzione  che  rap- 
presenta i  vertici  di  (     j  situati  in  a,    e    con  G'  il  coniugato  del 

punto  aa  =(?  in  3^,  il  luogo  del  punto  di  contatto  delle  coniche  di  <I>, 
con  le  seconde  tangenti  ad  esse  condotte  da  JP,  è  una  conica  ^^  la 
quale  passa  per  A  e  pel  suo  coniugato  armonico  B  rispetto  a  P,  G, 
ed  ha  j^  per  involuzione  di  punti  reciproci  e  PGG'  per  y  autoreci- 
proco. 

In  fatti,  se  T  è  il  punto  di  contatto  di  una  conica  qualunque  C3  di 
4>  con  la  seconda  tangente  condotta  ad  essa  da  P,  posto  AT-a=M, 
ed  indicando  con  M'  il  coniugato  di  ilf  in  3^ ,  la  polare  PM'  di 
M  rispetto  a  C3  segherà  Al'  nel  coniugato  armonico  M^  di  Jf  re- 
lativamente ad  A,  T.  Sicché  i  gruppi  armonici  ATMM^  ,  ABGP 
saranno  prospettivi  ;  e  perciò  BT  passerà  per  M',  Ora,  al  variare 
di  C3 ,  le  rette  ATj  BT,  proiettando  punti  coniugati  in  J^ ,  de- 
scrivono fasci  proiettivi;  e  quindi  T  genera  una  conica  ^ ,  che 
passa  per  -4  ,  J9 ,  ed  ha  J^  per  involuzione  di  punti  reciproci  : 
ciò  che  prova  pure  che  il  polo  di  a,  rispetto  a  ^y  giace  sulla 
retta  a',  e  questo  polo  è  P.  Dunque  PGG'  è  un  v  autoreci- 
proco a  ^. 

20.  Dati,  in  un  piano  o,  tre  segmenti  AA'  ^  BB' ^  CC,  che 


(^)  ÌG  e  la  retta  air  infinito  del  piano  del    y    costituiscono    il 
V  autoreciproco  assoluto  della  schiera  S. 
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hanno  lo  stesso  punto  i^edio  0,  i  quattro  cerchi  ABC ,  AB'C , 
A'BC'  j  A^B*C  passano  per  un  medesimo  punto  D ,  mentre  i  4 
cerchi  A'B'C\  A'BC,  AB'C,  ABO'  passano  pel  simmetrico  />'  di 
D  rispetto  ad  0;  e  gli  8  punti  ABCDA'B'C^D'  giacciono  sopra 
una  conica  C3  di  centro  0. 

Di  vero,  è  evidente  che  per  i  6  punti  ABCA'B'C  passa  una 
conica  C3  di  centro  0,  Ma,  se  i>  è  il  quarto  punto  comune  a  zs 
ed  al  cerchio  ABd  le  rette  J5(7,  AD  s'inclinano  ugualmente  ad 
un  asse  a  di  C3,  ma  in  sensi  contrarii  [eserc.  14]  ;  e  lo  stesso  fanno 
AD  e  la  JB'C'||a  BC.  Dunque  [eserc.  14]  i  punti  AB^C'D  giac- 
ciono sopra  un  circolo  ;  e  lo  stesso  similmente  si  dimostra  per  le 
quaterne  di  punti  A'BC'Dj  A^B^CD. 

E  poiché,  indicando  con  Z>'  il  simmetrico  di  D  rispetto  ad  0, 
le  quaterne  di  punti  A'B'C'D',  A'BCD',  AB'CD\  AB  CD'  sono 
simmetriche,  rispetto  ad  0,  di  quelle  innanzi  considerate,  ne  segue 
la  verità  del  teorema  enunciato. 

Si  deducano  dei  casi  particolari.— P.  e.,  supponendo  che  Bj  C 
coincidano  nel  punto  A  di  una  conica  C3  di  centro  0,  2?'  e  C" 
coincideranno  col  simmetrico  A'  di  A  rispetto  ad  0  ;  e  si  dedurrà 
che  il  cerchio  osculatore  di  C3  in  ^  e  il  cerchio  condotto  per  A 
tangenzialmente  a  C3  in  ^'  si  segano  in  un  punto  D  di  a  :  ciò 
che  dà  un  nuovo  modo  di  costruire  il  cerchio  osculatore  di 
cs  in  A. 

21.  a)  Se  dì  uti  punto  Q-,  assunto  arbitrariamente  nel  piano 
di  un* iperbole  equilatera  C3,  si  costruisce  la  polare  g  rispetto  a  C3, 
e  si  descrive  un  cerchio  /  tangente  a  g  e  che  abbia  per  centro  un 
punto  arbitrario  D  di  C3,  saranno  armoniche  le  involuzioni  C3o  ,  X»  ? 
che  C3  ,  X  determinano  in  G. 

In  fatti,  se  g  sega  C3  in  due  punti  If,  N^  reali  e  distinti,  ossia 
se  c3o  è  un'involuzione  iperbolica  di  raggi  doppi  GM^m^  GN^n, 
le  coppie  di  rette  reciproche  a  /,  condotte  per  3/,  Nj  costituiscono 
due  fasci  prospettivi  (perchè  proiettivi  e  col  raggio  unito  g)^  il 
cui  asse  di  prospettiva  indicheremo  con  r  (^).  Ora,  posto  MD  •  r=//. 


(*)  La  retta  r  congiunge  i  punti  di  contatto  del  cerchio  y^  con 
le  seconde  tangenti  ad  esso  condotte  da  3/,  N. 
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ND-r^Ky  le  rette  NII^  MK^  reciproche  ordinatamente  ad  MH  ^ 
NK  y  sono  perciò  _J_  a  questi  diametri  di  y  ;  e  quindi  il  punto 
NH'MK^L  delle  altezze  del  sj  MND  ^  iscritto  in  C3 ,  sarà  un 
quarto  punto  di  C3.  Ma,  posto  MN'DL^Uy  il  v  diagonale  HKU 
del  quadrangolo  MNDL  iscritto  in  a  è  autoreciproco  a  C3.  In  con- 
seguenza, poiché  la  retta  MN  passa  per  17,  il  punto  G  giacerà 
nella  retta  HE^r^  e  le  tangenti  m,  n  a  C3  in  M,  N  saranno  per- 
ciò rette  reciproche  a  /,  ossia  c3g  ^  mn  sarà  armonica  a  ya. 

Se  c3g  è  parabolica,  ossia  se  ^  è  una  tangente  comune  a  C3  e  7, 
è  evidentemente  Hg  armonica  all'involuzione  /o  ,  che  ha  per  raggi 
doppi  ^  e  la  seconda  tangente  condotta  da  (x  a  y. 

Se,  in  fine,  Cg  è  ellittica,  ossia  se  G  è  interno  a  :3,  indicando 
con  C  il  secondo  punto  d' intersezione  di  C3  con  la  retta  (?£>,  e 
con  A^  B  ì  punti  nei  quali  C3  è  segata  dalla  J_  in  6r  a  GB,  saranno 
AC'DB  =  F,  AD*BC  =  E  due  punti  di  g,  perchè  EFG ,  y 
diagonale  del  quadrangolo  ortogonale  ABCD  iscritto  in  C3,  è  au- 
toreciproco a  C3.  Ma  -ED,  EB  sono  reciproche  a  5^  ed  armoniche 
ad  EFy  EG  ;  e  perciò,  essendo  EF  una  tangente  di  y,  tale  sarà 
pure  EG.  E  similmente  si  ha  che  FG  è  un'altra  tangente  di  y. 
Dunque,  poiché  i  raggi  doppi  6r-E,6ri^  di  yo  sono  rette  reciproche 
a  a,  sarà  /o  armonica  a  Qo. 

h)  Mediante  il  teorema  a),  pel  caso  di  C3g  iperbolica,  possiamo 
ora  dimostrare  quanto  fu  affermato  alla  fine  del  n.®  232,  k\  con- 
servando le  notazioni  ivi  adoperate. 

Di  vero,  indicando  con  M,  N  ì  punti  reali  e  distinti,  nei  quali 
una  iperbole  equilatera  C3  del  fascio  <fr  sega  il  lato  g  del  y  auto- 
reciproco assoluto  {     \  ,  Tinvoluzione  Jg  ,  che  rappresenta  i  lati 

(immaginarii)  di  f      j  appartenenti  a  (?,  avrà  in  s  ed  «',    GM  e 

GN  due  coppie  di  raggi  coniugati.  Ma,  rispetto  al  cerchio  y^  tan- 
gente a  flf  e  di  centro  JD,  le  reitte  s  ,  s'  sono  evidentemente  n^ci- 
proche,  e  tali  sono  pure  [a)]  le  tangenti  QM^  GN  di  n.  Dunque 

y^  è  iscritto  nel  v  (     ì. 

e)  Se  di  un  punto  Gr,  assunto  arbitrariamente  nel  piano  di  un 
cerchio  y ,  si  costruisce  la  polare  g  rispetto  a  y ,  e  si  costruisce 
un'iperbole  equilatera  a  tangente  a  g  e  die  abbia  per  centro   un 


Digitized  by 


Google 


—  735  — 

punto  arbitrario  D  di  /,  sono  armoniche  le  involuzioni  c3q  ,  X«  ? 
che  C3  ,  y^  determinano  in  G. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  è  analoga  a  quella  data  in  a)\ 
ricorrendo  però  al  teorema  del  n.o  232,  o),  e  nel  caso  di  /o  ©1- 
littica,  supponendo  che  AB  sia  la  retta  reciproca  del  diamo tro 
GD  di  C3  rispetto  a  C3. 

22.  Se  AB  CD  è  un  quadrangolo  iscritto  in  una  conica  w,  la 
mediana  m  del  quadrilatero  formato  dalle  tangenti  àbcd  di  a  in 
ABCD  è  tangente  al  luogo  i^  dei  centri  delle  coniche  del  fascio 
[ABCD]. 

Di  vero,  il  centro  0  di  C3  è  un  punto  comune  ad  w  e  ({;  ;  e  se 
m  segasse  ò  di  nuovo  in  0^ ,  questo  punto  sarebbe  il  centro  di 
un'altra  conica  zz^  del  fascio  [ABCD]^  ed  apparterrebbe  alla  me- 
diana n?j  del  quadrilatero  formato  dalle  tangenti  a^h^^Cy^d^  dì  zs^ 
in  ABCD,  Ma  le  8  rette  ahcda^h^c^d^  risultano  tangenti  ad  una 
stessa  conica  cs',  il  cui  centro  è  evidentemente  Op  In  conseguen- 
za, Cj  dovrebbe  coincidere  con  C3',  con  la  quale  ha  comuni  il 
centro  0^  e  le  4  tangenti  a^h^c^d^  ,  e  perciò  a^  avrebbe  in  àbcd  4 
altre  tangenti:  assurdo.  Dunque  m  è  tangente  a  i^, 

23.  a)  Abbiamo  veduto  [eserc.  40,  a),  ò),  a  pag.  605]  che  un 
movimento  in  un  piano  e  può  essere  sostituito  (in  un  modo  aolo) 
da  una  rotazione  intorno  al  punto  unito  O  del  movimento,  quando 
(t  è  al  finito,  o  da  una  traslazione  nella  direzione  di  G,  quiuirlo 
G  è  airinfinito  (o  come  suole  anche  dirsi,  in  questo  secondo  caso, 
da  una  rotazione  intorno  a  questo  punto  airinfinito). 

In  conseguenza,  indicando  con  Aj  B  due  punti  di  una  figura  F 
di  G,  se,  quando  F  prende  in  o  un'  altra  posizione  Fj ,  i  pimtì 
A  ,  B  prendono  le  posizioni  ^4^  ,  -Bj ,  le  _L  ^^  ^-^\  »  BB^  nei  loro 
punti  medii  daranno  nella  loro  intersezione  questo  punto  (r  ;  ed 
F  potrà  portarsi  nella  posizione  F^  ,  rotando  intorno  a  G  del* 
r  A  AGA^  =  BGB^ ,  0  con  una  traslazione  AAy^  ^  BB^ ,  se  G^  è 
airinfinito  (i). 


(^)  Se  ABA^Bj^  è  un  a,  si  ha  G^AA^'BB^,  eV  A  di  rotazione 
è  un  A  piatto;  e  se  invece  è  ABB^A^  un  D ,  G^  va  all' infinito 
in  direzione  _L  a<i  AAj^.  Se,  in  fine,  ABB^^A^^  è  un  trapezio,  lo  cui 
basi  sono  AA^^y  ^B^,  le  _L  nei  punti  medii  di  AAj^,  BB^  coincidonf>, 
ma  allora  G  è  l'intersezione  delle  rette  AB  ,  A^B^. 
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h)  Se  quindi,  movendosi  F  con  movimento  continuo,  essa  sia 
venuta  in  F^  dopo  un  movimento  infinitamente  piccolo  [nota  a 
pag.  390],  G  si  dirà  centro  istantaneo  di  rotazione;  e  condncendo 
alle  linee  descritte  (traiettorie)  dai  punti  ABC,  di  F  nel  movi- 
mento continuo  le  normali  in  ABC,,.,  queste  concorreranno  in  tale 
centro,  il  quale  sarà  quindi  individuato  da  due  di  queste  normali  ('). 

e)  Cosi,  p.  e.,  se  una  retta  r  si  muove  nel  piano  di  due  dati 
cìrcoli  [0)  ,  (0'),  in  guisa  che  i  punti  A  ,  A',  assegnati  in  r,  per- 
corrano rispettivamente  le  circonferenze  (0),  (0'),  le  rette  OA,  O'A' 
si  segheranno  nel  centro  istantaneo  G  di  rotazione  ;  e  quindi,  per 
la  traiettoria  descritta  da  un  altro  punto  A/,  assegnato  in  r,  la  nor- 
male in  M  sarà  la  retta  GM. 

d)  Se,  nel  movimento  continuo  di  F,  una  sua  retta  r  è  ob- 
bligata a  passare  costantemente  per  un  punto  fisso  U  del  piano  e 
di  F,  la  J_  in  U  Ad  r  passerà  pel  centro  istantaneo  G  di  rotazione  : 
poiché  è  facile  vedere  che  la  traiettoria  descritta  dal  punto  di  r, 
che  coincide  con   U  all'  inizio  del  movimento,  è  tangente  ad  r. 

e)  Supponiamo  che  F  prenda  in  o  successivamente  le  posi- 
zioni F^  ,  Fg  ,  F3,  ...  ;  e  sieno  a  ,  a' ,  a",."gli  ^  ^©11®  rotazioni 
intorno  ai  punti  fissi  G  ^  G' ,  G",  ...,  mediante  le  quali  si  possono 
[a)]  far  prendere  ad  F  le  posizioni  F^F^Fj,....  Condotta  la  retta 
GG\=GG'  e  tale  che  sia  V  A  G\G&=%,  si  tiri  la  retta  inde- 
finita G\M  in  modo  che  1'  A  GG\M  sia  uguale  all'  A  GG'G", 
e  la  retta  G\G'\^G'G"  e  tale  che  sia  V  AG'\G\M='x';  e  cosi 
si  continui.  Ora  immaginando  la  linea  spezzata  GG\G'\„.  inva- 
riabilmente connessa  ad  F ,  le  successive  suindicate  rotazioni  si 
effettuano  mediante  il  rotolamento  di  questa  linea  spezzata  mobile 
suir  altra  linea  spezzata  fissa  GG'G",.., 

In  conseguenza,  un  movimento  continuo  di  F  nel  suo  piano  o 
può  essere  sostituito  dal  rotolamento  sulla  linea  luogo  dei  eentri 
istantanei  di  rotazione  {centroide  di  confronto)  di  uu'  altra  linea 
(ceiUroide  della  figura  F),  invariabilmente  connessa  ad  F  e  che 
è  il  luogo  dei  punti  di  F  che  venivano  a  coincidere  coi  suddetti 
centri  istantanei  di  rotazione  (^). 


(^)  Si  suppone  che  queste  normali  non  coincidano. 

(-)  In  questo  rotolamento  la  linea  mobile  si  muove  sulla  linea 
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/)  Cosi,  p.  es. ,  se  F  si  muove  in  modo ,  clie  due  suoi  dati 
punti  A  ,  B  percorrano  due  rette  ortogonali  a ,  &,  assegnate  in  <7, 
le  J_  in  j4  ,  J5  ad  a  ,  ò  sì  segheranno  nel  centro  istantaneo  G  di 
rotazione:  e  quindi,  posto  al^O,  ed  osservando  essere  OG=ABy 
ne  segue  che  il  circolo  ({/,  di  centro  0  e  di  raggio  AB,  èia  cen- 
troide  di  confronto,  mentre  il  cerchio  ^'  di  diametro  AB  è  lo.  cen- 
troide  della  figura  F,  perchè  V  A  AGB  è  sempre  un  A  retto  ^ 
durante  il  movimento  di  F. 

Si  noti  in  fine  che,  mentre  ò'  rotola  sopra  ^  ,  un  dato  punto 
M'  di  ^'  percolare  il  diametro  di  ^  che  passa  per  M';  perchè  Vg 
M'OA  è  uguale  all'  A   MBA  0). 

g)  Se  una  retta  r  si  muove  in  un  piano  e ,  in  guisa  che,  di 
tre  punti  HKM  assegnati  in  essa,  i  primi  due  percorrano  ordinata- 
mente le  date  rette  ortogonali  a ,  b  di  e,  il  terzo  punto  M  genera 
un'  ellisse  zz  ,  che  ha  ah^O  per  centro ,  meyitre  i  suoi  semiassi , 
situati  rispettivamente  sopra  a  ,  b,  sono  uguali  a  KM  ,  HM. 

Di  vero,  le  J_  ad  a  ,  &  in  II ,  K  sì  segano  nel'  centro  istanta- 
neo G  di  rotazione:  e  se  si  conduce  per  ilf  la  1|  a  6 ,  che  seghi 
a  ,  OG  rispettivamente  in  P ,  Q,  e  per  Q  la  ||  ad  a  che  seghi 
HK  in  /?,  si  ha  OQz=  KM=RB.  Ma  PM  :  PQ=HM  :  HR=HM  : 
MK.  Dunque,  poiché  Q  descrive  il  cerchio  di  centro  0  e  di  raggio 
OQ=MK  j  il  punto  M  genererà  (183,  e)  V  ellisse  C3  indicata  nel- 
r  enunciato. 

h)  il  teorema  g)  dà  una  facile  descrizione  (per  moto  continuo) 
di  un'  ellisse  o,  individuata  dai  suoi  semiassi  DA  ,  GB, 

Ma,  da  quanto  è  detto  nel  n.o  183,  e),  si  trae  pure  la  seguente 
costruzione  per  i  punti  dell'  ellisse  C3. 

Costruiti  nel  piano  e  di  C3  i  cerchi  C3j  ,  cSg  ,  che  abbiano  per 
comune  centro  0  ed  DA  ,  GB  per  rispettivi  raggi,  sieno  essi  se- 
gati ordinatamente  in  M\  Q  da  una  retta  arbitraria  s  di  0  :  le 
Il  ad  GB ,  GAy  condotte  rispettivamente  per  il/'  ,  Q,  si  segheranno 


fissa  senza  strisciamento,  in  modo  che  il  punto  di    contatto    per- 
corre sulle  due  linee  archi  di  uguali  lunghezze. 

(')  Sicché,  se  è  Z    il  punto  ,  in  cui  4*  ,  4^'  si  toccano  all'  inizio 
del  movimento,  quando  ;];'  sarà  tornato  nella  posizione  iniziale,  il 
punto  L  di  ^'  avrà  percorso  due  volte  il  diametro  LGL^  di  4. 
Sannia.  —  Geometria  proiettiva.  93* 
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in  un  punto  M  di  e;  poiché,  posto  MM'-OA^R,  si  ha  MR  :  M'R 
=  0Q  :  OM=OB:  OA. 

Le  tangenti  a  C3  ,  sr,  in  M  y  M'  concorrono  sulla  retta  OA. 
ì)  Supposto  OA>OB,  ed  indicando  con   U  il  punto  medio  di 

QM\  SI  ha  UM=.UM'= ,  0U=        -_ = ,men- 

tre  è  r  A    OJJM  doppio    dell'  A     OM^Mj    e    quindi    anche    del- 
l' A    BOU. 

Dunque  ,  «e  i  segmenti  rettilinei  OU  e  UM ,  uguali  rispettiva- 
mente alla  semisomma  ed  alla  semidifferenza  del  semiasse  prima- 
rio OA  e  del  semiasse  secondario  OB  di  un*  ellisse  C3,  si  muovono 
nel  piano  o  di  ts,  in  guisa  che  il  primo  roti  intorno  al  centro  O 
di  C3  di  un  A  doppio  di  quello  pel  quale  il  secondo  rota  intorno 
ad  U,  il  punto  M  genererà  C3. 

Applicando  questo  teorema  si  è  costruito  un  compasso  ellittico^ 
che  serve  a  descrivere  con  moto  continuo  un'  ellisse ,  i  cui  assi 
sono  dati  in  grandezza  e  posizione;  e  ciò  tra  dati  limiti  per  le  lun- 
ghezze di  questi  assi. 

k)  Dati  ,  in  un  piano  a ,  un  A  qualunque  Im  ^  0  ,  se  un 
dato  y  LMN  si  muove  in  e  per  modo  che  i  vertici  L  ,  M  per- 
corrano ordinatamente  le  rette  1  ,  m,  il  vertice  N  genererà  «n'  el- 
lisse C3  di-  centro  0.  E  costruendo  il  circolo  OLM  ^  (U)  ,  la 
retta  congiungente  il  suo  centro  U  al  punto  N  lo  segherà  in 
due  punti  P  ,  Q  tal  che  i  semiassi  di  C3  saranno  i  segmenti 
OA  ,  OB  delle  rette  indefinite  OP  ,  OQ,  uguali  rispettivamente  ad 
NQ  ,  NP. 

Se  U  coincide  con  N  ,  C3  sarà  un  circolo;  e  se  il  circolo  OLM 
passa  per  N,  il  vertice  M  rfeZyLMN  si  muoverà  sopra  una  retta 
di  0. 

In  fatti,  indicando  con  R  il  punto  del  cerchio  (Z7)  diametralmente 
opposto  ad  Oj  si  descriva  il  cerchio  (0)  di  centro  0  e  di  raggio 
OR,  il  quale  toccherà  (V)  in  R.  Ora,  se  questo  ultimo  circolo 
rotola  nella  concavità  del  primo,  i  punti  L  ^  M  ,  P  y  Q  percorreran- 
no [/)]  le  rette  fisse  l^m^OP  ^  OQj  mentre  i  punti  PyQM,N  sa- 
ranno sempre  allineati.  E  siccome  1'  A  POQ  è  retto,  il  teorema 
è  dimostrato  [f)l.  —  I  due  casi  particolari  dell'  enunciato  sono  e- 
videuti. 
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l)  Costruire  gli  assi  dell'  ellisse  C3,  individuata  da  suoi  semi- 
diametri coniugati  0-4' ,  0J5'. 

Sulla  J_  ad  OA'  condotta  per  B' ,  si  tagli  B'L=:OA^  ;  e  tirata 
la  retta  r,  che  congiunge  B'  al  punto  medio  Udì  OL,  si  costrui- 
scano i  punti  P ,  Q,  nei  quali  r  è  segata  dal  cerchio  ^  di  centro 
f7  e  di  raggio  UO:  tagliando  sulle  rette  ortogonali  OP ,  OQ  i  seg- 
menti OA  ,  OB  uguali  rispettivamente  a  QB'  ,  PB' ,  saranno  OA  , 
OBj  in  grandezza  e  posizione,  i  semiassi  di  a. 

Di  vero,  se  r  si  muove  in  modo,  che  i  punti  P ,  Q,  assegnati 
in  essa ,  percorrano  le  rette  ortogonali  OP ,  OQ ,  il  punto  B'  ge- 
nererà \g)]  un'  ellisse  e,,  i  cui  semiassi  sono  OA  ,  OB,  E  poiché 
PL ,  QL  sono  J_  ad  OP ,  OQ,  sarà  L  il  centro  istantaneo  di  ro- 
tazione; e  quindi  si  avrà  in  LW  la  normale  a  Cwj  nel  punto  B' , 
e  sarà  perciò  OA'  (che  è  _L  ad  LB')  la  posizione  del  diametro  con- 
iugato di  07?'  rispetto  a  C3|.  Inoltre,  essendo  LB^OA^R  un  punto 
del  cerchio  ^};,  gli  A  PLB'  ,  PO  A'  sono  uguali;  e  quindi,  traspor- 
tando la  figura  composta  del  y  J^PQ  e  della  retta  LE',  in  guisa 
che  questi  angoli  uguali  coincidano  e  il  segmento  LB'  coincida 
col  segmento  OA',  i  punti  P ,  Q  giaceranno  sempre  ordinatamente 
sulle  rette  OP,  0§,  mentre  il  punto  B'  coinciderà  con  A',  Dun- 
que B'  sarà  un  punto  della  conica  C3j,  la  quale  perciò  coinciderà 
con  zz. 

m)  Si  noti  quanto  segue. 

1.0  Costruendo  B'M:^LB',  le  rette  indefinite  OP  j  OQ  ,  che 
sono  gli  assi  di  C3,  sono  le  bisettrici  degli  A  formati  dalle  rette 
OL  y  03/.— In  fatti ,  siccome  è  U  il  punto  medio  di  PQ  ed  è 
B'U\\OM,  sarà  0  {PQUM)  un  gruppo  armonico  di  raggi,  mentre 
OP ,  OQ  sono  J_  tra  loro  ;  e  quindi  OP ,  OQ  sono  le  bisettrici 
degli   A  formati  dalle  rette  OL  ,  OM. 

2.0  Dati  tre  punti  PQB'  di  una  retta  r,  se  questa  si  muove 
in  modo  che  P ,  Q  percorrano  due  retto  ortogonali  OP ,  OQ  di  un 
piano  e,  il  semidiametro  coniugato  OA'  di  OB'  neirellisse  zz  de- 
scritta da  B'  si  ottiene,  costruendo  il  punto  d'intersezione  L  delle 
J_  ad  OP,  OQ  in  P,  Q  e  tagliando  sulla  ±  ad  LB'  condotta  per 
O  un  segmento  OA'=LB, 

24.  a)  Dati  in  un  piano  o  due  punti  al  finito  UU'  (  reali  e 
distinti),  se  i  raggi,  che  proiettano  da  UU'  un  punto  M  di  e, 
rotane  nel  piano  o  intorno  ad   U ,  U'  secondo  dati  sensi  di  rota- 
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zione,  descrivendo  ritpettivameute  A  dati  io,  co'  (^) ,  le  novelle 
posizioni  di  tali  raggi  si  segheranno  iu  un  punto  A/, ,  che  si  dirà 
corrispondente  ad  M  nella  trasformazione  così  definita, 

b)  I  punti  M ,  M^  ei  corrispondono,  in  generale,  unìvocamente* 
Ma,  indicando  con  Q  il  punto  di  o  tale  che  i  raggi  UQ  ,  U^Q 
coincidano  con  la  retta  UU'^q ,  dopo  le  suindicate  rotazioni ,  e 
con  P  il  simmetrico  di  Q  rispetto  a  5^,  ai  ^pxxiiti  {singolari)  U^U\  Q, 
corrisponderanno  ordinatamente  gì'  infiniti  punti  delle  rette   TJ^Pì 

up,  uir. 

e)  Ad  una  retta  arbitraria  a  di  0  corrisponde  una  conica  ca^, 
che  passa  per  i  punti  UU'P:  poiché  i  fasci  di  raggi,  che  proiet- 
tano da  U  y  U'  i  punti  di  a,  sono  prospettivi,  e  quindi  diventano 
in  generale,  semplicemente  proiettivi,  mentre  P corrisponde  al  punto 
aq.  Inoltre,  posto  a-  U^Qi^L  ,  a-  UQ=L'y  i  raggi  UL  ,  U^U  diver- 
ranno, dopo  le  rotazioni,  le  tangenti  a  C3^  in   17 ,  U\ 

Ma  se  a  passa  per  U  (o  per  ?7'),  zs^  degenera  nella  retta  U^P 
ed  in  una  retta  di  U  (0  nella  retta  UP  ed  in  una  retta  di  U') , 
e  se  a  passa  per  Q  ,  c;^  degenera  nella  retta  q  ed  in  una  retta 
di  P.  mentre  se  è  a^q,  sarà  tz^=UP*U'Pj  e  àe  è  a^UQ  (o=C/'Q), 
sarà  vs^^q'-U'P  (o=q^UP). 

In  fine ,  alla  retta  all'  infinito  r^  di  0  corrisponde  il  circolo 
fl^UU'P'^  perchè  i  fasci,  che  proiettano  i  punti  di  r^  da  U",  U\ 
sono  direttamente  uguali,  e  tali  restano  quindi  dopo  le  rotazioni. 
d)  Siccome  i  fasci  che  proiettano  da  U  j  U*  i  punti  del  cir- 
colo y=UlPQj  sono  direttamente  uguali,  e  restando  pure  tali  dopo 
le  rotazioni  diventano  però  prospettivi  (perchè  i  raggi  UQ  ,  U'Q 
coincidono  con  la  retta  g),  ne  segue  che  a  ciascun  punto  di  y  cor- 
risponde un  punto  air  infinito  di  0. 

In  conseguenza,  quando  a  non  passa  per  alcuno  dei  punti  UU'Q, 
se  essa  è  esterna  a  y  ,  ts^  sarà  un'  ellisse;  e  se  a  sega  y^  nei  punti 
A  j  B  (\o  tocca  in  A)  zs^^  sarà  un'  iperbole,  i  cui  assintoti  saranno 
Il  alle  posizioni  che  prenderanno  i  raggi  UÀ  ,  UB  dopo  le  rota- 
zioni (0  sarà  una  parabola,  che  avrà  un  diametro  nella  posizione 
che  prenderà  il  raggio  UÀ),  Sicchè,8e  a  passa  pel  centro  O  di  )r, 
e  solo  allora,  C3^  sarà  un'  iperbole  equilatera. 


(})  Uno  degli  to  ,  co'  può  essere  anche  nullo. 
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e)  Le  coniche  corrispondenti  a  tutte  le  rette  di  e  costitui- 
scono il  sistema  {rete)  delle  coniche  circoscritte  al  v  UU'P,  i 
cui  vertici  si  dicono  punti-base  della  rete. 

/)  Ai  raggi  abc„.  di  un  fascio  (8)  di  a  corrispondono  quindi 
le  coniche  C3<,C^C3^...  del  fascio  [  tT^T'P^, ]=<!>,  dove  8^  è  il  punto 
corrispondente  ad  8  (^). 

Né  alcuna  delle  coniche  del  fascio  <I>  è  esclusa.  In  fatti ,  le  co- 
niche degeneri  PU+ S^U',  PU"-8^U ,  S^P^UU'  corriapondono  ai 
raggi  8U ,  8U'  ,  8Q  del  fascio  (8).  E  se  ^  è  la  tangente  in  U 
ad  una  conica  C3  di  $,  indicando  con  t^  la  posizione  di  t,  quando 
ha  rotato  intorno  ad  U  dell'  A  w,  ma  in  senso  contrario,  e  posto 
t^  '  U'Q=K ,  C3  sarà  la  conica  corrispondente  al  raggio  8K. 

g)  Viceversa,  dato  il  fascio  di  coniche  [£7C/''P;S',]=<fr ,  e  fa- 
cendo rotare  intorno  ad  U ,  U^  i  fasci  di  raggi  che  proiettano  da 
U ,  U'  ciascuna  conica  di  0,  sino  a  che  i  raggi  UP ,  U'P  coin- 
cidono con  la  retta  UU' ,  si  trasformerà  0  in  un  fascio  {8)  di 
raggi. 

Ciò  potrà  servire  a  dimostrare  dei  teoremi  sui  fasci  di  coniche 
a  punti  base  reali. 

/i)  Se  ^  è  esterno  a  /  ,  0  costerà  d' infinite  iperboli  (tra  le 
quali  una  sola  equilatera),  d'  infinite  ellissi,  e  di  due  parabole,  che 
separano  la  serie  delle  ellissi  dalla  serie  delle  iperboli.  E  se  iS'  è 
air  infinito,  gli  assi  delle  due  parabole  sono  J_  tra  loro. 

Se  /S^  è  un  punto  di  5( ,  a  conterrà  solo  una  parabola,  ed  infi- 
nite iperboli  (tra  le  quali  una  equilatera),  che  hanno  tutte  un  as- 
sintoto  1 1  air  asse  dell'  unica  parabola. 

Se  /S^  è  interno  a  x  ^  53  conterrà  solo  infinite  iperboli  ;  ma ,  dì 
esse  una  sola  è  equilatera,  o  lo  sono  tutte,  secondo  che  /S^  è  di- 
stinto da  0,  o  pur  no. 

Se  ^S'  coincide  con  uno  dei  punti  UU^Q  ,  C3  sarà  degenere.  Cosi^ 
p.  e.,  se  è  8^Uj  ciascuna  delle  coniche  di  C3  consterà  della  retta 
U'P  e  di  una  retta  di   U, 

i)  Considerando  il  circolo  y^^UHQRlP VUj  si  dimostri  quanto 
segue. 


(^)  Supponendo  nullo  T  A    co' ,    le  coniche  del  fascio   risultano 
circoscritte  al  y   UZPP  e  tangenti  tra  loro  in   U. 
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Qnando  8  è  interno  al  v  UU'Q  ,  S^  giacerà  nell*  interno  del 
V  UlTR 

Quando  8  giace  esternamente  al  v  UIPQ,  se  è  in  temo  al  seg- 
mento UHQ  (o  QRIP)  di  y,  8^  giacerà  nell'A  opposto  al  vertice 
deir  A  UU'P  (o  deir  A  IT  UP)]  e  se  8  giace  neir  interno  del 
segmento  U' VU  di  /  ,  8^  giacerà  nell'  A  opposto  al  vertice  del- 
l' A    UPU'. 

Quando  8  è  un  punto  della  retta  UQ  (o  U'Q) ,  8^  cofnciderà 
con  U'  (o  con  C/)  ;  e  quando  ^S^  giace  sopra  UU' ,  8^  coinciderà 
con  P,  Se  poi  8  giace  in  )r  ,  8^  andrà  all'  infinito. 

Quando  iS^  è  al  finito  ed  esternamente  a  y^  ,  8^  giacerà  estema- 
mente  al  y  UlTP,  ma  in  uno  degli  A  del  v  stesso.  Se  però  8 
giace  air  infinito,  8^  sarà  un  punto  di  y. 

k)  Da  quanto  è  detto  in  h),i)  risulta  che ,  dati  i  punti-base 
UU'P8^  ài  un  fascio  di  coniche,  se,  delle  7  regioni,  nelle  quali 
il  sostegno  del  fascio  è  diviso  dai  lati  del  y  UL/'Pj  s'  indichino 
con  i  quella  interna  a  questo  y  e  quelle  date  dagli  A  opposti 
ai  vertici  del  V  stesso,  e  con  e  le  altre  tre  regioni,  secondo  che 
8^  giace  in  una  delle  regioni  i  o  e ,  il  fascio  conterrà  solo  iper- 
boli, o  conterrà  anche  infinite  ellissi  e  due  parabole. 

25.  Dati,  in  un  piano  e,  un  y  ABC^abc  ed  un'involuzione 
J  (dei  cui  punti  doppi,  se  reali,  nessuno  giaccia  sopra  alcuna  delle 
rette  abcj  e  il  cui  sostegno  p  non  passi  per  alcuno  dei  punti 
ABC) ,  e  posto  pa^L  ,  pb^M ,  pc^N^  e  costruiti  i  gruppi  ar- 
monici BCLU  ,  CAMM'  ,  ABNN' ,  apparterranno  ad  uno  stesso 
fascio  le  coniche  C3  ,  y  ,  (j;,  che  passano  tutte  tre  per  i  punti  J 
(reali  o  immaginaiii)  ,  e  delle  quali  la  prima  è  circoscritta  al 
y  ABCj  la  seconda  è  coniugata  al  y  stesso,  e  la  terza  è  circo- 
scritta al  y  L'M'N". 

Di  vero,  costruito  il  coniugato  L^  di  L  in  J,  e  posto  AL^'a==iL^\ 
sarà  Z#"  reciproco  di  L  rispetto  a  y,  mentre  è  pure  Zr"  il  secondo 
punto  d'  intersezione  di  a  con  i^  {}),  Indicando  quindi  con  ti^it.aì^a 


\^)  Ohe  V  sia  il  secondo  punto  d' intersezione  di  a  con  ({;,  si 
dimostra  come  segue. 

liidicando  con  M^^N^  i  coniugati  di  Af,^ in  J,  le  rette  AL^^BM^, 
CN^  concorreranno  in  un  punto  //,  ^la  posto  B^£^  •  b^M'\CNy  •  c^N*\ 
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le  involuzioni,  che  e  ,  ^  ,  tj^  determinano  in  a ,  si  avrà  a^^BC, 
y^^^BC ,  L"TJ\f  ò^^L"L\  Ma  essendo  y^  ,  n^  armoniche  tra  loro, 
il  loro  prodotto  \BC  ^  Ij*L*\^\^  è  un'involuzione  armonica  a  7o,C3j, 
mentre  è  pure  armonica  a  ^^,  Dunque  i  tre  assi  di  sintesi  associati 
ad  a  nelle  coppie  di  coniche  csy^  ,  yj^  ,  ^j;c3  ,  concorreranno  nel 
punto  di  a  coniugato  di  L  in  J^.  Ma  similmente  si  vede  che 
essi  concorrono  in  un  punto  di  &.  Dunque  questi  tre  assi  di  sin- 
tesi debbono  coincidere  in  una  stessa  retta  p'\  ossia  il  teorema  è 
dimostrato. 

Come  caso  particolare  si  deduce  che,  il  cerchio  circoscritto  ^  il 
cerchio  coniugato,  e  il  cerchio  dei  nove  puntif  relativi  ad  uno  stesso 
V,  hanno  lo  stesso  asse  radicale, 

26.  Se  uu'  è  una  coppia  di  rette  congiunte  [eserc.  14],  rela- 
tive ad  una  conica  C3,  e  se  ^  è  un'  iperbole  di  assintoti  u  ,  u',  i 
4  punti  S3.({;  apparterranno  ad  un  cerchio. 

E  se  ve'  è  un'  altra  coppia  di  rette  congiunte  a  a,  i  punti,  nei 
quali  u  ,  u'  segheranno  w'^  apparterranno  ad  un  altro  circolo. 

27.  a)  Dati  due  triedri  (reali  o  immaginar ii)  autoreciproci 
ad  un  cono  Y  di  2.o  grado,  reale  o  immaginario  e  di  vertice  S  , 
esistono  {234,  e)  nella  stella  [S]  due  coni  (reali)  di  2.^  grado  , 
polari  reciproci  rispetto  a  V,  dei  quali  uno  è  circoscritto  ai  due 
dati  triedri,  e  V  altro  è  iscritto  in  essi. 

In  particolare,  si  applica  questo  teorema  a  due  triedri  trirettan- 
goli  di  una  stella  [iS];  perchè  questi  sono  autoreciproci  all'  asso- 
luto di  [8\. 

b)  Se  in  un  cono  reale  Y  di  2,^  grado  esistono  tre  genera- 
trici che  costituiscono  uìi  trispigolo  trirettangolo ,  V  possederà 
(234,  g)  infinite  terne  di  tali  generatrici, 

e)  E  noto  [225,  i),  3.o  e  4.o]  che,  date  due  coniche  a  ,  «j  di 
un  piano  a,  non  bi tangenti ,  e  tali  che  una  almeno  sia  immagi- 
naria, queste  coniche  hanno  una  sola  coppia  di  umbilichi  (reali  e 


e  costruiti  i  gruppi  armonici  AHL^V^\  BHM^M"' ,  CHI^^N"^  sarà 
L"Af'N''  il  V  diagonale  del  quadrangolo  ABCH\  ed  il  luogo  dei 
poli  di  p,  rispetto  alle  coniche  del  fascio  [ABCH\,  è  una  conica, 
circoscritta  al  V  L"M''N'' ,  e  che  contiene  i  punti  J    ed  i  punti 
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distinti),  i  quali  sono  situati  sopra  una  bipolare  g.  Quindi,  dual- 
mente, considerando  in  una  stella  [8]  un  cono  ^  di  2.o  grado  e 
Tassolnto  V  di  [S\  esistono  due  piani  reali  e  disttnti  p,p'  di  S 
appartenenti  ad  una  bipolare  a  di  Y  ,  Y'  e  tali  che  due  rette 
qualunque  r ,  r^  reciproche  a  Y  e  situate  in  p  (o  in  p')  sono 
pure  tali  in  V;  e  quindi  r  ,  r^  sono  J_  tra  loro,  ed  a  è  un  asse 
di  Y  (perchè  il  piano  polare  a  di  a  rispetto  a  V  è  pure  tale  ri- 
spetto a  Y'). 

Dunque ,  se  "^  è  un  cono  di  2,^  grado  di  vertice  S,  ma  non 
dì  rivoluzione ,  esistono  due  piani  pp'  di  S  (che  diremo  ciclici)j 
reali  e  distinti,  appartenenti  ad  un  asse  h,  di  Y  ,  e  tali  che  le 
involuzioni  (p),  (g')  di  V  siano  circolari.  In  conseguenza,  Y  deter- 
mina un  circolo  (reale  o  immaginario)  sopra  ogni  piano  ||  ad  uno 
dei   suoi  piani  cìclici  (^). 

Se  W  è  di  rivoluzione  intorno  ad  a,  i  piani  p  ,  p'  coincidono  col 
piano  J_  ad  B,  nel  vertice  S  di  V. 

28.  Se  {a), {a')  sono  due  fasci  di  piani,  i  cui  sostegni  a,  a'  si 
segano  in  un  punto  al  finito  U,  e  si  conducono  i  piani  a ,  a'j.  in  U 
ordinatamente  ad  a,a',  il  luogo  delle  intersezioni  dei  piani  di  (a), 
(a')_L  tra  loro  è  un  cono  T  di  2.o  grado,  che  ha  a  ,  a'  per  piani 
ciclici;  ed  ogni  piano  pj_  al  piano  aa' ,  ma  non  appartenente  ad 
alcuno  dei  fasci,  sega  Y  secondo  una  conica  C5,  che  ha  per  uno 
dei  suoi  assi  la  intersezione  dei  piani  p,  oa'. 

Il  cono  Y  può  essere  generato  ancora  dal  lato  V  di  un  A  retto 
W  ài  vertice  U,  il  cui  piano  roti  intorno  ad  a ,  mentre  il  lato  / 
si  muove  nel  piano  a. 

Se  il  punto   U  giace  air  infinito.? 

29.  Dati  tre  punti  ABC  sopra  un 'assegnata  conica  C3,  e  con- 
dotta ]a  tangente  e  a  w  in  C,  costruire  la  conica  ts' ,  che  abbia 
con  C3  un  contatto  tripunto  in  A,  passi  per  B,  e  tocchi  la  retta  e. 


(*)  Siccome  le  coniche  C3  ,  Hj  hanno  pure  una  sola  coppia  di 
assi  associati  di  sintesi ,  reali  e  distinti ,  ed  appartenenti  ad  un 
bipolo,  ne  segue  che  in  un  piano  principale  del  cono  Y  esistono 
due  rette  f ,  /',  tali  che  due  piani  reciproci  a  Y,  ed  appartenenti 
ad  f  (o  ad  f),  sono  J_  tra  loro. 

Queste  rette  saranno  chiamate  focali  del  cono  Y  [cfr.  nota  a 
pag.  676]. 
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30.  Due  coppie  Aa  ,  Bh  di  poli  e  polari  individuano  un  fascio- 
schiera  di  coniche,  delle  quali  ciascuna  è  individuata  da  due  punti 
reciproci  ad  essa. 

31.  Luogo  dei  punti  di  una  correlazione  piana,  che  apparten- 
gono alle  rette  corrispondenti,  ed  inviluppo  di  queste  rette. 

a)  Neires.  39  a  pag.  602  si  fece  la  classificazione  delle  correla- 
zioni piane  non  degeneri;  e  noi  conserveremo  qui  le  notazioni  ivi 
usate.  Però  quando  vorremo  parlare  separatamente  di  quelle  cor- 
relazioni considerate  in  l.o,  2.^,  3.<>,  4,o  òfi  delFes.  suddetto,  le  indi- 
cheremo ordinatamente  con  F,  ,  Tg  ,  Tj  ,  T^  ,  P^;  ma  intendiamo  che 
in  questo  esercizio,  allorché  parleremo  in  generale  di  una  corre- 
lazione piana  V,  sia  sempre  esclusa  la  T^,  a  meno  che  non  si  dica 
espressamente  il  contrario. 

Rammentiamo  poi  che  le  proietti  vita  Ta  ,  P^  ♦  determinate  d  a 
r  rispettivamente]  in  -4  ,  a',  sono  le  proiettività  caratteristiche 
j^l  ,  ja'j  deir  omografia  V^  (*):  e  V^  ha  quindi  per  vertici  del  suo 

V  fondamentale  f    ,  j  il   punto    A    e   i   due   punti   uniti   di    ja'{. 

Sicché  questi  ultimi  due  vertici  sono  immaginarli  per  T,^,  sono 
due  punti  reali  e  distinti  B  ,  C  per  Pj*,  coincidono  in  un  punto 
B  per  Pg^,  e  coincidono  con  A  per  Pg*. 

In  fine,  indicando  sempre  con  m^jm^^  (o  R^  ,  i2_|)  le  rette  cor- 
rispondenti ad  un  punto  M  {p  ì  punti  corrispondenti  ad  una  retta 
r)  ordinatamente  in  P  ,  P"^ ,  è  evidente  che  m^^  ,  w,  (o  R_,^,R^) 
si  corrisponderanno  in  P^. 

6)  In  una  correlazione  piana  P,  essendo  Wi?7i_j=JV  un  punto 
appartenente  ad  w,  ed  w.i,  le  rette  w_i,ni,  che  corrispondono  ad 
N  ordinatamente  in  P~\P,  passeranno  per  M.  E  noi  chiameremo 
biconìugati  in  P  due  elementi  omonimi  (come  p.  e.,  M ,  N)  tali 
che  gli  elementi  corrispondenti  ad  uno  di  essi  in  P  ,  P"^  appar- 
tengono air  altro  sicché  solo  quando  w,  ,  w_,',  (o  R^  ,  i?.j)  coin 
cidono,  il  punto  M  (o  la  retta  r)ha  infiniti  punti  biconiugati  (o 
infinite  rette  biconiugate)  {^ 


{})  Per  P4  le  \A\  ,  |a'j  sono  due  identità,  e  P^^  è  un'  omologia 
di  centro  A  ed  asse  a'. 

(^)  In  P4,  ad  una  retta  qualunque  r  di  ^  corrisponde   involu- 
Samnia  —  Geometria  proiettiva,  94* 
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Inoltre  siccome  ai  punti  MNMK,.  della  retta  i/A=r  corrispon- 
dono in  r   le  rette  7n^n^m'^.,.  del  punto  jK|  ,  posto  rm',^^' ,  si 

avrà  la  proiettività    involutoria    {r)^yjyj.i^  e  quindi  la    retta/?', 

di  i^i,  che  corrisponde  ad  N'  in  P,  passerà  per  il/'.  Ma,  essendo  N* 
un  punto  di  wi,',  la  retta  n'_i  di  jK.^,  che  corrisponde  ad  N^  in 
r~^  passerà  pure  per  M\  Dunque  il  biconiugato  N*  di  un  punto 
qualunque  3f'  di  r  giace  sulla  retta  r. 

In  fine,  la  retta  MN  passa  per  j4.  Poiché ,  per  P^  ,  Pg  ,  Ps  ,  i 
punti  A  j  AM-a'^A'  sono  punti  biconiugati  situati  sulla  retta 
AMA^;  e  perciò  il  biconiugato  N  del  punto  3/  della  retta  AMA' 
deve  giacere  sulla  retta  stessa,  ossia  la  retta  MN  deve  passare  per 
A,  Per  Pr,  poi,  siccome  il  biconiugato  del  punto  MN'o'  è  -4  ,  la 
retta  MN  deve  passare  per  A, 

Dai  sin  qui  detto,  e  dalla  dualità,  si  hanno  i  seguenti  teoremi. 

lìi  una  correlazione  piana  P, 


due  punti  biconiugati  sono  alli- 
neati con  A:  e  sopra  ogni  retta 
r  di  A  esistono  infinite  coppie  di 
punti  biconiugati^  le  quali  costitui- 
scono un* involuzione  J^..  Inoltre^  J^ 
è  in  generale  iperbolica  o  ellittica; 
ed  è  parabolica  solamente  in  Pg, 
quando  è  r^AB,  ed  in  Pg,  quando 
è  r^AB,  o^AC.  In  fine,  se  i 
punti  doj>pi  di  \y.  sono  reali,  cia- 
scuno è  un  punto  che  appartiene 
alla  retta  corrispondente  in  V 
(punto  unito). 


due  rette  biconiugate  concorrono 
sopra  a';  e  per  ogni  punto  R  di 
a'  passano  infinite  coppie  di  rette 
biconiugate,  le  quali  costituisco- 
no un*  involuzione  Jr.  Inoltre  j  b 
è  in  generale  iperbolica  o  ellittica*^ 
ed  è  parabolica  solamente  in  Pg, 
quando  è  R^B,  ed  in  P3,  quando 
è  R^B,  o^C.  In  fine,  se  i  raggi 
doppi  di  Jr  sono  reali,  ciascuno 
appartiene  al  punto  corrispon- 
dente in  P  (retta  unita) 


e)  In  una  correlazione  piana  T,  se  r  è  una  retta  non  appar- 


toriamente  il  punto  ra^^A\  il  quale  è  quindi  biconiugato  a  qua- 
lunque punto  M  di  r. 

Inoltre,  in  P^jP^""^,  i  punti  corrispondenti  ad  una  retta  non  ap- 
partenente ad  A  sono  allineati  con  A  e  le  rette  corrispondenti  ad 
un  punto  non  appartenente  ad  a'  si  segano  sopra  a\ 
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tentìite   ad  alcun  vertice  del    v  fondamentale  f    ,\ delV omografia 

Pg,  il  luogo  dei  punti  N,  biconiugati  dei  punti  M  di  r,  è  una  co- 
nica ^  (reale  e  non  degenere) j  la  quale  passa  per  i  punti  R|,R_|,  è 

circoscrìtta  ^^  V  (  j.  /  )  ^    ^    l^    «m^    tangente  in  A  passa  pel  punto 

ra'=:L:  ma  se  r  passa  per  A  ,  sarà  tj/^r'*'a' ,  e  «e  r  passa  per  B 
m  Ta  (o  in  Fg),  «a^-a  cj/^r''*"b',  dove  è  r'  wwa  rc^^a  di  G  (o  di  B). 
Li  fine  ,  se  é  r^a' ,  in  T^  e  T^  ciascun  ptmto  di  r  ha  A  per  hi- 
coniugato]  in  Tg  è  ({/^b''^c',  e  in  T.2  è  (j;^b'"^b':  e  se  in  V^  (p  in 
Fa)  é  r=b',  sarà  (|/=a'^c'  (o=a'-b')  (i). 

In  fatti,  se  M  percorre  la  retta  r.  le  rette  w^,  ,  wi,  roteranno 
intorno  ai  punti  E^^  ,  7^,,  descrivendo  [a)]  due  fasci  proiettivi;  e 
il  luogo  del  punte  N^m^^m^  è  perciò  una  conica;  che  passa  per 

il?.,  ,  /?,,  ed  è  circoscritta  al  y  (  A,  Ma  i  punti  M ,  j^ giaccio- 
no \b)]  sopra  una  retta  di  A;  e  quindi  ^  può  essere  generata  dai 
raggi  AN,R^^N  di  due  altri  fasci  proiettivi.  In  conseguenza,  poi- 
ché per  M^L  si  ha  N^Aj  e  i  raggi  ANR^^N  diventano  -4L,/?.,.4, 
ne  segue  che  AL  è  la  tangente  di  6  in  A. 

Se  r  passa  per  A  è  [&)]  evidentemente  ^=r^a',  osservando  che 
ad  A  sono  biconiugati  tutt'  i  punti  di  a'.  E  se  in  Pg,  o  in  Pg,  r 
passa  per  i?,  i  punti  i?,,-K»,  giacciono  in  6',  ed  i  fasci  (i2_,),(i?i) 
sono  prospettivi;  e  perciò,  in  Pgj^j;  degenera  in  6'  e  nell*  asse  r' 
di  prospettiva  dei  due  fasci.  Ma,  in  Pg  è  C  biconiugato  del  punto  re', 
e  quindi  r'  passa  per  C:  e  per  Pg  si  dimostra  che  r'  passa  per  B, 
osservando  che  se  il  punto  r^a'^N  fosse  distinto  da  B,  la  retta  AN 
segherebbe  r  fò)]  nel  punto  biconiugato  M  di  N,  ed  M  sarebbe 
distinto  da  A,  che  è  il  solo  biconiugato  di  N;  assurdo. 

Il  resto  del  teorema  è  evidente;  e  si  lascia  allo  studioso  l'enun- 
ciato della  proposizione  duale. 

S  noti  però  che,  se  ^  ha  con  r  punti  reali  comuni,  questi  sono 
punti  uniti  di  P. 

d)  Se,  di  ogni  punto  M  del  piano  G  di  una  correlazione  piana 
Ty  si  costruisce  la  polare  m'  rispetto    alle   rette  m_,  ,  m,  ,  la  cor- 


(*)  in  P^  il  luogo  dei  punti  biconiugati  dei  punti  di  una  retta 
non  appartenente  ad  A  è  la  conica  «'V,  dove  è  èr=^«ra'. 
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rispondenza  IT,  tra  M  ed  m'  è  una  polarità  piana,  e  la  trasformata 
ITg  dì  n,  mediante  T  è  un^ altra  polarità  piana,  nella  quale  il  polo 
di  una  retta  qualunque  di  o  sarà    il  polo    dei  punti   che   le    cor- 
rispondono in  P"^.  e  r. 

Inoltre,  lli  ,  IT^  si  corrispondono  involutoriamente  in  P,  hanno 
amendue  A  per  polo  di  a',  e  il  loro  prodotto  è  un* omologia  di  cen- 
tro K  ed  asse  a'. 

In  fine,  se  la  correlazione  piana  ha  punti  uniti,  le  coniche  fon- 
damentali e;,  y  C32  di  IT|  ,  II2  sono  reali  e  sono  ordinatainente  il 
luogo  dei  punti  uniti  e  V  inviluppo  delle  rette  unite  della  correla- 
zione stessa;  ma  queste  coniche  C3|  ,  a^  ^^*^o  bitangenti,  con  A  ,  a' 
come  j>olo  e  corda  del  contatto,  per  P,  e  per  P,;  per  P^  hanno  un 
contatto  quadripunto  nel  punto  A  della  loro  tangente  comune  a'/ 
e  per  P4  degenerano  rispettivamente  in  due  rette  reali  e  distinte  di 
B  e  in  due  imnti  reali  e  distinti  di  b'  (^). 

Di  vero,  se  i>f  percorre  una  retta  arbitraria  r  di  e,  le  rette  m^^,m^ 
descriveranno  intorno  ai  punti  K^^,K^  due  fasci  proiettivi  alla  pun- 
teggiata generata  da  M,  e  tali  che  r7n_^^^f_^  ,  M ,  rm^^M^  sa- 
ranno punti  successivamente  corrispondenti  nella  proiettività  P^  , 
che  P  determina  in  r.  In  conseguenza,  posto  rm^M',  si  avrà  in 
MM^M^M^^  un  gruppo  armonico,  ed  i/,3/'  saranno  punti  coniugati 
neir  involozione  unita  J^  di  P^.  E  da  ciò  segue,  che  nella  corri- 
spondenza IT,  al  punto  3/'  corrisponderà  una  retta  dì  M. 

Ma  la  conica  ^,  luogo  dei  punti  N=m_^^m^,  biconiugati  dei  punti 
M  di  r,  passa  per  i  punti  fissi  A,R^y,R^,  ed  m*  passa  per  il  punto 
N  di  i^,  mentre  i  punti  M,N  sono  allineati  con  A,  In  conseguenza, 
indicando  con  R  il  secondo  punto  d'  intersezione  di  m'  con  ^j^,  il 
gruppo  di  raggi  N(R_^R^AR)  sarà  sempre  armonico,  al  variare  di 
3/;  e  perciò  jR  è  un  punto  fisso  della  retta  NR^m\  Dunque,  poi- 
ché ad  3/'  corrisponde  in  IT,  una  retta  di  M,  la  retta  m'  genera 
intorno  ad  R  un  fascio  involutorio  con  la  punteggiata  generata 
dal  punto  AI  ossia  IT^  è  una  polarità. 

Le  proprietà  stesse  poi  della  trasformazione  di  TI,  in  lì^ ,  me- 
diante P,  dimostrano  evidentemente  che  112  ^^  costruisce  come  è 
detto  neir  enunciato,  e  che  P  muta  TTg  in  II,. 


(^)  Per  P4  ,  a,  degenera  nella  retta  doppia    a' ,  e  cSg  degenera 
nel  punto  doppio  A. 
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Applicando  al  punto  A  (o  alla  retta  a!)  la  costruzione  data  per 
trovare  la  polare  di  un  punto  in  TI,  (o  il  polo  di  una  retta  in  ITg), 
risulta  che  A  è  polo  di  a'  in  TI,  e  in  TT^. 

Ora,  poiché  V  muta  II,  in  Tlg  e  U^  in  n„  V  muterà  1'  omogra- 
fia n,TIg  nella  sua  inversa  n^TIn  e  perciò,  non  essendo  V  una  po- 
larità, IIiTIg  dev'essere  un'omologia  di  centro  A  ed  asse  a\ 

Per  la  correlazione  Fg  le  II,  ,  IT^  sono  degeneri.  —  In  fatti , 
se  r  è  una  retta  qualunque  di  A  ,  che  seghi  a'  in  7?,  i  punti 
i?_,  ,  Rx  giacciono  in  a',  ed  R_y  ^  R  ,  R^  sono  punti  successiva- 
mente corrispondenti  nella  proietti  vita,  che  1'  omografia  V^  deter- 
mina in  a\  proiettività  che  ha  B  per  unico  punto  unito.  Sicché 
il  gruppo  R_xR\R^  é  armonico  ossia  E  k  ì\  polo  rispetto  a  Rg, 
di  una  qualunque  retta  di  A, 

Inoltre,  per  Pg,  due  rette  r  ,  r'  di  B  (dove  r'  é  la  retta  che  , 
insieme  con  h\  costituisce  [e)]  il  luo^o  dei  punti  biconiugati  dei 
punti  di  r)  proiettano  due  punti  biconiugati  di  una  retta  «  di  -4; 
e  perciò,  al  variare  di  r,  le  rette  r  ,  r'  generano  un'  involuzione 
J.  Dunque,  se  F^  ha,  oltre  Bj  altri  punti  uniti,  J  sarà  iperbolica, 
e  i  suoi  raggi  doppi  e  ,  f  costituiranno  il  luogo  dei  punti  uniti  di 
r2,  non  potendo  esservi  in  F^  un  punto  unito  M  non  appartenente 
ad  e  0  ad  f,  poiché  una  retta  di  3/,  che  seghi  e  ,  /  in  punti  di- 
stinti, conterrebbe  tre  punti  uniti;  assurdo.  Dualmente  si  ha,  che 
due  punti  reali  e  distinti  di  b'  costituiscono  l'inviluppo  delle  rette 
unite  di  Fg. 

Per  F,  ,  Fg  ,  F5,  se  esiste  un  punto  unito  M  (in  Fg  ,  F5,  tali  punti 
esistono  sempre),  siccome  w_,  ,  w,  debbono  allora  passare  per  3/, 
anche  m'  passerà  per  M;  e  perciò  H,,  che  non  è  degenere,  avrà 
la  conica  fondamentale  reale  C3|,  i  cui  punti  sono  evidentemente 
punti  uniti  nella  suddetta  correlazione.  E  si  vedrà,  ragionando  come 
si  é  fatto  per  Fg,  che  i  soli  punti  di  C3,  sono  punti  uniti  nelle 
correlazioni  stesse.  Essendo  poi  n,IIg^Tl2ni  un'  omologia  di  cen- 
tro A  ed  asse  a',  risulta  (225,  a,c)quanto  é  detto  nella  fine  del- 
l' enunciato. 

Si  noti  ancora  che,  per  F,  ,  Fg  ,  F5,  ti  centro  di  TTg  è  il  punto 
medio  del  segmento  compreso  tra  i  punti  limiti  della  correlazione^ 
ossia  tra  i  punti  che  corrispondono  alla  retta  aW infinito  nella  cor- 
relazione e  nella  sua  inversa. 
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32.  Sulle  coniche,  che  trasformano  una  data  conica  s  nella 
stessa  S3. 

a)  È  noto  che  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè , 
di  due  coniche  a,ca,  (reali  o  immaginarie)  di  un  piano  a.  Tana  sia 
polare  reciproca  di  se  stessa  rispetto  all'altra,  è  che  sia  aCT^^Oia, 
ossia  che  il  prodotto  delle  due  coniche  sia  un'omologia  armonica. 

Indicando  poi  con  8^8  il  centro  e  V  asse  di  questa  omologia 
armonica,  le  coniche  C3  ,  85^  saranno  (225,  a)  bitangenti,  con  S ,  « 
per  polo  e  corda  del  contatto. 

Inoltre,  data  una  conica  a,  ed  assunto  nel  suo  piano  e  un  punto 
arbitrario  S,  la  cui  polare  8  non  appartenga  ad  S\  il  prodotto  di 
cs  e  deiromologia  armonica  [S ,  «]  sarà  l'unica  conica  che  trasforma 
C3  in  53,  tra  tutte  le  coniche  bitangenti  a  C3  e  con  S  per  polo  del 
contatto.  —  E  noi  indicheremo  con  Qs  la  conica  cosi  postruita,  e 
chiameremo  8  e  C3s  punto  e  conica  corrispondtinti  (^) 

b)  Conducasi  per  8  nel  piano  G  una  trasversale  w,  e  si  de- 
terminino la  polare  w,  rispetto  a  a ,  di  un  punto  arbrtrario  M 
di  Uj  e  la  retta  Wj  corrispondente  ad  m  in  [8 ,  s]:  posto  U8^S\ 
um~M' ,  um^=M^,  le  involuzioni  [88' ,  MM']  ,  [88'  ,  MM^]  sono 
di  specie  differenti,  e  rappresentano  le  due  coppie  di  punti  U'ZS 
td'C3S  ,  armoniche  alla  coppia  88'  e  tra  loro  (perchè  il  prodotto 
di  queste  involuzioni  è  V  involuzione  88'), 

In  conseguenza,  se  la  conica  a  è  reale,  ed  8  è  interno  a  C3,  la 
conica  C3g  sarà  immaginaria';  ma  in  ogni  altro  caso  C3g  sarà 
reale. 

Sempre  però,  conduoendo  per  8  una  retta  «  che  seghi  s  in  8', 
la  coppia  di  punti  wOg  è  definita  dalla  condizione  di  essere  ar- 
monica alle  coppie  di  punti  88'^U'a. 

e)  Data  una  conica  reale  e,  ed  assunto  nel  suo  piano  e  un 
punto  8y  la  cui  polare  s  seghi  zs  nei  punti  A  ,  B^  se  si  conduce 
per  8  una  trasversale  arbitraria  u,  la  quale  seghi  C3  in  C ,  D  , 
il  luogo  dei  punti  ACDBebC\  ,  AD*BC=D^^  al  variare  di  w,  è 
la  conica  z:^   . 

Di  vero,  essendo  A  CBD  un  quadrangolo  semplice  iscritto  in  C3, 
la  retta  C^D^^u^  passa  per  8  e  pel  punto  H  d'intersezione  delle 


(*)  Due  coniche  c3,C3g  tali,  che  Tuna  sia  trasformata  in  se  stessa 
dair  altra  diconsi  coniugati  riapetto  al  punto  S. 
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tangenti  a  C3  in  C,Z>,  ed  il  gruppo  SllC^D^  dev'essere  armonico;  e 
quindi  H  coincide  col  punto  su^.  Ma,  posto  su^Ky  è  C^D^K  un 
V  autoreciproco  a  e  Dunque  [b] ,  i  punti  C^  ,  D^  appartengono 
alla  conica  as  ,  perchè  separano  armonicamente  le  coppie  di  punti 

d)  Ora  poiché  la  polare  di  C^  rispetto  a  C3  è  D^K,  ed  i  punti 
H  j  8  separano  armonicamente  le  coppie  di  punti  C^D^  ,  i^'O,  ne 
segue  [b)]  che  S  ò  ìin  punto  della  conica  C3^  corrispondente  al 
punto  C|. 

Inoltre,  se  r  è  una  tangente  di  ts  ,  siccome  a  trasforma  C3  in 
53  ed  r  nel  suo  polo  B  rispetto  a  C3 ,  ne  segue  che  C3g  deve 
passare  per  R. 

Dunque,  data  una  conica  o,  il  luogo  dei  punti  ^S^,  corrispondenti 
alle  coniche  ts  che  passano  per  un  dato  punto  Cj  esterno  a  C3  (o 
che  toccano  un'assegnata  segante  r  di  cs),  è  la  conica  corrispon- 
dente al  punto  Cj  (o  la  conica  corrispondente  al  polo  R  di  r  ri- 
spetto a  cs). 

e)  Dati  due  punti  L ,  M  esterni  ad  un*  assegnata  conica  C3  , 
e  due  seganti  Z,m  di  o,  esistono  in  generale  quattro  coniche,  che 
trasformano  C3  in  o  ,  e  che  passano  per  L,M  o  che  toccano  nifi, 
0  che  passano  per  L  e  toccano  l  (supposto  che  L  non  sia  il  polo 
di  l  rispetto  a  n). 

/)  Indicando  con  G  ^  g  il  polo  e  la  corda  del  contatto  di  un 
fascio -schiera  ^  di  coniche  bi  tangenti. 

1.0  le  coppie  ^i^i'  j  cSgOg', ...  di  coniche  di  4>,  polari  reci- 
proche rispetto  ad  un'assegnata  conica  C3  di  0,  costituiscono  un'in- 
voluzione, i  cui  elementi  doppi  sono  C3,  e  la  conica  a',  coniugata 
di  C3  rispetto  al  punto   G. 

2.0  le  coppie  di  coniche  coniugate  c3iC3"i  ,  cs^Oa"»  •  •  •  appar- 
tenenti a  <t ,  costituiscono  un'  altra  involuzione ,  che  ha  per  ele- 
menti doppi  le  coniche  degeneri  di  0. 

g)  Considerando  una  conica  qualunque  a,  e  le  coniche  e:  ,C3  ,c3q 
coniugate  di  cr  ordinatamente  rispetto  ai  vertici  EyF,G  di  un  V 
autoreciproco  a  C3,  si  hanno  quattro  coniche^  che  sono  coniugate 


(*)  È  facile  vedere  che  n ,  Wg  si  corrispondono  in  due  omolo- 
gie armoniche,  V  una  di  centro  A  ed  asse  SBj  Taltra  di  centro  B 
ed  asse  SA, 
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a  due  a  due,  hanno  EFG  per  comune  v  autoreciproco,  e  di  esse 
una  sola  è  immaginaria. 

33.  Sulle  coniche  bitangenti. 

a)  Premettiamo  alcuni  teoremi,  già  implicitamente  o  esplici- 
tamente noti. 

Rispetto  a  due  coniche  bitangenti  zs ,  a^  {reali  o  immaginar ìe\ 
e  che  abbiano  S  ,  s  per  polo  e  corda  del  contatto. 


l.o  le  polari  p,Pi  di  un  pulito  P, 
non  bipolo  ,  si  segano  sopra  la 
retta  s  (*);  e  quindi,  di  due  punti 
bireciproci,  uno  ajìjyartiene  seni- 
pre  ad  s: 

2.0  «e  (j/  é  una  conica  che  pas- 
sa per  i  due  punti  s-osS'Ci 
{reali  o  immaginarii) ,  ma  che  ; 
non  appartiene  al  fascio-schiera  ' 
[c3,C3j],  gli  assi  di  sintosi^  associa- 
ti ad  8  nelle  coppie  di  coniche 
?{/C3,<j;c3i,  concorrono  (173,  q)  in 
un  punto  di  s  {^), 


i  poli  P,P|  di  una  retta  p,  non 
bipolare^  sono  allineati  col  pun- 
to S]  e  quindi,  di  due  rette  bi- 
reciproche,  una  appartiene  sem- 
pre ad  S: 

se  le  due  tangenti  S  •  C5^S  •  Oj 
{reali  o  immaginarie)  toccano  una 
terza  conica  4»'/  che  non  appar- 
tiene al  fascio-schiera  [CiC],  gli 
U7nbilichi, associati  ad  S  nelle  cop- 
pie di  coniche  ò'Oj'Vnjp  sono  al- 
lineati con  S  (^) 


(*)  Il  punto  ps,  essendo  un  bipolo,  ò  bireciproco  a  -P,  e  perciò 
il  punto  ps  appartiene  a  p^. 

(-)  Se  sono  reali  i  punti  di  contatto  -4  ,  ^  di  cCjwj,  questo  teo- 
rema si  applica  anche  alla  conica  degenere  '^^Z***/',  dove  le  rette 
/  ,  /'  passano  rispettivamente  per  A  ,  B.  In  conseguenza,  se  C3,wj 
sono  due  iperboli,  che  hanno  gli  stessi  assintoti  t,t\  un  A/Z'  i  cui 
lati  sono  11  a  ^ ,  t\  determina  ordinatamente  in  c3,C3j  due  corde  j[. 
E  se,  per  una  a^  delle  due  iperboli,  si  assume  l'iperbole  degenere 
f^t'^  si  ricade  nel  teorema  del  n.o  93,   b). 

(^)  Se  le  tangenti  S-'d^S-zs^  sono  due  rette  reali  a, 6  questo 
teorema  si  applica  ancora  alla  conica  degenere  i^^^L^L\  dove  i 
punti  L  ,  V  appartengono  rispettivamente  ad  a  ,  b. 
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b)  Se  ^i  )tS2  ,  Hg  sono  tre  coniche  {reali  o  immaginarie) ,  e  le 
prime  due  sono  hiiangenti  alla  terza,  con  S^  ed  s^,  Sg  ed  Sg  ordi- 
natamente per  poli  e  corde  del  contatto,  il  punto  ^^q^^Qc  sarà  un 
bipolo  di  C3i,C32,  di  relativa  polare  S^Sg^g;  ed  indicando  con  Jg^J,; 
le  involuzioni^  che  rappresentano  le  coppie  di  assi  di  sintosi  e  di 
ttmhilichi  appartenenti  a  Ct  ,  g,  saranno  s^Sg  ,  S^S^  coppie  di  eie- 
unenti  coniugati  rispettivamente  in  Jg  ,  \g» 

Di  vero,  il  punto  G  è  un  bipolo  di  C3j ,  Og ,  perchè  tale  è,  tanto 
rispetto  a  aj,C3,  quanto  rispetto  a  cSgjCS.  Inoltre,  rispetto  a  cs^,  a^ 
un  punto  arbitrario  M^  di  s^  è  un  bipolo  ,  la  cui  corrispondentt^ 
bipolare  S^M^  segherà  s^  in  un  punto  M^  bireciproco  di  Jtfj.  In 
conseguenza ,  la  polare  di  M^  rispetto  a  C3  ,  dovendo  passare  per 
J/j  ed  S^j  sarà  la  retta  S^M^  ;  e  questa  sarà  quindi  anche  la  po- 
lare di  3/^  rispetto  a  cSg.  Dunque,  M^M^  sono  bireciproci  a  zz^ ,  zz.f 
e  perciò  (224,  e)  le  rette  s^  ^  s^,  che  proiettano  M^  ,  ilfg  da  Gr  ^ 
saranno  raggi  coniugati  in  J^. 

La  dualità  dà  la  rimanente  parte  del  teorema  (^). 
Si  notino  i  seguenti  casi  particolari,  lasciando  gli  altri  allo  stu- 
dioso. 


{})  Se  un  cerchio  ed  una  conica  sono  bitangenti,  la  corda  g  del 
contatto  deve  essere  _L  ad  un  asse  della  conica;  perchè  la  retta,  con- 
giungente  i  poli  della  retta  all'  infinito  rispetto  al  cerchio  ed  alla 
conica,  è  un  diametro  comune,  che  passa  [a),  l.o  a  dritta]  pel  polo 
G  del  contatto. 

Dunque  [6)],  se  z:^  ,  cSg  sono  due  cerchi,  di  centri  Cj  ,  Cj,  bitan- 
genti ad  una  conica  C3,  e  se  le  corde  di  contatto  s^  ,  Sg  sono  _[_  ad 
uno  stesso  asse  g^C^Cg  di  C3,  queste  corde  \\  sono  equidistanti 
daW  asse  radicale  dei  due  cerchi',  poiché  G  è  \\  punto,  airinfinìtfi 
in  direzione  J_  a  ^,  ed  s^^s^  sono  raggi  coniugati  nelFinvoluzione  Jo  * 
che  ha  per  raggi  doppi  la  retta  all'  infinito  e  la  retta  r. 

Di  qui  si  trae  che,  se  0  è  un  centro  di  omotetia  di  due  cerchi 
a^  ,  cSg  di  un  piano  a,  le  polari  di  0  rispetto  ai  due  cerchi  sono  \  \ 
ed  equidistanti  dall'  asse  radicale  dei  due  cerchi:  poiché  basta  sup- 
porre che  C3  sia  la  conica  degenere  rappresentata  dalla  coppia  (reale 
o  immaginaria)  delle  tangenti  comuni  ai  due  cerchi,  condotte  dal- 
l' umbilico  0  dei  cerchi  stessi. 

Sannia.  —  Geometria  proiettiva.  95* 
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1.0  Se  Og  è  una  conica  degenere  rappresentata  da  un'  invo- 
luzione (E)  —  i  cui  raggi  coniugati  debbono  quindi  essere  reci- 
proci alla  conica  a  — ,  determinando  la  polare  e  di  ^  rispetto  a 
tZij  è  s^s^'^G  uno  dei  due  bipoli  GjF  di  Oj ,  Og  situati  sulla  retta 
e  (229,  d),  mentre  S^ ,  8^  giacciono  sulla  retta  EF—g^  ed  è  S^^E. 
Ragionando  come  innanzi,  si  vedrà  (229  e)  che  «i  ,  «g ,  anche  in 
questo  caso,  sono  raggi  coniugati  dell'  involuzione  j  ,  che  rap- 
presenta gli  assi  di  sintesi  di  C3j  ,  zz^  appartenenti  a  G^  mentre  i 
rappresenta  V  unico  umbilico  E  situato  in  g. 

2.0  Se  CTg  degenera  in  un'involuzione  (e) — i  cui  punti  coniugati 
debbono  quindi  essere  reciproci  a  C3 — ,  determinando  il  polo  E  di 
e  rispetto  a  Ci  ,  è  S^S^'^g  una  delle  altre  due  bipolari  g  ^f  di 
Oi ,  Hg  appartenenti  ad  E^  mentre  8^,82  passano  pel  punto  ef=tGj 
ed  è  «g^^'  Allora  8^,82  sono  punti  coniugati  dell'involuzione  J^, 
che  rappresenta  gli  umbilichi  di  C3| ,  Og  ^ì^uati  in  g ,  mentre  \„ 
rappresenta  1'  unico  asse  di  sintosi  e  appartenente  a  G. 

3.0  Quando  C3j,C3g  sono  bitangenti,  (ma  non  degeneri),  con  G'^g' 
per  polo  e  cdrda  del  contatto,  se  il  punto  «jSg^^x  coincide  con  G', 
e  quindi  8iS2=g  coincìde  con  ^',  il  punto  ilfg  (nel  quale  «^  dev'es- 
sere segata  dalla  bipolare  del  punto  M^  di  s^  rispetto  a  C3,  ,  cs)  , 
essendo  bi reciproco  di  M^  rispetto  a  Wj ,  n^,  deve  giacere  [a),  l.o, 
a  sinistra]  in  g\  e  perciò  deve  coincidere  con  81,  ossia  dev'essere 
G'8i^S2j  e  quindi  82^g'si.  Sicché,  anche  in  questo  caso,  8^82^8^82 
sono  coppie  di  elementi  coniugati  nelle  involuzioni,  che  rappre- 
sentano gli  assi  di  sintosi  e  gli  umbilichi  di  C3i,c32,  appartenenti 
al  bipolo  8^82  ed  alla  bipolare  8^82' 

Non  può  poi  supporsi  che  s^  ,  «g  sieno  distinte  e  che  il  punto 
Si»2^G  appartenga  a  g\  poiché  allora  8i82^g  sarebbe  una  retta 
di  G\  e  si  vedrebbe ,  come  innanzi ,  che  Afg  dovrebbe  giacere  in 
g'  ;  e  quindi  »g  dovrebbe  coincidere  con  <y',  ed  in  conseguenza 
anche  8^  dovrebbe  coincidere  con  g\  Dunque,  se  Si»2=(?  non  coin- 
cide con  6r' ,  X  deve  essere  una  conica  del  fascio-schiera  [ts^  ,  Og]. 

4.0  Quando  Qj ,  Og  hanno  un  contatto  quadripunto  in  un  punto 
G'  della  loro  tangente  comune  g\  ragionando  come  in  3.^,  si  vedrà 
che  non  esiste  alcuna  conica  bitangente  a  Oj ,  Og  ;  mentre  però 
esistono  in  vece  infinite  coniche,  che  hanno  con  C3^,C3g  un  contattto 
quadripunto  in  G\  ' 
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e)  Indicando  con  G  un  bipolo  di  due  coniche  n^  ,  ^^  ^*  ^^* 
piano  G ,  la  cui  relativa  polare  è  g ,  e  con  Jg  ,  \g  le  involu' 
zioni  che  rappresentano  le  coppie  di  assi  di  sintosi  e  di  umbilichi 
appartenenti  a  G ,  g,  se  s^^g  f  S^Sg  sono  coppie  di  elementi  coniu- 
gati ordinatamente  in  Jo  ,  ìg,  esistono  due  coniche  bitangenti  a  cs^jCa^, 
delle  quali  V  una  ha  con  C3,  ,0^  ordinatamente  s^,Sg  per  corde  di 
contatto ,  mentre  per  V  altra  queste  corde  sono  Sj  >  8^  ;  ed  esistono 
due  altre  coniche  bitangenti  a  C3|,C52}  delle  quali  Vuna  ha  con  a^ ,  Zi^ 
ordinatamente  S^ ,  S^  per  poli  di  contatto^  mentre  per  Valtra  questi 
poli  sono  Sg  ,  Sj  {ma  le  ultime  due  coniche  bitangenti  coincidono 
con  le  jìrime  duCy  se  S^  è  il  polo  di  Sj,  o  di  s^,  rispetto  a  C5i). 

Sieno,  infatti,  S\  i  S'^  ^  punti  di  g,  poli  di  s^  ,  s^  ordinatamente 
rispetto  a  zs^  ,  n^.  Assunto  sopra  s^  un  punto  arbitrario  Mj^ ,  la 
sua  polare  rispetto  a  cSj  segherà  s^  in  un  punto  il/g,  reciproco  di 
M^  rispetto  a  zs^  ed  alla  conica  degenere  L  del  fascio  [z3^  ,  o] , 
e  quindi  anche  reciproco  di  3/^  relativamente  alla  conica  ts^»  In 
conseguenza,  la  polare  8*2^^1  ài  M.^  rispetto  a  w^  segherà  s^  nel 
punto  Jf '2  reciproco  di  M^  rispetto  a  cSj,;  e  sarà  individuata  [eserc.  14] 
la  conica  C3  bitangente  a  o^,  con  s^  per  corda  del  contatto  e  con 
M^  ,  3f' 2  per  punti  reciproci.  E  poiché  M^  ed  M\  ,  G  e  gs^  sono 
coppie  di  punti  di  S2  bireciproci  a  Og ,  w3,  ne  segue  che  C3  è  an- 
che bitangente  a  a^,  con  «^  per  corda  del  contatto. 

Similmente^  scambiando  tra  loro  s^  ed  s^y  si  avrà  la  seconda  co- 
nica dell'enunciato:  e  la  dualità  dà  la  rimanente  parte  del  teorema. 

Lo  studioso  esaminerà  i  casi  particolari  di  ^3^  degenere^  e  di  ca^ ,  c^ 
non  degeneri,  ma  bitangenti^  tenendo  presente  quanto  è  detto  in 
6),  1.0,  2.0,  3.0. 

d)  Date  in  un  piano  a  ,  una  retta  r ,  e  due  coniche  C3j  ,  Og 
(reali  0  immaginarie^  ma  non  degeneri,  né  appartenenti  ad  un  fa- 
scio-schiera) ,  ed  indicando  con  R^ ,  Rg  i  poli  di  r  ordinatamerite 
in  a,  ,C32»  ^^^  ^  ^^  bipolo  di  cSj  ,  »£  »  ^*  relativa  polare  g,  con 
ìg  la  involuzione  che  rappresenta  gli  umbilichi  di  cs^ ,  cSg ,  appar- 
tenenti a  g,  il  luogo  dei  poli  di  r,  relativamente  a  tutte  le  coniche 
bitangenti  a  33^  ,  n^ ,  i  cui  poli  di  contatto  giacciono  in  g,  è  una 
conica  '^y. ,  la  quale  passa  per  R^  .  R^  e  per  i  punti  Ig  ,  ed  ha 
rg  H=  L  per  polo  della  corda  R^Rg. 

Sia  C3  una  di  queste  coniche  bitangenti ,  e  sieno  S^  ,  82  i  poli 
di  contatto  di  C3  ordinatamente  con  cs^ ,  C32'  ^ìc^^^^  ì  punti  8^  ;  ^2 
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sono  [h)]  coniugati  in  ìg.  Inoltre,  poiché  i  poli  i?j,  E  dì  r  rispetto 
a  SJj  ,  C3  sono  allineati  [a),  l.o,  a  dritta]  con  S^y  e  similmente  i 
punti  JÌ2  f  R  sono  allineati  con  S^ ,  sarà  R  Y  intersezione  delle 
rette  R^S^  =  u^ ,  -^2*^2  ~  ^2*  ^^  ^®  rette  u^  ,  u^,  al  variare  di  zz , 
descrivono  fasci  proiettivi  {R^ ,  (R^jì  perchè  prospettivi  alle  pun- 
teggiate descritte  dai  punti  S^^  S^j  coniugati  in  Ig.  Dunque  il  luogo 
del  punto  R  è  una  conica  ^^.y  che  passa  per  Ri^R^  ©  per  i  punti  J^. 
Ora,  poiché  i  fasci  {R)j{R^)  proiettano  i  punti  coniugati  di  una 
involuzione  Ig  ,  la  retta  Ril^^  é  reciproca  a  g  rispetto  a  (J;^.  Ma, 
essendo  R^R^  bireciproca  assoluta  di  r  nel  fascio  di  coniche  [npCSjl, 
i  punti  R^R^'g  ,rg^L  sono  (224^  e)  coniugati  in  j^  ,  e  quindi 
reciproci  a  ^^,  Dunque  il  punto  i  è  il  polo  di  r  rispetto  a  ^^. 
Si  noti  quanto  segue. 

1.0  Se  Jg  ha  i  raggi  doppi  reali  « ,  s\  il  punto  di  s  {0  di  «')» 
bireeiproco  del  punto  sg  (0  sg')  rispetto  a  C3j  ,  cSj,  sarà  un  altro 
punto  di  «py.:  poiché  la  retta  doppia  8  (o  s')  è  una  delle  coniche 
degeneri  tra  le  coniche  C3  in  esame. 

2.0  Se  sono  reali  gli  altri  bipoli  JS  ,  2^  di  n^  ,  cSg ,  che  sono 
situati  in  g,  siccome  i  punti  E,F  sono  coniugati  in  1^,  si  ha  che  i 
punti  ER^* FR^^P ,  ER^-FR^^Q  apparterranno  a  ^^.  E  poiché  il 
quadrangolo  semplice  R^PR^Q,  iscritto  in  ò^,  ha  -E,i^  per  punti 
d'intersezione  delle  due  coppie  di  lati  opposti,  ed  rg  per  punto  d'in- 
tersezione delle  tangenti  a  (J;^  nei  vertici  opposti  R^ ,  R^  del  qua- 
drangolo, le  tangenti  a  ^^  negli  altri  due  vertici  opposti  P,Q 
concorreranno  nel  punto  di  g^  coniugato  armonico  di  rg  rispetto 
ad  E  j  F. 

3.^  Se  C3j  ,  «2  s^^*^  bi tangenti ,  con  G'  ,  g'  per  polo  e  corda 
del  contatto,  per  tutte  le  coniche  C3  bitangenti  a  Wj  ,  tSg  ,  le  cui 
corde  di  contatto  con  ct^  ,  a^  passano  per  G\  il  teorema  d)  resta 
inalterato.  Ma,  per  le  altre  coniche  bitangenti  n,  che  apparten- 
gono [6),  3.0]  al  fascio-schiera  [o^ ,  cSg] ,  si  ricade  in  un  teorema 
noto  [231,  d),  a  dritta]. 

4.0  Se  Hg  degenera  in  un* involuzione  di  raggi  (E),  e  se,  deter- 
minata la  polare  e  di  E  rispetto  a  C3i  ,  esistono  in  e  (229,  d)  i 
punti  reali  F  ,  G  bipoli  in  cs^ ,  C32,  il  luogo  dei  poli  di  r,  rispetto 
alle  coniche  bitangenti  a  C3j ,  cSg  ,  e  che  hanno ,  p,  6.,  G  per  polo 
di  EF^g,  è  una  conica  4^,  che  passa  per  il  polo  R^  di  r  rispetto 
a  tZi  e  per  E,  e  che  ha  rgsL  per  polo  della  corda  ER,. 
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Infatti,  se  C3  è  una  di  queste  coniche  bìtangenti,  indicando  con 
R  il  polo  di  r  rispetto  a  C3  ,  e  con  Jo  1'  involuzione  che  rappri^- 
senta  gli  assi  di  sintosi  di  cs^  ,  «^  appartenenti  a  (r,  le  corde  iti 
contatto  .«i ,  «2  ^i  C3i ,  C3^  con  C3  sono  raggi  coniugati  di  Jg  [6).  l*"|, 
mentre  R^^H^u^,ER^u^  saranno  le  polari  dei  punti  rs^=L^,rs^^L,j 
ordinatamente  rispetto  a  n^ ,  a^,  ed  Mj  segherà  g  [«),  1.^,  a  dfitti*] 
nel  polo  S^  di  Sj  rispetto  a  Cj.  Ma  ,  al  variare  di  C3  ,  le  rettn 
«i^Wg  descrivono  intorno  ai  punti  R^,E  fasci  proiettivi  alle  pun- 
teggiate descritte  dai  punti  L^  *  -^2  ?  le  quali  sono  prospettive  n\ 
fasci  descritti  dai  raggi  JJj  ,  «2  »  coniugati  in  Jq.  Dunque  i  iasci 
descritti  da  tij ,  Wg  sono  proiettivi,  e  perciò  il  punto  u^u^^R  ge- 
nera una  conica  (J;,,  che  passa  per   R^  ,E, 

Ora,  per  u^^R^E,  si  ha  successivamente  S^^E^s^^a^s^^f,  0 
quindi  u^  coincide  con  la  polare  g  del  punto  fr  rispetto  a  cs^;  us- 
sia  ^  è  la  tangente  di  i^^  in  ^.  Ma,  per  u^^R^Ly  si  ha  S{^L^.  e 
poiché  r  passa  per  L,  il  polo  di  r,  rispetto  a  questa  conica  bitiin- 
gente  a  C3|  e  che  ha  L  per  polo  del  contatto,  coincide  col  poli»  ii^ 
di  r  rispetto  a  o^,  ossia  è  u^^ER^^  e  quindi  è  LR^^  la  tang*ntti 
di  '^y  in  R^,  Dunque  L  sarà  il  polo  della  corda  ER^  rispetto  a  *b^. 

5.^  Se  w^  degenera  in  un'  involuzione  (e)  di  punti,  e  so^  *ì*- 
terminato  il  polo  E  di  e  rispetto  a  C3j,  esistono  le  rette  reali  ì\i^ 
di  E  ,  bipolari  in  cSj  ,  S32  ,  il  luogo  dei  poli  di  v  rispetto  ft'ff 
coniche  hitangenti  a  cs^ ,  cs^  ,  e  che  hanno  p.  e,  g  per  j^olare  ììl 
ef^G,  è  una  conica  i^^,  che  passa  per  i  poli  Rj  ,  R^  di  v  ri- 
spetto a  C3i ,  C32 ,  e  per  gli  umbilichi  ìg  di  cc^ ,  cSg  situati  in  g ,  e 
che  ha  rg  ^  L  per  jjolo  della  corda  R^R^. 

Questo  teorema  si  dimostra  come  quello  riportato  in  d);  e,  conin 
in  cZ),  2.0,  si  vedrà  che,  essendo  reali  i  punti  eg^E  ,fg^F^  ap* 
partengono  ancora  a  if^  i  punti  ER^  •  FR^^ER^  •  e^P,ER2  •  FR^^^Lj  ? 
dove  P  è  il  punto  di  e  reciproco  del  punto  re  rispetto  a  xz^ 

e)  Lo  studioso  enuncierà  le  proposizioni  duali  a  quelle  f'-*nì- 
tenute  in  d). 

34.  Coniche,  che  trasformano  r  una  nell'altra  due  date  coniglie. 

a)  Date,  in  un  piano  a  ,  tre  coniche  (reali  o  immaginai  it) 
«1  ,  «2  ,  C3  ,  tali  che  C3i  ,  CJg  si  corrispondano  in  C3  ,  se  Oj  ,  rs^ 
hanno  un  solo  V  biautoreciprocOj  reale  0  immaginario,  questo  è  an- 
toreciproco  a  cz\  e  se  zz^  ,  zs^  hanno  infiniti  y  biautoreci proci ,  d 
loro  vertice  comune  G  è  il  polo,  rispetto  a  C3,  del  comune  lato  op- 
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posto  gy  e  ts  0  appartiene  al  fascio -schiera  [cs^^zs^],  o  Vinvoluzione 
Z3g  ,  che  C3  determina  in  g,  è  armonica  alV involuzione  (g)  di  punti 
bireciproci  a  tSi  ,  CJg- 

Inoltre,  ogni  V,  hiautoreciprocó  a  Oj ,  C3,  è  autoreciproco  a  cs^. 

Di  vero ,  la  conica  a ,  che  muta  C3^  in  Oj ,  e  quindi  anche  zs^ 
in  C3| ,  muterà  Tomografia  n^n^^O   nella  sua  inversa  ca^c,.  In 

conseguenza,  se  ts^vs^  hanno  un  solo  v  hiautoreciprocó  f  1,  que- 
sto sarà  (224;  e)  il  y  fondamentale  dell'omografìa  non  omologica 
ù;  e  perciò  (      j  sarà  un  y  autoreciproco  a  C3. 

Ma,  se  C3i  ,  C32  hanno  infiniti  v  biautoreci proci,  di  comune  ver- 
tice 6r  e  di  comune  lato  opposto  g ,  Q  sarà  (225,  a,  e)  un'  omo- 
logia di  centro  G  ed  asse  g]  perciò  G  sarà  il  polo  di  g  rispetto 
a  C5.  Dovendo  poi  zSg  trasformare  (g)  in  {g)y  ne  segue  che,  o  de- 
v'  essere  C3-  =  (^)  ,  ossia  o  deve  appartenere  al  fascio-schiera 
[c3i  ,  CTg],  0  dev'  essere  n^  armonica  a  (g). 

In  fine,  se  (      j  è  un  y  biautoreciproco  a  Oj  ,  C3  ,  è  evidente 

che  G  sarà  il  polo  di  g  rispetto  a  Oj-  ^^  ^^  ^^^  ^s  ^  escale?  ; 
e  quindi ,  indicando  con  C3^^  ,  o,^  le  involuzioni  determinate  in 
g  ordinatamente  da  o^  ,  «i,  si  ha  pure  Og^^o^  ^1(7  ^3^  (1.  Dun- 
que, siccome  V  involuzione   ìg ,  che  rappresenta  i  due  vertici  del 

7(1   situati  in  ^ ,  è  armonica  a  vSg  ,  C3j^ ,  la  (  1  dimostra  che 

ìg  è  armonica  a  cSg^  ;   e  perciò  (      j   è   un  y  autoreciproco  a  o^. 

Da  quanto  si  è  qui  dimostrato  si  deduce  pure  che,  se  cs^  ,  ts^ 
(0  tSi ,  cs)  hanno  un  contatto  bipunto,  o  tripunto,  in  G,  esse  avranno 
ordinatamente  con  zz  (0  con  0^)  un  contatto  bipunto,  0  trìpunto,  in 
G;  e  se  C3^ ,  C3  hanno  in  G  un  contatto  quadripurUo,  esse  avranno 
con  cSg  un  contatto  quadripunto  in  C3. 

b]  Andiamo  ora  a  risolvere  il  problema:  date  in  un  piano  a 
due  coniche  cs^ ,  cSg  (^niendue  reali  0  immaginarie),  definire  le  co- 
niche C3.  reali  0  immaginarie,  che  trasformano  zz^  in  Oj* 

1.0  Supponiamo  dapprima  che  zs^ ,  Og  non  abbiano  punti  reali 
comuni,  né  tangenti  reali  comuni,  e  non  sieno  bitangenti,  0  che 
abbiano  4  punti  comuni  reali  e  distinti,  e  4  tangenti  comuni  reali 
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e  distinte:  allora  le  due  coniche  hanno  (225,  i)  un  solo  v  biauto- 
reciproco  EFO^e/g,  che  è  reale  e  non  degenere. 

Nel  primo  caso  esistono  due  soli  assi  reali  di  sintesi  s  ,s\  ap- 
partenenti all'uno  G  dei  vertici  del  suddetto  y,  e  due  soli  mn- 
bilichi  rei^li  U,U\  appartenenti  al  lato  opposto^.  Posto  poi  sg^^i^j 
s'g^G\i  se  LM^  NP  sono  le  coppie  di  punti  bireciproci  a  C3j  ,  ^., 
e  tali  che  GG^LM ,  GG\NP  sieno  due  gruppi  armonici,  le  retle 
LN ,  MP  passeranno  per  Tuno  i»^  degli  altri  due  vertici  del  sjEFìt^ 
mentre  le  rette  LP ^  MN  passeranno  pel -terzo  vertice  E  {}).  E 
posto  UG  ^  g^ ,  U'G^g\  ,  se  hn ,  np  sono  le  coppie  di  rette  Ili- 
reciproche  a  »!  ^  «2 ,  e  tali  che  i  gruppi  ggilm ,  gg\np  sieno  ar* 
menici,  i  punti  hi ,  mp  giaceranno  suU'uno  /  degli  altri  due  Uvti 
del  V  efg,  mentre  i  punti  Ip  ,  mn  giaceranno  sul  terzo  lato  e, 

Ora,  se  C3  è  definita  dal  suo  v  autoreciproco  ElG^efg  e  «ìsil 
polo  L  della   retta    l ,    si   avranno   in  e?  le    altre  corrispondente 

gl  =  ^W  UG=g\'  m  (P®^^^^  ^  gruppi  GG^LM ,  ggj,m  sono  ar- 
monici) ,  jjt    (  perchè    efss*  ,  EFUU'    sono    gruppi    armoniri  }  , 

sg'=G\       LFEM=N      LEMF^P        -        ,      r  i     . 

TTiry      f     ì     ij  y       1       j^  •  ossia  C3  trasforma  le  m- 

voluzioni  \GGifLM\  ,  \GG\  ,  NP\  di  punti  bireciproci  a  m^  ,z:^ 
nelle  involuzioni  Iggulml  ,  \gg\ìnp\  di  rette  bireciproche  a  CTuC^; 
e  viceversa.  Inoltre,  poiché  le  prime  due  involuzioni  definiscono  im 
fascio  di  coniche  e  le  ultime  due  definiscono  una  schiera  di  coni  eh  »_'^ 
fascio  e  schiera  che  non  possono  avere  di  comune  che  le  conicUii 
Oj ,  ©2  ,  ne  segue  che  la  coppia  di  coniche  ts^ts^  è  trasformata, 
in  se  stessa  da  C3.  Ma ,  se  C3  trasformasse  o^  in  n^ ,  le  coniche 
C3,C3i  sarebbero  bitangenti  [e8erc.32],  ed  avrebbero  perciò  comuni 
infiniti  V  biautoreciproci,  i  quali  sarebbero  [a)]  autoreciproci  a  ~^* 
contro  l'ipotesi.  Dunque  a  muta  a^  in  o^  ®  ^2  ^^  ^i- 


C)  Di  vero,  si  ha  GGJ.Ma  GG^'NP ,  GG^LMaGG^'PN :  0 
perciò  i  punti  LiV- ilfP, //P«  ilf-^  giaceranno  sulla  retta  G^G^'—fi, 
Ora,  essendo  LM,NP  coppie  di  punti  bireciproci  a  zs^ ,  Og»  ^^^^  ^^^^'*^ 
pure  la  coppia  di  punti  LN»  MP^LP*  NM\  e  quindi  uno  di  (|uej^ti 
due  ultimi  punti  coinciderà  con  ^  e  T  altro  con  F, 
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Nel  secondo  caso  poi  basta  supporre  che  LMNP ,  Imnp  sieno 
i  4  punti  e  le  4  tangenti  comuni  a  ts^  ^  cSg  ;  e  rammentare  che 
il  triangolo  diagonale  EFG  del  quadrangolo  LMNP  coincide  col 
trilatero  efg  del  quadrilatero  Ivinp.  Allora,  conservando  le  stes- 
se notazioni,  siccome  sono  armonici  i  gruppi  GG^LM,ggJm, 
EFUU'^efss'  si  ha  che  C3  muta  il  fascio  di  coniche  [LMNP] 
nella  schiera  di  coniche  [Zmn/>|  ;  e  quindi ,  ragionan^Io  come  si  è 
fatto  nel  primo  caso,  si  deduce  che  C3  muta  zs^  in  zs^. 

In  fine,  in  amendue  i  casi,  se  per  definire  e,  in  vece  di  assu- 
mere L  per  polo  di  Z,  si  assume  L  per  polo  di  tn,  o  di  n,  o  di  pj 
si  definiscono  le  altre  tre  sole  coniche,  che  mutano  n,  in  zs^  (*). 

Altrimenti.  In  amendue  i  casi,  le  coniche  zs^  ,  a^  determinano 
(225  ,  i]  sopra  due  lati  g ,  e  del  loro  ^  biautoreoiproco  coppie 
a^g  e  zs2g  ,  cSjg  e  Oge  ^^  involuzioni  della  stessa  specie  per  ciascun 
lato.  Ora,  indicando  con  o^  una  delle  due  involuzioni  che  mutano 
C3j^  in  zS2g)  e  con  zs^  una  delle  due  involuzioni  che  mutano  cSj^  in 
zZ2ff ,  la  conica  cs,  che  ha  g ,e  per  rette  repciproche,  e  cs^ ,  a^  per 
sue  involuzioni,  è  individuata  ed  evidentemente  muta  w^  in  ts^, 

2.0  Supponiamo  ora  che  zz^  ,  o^  abbiano  (225,  /)  la  stessa 
tangente  e  in  un  punto  comune  E,  e  che  abbiano  pure  comuni 
un'involuzione  iperbolica  —  o  ellittica— (e')  di  punti  reciproci  ed 
nn'  involuzione  iperbolica  —  o  ellittica  —  (E*)  di  raggi  reciproci. 
Si  avrà  in  ee'^G  V  altro  solo  bipolo  (oltre  E),  la  cui  corrispon- 
dente bipolare  è  EE  '  ^g\  e  C3i  ,  Cg  avranno  il  solo  y  biautore- 
oiproco l     ),  degenere  di  1.»  specie. 

Posto   poi   ge'^G*,GE'  =  g'j   ed   indicando  con  CD  ,  ed  ^  nel 


(^)  Il  ragionamento  fatto  in  principio  di  questa  dimostrazione, 
e  la  osservazione  messa  alla  fine,  dimostrano  che^  .ve  LMN^P,lranp 
sono  un  quadrangolo  ed  un  quadrilatero  di  un  piano  o,  che  hanno 
uno  stesso  V  diagonale^  esistono  4  coniche,  reali  o  immaginine  , 
che  mutano  LMNP  m  Imnp;  ed  in  conseguenza  un  y,  formato  da 
tre  qualunque  dei  punti  LMNP,  è  omologico  a  ciascuno  dei  quattro 
SJ  contenuti  nel  qtiadrilatero  Imnp;  e  ciò  anche  quando  non  esiste 
alcuna  conica  circoscritta  ad  LMNP  ed  iscritta  in  Imnp. 
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primo  caso,  le  coppie  di  punti  doppi  delle  involuzioni  iperboliche 
(e')  ,  {E\  e  nel  secondo  caso  le  coppie  di  punti  coniugati  dell*.* 
involuzioni  ellittiche  (e')  ,  (E*) ,  ed  armoniche  ordinatamente  a 
GG'  ,  gg'  (armonia ,  che  si  verifica  anche  nel  primo  caso) ,  defi- 
niremo C3  mediante  il  suo  v   autoreciproco  (      j  e  il  polo  C  di  e» 

G     E     C 

Si  avranno  allora  in  a,  oltre  le  corrispondenze       ,       ,     ,aii* 

che  le  altre  ^^^,' ,  g^^^i ,  J    (perchè  i  gruppi  GG^CD,  gg*cd 

sono  armonici);  e  quindi,  ragionando  come  nella  prima  dimostra- 
zione data  in  l.o,  si  vedrà  che  a  muta  a^  in  a^. 

Supponendo  invece  che  C  sia  il  polo  di  d,  si  avrà  l'altra  sqU 
conica^  che  muta  a^  in  cs^. 

3.0  Quando  cs^  ,  zs^  hanno  un  contatto  tripunto  in  un  puato 
G,  nel  quale  la  tangente  comune  sia  g,  e  quindi  hanno  pure  co- 
muni (225,  g)  un  altro  solo  punto  2)  ed  un'  altra  sola  tangenia 
d  ,  C3  deve  [a)]  avere  con  ts^  ,  C3^  un  contatto  tripunto  in  G,  fì 
sarà  definita  dalla  condizione^  che  essa  abbia  D  per  polo  di  d,  E 
ragionando  come  nella  prima  dimostrazione  data  inl.o,  si  vedrà 
che  C3  è  la  sola  conica,  che  muta  C3^  in  a^* 

È  chiaro  poi  che,  posto  GD*d^H ,  dg^K,  e  costruito  il  gruppo 
armonico  DHGG',  la  conica  C3  toccherà  KG'  in  G'\  ed  indicando 
con  S  il  punto,  in  cui  KG'  sega  la  tangente  di  0^  in  D,  la  conìcn 
p  si  può  costruire  come  conica  corrispondente  a  ts^  neiromologiii . 
che  ha  (7  e  GS  per  centro  ed  asse  di  omologia,  e  DyG'  per  punti 
corrispondenti. 

4.0  Se  le  coniche  ts^  ,  zs^  hanno  (225,  h)   un  solo  y  biauto- 

reciproco  (  j ,  e  sono  ellittiche  le  involuzioni  lo  ,  1^ ,  che  rap- 
presentano la  coppia  dei  suoi  lati  appartenenti  a  G^  e  la  coppia 
dei  suoi  vertici  appartenenti  a  g,  queste  coniche  avranno  co  munì 
due  soli  punti  reali  A  j  B  sopra  una  retta  «  di  G,  e  due  sole  tan- 
genti reali  a ,  h  concorrenti  in  un  punto   U  di  g.  Ora  supponendo 

a  definita  dal  suo  v  autoreciproco    (     )    e  dal   polo   A  di  a,  ni 

G     A    \^ 
hanno  in  C3>  oltre  alle  corrispondenze        ,     >    10  '  ^^che  le  altre 

Sannia.  —  Geometria  proiettiva,  96* 
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ga^U'  U^g^  '  b  (P®^'^^^  ^  gruppi  GGìAB  ,  gg^ab  sono  armo- 
nici). Ma,  indicando  con  C3jj, ,  cSgU  le  involuzioni  che  cs^  ,  a^  de- 
terminano ordinatamente  in  g,  U,  le  involuzioni  C3j  ,  1-4-4,  BBj  6rG^,l 
definiscono  cSj ,  mentre  le  involuzioni  c:^^  ,  \aa  ,  bb ,  gg^\  defini- 
scono Cg,  perchè  8,g  sono  rette  reciproche  a  C3j,  ed  UjG  sono 
punti  reciproci  a  s^*  I^cin<iue  C3 ,  che  muta  le  prime  due  involu- 
zioni nelle  seconde,  muterà  C3|  in  a^* 

Assumendo  in  vece  A  per  polo  di  &,  si  avrà  l' altra  sola  conica^ 
che  muta  C3j^  in  a^- 

5.0  Se  le  coniche  C3i ,  Cj  sono  bitangenti,  con  G  ,  g  per  polo 
e  corda  del  contatto  ,  indicando  con  ìg  V  involuzione  che  rappre- 
senta i  punti  g'a{=g'ZS^,  e  con  Cj,  ,  n^, ,  C3,  le  involuzioni,  de- 
terminate da  V5i  ,  a^  ,V3  sopra  una  retta  arbitraria  s  ài  G  y  è 
chiaro  che ,  se  es  è  [a)]  una  conica  del  fascio-schiera  [c:^  ,  cSg]  ; 
mentre  ìg  rappresenta  pure  i  punti  ^«n,  l'involuzione  C5,  deve  mu- 
tare C7|,  in  s^f  ;  e  quindi ,  se  Hj^  ,  cSgs  sono  di  specie  differenti, 
niuna  conica  del  fascio-schiera  muterà  cs^  in  vs^.  Ma,  se  ts^, ,  a^s 
sono  della  stessa  specie ,  assumendo  per  C3,  una  delle  due  invo- 
luzioni che  mutano  n^,  in  w^,,  le  involuzioni  C3,  ,  ìg  (i  cui  soste- 
gni sono  rette  reciproche  a  ciascuna  delle  coniche  €3^  ^  ts^  ^  a)  de- 
finiranno una  n  delle  due  sole  coniche  del  fascio-schiera ,  che 
mutano  cs^  in  n^* 

Esistono  poi  sempre  infinite  coniche,  non  appartenenti  al  fascio - 
schiera,  che  mutano  C3|  in  n^. 

Di  vero,  rispetto  a  ciascuna  C3  di  queste  infinite  coniche  dev'es- 

sere  [a)]  un  y  autoreciproco   il  V  (     )  ?  che  ha  per  vertici  i  punti 

G  ,  J^.  Ora ,  se  «1  ,  c^  sono  reali,  definiremo  C3  con  la  condizione 
che  essa  abbia  un  punto  arbitrario  M  di  C3^  come  polo  di  una  tan- 
gente arbitraria  m  di  cs^;  ed  evidentemente  n  muterà  C3j  in  S3j, 
poiché,  posto  mg^L  ,  MG-g^L',  si  ha  C3^  ^  |LL',  Jp  |. 

Ma,  se  €3^,(32  sono  immaginarie ,  si  assumano  una  retta  arbi- 
traria Z  di  (?  ed  un  punto  arbitrario  Zr  di  ^  ,  e  s'  indichino  con 
M  ,  M'  i  punti  reciproci  a  cs^  ed  armonici  a  G ,  GM*g^L',  e  con 
m  ,m'  le  rette  reciproche   a  Og  ®^  armoniche  a  g ,  LG^l*.  Sarà 

definita  la  conica  e,  che  ha  (  ^  ì    per  y  autoreciproco  ed  M  per 
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polo  di  m  ;   e  poiché  C3  muta  1^  nell'  involuzione  che  rappresenta 

i  lati   del  V  (      )    appartenenti  a  6r  ,  e  OMVM^  ordinatamente 

in  gmVm\  sarà  zig  ^  |  LV ,  J^  | ,  e  C3  muterà  cs^  in  cjj. 

6.^  Ragionando  come  in  6.<>,  si  vedrà  che ,  se  C3|  ,  n  sono 
due  coniche^  che  hanno  un  contatto  quadripunto  in  un  punto  G 
della  loro  tangente  comune  g^  la  sola  conica  es,  che  muta  ss^  in 
C32,  deve  avere  con  Oj ,  n,  un  contatto  quadripunto  in  G,  E  con- 
ducendo per  G  una  retta  arbitraria  r,  che  seghi  di  nuovo  C3^ ,  S32 
in  M^  ,  M^f  e  costruendo  il  gruppo  armonico  M^M^OM  y  C3  sarà 
definita  come  conica  corrispondente  a  z:^  nell'  omologia,  che  ha 
G ,g  per  centro  ed  asse,  ed  M^jM  per  punti    corrispondenti. 

In  fatti,  se  C3  appartiene  [a)]  al  fascio-schiera  [c3j  ,  tSj]}  siccome 
è  C3|^=  (xiJfi  jCSjy^CriWg,  l'involuzione  n^ ,  che  deve  mutare  C3,^ 
in  53^^ ,  deve  avere  per  punti  doppi  il  punto  G  e  lì  coniugato  ar- 
monico If  di  G^  rispetto  ad  M^  ,  M^. 

Nò  può  una  conica  o,  non  appartenente  al  suddetto  fascio -schie- 
ra, mutare  a^  in  cSg  •  poichò  C3  dovrebbe  essere  \a)\  tangente  a  g 
in  Gj  mentre  dovrebbe  determinare  in  g  un'invo  luzione  armonica 
all'involuzione  parabolica  {g)  di  punto  doppio  G,  ossia  un'involu- 
zione iperbolica  GG'  :  assurdo. 

e)  Ninna  conica,  reale  o  immaginaria,  può  mutare  a  in  cs^, 
se  queste  ultime  due  coniche  sono  l' una  reale  e  1'  altra  immagi- 
naria, o  se,  essendo  /imendue  reali^  il  numero  dei  punti  reali  co- 
muni non  è  eguale  al  numero  delle  loro  tangenti  reali  comuni. 
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lati  i^'O^,  (?^,  EF 

33  e  34  Invece  di:  «E  poiché  le  rette  ASjAS^  penetrano 
entrambe  nel  v  SAS^y  o  niuna  di  esse  vi  penetra»,  si  sostitui- 
sca :  «  E  poiché  il  gruppo  UMMM^  è  prospettivo  al  gruppo 
di  punti  secondo  cui  SS^  seca  il  gruppo  {UÀ,  r,  «,  s^)  ».  E  si 
sopprima  la  nota,  in  pie  di  pagina. 
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